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ÉTUDE ANALYTIQUE ET NUMÉRIQUE DE L’ÉQUATION DE

BURGERS ET L’ACCÉLÉRATION DE CONVERGENCE D’UNE

CLASSE DE PROBLÈMES

Résumé

Cette thèse propose l’étude de trois problèmes, à savoir l’équation D1
de Burgers, un système couplé d’équations D2 de Burgers aux dérivées
conformes fractionnaires par rapport au temps et l’étude d’une procédure
d’accélération de convergence pour une classe d’algorithmes itératifs dans
un cadre de monotonie.

Concernant l’équation non visqueuse de Burgers, nous nous sommes
intéressés à la réduction des ondes de choc au voisinage des points de dis-
continuité par l’utilisation de l’équation modifiée correspondante.

S’agissant du système couplé d’équations D2 de Burgers aux dérivées
conformes fractionnaires, nous avons utilisé la transformation de Cole-
Hopf pour se ramener à une équation linéaire de type équation de chaleur.
Nous avons ensuite établi l’étude discrète et complété par des expérimen-
tations numériques afin de justifier l’intérêt de cette transformation.

Pour la procédure d’accélération des méthodes des approximations suc-
cessives dans un cadre de monotonie (dite aussi méthode de sous et sur so-
lution), nous avons voulu tester une telle procédure pour des algorithmes
itératifs et faire redémarrer le processus itératif avec une nouvelle estima-
tion. Un gain important en temps a été obtenu pour la résolution numé-
rique grâce à cette procédure. Pour l’illustration, deux exemples ont été
traités pour montrer l’efficacité de cette procédure.

Mots Clés : Dérivées conformes fractionnaires, Équation de Burgers mo-
difiée, Procédure d’accélération de convergence.
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ANALYTICAL AND NUMERICAL STUDY OF THE BURGERS

EQUATION AND ACCELERATION CONVERGENCE FOR A

CLASSE OF PROBLEMS

Abstract

The content of this thesis proposes the study of three problems. The
first is interested in a study of the Burgers’ equation 1D, the second in a
coupled system of fractional conformable derivative 2D equations with
respect to time and the last in a study of a procedure of convergence ac-
celeration for a class of iterative algorithms in a monotonous framework
(called also sub/under solution method).

Concerning the Burgers’ equation 1D, we were interested in a reduction
of shock waves near the discontinuity points by the use of the correspon-
ding modified equation.

For the coupled fractional conformable derivative 2D Burgers equa-
tions system, we used the Cole-Hopf transformation to reduce to a linear
equation type heat equation . Afterwards, we completed that by illustra-
ting a numerical experiment.

Regarding the procedure of acceleration of successive approximation
methods in a monotonous framework, we wanted to test it for a variante
of iterative algorithms. Then, we restart the iterative process with a new
estimate. To illustrate, two examples were treated to show the effective-
ness of this procedure.

Keywords : Convergence acceleration procedure, Fractional conformal de-
rivatives, Modified Burgers equation.
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NOTATIONS

Rn : L’espace vectoriel réel de dimension n avec n ≥ 2.

Ω : Ouvert de Rn.

∂Ω : La frontière de Ω.

Mn(R) : L’ensemble des matrice carrées .

Lp(Ω) : L’espace des fonctions mesurables de puissance p ∈ [1,+∞) inté-
grables sur Ω.

L2(Ω) : L’espace des fonctions carrées intégrable pour le mesure de Le-
besgue dx.

L∞(Ω) : L’espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur
Ω.

C1(Ω) : L’espace des fonctions absolument continues sur Ω.

H1(Ω) =
{

v : Ω→ R, v ∈ L2(Ω), ∀i = 1, ..., n avec
∂v
∂xi
∈ L2(Ω)

}
.

L∞
Loc(Ω) = {v mesurable, v|k ∈ L∞(Ω), ∀k compact ⊂ Ω}.

xi



Notations 1

Pour V = (v1, v2, ..., vn)
t ∈ Rn, on note les normes ||.||1, ||.||2, ||.||∞ :

||V||1 =
n

∑
i=1
|vi| .

||V||2 =

(
n

∑
i=1

v2
i

) 1
2

.

||V||∞ = max
1≤i≤n

|vi|,

et pour une matrice A ∈ Mn(R) de coefficients aij, on note par :

||A||1 = max
1≤j≤n

(
n

∑
i=1
|aij|

)
.

||A||2 = max
1≤j≤n

(
n

∑
i=1
|aij|2

) 1
2

.

||A||∞ = max
1≤i≤n

(
n

∑
j=1
|aij|

)
.

ρ(A) = max
i
|λi(A)|, où λi(A), i = 1, ..., n sont les valeurs propres de A.

Eq : Équation.

EDP : Équation aux dérivées partielles.

EDO : Équation différentielle ordinaire.

MDF : Méthode des différences finies.

MEF : Méthode des éléments finis.

MVF : Méthode des volumes finis.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

L’analyse numérique est une discipline à l’interface des mathématiques
et de l’informatique. Elle s’intéresse tant aux fondements qu’à la mise en
pratique des méthodes permettant de résoudre, par des calculs purement
numériques, des problèmes d’analyse mathématique. Plus précisément,
l’analyse numérique est l’étude des algorithmes permettant de résoudre
numériquement en discrétisation les problèmes mathématiques continus
(distinguées des mathématiques discrètes). Et comme en général, on ne
peut pas calculer la solution d’une EDP de manière analytique explicite,
par conséquent on a recours à la discrétisation en temps et en espace pour
se ramener à un système d’équations de dimension finie. En effet, la discré-
tisation est la transposition d’un état continu (fonction, modèle, variable,
équation) en un équivalent discret. Ce procédé constitue en général une
étape préliminaire à la résolution numérique d’un problème pour sa pro-
grammation sur machine.

Dans cette thèse, nous avons étudié l’analyse mathématique et numé-
rique de trois problèmes. Le premier s’intéresse à une classe d’équations
de type équations de transport et de diffusion qui sont des modèles ma-
thématiques (voir, [8, 19, 28, 32, 42]) intervenant pour décrire, le transfert
d’énergie dans un milieu matériel sous différentes formes (thermique, rayo-
nnement, . . .), la dynamique de particules en interaction avec la matière
et l’évolution de certaines populations d’organismes vivants (dynamique
des populations structurées, . . .). Parmi ces équations on a l’équation
de Burgers. D’un point de vue mathématique, l’équations de Burgers est
un sujet très intéressant et suggestif : il s’avère qu’une étude de celle-ci
conduit à la plupart des idées qui se posent dans le domaine des ondes
hyperboliques non linéaires. En physique, c’est une équation aux dérivées
partielles fondamentale issue de la mécanique des fluides. Elle apparaît

3



Introduction générale 4

dans divers domaines de mathématiques appliquées : la modélisation de la
dynamique des gaz et le trafic routier ; elle doit son nom à Johannes Marti-
nus Burgers (1895-1981). Cette équation est considérée comme une simpli-
fication d’un modèle plus complexe et sophistiqué, et est utilisée comme
un outil pour comprendre certains comportements internes du problème
de Navier Stokes [28, 32, 41]. En effet, l’équation de Burgers monodimen-
sionnel se déduit de l’équation de Navier Stokes en négligeant la pres-
sion et la gravitation. L’évaluation unidimensionnelle de telle équation a
fait l’objet d’une attention considérable depuis les études des années 1940,
principalement en tant que problème modèle de l’interaction entre phé-
nomènes non linéaires et dissipatifs [8, 19, 32, 41]. Dans un premier temps,
nous nous sommes intéressés à la recherche de la solution analytique et
numérique de l’équation 1D visqueuse de Burgers :

∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

= r
∂2u
∂x2 , (1)

où, r (r > 0) est le coefficient de diffusion (ou de viscosité) et ∂2u/∂x2 est
le terme de diffusion ; c’est une équation non linéaire parabolique .
Lorsque r tend vers 0, l’Eq.(1) devient ainsi :

∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

= 0, (2)

qui est hyperbolique et le plus simple modèle de problèmes de la méca-
nique des fluides (voir, [18, 28, 41]) et qui possèdent des solutions discon-
tinues (dites ondes de choc) même pour des données initiales régulières.
Á ce stade, nous devrions être convaincus de la complexité que la non-
linéarité cache du point de vue de l’analyse mathématique. Cette com-
plexité se pose aussi lorsque l’on tente de résoudre l’équation de Burgers
à l’aide des méthodes numériques. Des problèmes majeurs surviennent
lorsqu’on tente de se rapprocher des solutions pour lesquelles nous avons
admis des discontinuités : il se pourrait que la méthode converge vers une
autre solution faible de notre équation d’origine (ou c’est la mauvaise so-
lution faible, c’est-à-dire ne satisfait pas l’entropie). Pour cela, nous pro-
posons de remplacer l’équation dite "originale" par une équation qu’on ap-
pelera l’équation "modifiée" afin de pouvoir réduire le nombre de points
de discontinuités. L’idée est alors de remplacer l’EDP d’origine par une
nouvelle équation ” équation modifiée ” [6, 10, 11, 18, 22, 37, 43] ; c’est-à-dire,
nous changeons la forme de la solution de l’équation sans changer la so-
lution de cette équation. Cela peut se faire en ajoutant un terme, qu’on
obtient à travers l’expression des erreurs de troncatures, dans l’équation
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dite ”originale”. If faut noter que cette opération ne doit pas être interpré-
tée dans le sens des petites perturbations. Les avantages d’une telle modi-
fication de l’équation originale (voir [18]), nous permet de :
– utiliser des méthodes robustes, performantes et stables pour l’obtention
d’une meilleure solution du problème,
– faciliter l’analyse de méthodes de résolution spécifique ainsi que la com-
préhension générale du problème,
– relier les méthodes existantes de résolution à des nouvelles méthodes.
Pour une meilleure explication, supposons à résoudre dans un cadre gé-
néral l’EDP r(u) = 0, nous nous référons à la figure 1.

FIGURE 1 – Transformation de l’équation d’origine en une équation modi-
fiée

Ainsi, l’équation originale r(u) = 0 est remplacée par une équation mo-
difiée r(u) + s(u, h) = 0. Le terme supplémentaire s(u, h) est connu sous
divers noms dans la littérature [18]. Ceci dépend de certains paramètres
regroupés dans h ainsi que sur u, et que h puisse recevoir certaines in-
terprétations. C’est souvent un ensemble de variables scalaires (le vecteur
h = [hi] est choisi, alors que si hi → 0, s(u, hi) → 0), l’équation modifiée
est donc réduite à r(u) = 0.

Le second problème concerne un système couplé d’équations de Bur-
gers aux dérivées conformes fractionnaires par rapport au temps [1, 3, 4, 5,
24], donné par :

∂αu
∂tα

+ u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

= r
(

∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2

)
,

∂αv
∂tα

+ u
∂v
∂x

+ v
∂v
∂y

= r
(

∂2v
∂x2 +

∂2v
∂y2

)
,

(3)

où u = u(x, y, t), v = v(x, y, t), r > 0 est le coefficient de diffusion,
(x, y) ∈ [0, b] × [0, b], t > 0, ∂αu/∂tα, ∂αv/∂tα sont les dérivés fraction-
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naires conformes d’ordre α ∈ ]0, 1], respectivement de u et v.
Il faut noter que l’intérêt particulier pour la dérivation fractionnaires est
lié à la modélisation mécanique des gommes et des cahoutchous, en bref
toutes sortes de matériaux qui conservent la mémoire des déformations
passées et dont le comportement est dit viscoélastique.
Le but de cette étude est de vérifier l’applicabilité de la transformation
de Cole-Hopf [26, 33, 34, 40] à ce type de problème pour se ramener à une
équation aux dérivées conformes linéaires de type équation de chaleur.
Pour consolider cette étude , des expérimentations numériques sont pro-
posées pour tester l’efficacité de cette démarche.

Le dernier problème propose l’étude d’une procédure d’accélération
de convergence (voir [15, 17, 29, 31, 36]) des algorithmes itératifs dans un
contexte de monotonie d’ordre partiel (dite aussi la méthode de sur et sous
solution). Ceci est motivé par l’explosion et l’existence actuelle des grands
calculateurs (super-ordinateurs) qui nous offrent la possibilité de résoudre
des grands systèmes linéaires ou non linéaires avec des milliers de va-
riables. Pour cela, nous sommes donc encouragés à développer des pro-
cessus d’accélération de convergence pour des algorithmes itératifs afin
de réduire les effets des erreurs d’arrondi de la résolution des grands sys-
tèmes linéaires. Falcone [17] et Miellou [36] ont proposé initialement une
procédure pour résoudre des systèmes linéaires. Ensuite, elle a été étendue
par El-Tarazi [15] pour des systèmes non linéaires. Elle consiste à inter-
rompre les itérations de la suite (uk), k = 1, 2, ..., produite par la méthode
des approximation successives à la k ième itération en remplaçant uk par
ũk, où l’élément ũk est obtenu en combinant le vecteur uk+1 et le vecteur
d’extrapolation uk + ηk(uk − uk−1), avec ηk un paramètre réel à calculer.
On redémarre ensuite le processus itératif avec le nouveau ũk comme une
nouvelle estimation. Cette suite ũk présente une meilleure approximation
de la solution que les itérations uk+1 et uk, et de plus elle préserve la pro-
priété de monotonie. Notre objectif principal, ici, est de tester cette procé-
dure pour les grands systèmes. Pour l’illustration, nous allons l’appliquer
à une classe de problèmes à frontière libre [7] du type :

Trouver une fonction u tels que

(P)
{

a(u, u− v) ≥ ( f , v− u)L2(Ω),
u ≤ M(u), v ≤ M(u),

(4)

où a(., .) est une forme bilinéaire, (., .) étant le produit scalaire dans L2(Ω),
f une fonction donnée régulière dans L2(Ω) et M(u) représente les obs-
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tacles (qui sont très importants dans l’étude des gestions des stokes d’éner-
gies).

La thèse comporte quatre chapitres, une introduction, une conclusion
et deux annexes. Le chapitre un est consacré à des rappels préliminaires
d’analyse numérique. Le chapitre deux concerne l’équation de Burgers
et traite plus particulièrement l’onde de choc, utilisant l’équation modi-
fiée de Burgers. Le chapitre trois présente l’étude mathématique et nu-
mérique d’un système couplé d’équations 2D aux dérivées fractionnaires
conformes par rapport à la variable t. Le dernier chapitre propose l’étude
d’une procédure d’accélération pour la résolution d’une classe d’algorithmes
itératifs dans un cadre de monotonie.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

Ce chapitre est composé de deux parties. Dans la première, nous in-
troduisons quelques définitions élémentaires qui sont nécessaires pour le
reste de cette thèse. La seconde rappelle l’équation monodimensionnelle
de Burgers visqueuse et non visqueuse et donne quelques aspects analy-
tiques et numériques existants dans la littérature [8, 19, 28, 32, 41].

1.1 Définitions et notations

Définition 1.1. (Problème de Cauchy)
Le problème de Cauchy est un problème constitué d’une (ou plusieurs) équation(s)
différentielle(s) dont on recherche une solution vérifiant une certaine condition
initiale ; cette condition peut prendre plusieurs formes selon la nature de l’équa-
tion différentielle.

Définition 1.2. (Problème de Riemann, [19, 41])
On appelle problème de Riemann pour les équations d’Euler monodimensionnelles
le problème qui consiste à chercher une solution des équations avec la condition
initiale suivante :

u(x, 0) = u0(x) =
{

ug si x < 0,
ul si x > 0, (1.1)

où ug et ul sont deux états très proches.

Définition 1.3. (Problème bien posé au sens de Hadamard [23])
Un problème (P) est dit mathématiquement bien posé si le problème (P) admet
une solution unique, qui est stable au sens de Hadamard (c’est-à-dire, cette solu-
tion dépend continûment des données initiales).

Définition 1.4. Un problème numérique est dit numériquement bien posé si la
continuité de la solution est suffisamment bonne par rapport aux conditions ini-
tiales pour que la solution ne soit pas perturbée par une erreur initiale.

9
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1.2 Méthodes de discrétisation

Considérons le cas d’une EDP monodimensionnelle évolutive donnée par :

A(u) = F , (1.2)

où A : [0, T] × X → [0, T] × Y, est un opérateur qui va de l’espace
[0, T]× X dans l’espace [0, T]×Y, u la solution recherchée dans [0, T]× X
et F est une fonction donnée dans l’espace [0, T]×Y.

Le principe des méthodes de discrétisation numérique des EDP est d’obte-
nir des solutions numériques discrètes ( c’est-à-dire en nombre finis ) qui
approchent la solution exacte.
L’équation discrète correspondante à l’Eq.(1.2) est donnée par :

A∆x,∆t(u∆t
∆x) = F∆t

∆x , (1.3)

où A∆x,∆t est l’opérateur approché de A, de [0, T∆t]× X∆x dans [0, T∆t]×
Y∆x, avec X∆x l’espace approché de X (X∆x ⊂ X) et Y∆x l’espace approché
de Y (Y∆x ⊂ Y) et u∆t

∆x est la solution approchée de u, avec ∆x (∆x > 0)
et ∆t (∆t > 0) sont respectivement les pas de discrétisation de la variable
espace x et la variable temps t.
Les méthodes les plus connues et utilisées sont la méthode des différences
finies (MDF), des éléments finis (MEF) et des volumes finis (MVF).
Le principe de ces méthodes est donné brièvement ci-dessous :

La MDF [20] : Le principe de cette méthode consiste à remplacer les déri-
vées figurant dans les équations aux dérivées partielles par des différences
divisées que l’on obtient en faisant des développements limités en série
de Taylor où des combinaison de valeurs ponctuelles de la fonction en un
nombre fini de point discret aux nœuds du maillage. Cette méthode ap-
paraît comme étant la plus simple et s’applique plus facilement sur des
domaines réguliers.

La MVF [20] utilise le découpage du domaine de travail à un ensemble de
volumes de contrôle et d’intégration des équations sur chaque volume.
Il faut noter que la méthode des volumes finis a été utilisée initialement
pour les équations de lois de conservation hyperbolique, ensuite des dé-
veloppements récents en ont permis son application aux équations ellip-
tiques ou paraboliques surtout en mécaniques des fluides.
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La MEF [20] utilise l’expression variationnelle d’une EDP pour en détermi-
ner la solution approchée. Contrairement aux MDF et MVF, elle consiste à
approcher dans un sous espace de dimension finie un problème écrit sous
forme variationnelle dans un espace de dimension infinie. La solution ap-
prochée est, dans ce cas, une fonction à déterminer par un nombre fini de
paramètres comme, par exemple, ses valeurs en certains points (les nœuds
du maillage).

Introduisons maintenant quelque notions qui sont nécessaires lors d’une
résolution d’une ou plusieurs EDP au moyen de leurs équivalentes discré-
tisées. Il y a trois notions principales qui sont la consistance, la stabilité
et la convergence. Ces trois notions permettent de relier la solution exacte
des équations continues à la solution exacte des équations discrétisées et
à la solution numérique, effective, calculée par l’ordinateur. Pour mieux
comprendre ça, nous allons l’expliquer à travers la figure (1.1)

FIGURE 1.1 – Solutions exacte, numérique et discrète.

Consistance, stabilité et convergence

Définition 1.5. (Erreur de troncature)
L’erreur de troncature est un terme utilisé pour couper le développement décimal
d’un nombre à un certain nombre de chiffres après la virgule, ou le développement
limité d’une fonction à un certain ordre. Plus particulièrement pour les équations,
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elle se traduit par,

ErrT = ε
j
i = Eq.(1.2)− Eq.(1.3). (1.4)

Notons que dans l’Eq.(1.3) la solution approchée u∆t
∆x est substituée par la

solution exacte u au point x = xi à l’instant t = tj

Définition 1.6. (Ordre d’un schéma)
On dit que le schéma numérique (1.3) est d’ordre p en temps t et k en espace x si

ε
j
i ≤ O(∆tp + ∆xk),

où k et p sont deux entiers strictement positifs.

Définition 1.7. (Consistance)
La consistance est la propriété qui assure que la solution exacte des équations
discrétisées tende vers la solution exacte des équations continues lorsque les pas
de discrétisation ∆t et ∆x tendent vers zéro. Autrement dit, un schéma numérique
est dit consistant si :

lim
∆x,∆t→0

(ErrT) = 0.

Définition 1.8. (Stabilité)
La stabilité est la propriété qui assure que la différence entre la solution numérique
obtenue et la solution exacte des équations discrétisées est bornée en certain sens.

Il existe plusieurs types de stabilités, par d’exemple nous donnons la défi-
nition de la stabilité au sens de Van Neumann et la stabilité au sens d’une
norme ||.||.

Définition 1.9. (Stabilité au sens de Van Neumann)
Dans cette définition, on ne prend pas en compte les effets du bord de la discréti-
sations et analyse seulement l’équation ; ceci revient à considérer le problème non
plus dans un intervalle borné mais dans tout R. On cherche donc une solution
sous la forme suivante :

un
j = ξneiπKjh, pour K fixé et avec i2 = −1, (1.5)

le paramètre ξ est appelé le facteur d’amplification associé au mode K selon le
critère de Von Neumann : la condition de stabilité est donnée par

|ξ| ≤ 1, pour tout mode K.
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Définition 1.10. (Stabilité au sens d’une norme ||.||)
On dit que le schéma (1.3) est stable pour la norme ||.|| dans Rn, si et seulement
si, pour tout t (t > 0), il existe une constante C indépendante de ∆x et ∆t telle
qu’on ait :

||un|| ≤ C||u0||, pour tout n ≥ 0, (1.6)

quel que soit la donnée initiale u0.

Notons que la stabilité au sens de Von Neumann est équivalente à la sta-
bilité d’un schéma numérique au sens de la norme ||.||L2 .

Un schéma numérique quelconque peut être :
– soit inconditionnellement stable, c-à-d quels que soient ∆x et ∆t, les er-
reurs causées par le schéma numérique n’explose pas au fil des itérations,
– soit conditionnellement stable, c-à-d, on doit imposer une condition sur
∆x et ∆t pour que la solution n’explosent pas,
– soit inconditionnellement instable, c-à-d, quels que soient ∆x et ∆t, les
erreurs s’amplifient au fil des itérations, qui causent des résultats complè-
tement faux.

Définition 1.11. (Convergence)
La convergence est la propriété qui assure que la solution numérique tende vers la
solution exacte des équations continues.

Théorème 1.1. (Théorème de Lax-Wendroff)
Tout schéma numérique consistant et conservatif converge lorsqu’on raffine les
pas de temps et d’espace, c’est-à-dire lorsque ∆t → 0 et ∆x → 0, alors il y a une
convergence vers une solution faible des équations.

Pour étudier la convergence de la solution numérique u∆t
∆x du schéma aux

différences finies (1.3) vers la solution exacte u(x, t) de l’équation (1.2), on
peut, soit essayer d’étudier la convergence, ce qui peut être compliqué et
pas toujours possible, soit utiliser le résultat d’analyse du à Lax (Richtmyer
et Norton 1967) suivant :

Théorème 1.2. Tout schéma consistant et stable est convergeant.

Notons que le théorème de Lax-Wendroff ne garantit ni la convergence ni
l’unicité de la solution puisque le schéma peut être instable. Il faut prendre
garde au fait que ces notions de stabilité et de consistance varient d’un
type de méthode à une autre. Par exemple le cas de la MVF, ce ne sont pas
les même définitions (pour plus de détails, on renvoie le lecteur au livre
de Herbin [20]).
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1.3 Équation non linéaire de Burgers

Nous allons présenter ici un certain nombre de résultats concernant l’équa-
tion de Burgers qui sont disséminés dans la littérature [8, 19, 28, 32, 41, 42]
et que nous les utiliserons surtout dans les chapitres 2 et 3.
Considérons l’équation monodimentielle visqueuse de Burgers suivante :

∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

= r
∂2u
∂x2 , (1.7)

où, r (r > 0) est le coefficient de diffusion (ou de viscosité) et ∂2u/∂x2 est
le terme de diffusion ; c’est une équation non linéaire parabolique.
Lorsque r tend vers 0, l’Eq.(1.7) devient ainsi :

∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

= 0, (1.8)

qui est hyperbolique ; elle modélise la propagation des ondes sans dissi-
pation. L’ Eq. (1.8) s’écrit aussi sous forme conservative suivante :

∂u
∂t

+
∂ f (u)

∂x
= 0, avec f (u) =

u2

2
, (1.9)

qui est facilement reconnaissable dans la structure des lois scalaires de
conservation hyperboliques [31].
Beaucoup d’idées concernant le traitement mathématique, les méthode
numériques,..., peuvent être formulées dans le cadre de la théorie des lois
scalaires de conservation hyperbolique de sorte que on se réfère souvent
à l’Eq.(1.8) sous forme de (1.9) et le développement sera valable pour un
f (u), convexe, défini dans (1.9 ).

1.3.1 Étude analytique de L’Eq.(1.9)

Le problème de Cauchy associé a l’Eq.(1.9) sous forme conservative consiste
à trouver une fonction u(x, t) : R×R+ → R telle que ∂u

∂t
+

∂ f (u)
∂x

= 0, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = u0, x ∈ R,
(1.10)

Donnons l’étude analytique de l’Eq.(1.9) scalaire en utilisant la méthode
des caractéristiques. Avant de commencer le développement de cette mé-
thode, rappelons deux définitions et un lemme.
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Définition 1.12. (Solution Classique [41])
On dit que u est une solution classique du problème de Cauchy (1.10) dans un
domaine ouvert Q de R×R+, si c’est une fonction de x et t dans Q de classe C1,
et si elle satisfait (1.10) point par point dans Q.

Définition 1.13. (Solution faible [41])
Soit u0 ∈ L∞

loc(R), la fonction u ∈ L∞
loc(R× [0,+∞[), est appelée solution faible

du problème de Cauchy (1.10), si elle satisfait :∫ +∞

x=−∞

∫ +∞

t=0

(
u

∂ϕ

∂t
+ f (u)

∂ϕ

∂x

)
dtdx +

∫ +∞

x=−∞
u0(x)φ0(x)dx = 0, (1.11)

∀ϕ ∈ C1(R× [0,+∞[).

Lemme 1.1. ([41])

1. Toute solution classique est une solution faible.

2. Toute solution faible appartenant à C1(R× (0,+∞)) est une solution clas-
sique.

Méthode des caractéristiques

La méthode des caractéristiques [8, 41] fait partie des outils utilisés pour
étudier les équation aux dérivées partielles pour calculer la solution u en
un point (x, t) ∈ R × R+. L’idée est de relier ce point (x, t) à un point
(x0, 0) par une courbe le long duquel u est constant. Autrement dit, il s’agit
donc de transformer la résolution de l’équation aux dérivées partielles à
une résolution d’un système d’EDO. Ce système définit une famille de
courbes que l’on nomme courbes caractéristiques. On cherche les caracté-
ristiques du problème de Cauchy (1.10), c’est-à-dire des courbes x(t) tel
que u soit constant le long des courbes t→ (t, x(t)).
En effet, considérons la courbe (x(t), t) du plan (x, t) définie par :

dx(t)
dt

= c(u(x, t)), t > 0

x(t) = x,

(1.12)

où c(u(x, t)) = f ′(u) et (x, t) est un point quelconque du plan.
Soit u une solution classique de l’Eq.(1.10), alors u satisfait l’équation sous
forme non conservative :

∂u
∂t

+ c(u)
∂u
∂x

= 0. (1.13)
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Donc, on peut dériver u par rapport au temps le long de cette courbe et
obtenir :

d
dt
(u(x(t), t)) =

∂u(x(t), t)
∂x

dx(t)
dt

+
∂u(x(t), t)

∂t
= 0.

Autrement dit, u est constant le long de ces courbes :

u(x(t), t) = u(x, t) t > 0. (1.14)

Considérons un point (x, t) de la forme (x, 0), ce point a pour équation :

x = x + c(u0(x))t, (1.15)

et le long de cette droite on a :

u(x, t) = u0(x). (1.16)

Ceci permet de calculer la valeur de u au point (x, t), (voir [28]).

FIGURE 1.2 – Lignes caractéristiques sont représentées en D1 et D2

Remarque 1.1. La méthode des caractéristiques cesse de fonctionner lorsque
les courbes caractéristiques se coupent ainsi provoquant des points de dis-
continuités et ceci même si la donnée initiale u0 est régulière. Ces points
de discontinuités (voir, fig.1.3) sont appelés les ondes de chocs [22, 28] que
nous développerons amplement dans le chapitre 2.
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FIGURE 1.3 – Caractéristiques issues de x1 et x2 et l’apparition de singula-
rité en 1D

Pour connaitre avec exactitude les points de discontinuités et leur vitesse
de propagation, nous allons introduire la définition suivante.

Condition de Rankine-Hugoniot

Soient uL la limite de u approximant (x, t) du coté gauche, uR la limite de
u approximant (x, t) du coté droit.
Notons par [u] = (uL − uR) et [ f ] = ( f (uL)− f (uR)) les sauts de u et de
f (u) à travers la courbe de discontinuité (voir la figure 1.4).

FIGURE 1.4 – Saut de uL à uR

Définition 1.14. Si u est solution faible de (1.10) telle que u soit discontinue à
travers la courbe X(t) = s.t, la relation de Rankine-Hugoniot est définie par :

[ f (u)] = s[u], (1.17)
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où, s = X′(t) est la vitesse de propagation (le saut) des points de discontinuité.

Exemple illustratif [28]

Si on prend l’Eq.(1.8) avec la condition initiale

u0 (x) =


1 pour x < 0,
1− x pour 0 < x < 1,
0 pour x > 1.

(1.18)

Dans [28], la solution (voir figure 1.5) est donnée sous la forme suivante :

• Pour t ≤ 1, on a

u (x, t) =


1 si x < t,
1− x
1− t

si t < x < 1,

0 si x > 1.

(1.19)

Calculons la vitesse de déplacement de la discontinuité s = X′(t) en utili-
sant la formule (1.17)

(uL)
2

2
− (uR)

2

2
= s [uL − uR] .

On obtient alors s =
1
2

.

• Pour t ≥ 1

u (x, t) =


1 si x <

t + 1
2

0 si x >
t + 1

2
.

(1.20)

Pour la donnée initiale, si x < 0, on a u (x, t) = 1 ; et si x > 1, on a
u (x, t) = 0 pour t ≥ 1.

Les figures ci-dessous traduisent le déplacement des points de disconti-

nuité pour les différents t : t = 0;
1
2

; 1; 2.
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FIGURE 1.5 – La solution de (1.8) donnée par (1.19) pour t ≤ 1 et (1.20),
pour t ≥ 1 utilisant la condition initiale (1.18).

FIGURE 1.6 – Déplacement des points de discontinuité de la solution pour

les différentes valeurs t, avec un saut s =
1
2

(voir les deux derniers
graphes).

Remarque 1.2. Pour l’équation visqueuse (1.7), on peut proposer aussi
une autre démarche pour déterminer la solution analytique via la trans-
formation de Cole-Hopf et son inverse (pour plus de détails concernant
cette méthode, voir le Chapitre 3, pages 32−38 ).
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CHAPITRE 2

ONDE DE CHOC DE L’ÉQUATION
NON VISQUEUSE DE BURGERS

ET L’ÉQUATION MODIFIÉE
CORRESPONDANTE

Dans ce chapitre, on étudie l’onde de choc de l’équation non visqueuse
de Burgers (1.9) et une équation modifiée [10, 11, 18, 22, 39] que nous intro-
duisons par la suite. Cette dernière nous aidera à réduire ou éliminer les
oscillations autour des points de choc [37].

Reprenons l’Eq.(1.9) non visqueuse sous forme conservative,

∂u
∂t

+
∂ f (u)

∂x
= 0, (2.1)

où f est une fonction convexe.
Rappelons que la solution analytique de cette équation a été développée
dans le Chapitre 1. Commençons par étudier quelques schémas numé-
riques linéarisés et donnons les conditions de stabilité de la solution. En-
suite, nous construisons une équation modifiée, que nous définisserons
plus tard, pour réduire les oscillations près des ondes de choc. Pour ce
faire, nous devons utiliser des schémas possibles d’ordre supérieur.

2.1 Quelques schémas numériques pour l’Eq.(2.1)

Nous construisons des solutions numériques dans la région S = [L0 <
x < L1]× [t > t0], de frontière ∂S, consistuée de lignes x = L0, x = L1 et
t = t0. Elles recouvrent le maillage rectangulaire dans les points (x, t) =
(xi, tj) = (L0 + i∆x, t0 + j∆t) avec i = 0, 1, ..., N et j = 0, 1, ..., M.
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Notons par
uj

i et f j
i les approximations respectives de u et de f au point x = xi à

l’instant t = tj.

i) Schéma explicite centré linéarisé et le schéma modifié
La MDF appliquée à l’Eq.(2.1), utilisant une simple discrétisation en temps
t et une discrétisation centrée en espace x, donne :

uj+1
i − uj

i
∆t

+
f j
i+1 − f j

i−1
2∆x

= 0, pour i = 1, ...N, (2.2)

ou
uj+1

i = uj
i −

∆t
2∆x

(
f j
i+1 − f j

i−1

)
. (2.3)

Soit la relation suivante :

f j
i+1 − f j

i−1 = α(uj
i+1 − uj

i−1), (2.4)

où α = sup
i

∣∣∣ f ′(uj
i)
∣∣∣ est la valeur propre maximale de la matrice A du jaco-

bien d f /dx = u.

Le schéma explicite linéarisé s’écrit comme suit :

uj+1
i = α

∆t
2∆x

uj
i−1 + uj

i − α
∆t

2∆x
uj

i+1, i = 1, ...N, (2.5)

ou sous forme matricielle :

Auj+1
i = Cuj

i , pour i = 1, ..., N, (2.6)

où le vecteur uj
i = (uj

1, ..., uj
N)

t, la matrice A = [0; 1; 0] et la matrice

C =

[
α∆t
2∆x

; 1;
−α∆t
2∆x

]
.

En utilisant le programme Maple (voir l’annexe I), le facteur d’amplifi-
cation du schéma (2.5) est un nombre complexe 1 + i(.) dont la valeur
absolue est toujours supérieure à l’unité, comme le montre la formule ci-
dessous :

|G|2 = 1 + α2 ∆t2

∆x2 sin(y)2, pour tout y 6= 0(π). (2.7)
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Nous en déduisons que le schéma (2.5) est inconditionnellement instable.
L’idée est alors d’introduire l’équation modifiée correspondante à l’Eq.(2.5).

Équation modifiée [18, 37] : A cause des erreurs de discrétisation, la so-
lution exacte de l’équation discrétisée (2.5) ne satisfait pas exactement
l’équation continue de départ (2.1) pour des valeurs finies de ∆x et ∆t.
En revanche, la solution de l’équation discrétisée satisfait une équation
équivalente appelée équation modifiée. Ainsi, l’équation modifiée diffère
de l’équation différentielle de départ par le terme d’erreur de troncature.

Pour ce faire, donnons la définition de l’erreur de troncature comme suit :

ErrT = Eqh.(2.1)− Eq.(2.5). (2.8)

Dans l’Eq.(2.5), on substitue uj
i par la solution exacte en x = xi et t = tj.

En utilisant la formule de Taylor au point (xi, tj) et ne retenant que le pre-
mier terme, l’Eq.(2.8) donne :

ErrT =
∆t
2

(
∂2u
∂t2

)
+ θ(∆x2, ∆t2). (2.9)

Pour éliminer le terme
1
2

(
∂2u
∂t2

)
du membre droit de l’Eq.(2.9), utilisons

l’équation
∂u
∂t

= −∂ f (u)
∂x

= −u
∂u
∂x

, (2.10)

et sa dérivée seconde par rapport au temps t, ceci donne :

∂2u
∂t2 = −∂u

∂t
∂u
∂x
− ∂2u

∂t∂x
u = −

(
−u

∂u
∂x

∂u
∂x

)
− u

∂

∂x

(
∂u
∂t

)
= u

(
∂u
∂x

)2

− u
∂

∂x

(
−u

∂u
∂x

)
= u

(
∂u
∂x

)2

+ u
∂

∂x

(
u

∂u
∂x

)
= u

(
∂u
∂x

)2

+ u
(

∂u
∂x

∂u
∂x

+
∂2u
∂x2 u

)
= u

(
∂u
∂x

)2

+ u
(

∂u
∂x

)2

+ u2 ∂2u
∂x2

= 2u
(

∂u
∂x

)2

+ u2 ∂2u
∂x2 =

∂2G
∂x2 (u), avec G(u) =

u3

3
.
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Par conséquent, l’équation modifiée est obtenue comme suit :

Eqh.(2.1) ' ∂u
∂t

+
∂ f
∂x
− ∆t

2

(
∂2G(u)

∂x2

)
= 0. (2.11)

La discrétisation du terme ∂2G(u)/∂x2 autour du point (xi, tj) en utilisant
la MDF est donnée par :(

∂2G(u)
∂x2

)
'
(

G(uj
i+1)− 2G(uj

i) + G(uj
i−1)

∆x2

)
.

Soient les relations suivantes :

β(uj
i+1 − uj

i) = G(uj
i+1)− G(uj

i), pour i = 0, ..., N − 1, (2.12)

et
γ(uj

i − uj
i−1) = G(uj

i)− G(uj
i−1), pour i = 1, ..., N, (2.13)

où β et γ sont les valeurs propres maximales de la matrice jacobienne
dG/du aux points uj

i+1 et uj
i−1.

En utilisant les relations (2.4), (2.12) et (2.13), le schéma modifié est donné
par :

uj+1
i =

∆t
2∆x

(
α +

γ∆t
∆x

)
uj

i−1 +

(
1−

(
∆t2

2∆x2

)
(β + γ)

)
uj

i

+
∆t

2∆x

(
−α +

β∆t
2∆x

)
uj

i+1 , pour i = 1, ..., N, (2.14)

ou sous forme matricielle

A1uj+1
i = C1uj

i , pour i = 1, ..., N, (2.15)

où le vecteur uj
i = (uj

1, ..., uj
N)

t, la matrice A1 = [0; 1; 0] et la matrice

C1 =

[
∆t

2∆x

(
α +

γ∆t
∆x

)
; 1−

(
∆t2

2∆x2

)
(β + γ) ;

∆t
2∆x

(
−α +

β∆t
2∆x

)]
.

Ainsi, le schéma (2.5) est remplacé par le schéma modifié (2.14) qui pré-
sente certains avantages, telles que la stabilité et la réduction des oscilla-
tions à proximité des ondes de choc (que nous allons montrer à la fin de ce
chapitre à travers les figures 2.1, 2.2 et 2.3).
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ii) Schéma explicite en avant linéarisé et le schéma modifié
La discrétisation de l’Eq.(2.1), utilisant le schéma d’Euler explicite en avant
en temps t et en espace x est :

uj+1
i − uj

i
∆t

−

(
f j
i+1 − f j

i

)
∆x

= 0, pour i = 0, ..., N − 1. (2.16)

En utilisant la relation (2.4), l’Eq.(2.16) devient :

uj+1
i =

(
1 +

α∆t
∆x

)
uj

i −
α∆t
∆x

uj
i+1, pour i = 0, ..., N − 1, (2.17)

qui peut être réécrite sous forme matricielle :

A2uj+1
i = C2uj

i , pour i = 1, ..., N, (2.18)

où le vecteur uj
i = (uj

1, ..., uj
N)

t, la matrice A2 = [0, 1, 0] et la matrice

C2 =

[
0; 1 +

α∆t
∆x

;
−α∆t

∆x

]
.

Le carré du module du facteur d’amplification du schéma (2.17) est donné
par :

|G|2 = 1 +
4α∆t
∆x

(
1 +

α∆t
∆x

)
sin2(

y
2
). (2.19)

On en déduit que |G|2 > 1, pour tout y 6= 0 mod(π), donc le schéma
explicite en avant (2.17) est instable. De la même manière comme précé-
demment, on introduit l’erreur de troncature définie par :

ErrT = Eqh. (2.1)− Eq.(2.16) (2.20)

=
1
2

(
∂2u
∂t2

)
dt + θ(α∆x, ∆t2). (2.21)

Alors l’équation modifiée est donnée par :

Eqh ' ∂u
∂t

+
∂ f
∂x

+
∆t
2

(
∂2G(u)

∂x2

)
= 0. (2.22)

Il suffit alors de retrancher de l’Eq.(2.16) la quantité suivante :

1
2

(
∂2G(u)

∂x2

)
dt ' dt

2

(
G(uj

i+2)− 2G(uj
i+1) + G(uj

i)

dx2

)
.
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Soient les relations suivantes :

β(uj
i+2 − uj

i+1) = G(uj
i+2)− G(uj

i+1)

γ(uj
i+1 − uj

i) = G(uj
i+1)− G(uj

i),
(2.23)

le schéma modifié linéarisé est donné par :

uj+1
i =

(
− β∆t2

2∆x2

)
uj

i+2 +

(
−α∆t

∆x
+

β∆t2

2∆x2 +
β∆t2

2∆x2

)
uj

i+1

+

(
1 +

α∆t
∆x
− γ∆t2

2∆x2

)
uj

i , (2.24)

ou sous forme matricielle

A3uj+1
i = C3uj

i , pour i = 1, ..., N,

où le vecteur uj
i = (uj

1, ..., uj
N)

t, la matrice A3 = [0; 1; 0] et la matrice

C3 =

[(
1 +

α∆t
∆x
− γ∆t2

2∆x2

)
;

∆t
∆x

(
−α +

β∆t
2∆x

+
β∆t
2∆x

)
;
(
− β∆t2

2∆x2

)]
.

iii) Schéma implicite linéarisé et le schéma modifié

On utilise le schéma implicite en avant par rapport au temps t et centré
par rapport à l’espace x, on obtient alors :

uj+1
i = uj

i −
∆t

2∆x

(
f j+1
i+1 − f j+1

i−1

)
. (2.25)

En utilisant la relation (2.4), le schéma (2.25) s’écrit :

uj+1
i = uj

i −
α∆t
2∆x

(
uj+1

i+1 − uj+1
i−1

)
, (2.26)

ou :

−α∆t
2∆x

uj+1
i+1 + uj+1

i − α∆t
2∆x

uj+1
i+1 = uj

i , pour i = 1, ..., N. (2.27)

En utilisant le programme Maple (voir l’annexe I), le carré du module du
facteur d’amplification du schéma (2.27) est donné par :

|G|2 =
∆x2

dx2 + α2∆t2 sin(y)2 < 1, ∀y.



Quelques schémas numériques pour l’Eq.(2.1) 27

qui est exactement l’opposé du facteur d’amplification du schéma centré
explicite (2.5) ; il est toujours inférieur à 1, donc le schéma implicite est in-
conditionnellement stable.

L’erreur de troncature est donnée par :

ErrT = Eq.(2.1)− Eq.(2.27)

=

(
α

(
∂2u(t, x)

∂x∂t

)
+

1
2

∂2u
∂t2

)
∆t + θ(α∆x2, dt2).

Comme précédemment, pour éliminer les termes ∂2u(t, x)/∂x∂t et
1
2

∂2u/∂t2

respectifs, nous utilisons les relations (2.12) et (2.13), on obtient alors :

−α∆t
2∆x

uj+1
i−1 + uj+1

i − α∆t
2∆x

uj+1
i+1 = γuj

i−1 + (1− β− γ)uj
i + βuj

i+1, (2.28)

ou sous forme matricielle :

A4uj+1
i = C4uj

i , pour i = 1, ..., N

où le vecteur uj
i = (uj

1, ..., uj
N)

t, la matrice A4 =

[
−α∆t
2∆x

; 1; − α∆t
2∆x

]
et la

matrice C4 = [ γ; (1− β− γ); β ] .

iv) Schéma de Lax-Friedrichs linéarisé et le schéma modifié

Le schéma de Lax-Friedrichs de l’Eq.(2.1) s’écrit :

uj+1
i − 1

2(u
j
i−1 + uj

i+1)

∆t
+

f j
i+1 − f j

i−1
2∆x

= 0, pour i = 1, ..., N.

En utilisant la relation (2.4), le schéma linéarisé s’écrit :

uj+1
i =

(
1
2
+

α∆t
2∆x

)
uj

i−1 +

(
1
2
− α∆t

2∆x

)
uj

i+1. (2.29)

Dans [28], le facteur d’amplification est donné par :

G = cos(k∆x)− i
∆t
∆x

A sin(k∆x),

où la matrice A est le jacobien d f /du, qui est le seul élément u pour l’équa-
tion de Burgers. La stabilité nécessite que la condition Courant-Friedrichs-
Lewy (CFL) [28] soit vérifiée, c’est-à-dire :∣∣∣∣ ∆t

∆x
α

∣∣∣∣ ≤ 1,
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Le carré du module du facteur d’amplification est donné par :

|G|2 =
α2∆t2

∆x2 + cos(y)2
(

1− α2∆t2

∆x2

)
. (2.30)

Si la condition CFL est vérifiée, alors le module de (2.30) est inférieur à 1.
Grâce au programme Maple (voir l’annexe I), nous obtenons l’erreur de
troncature

ErrT =
1
2

(
∂2u
∂t2

)
∆t + θ(∆x, ∆t2). (2.31)

Pour i = 1, ..., N, le schéma modifié de Lax-Friedichs est donné par :

uj+1
i =

(
1
2
+

α∆t
2∆x

+
γ∆t2

2∆x2

)
uj

i−1 +
∆t2(β− γ)

2∆x2 uj
i +

(
1
2
− α∆t

2∆x
− β∆t2

2∆x2

)
uj

i+1 .

(2.32)

2.2 Simulations numériques

Pour étudier les oscillations autour des points de choc, nous reprenons
l’Eq.(1.8) avec les conditions initiales suivantes (C.I.) :

i) φ1(x) =
{

1, x ≤ 0,
0, x > 0. (Problème de Riemann)

ii) φ2(x) =
{

0.5, x ≤ 0,
1, x > 0.

iii) φ3(x) = exp(−2(x− 1)2), (condition Gaussian ).

iv) φ4(x) =


1, x < 0
1− x, 0 ≤ x < 1
0, x > 1

Prenons quelques valeurs pour α, fixons les valeurs β et γ, et calculons les
normes ||C||∞, ||C||1 et ||C||2 respectives ; (voir le Tableau 2.1 ).
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Les valeur Schéma explicite centré Schéma explicite avant
α β γ ||C||∞ ||C||1 ||C||2 ||C||∞ ||C||1 ||C||2
0.5 0.06 0.3 1.0398 1.0398 1.0000 1.3050 1.6101 1.3361
0.01 0.06 0.3 1.0004 1.0004 0.9999 0.9111 1.0388 0.9177
0.001 0.06 0.3 1 1 0.9999 0.9038 1.0388 0.9114

TABLEAU 2.1 – Les normes ||.||∞, ||.||1 et ||.||2 pour différents valeurs de α

On remarque que, dans le Tableau 2.1 pour les différentes valeurs de α, les
normes ||.||∞ et ||.||1 sont presque identiques pour le schéma centré expli-
cite. Pour le schéma en avant lorsque α diminue, les normes ||.||∞ et ||.||2
sont inférieures à 1, i.e., il y a plus de stabilité.

Ensuite, nous avons fixé α (α = 0.1) et faisons varier β et γ, les résultats
sont résumés dans le Tableau 2.2.

Les valeur Schéma explicite centré Schéma explicite en avant
α β γ ||C||∞ ||C||1 ||C||2 ||C||∞ ||C||1 ||C||2
0.1 0.06 0.03 1.0076 1.0076 0.9999 0.983 1.3878 1.0242
0.1 0.6 0.3 1.0041 1.0041 0.9999 0.983 1.0388 0.9843
0.1 3 0.6 1 1 0.9999 0.983 1.0388 0.9155

TABLEAU 2.2 – Les normes ||.||∞, ||.||1 et ||.||2 pour les différentes valeurs
de β

On remarque que, dans le Tableau 2.2 pour les différentes valeurs de β,
les normes ||.||∞ et ||.||1 sont exactement identiques pour le schéma centré
explicite. Concernant le schéma en avant lorsque β augmente les normes
||.||∞ sont inférieures à 1.
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FIGURE 2.1 – Graphes du schéma explicite centré (2.5) et du schéma mo-
difié (2.14)
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En utilisant les conditions initiales 1, 2 et 4, les graphes (a′), (b′) et (c′)
montrent qu’il y a une réduction de choc autour des points de disconti-
nuité par rapport aux graphes respectifs (a), (b) et (c), de l’équation d’ori-
gine.

FIGURE 2.2 – Graphes du schéma explicite en avant (2.17) et du schéma
modifié (2.24)

En utilisant la condition initiale 3, le graphe (a′) montre qu’il y a une élimi-
nation de choc autour des points de discontinuité par rapport au graphe
(a) de l’équation d’origine. Le graphe (b′) montre qu’il y a une réduction
de choc autour des points de discontinuité par rapport à celui du graphe
(b) de l’équation d’origine.
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FIGURE 2.3 – Graphes du schéma de Lax-Friedrichs (2.29) et du schéma
modifié correspondant

En utilisant les conditions initiales 1 et 2, les graphes (a′) et (b′) montrent
qu’il n’y a pas une amélioration autour des points de discontinuité par
rapport à ceux des graphes respectifs (a) et (b) de l’équation d’origine.

2.3 Remarque et commentaire

La théorie mathématique de la solution faible pour les équations hy-
perboliques est relativement récente. L’existence d’ondes de choc dans un
flux supersonique non invisible est un exemple de solution faible. L’équa-
tion de Burgers peut être une simple analogie des équations d’Euler pour
l’écoulement du fluide non visqueux et constitue un prototype d’équa-
tions de conservation qui peut développer des points de discontinuités
(ondes de choc). A travers cette étude qui constitue notre apport origi-
nal, nous nous somme intéressés à l’effet du terme non linéaire qui pos-
sède certaines propriétés. Une solution faible de l’Eq. (1.9) est une solution
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authentique, sauf le long d’une surface dans l’espace (x, t), sur laquelle
la fonction u peut être discontinue (point de choc). Par comparaison des
schémas analytiques et numériques, l’équation modifiée peut donner des
bons résultats. Cette démarche réduit les oscillations autour des points de
discontinuités (choc). La discontinuité en mouvement à droite est correc-
tement positionnée et est définie avec précision. La nature dispersive de
cette méthode est évidente par la présence d’oscillations près de la discon-
tinuité. Même si la méthode utilise des différences centrées, une certaine
asymétrie se produira car la vague est en mouvement. En général, lorsque
le nombre CFL est moins petit, la qualité de la solution est dégradée.
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CHAPITRE 3

ÉTUDE D’UN SYSTÈME COUPLÉ
D’ÉQUATIONS D2 DE BURGERS

AUX DÉRIVÉES CONFORMES
FRACTIONNAIRES

Dans ce chapitre, on essaiera d’établir une solution analytique et numé-
rique d’un système couplé d’équations aux dérivées conformes fraction-
naires [1, 2, 3, 5]. Pour cela, nous concentrons notre attention sur la trans-
formation d’un système couplé d’équations de Burgers fractionnaire à une
équation de la chaleur aux dérivées conformes fractionnaires à l’aide de
la transformation de Cole-Hopf. Nous pouvons alors obtenir une solution
analytique et numérique des équations de Burgers aux dérivées conformes
fractionnaires via la combinaison de la solution de l’équation de la chaleur
D2 et la transformation inverse de Cole-Hopf [26, 40]. Pour l’illustration,
nous complétons l’étude par des simulations numériques en testant l’ef-
ficacité de la transformation de Cole-Hopf et les algorithmes numériques
utilisés pour cette classe d’équations. Nous schématisons cette démarche
à travers la figure 3.1.

FIGURE 3.1 – Transformation du système d’équations D2 de Burgers en
une équation de chaleur D2

35
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3.1 Position du problème

Considérons le système couplé d’équations de Burgers suivant :
∂αu
∂tα

+ u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

= r
(

∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2

)
,

∂αv
∂tα

+ u
∂v
∂x

+ v
∂v
∂y

= r
(

∂2v
∂x2 +

∂2v
∂y2

)
,

(3.1)

où : u = u(x, y, t), v = v(x, y, t), r > 0 est le coefficient de diffusion,
(x, y) ∈ [0, b] × [0, b], t > 0, ∂αu/∂tα, ∂αv/∂tα sont les dérivés fraction-
naires conformes d’ordre α ∈ ]0, 1], respectivement de u et v.

Ajoutons à celles-ci les conditions initiales suivantes :
u(x, y, 0) = u0(x, y), pour tout (x, y) ∈ Ω,

v(x, y, 0) = v0(x, y), pour tout (x, y) ∈ Ω,
(3.2)

et les conditions aux limites :
u(x, y, t) = f (x, y, t), pour tout (x, y) ∈ ∂Ω, t > 0,

v(x, y, t) = g(x, y, t), pour tout (x, y, t) ∈ ∂Ω, t > 0,
(3.3)

où f et g sont deux fonctions données.

Ajoutons aussi la condition de potentiel symétrique :

∂u
∂y

=
∂v
∂x

, (3.4)

qui est nécessaire pour le reste de développement [33].

3.2 Notions de base sur les dérivées conformes
fractionnaires

Introduisons une définition et quelques propriétés importantes des déri-
vées conformes fractionnaires qui seront utilisées dans toute la suite.
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Définition 3.1. ([5, 24])
Soit une fonction f : [0 : ∞) −→ R, la dérivée conforme fractionnaire de f
d’ordre α est définie par :

Tα( f )(t) = lim
ε→0

f (t + εt1−α)− f (t)
ε

, (3.5)

pour tout t > 0, α ∈ (0.1).
Si f est α-différentiable dans certaines (0, a), a > 0, et lim

t→0+
f (α)(t) existe, alors

on a
f (α)(0) = lim

t→0+
f (α)(t). (3.6)

Les propriétés de cette définition sont résumées dans le théorème ci-dessous.

Théorème 3.1. ([5, 24])
Soit 0 < α ≤ 1 et f, g être α-différentiable en un point t > 0. Alors,

1. Tα(a f + bg) = aTα( f ) + bTα(g), pour tout a, b ∈ R.

2. Tα(tp) = ptp−α pour tout p ∈ R.

3. Tα(λ) = 0, pour toutes les fonctions constantes f (t) = λ.

4. Tα( f g) = f Tα(g) + gTα( f ).

5. Tα( f /g) = (gTα( f )− f Tα(g))/g2.

6. Si de plus f est différentiable, alors Tα( f )(t) = t1−αd f /dt.

3.3 Linéarisation du système (3.1) par la transfor-
mation de Cole-Hopf

Comme nous l’avons indiqué au chapitre un, nous allons déterminer la
solution du système (3.1) via la transformation de Cole-Hopf [33, 34, 40].

En utilisant la propriété 6 du Théorème 3.1, nous pouvons reécrire le sys-
tème (3.1) comme suit :

t(1−α) ∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

= r
(

∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2

)
,

t(1−α) ∂v
∂t

+ u
∂v
∂x

+ v
∂v
∂y

= r
(

∂2v
∂x2 +

∂2v
∂y2

)
.

(3.7)
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Rappelons que la transformation de Cole-Hopf a été introduite par Ebe-
rhard Hopf (1950) et Julian Cole (1951) et qui permet de transformer l’
équation non linéaire visqueuse de Burgers en une équation linéaire de
type chaleur. Cette opération s’effectue en deux étapes.

Étape 1

Posons u = ψx et v = ψy, ainsi le système (3.7) devient :
t(1−α)ψxt + ψxψxx + ψyψxy = r

(
ψxxx + ψxyy

)
,

t(1−α)ψyt + ψxψyx + ψyψyy = r
(
ψyxx + ψyyy

)
,

(3.8)

qui s’écrivent aussi :
t(1−α)ψxt +

∂

∂x

(
1
2

ψ2
x

)
+

∂

∂x

(
1
2

ψ2
y

)
= r

(
ψxxx + ψxyy

)
,

t(1−α)ψyt +
∂

∂y

(
1
2

ψ2
x

)
+

∂

∂y

(
1
2

ψ2
y

)
= r

(
ψyxx + ψyyy

)
.

(3.9)

En intégrant la première (resp. seconde) équation du Système (3.9) par
rapport à x (resp. y), on obtient :

t(1−α)ψt +

(
1
2

ψ2
x

)
+

(
1
2

ψ2
y

)
= r

(
ψxx + ψyy

)
+ η1(y, t),

t(1−α)ψt +

(
1
2

ψ2
x

)
+

(
1
2

ψ2
y

)
= r

(
ψxx + ψyy

)
+ η2(x, t),

(3.10)

où η1(y, t) et η2(x, t) sont deux fonctions arbitraires dépendantes respecti-
vement de y et x.

En combinant les deux équations du Système (3.10) et utilisant la condi-
tion (3.4), nous pouvons conclure que ψ satisfait l’équation suivante (pour
plus de détails voir [33]) :

t(1−α)ψt +

(
1
2

ψ2
x

)
+

(
1
2

ψ2
y

)
= r

(
ψxx + ψyy

)
+ η(t). (3.11)
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Étape 2
Introduisons un deuxième changement de variable ψ = −2r ln φ, alors on
a :

u = −2r
φx

φ
et v = −2r

φy

φ
. (3.12)

Le calcul des dérivées de la fonction ψ donne :

ψt = −2r
φt

φ
, ψx = −2r

φx

φ
, ψy = −2r

φy

φ
. (3.13)

ψxx = −2r
φxx

φ
+ 2r

φ2
x

φ2 , ψyy = −2r
φyy

φ
+ 2r

φ2
y

φ2 . (3.14)

Par l’insertion les dérivées ψt, ψx et ψy dans le membre gauche (resp. ψxx
et ψyy dans le membre droit) de l’Eq.(3.11), nous obtenons :

−2rt(1−α) φt

φ
+

1
2

(
−2r

φx

φ

)2

+
1
2

(
−2r

φy

φ

)2

=

r

(
−2r

φxx

φ
+ 2r

φ2
x

φ2 − 2r
φyy

φ
+ 2r

φ2
y

φ2

)
+ η(t).

(3.15)

L’Eq.(3.15) peut être réduite à :

∂αφ

∂tα
= r(φxx + φyy) + ζ(t)φ, (3.16)

où ζ(t) =
−η(t)

2r
.

Maintenant, nous énonçons le théorème suivant pour montrer que le cal-
cul des fonctions u(x, y, t) et v(x, y, t) est indépendant de la fonction ζ(t).

Théorème 3.2. [33] Soit φ(x, y, t) la solution de l’Eq.(3.16), u(x, y, t) et v(x, y, t)
sont définies dans (3.12), alors les solution u et v sont indépendant de ζ(t).

Démonstration. Soit
β(t) =

∫ 1
t1−α

ζ(t)dt,

puis,

β′(t) =
1

t1−α
ζ(t).
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Multiplions par e−β(t) les deux membres de l’Eq.(3.16), nous obtenons :

∂αφ

∂tα
e−β(t) = r(φxx + φyy)e−β(t) + ζ(t)φe−β(t). (3.17)

En utilisant la Propriété 6 du Théorème 3.1, l’Eq.(3.17) devient :

t1−α ∂φ

∂t
e−β(t) − ζ(t)φe−β(t) = r(φxx + φyy)e−β(t), (3.18)

qui s’écrit aussi,

t1−α ∂

∂t

(
e−β(t)φ

)
= r((e−β(t)φ)xx + (e−β(t)φ)yy). (3.19)

Posons maintenant,

ψ(x, y, t) = e−β(t)φ(x, y, t),

alors ψ(x, y, t) vérifie l’équation de la chaleur suivante :

t1−α ∂ψ

∂t
= r(ψxx + ψyy), (3.20)

qui peut être reécrite sous la forme suivante :

∂αψ

∂tα
= r(ψxx + ψyy). (3.21)

Notons que la différence entre la solution de l’Eq.(3.16) et de l’Eq.(3.21)
réside seulement dans la présence du facteur e−β(t). Alors on a :

u(x, y, t) =
φx

φ
=

e−β(t)φx

e−β(t)φ
=

ψx

ψ
, (3.22)

v(x, y, t) =
φy

φ
=

e−β(t)φy

e−β(t)φ
=

ψy

ψ
. (3.23)

Il est clair que les solutions u et v sont indépendantes de la fonction ζ(t).

Pour simplifier l’étude prenons le cas particulier ζ(t) ≡ 0, l’Eq(.3.16) est
alors :

∂αφ

∂tα
= r(φxx + φyy). (3.24)
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3.3.1 Déterminations des conditions initiales et aux bords
Dans la suite, nous déterminons les conditions initiales et aux bords cor-
respondes à l’Eq.(3.24). Par souci de clarité, prenons

Ω = [0, b]× [0, b], ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4,

avec
Γ1 = {0 ≤ x ≤ b, y = 0}, Γ2 = {0 ≤ x ≤ b, y = b},

Γ3 = {x = 0, 0 ≤ y ≤ b} et Γ4 = {x = b, 0 ≤ y ≤ b}.

FIGURE 3.2 – Domaine de résolution

Détermination de la condition initiale (CI).

De l’Eq.(3.12), nous avons

φx

φ
=

u(x, y, t)
−2r

. (3.25)

En intégrant les deux membres de l’Eq.(3.25) par rapport à x, nous obte-
nons :

ln(φ) =
−1
2r

∫ x

0
u(s, y, t)ds + ln(φ(0, y, t)).



Linéarisation du système (3.1) par la transformation de Cole-Hopf 42

Ceci implique

φ(x, y, t) = φ(0, y, t) exp
(
−1
2r

∫ x

0
u(s, y, t)ds

)
, (3.26)

où φ(0, y, t) est une fonction inconnue et pour la déterminer il faut utiliser
la deuxième formule de l’Eq.(3.12) qui peut également être réorganisée
en :

φy

φ
=

v(x, y, t)
−2r

. (3.27)

L’intégration de l’équation ci-dessus par rapport à y donne :

ln(φ) =
−1
2r

∫ y

0
u(x, s, t)ds + ln(φ(x, 0, t)),

Ceci implique,

φ(x, y, t) = φ(x, 0, t) exp
(
−1
2r

∫ y

a
v(x, s, t)ds

)
. (3.28)

Pour x = 0, l’Eq.(3.28) est :

φ(0, y, t) = φ(0, 0, t) exp
(
−1
2r

∫ y

a
v(0, s, t)ds

)
. (3.29)

Par l’insertion de l’Eq.(3.29) dans l’Eq.(3.26), on obtient

φ(x, y, t) = φ(0, 0, t) exp
(
− 1

2r

∫ y

0
v(0, s, t)ds− 1

2r

∫ x

0
u(s, y, t)ds

)
.

(3.30)
Pour t = 0, on obtient la condition initiale ci-dessus :

φ(x, y, 0) = φ(0, 0, 0) exp
(
− 1

2r

∫ y

0
v(0, s, 0)ds− 1

2r

∫ x

0
u(s, y, 0)ds

)
.

(3.31)
Afin de montrer que φ(0, 0, 0) n’a pas d’effet sur la solution du système
initial des équations de Burgers, nous posons φ̃ = cφ, avec c constante et
énonçons la proposition suivante.

Proposition 3.1. [33] Soit φ̃ la solution de l’équation de chaleur (3.24), Soit ũ
et ṽ la solution définie dans la relation (3.12), alors ũ(x, y, t) et ṽ(x, y, t) sont
indépendants de la constante c.
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Démonstration. D’après l’Eq.(3.12), nous avons

ũ(x, y, t) = −2r
(φ̃)x

φ̃
= −2r

c(φ)x

cφ
= −2r

(φ)x

φ
= u(x, y, t),

et

ṽ(x, y, t) = −2r
(φ̃)y

φc
= −2r

c(φ)y

cφ
= −2r

(φ)y

φ
= v(x, y, t).

Ainsi, la preuve est complète.

Pour simplifier l’étude, on peut considérer, φ(0, 0, 0) = 1, cela donne :

φ0(x, y) = exp
(
− 1

2r

∫ y

0
v(0, s, 0)ds− 1

2r

∫ x

0
u(s, y, 0)ds

)
. (3.32)

Détermination des conditions aux bords (CB)

Utilisons l’Eq.(3.12), les conditions aux limites sont réduites à
φx = − 1

2r
u(x, y, t)φ(x, y, t), (x, y, t) ∈ (∂Ω× (0, T)),

φy = − 1
2r

v(x, y, t)φ(x, y, t), (x, y, t) ∈ (∂Ω× (0, T)).

(3.33)

Par conséquent, l’équation de la chaleur aux dérivées conformes fraction-
naires avec la condition initiale et la condition aux bords de Neumann se
résume ainsi :

Eq. :
∂αφ

∂tα
= r(φxx + φyy).

CI : φ0(x, y) = exp
(
− 1

2r

∫ y

0
v(0, s, 0)ds− 1

2r

∫ x

0
u(s, y, 0)ds

)
.

CB :


φx = − 1

2r
u(x, y, t)φ(x, y, t), (x, y, t) ∈ (∂Ω× (0, T)),

φy = − 1
2r

v(x, y, t)φ(x, y, t), (x, y, t) ∈ (∂Ω× (0, T)).
(3.34)
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Reformulons le problème (3.34) en utilisant la Propriété 6 du Théorème
3.1, on obtient :

Eq. : t(1−α) ∂φ

∂t
= r(φxx + φyy).

CI : φ0(x, y) = exp
(
− 1

2r

∫ y

0
v(0, s, 0)ds− 1

2r

∫ x

0
u(s, y, 0)ds

)
.

CB :


φx = − 1

2r
u(x, y, t)φ(x, y, t), (x, y, t) ∈ (∂Ω× (0, T)),

φy = − 1
2r

v(x, y, t)φ(x, y, t), (x, y, t) ∈ (∂Ω× (0, T)).
(3.35)

3.4 Solution analytique

Nous déterminons la solution analytique du système (3.1) via l’équation
de la chaleur (3.35) et à l’aide la transformation inverse de Cole-Hopf.

3.4.1 Solution analytique de l’équation de la chaleur Eq.(3.35)

Afin de résoudre l’Eq.(3.35), nous introduisons la transformée de Fourier
(T.F)

T.F(φ(x, y, t)) =
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−2iπ(kx.x+ky.y) φ(x, y, t)dxdy = φ̂(kx, ky, t), (3.36)

et la transformée inverse de Fourier (T.F−1)

T.F−1(φ(x, y, t)) =
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e2iπ(kx.x+ky.y) φ̂(kx, ky, t)dkxdky. (3.37)

Dans un premier temps, nous appliquons la T.F au terme φt,
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T.F
(

∂φ

∂t

)
=

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−2iπ(kx.x+ky.y) ∂φ

∂t
dxdy,

=
∂

∂t

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−2iπ(kx.x+ky.y) φ dxdy,

=
∂φ̂(kx, ky, t)

∂t
(3.38)

Puis, nous devons examiner la T.F au terme φx, i.e. :

T.F(φx) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e−2iπ(kx.x+ky.y) φx dxdy,

(3.39)

L’intégration par partie de l’Eq.(3.39), on pose f et g′ comme suit :{
f = e−2iπ(kx.x+ky.y) =⇒ f ′ = −2iπkx e−2iπ(kx.x+ky.y),
g′ = φx =⇒ g = φ,

(3.40)

ce qui donne,

T.F(φx) = e−2iπ(kx.x+ky.y) φ
∣∣∣+∞

−∞(x,y)
−

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

−2iπkx e−2iπ(kx.x+ky.y) φ

(3.41)

Selon [42], les conditions aux limites de l’équation de chaleur sur l’inter-
valle infini : φ(x, y, t) = 0 si |x| = |y| = ∞, donc on a :

T.F(φx) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

2iπkx e−2iπ(kx.x+ky.y) φ

=2iπkx × T.F(φ(x, y, t)) = 2iπkx φ̂(kx, ky, t), (3.42)

On peut itérer ce résultat pour obtenir la T.F du terme φxx

T.F(φxx) =T.F ((φx)x)

=2iπkx × T.F (φx)

=(2iπkx)
2 φ̂(kx, ky, t), (3.43)
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De la même manière, on procède pour la variable y, on a donc :

T.F(φyy) = (2iπky)
2φ̂(kx, ky, t).

En substituant les résultats ci-dessus dans l’Eq.(3.35), nous obtenons

t(1−α) ∂φ̂

∂t
+ r(2π)2(k2

x + k2
y)φ̂ = 0. (3.44)

Ainsi, la solution de l’Eq.(3.44) est donnée par :

φ̂ = A(kx, ky) e−4rπ2(k2
x+k2

y)tα/α, (3.45)

où A(kx, ky) est la constante d’intégration qui est donnée par :

A(kx, ky) = φ̂0(kx, ky) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

φ0(x′, y′) e−2iπ(kx.x′+ky.y′) dx′dy′

En appliquant T.F−1 à l’Eq.(3.45), on obtient :

T.F−1(φ(x, y, t)) =
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e2iπ(kx.x+ky.y) φ̂(kx, ky, t) dkx dky

=

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

φ0(x′, y′)× I × dx′dy′,

où

I =
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

e2iπ(kx.x+ky.y)−2iπ(kx.x′+ky.y′)−4rπ2(k2
x+k2

y)tα/α dkx dky

=

 +∞∫
−∞

e2iπ(x−x′)kx−4rπ2k2
xtα/α dkx


×

 +∞∫
−∞

e2iπ(y−y′)ky−4rπ2k2
ytα/α dky

 .

En utilisant le programme Maple (voir Annexe II), la solution de l’Eq.(3.34)
est donnée par :

φ(x, y, t) =
αt−α

4rπ

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

exp
[
−α(x− x′)2 − α(y− y′)2

4rtα

]
φ0(x′, y′)dx′dy′.

(3.46)
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3.4.2 Solution analytique du système (3.1)
Calculons

φx(x, y, t) =
−αt−α

8rπ

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

α(x− x′)× J
rtα

φ0(x′, y′)dx′dy′, (3.47)

φy(x, y, t) =
−αt−α

8rπ

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

α(y− y′)× J
rtα

φ0(x′, y′)dx′dy′. (3.48)

où,

J = exp
(
−α(x− x′)2 − α(y− y′)2

4rtα

)
.

Une fois les fonctions φ(x, y, t), φx(x, y, t) et φy(x, y, t) sont calculées et en
utilisant (3.12), donc la solution est

u(x, y, t) =
α

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(x− x′) exp
[
−α(x− x′)2 − α(y− y′)2

4rtα

]
φ0(x′, y′)dx′dy′

tα
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

exp
[
−α(x− x′)2 − α(y− y′)2

4rtα

]
φ0(x′, y′)dx′dy′

,

(3.49)

v(x, y, t) =
α

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(y− y′) exp
[
−α(y− y′)2 − α(y− y′)2

4rtα

]
φ0(x′, y′)dx′dy′

tα
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

exp
[
−α(x− x′)2 − α(y− y′)2

4rtα

]
φ0(x′, y′)dx′dy′

.

(3.50)

3.5 Analogues discrets de (3.35)

Discrétisation du problème (3.35) par la MDF

Nous discrétisons le domaine Ω par la MDF en nx points (resp. ny), chacun
des intervalles de longueur ∆x = (b − a)/nx (resp.∆y = (b− a)/ny) le
long de l’axe des x (resp.y), et définissons les points du maillage discret
(xi, yj, tn), pour (a + i∆x, a + j∆y, n∆t), où i = 0, ..., nx, j = 0, ..., ny et
n = 0, ..., T.
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i) Schéma explicite

Le schéma explicite de l’Eq.(3.35) est donné par :

t(1−α)
n

φn+1
i,j − φn

i,j

∆t
= r

(
φn

i+1,j − 2φn
i,j + φn

i−1,j

∆x2 +
φn

i,j+1 − 2φn
i,j + φn

i,j−1

∆y2

)
.

Ainsi, pour chaque point intérieur (xi, yj), pour i = 1, ..., nx− 1,
j = 1, ..., ny− 1, on obtient :

φn+1
i,j = ϑ1φn

i,j + ϑ2(φ
n
i+1,j + φn

i−1,j) + ϑ3(φ
n
i,j+1 − φn

i,j−1), (3.51)

où,

ϑ1 = 1− 2r∆t

(∆x)2 t(1−α)
n

− 2r∆t

(∆y)2t (1−α)
n

,

ϑ2 =
r∆t

(∆x)2 t(1−α)
n

, ϑ3 =
r∆t

(∆y)2 t(1−α)
n

.

Calcul les éléments aux bords

Discrétisons les CB :
φx(xi, yj, tn) '

φn
i+1,j − φn

i−1,j

2∆x
= − 1

2r
un

i,jφ
n
i,j,

φy(xi, yj, tn) '
φn

i,j+1 − φn
i,j−1

2∆y
= − 1

2r
vn

i,jφ
n
i,j,

(3.52)

qui s’écrivent ainsi : 
φn

i+1,j = φn
i−1,j −

∆x
r

un
i,jφ

n
i,j,

φn
i,j+1 = φn

i,j−1 −
∆y
r

vn
i,jφ

n
i,j.

(3.53)

Calcul des CB sur les bords Γ1, Γ2, Γ3 et Γ4.

- Sur Γ1, pour j = 0, la relation (3.53) devient :
φn

i+1,0 = φn
i−1,0 −

∆x
r

un
i,0φn

i,0,

φn
i,1 = φn

i,−1 −
∆y
r

vn
i,0φn

i,0.

(3.54)
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En substituant (3.54) dans l’Eq.(3.51), pour i = 1, ..., nx, nous obtenons :

φn+1
i,0 = ϑ1φn

i,0 + ϑ2(φ
n
i+1,0 + φn

i−1,0) + ϑ3(φ
n
i,1 + φn

i,−1)

= ϑ1φn
i,0 + ϑ2

(
2φn

i−1,0 −
∆x
r

un
i,0φn

i,0

)
+ ϑ3

(
2φn

i,1 −
∆y
r

vn
i,0φn

i,0

)
.

De la même manière comme précédemment sur Γ1, nous pouvons donner
respectivement les expressions similaires sur Γ2, (j = ny) Γ3, (i = 0) et
Γ4, (i = nx).

φn+1
i,ny = ϑ1φn

i,ny +ϑ2

(
2φn

i−1,ny −
∆x
r

un
i,nyφn

i,ny

)
+ϑ3

(
2φn

i,ny−1 −
∆y
r

vn
i,nyφn

i,ny

)
.

(3.55)
pour, i = 1, ..., nx.

φn+1
0,j = ϑ1φn

0,j + ϑ2

(
2φn

1,j +
∆x
r

un
0,jφ

n
0,j

)
+ ϑ3

(
2φn

0,j−1 −
∆y
r

vn
0,jφ

n
0,j

)
,

(3.56)

φn+1
nx,j = ϑ1φn

nx,j +ϑ2

(
2φn

nx−1,j −
∆x
r

un
nx,jφ

n
nx,j

)
+ϑ3

(
2φn

nx,j−1 −
∆y
r

vn
nx,jφ

n
nx,j

)
,

(3.57)
pour, j = 1, ..., ny.

Pour le sommet inférieur à gauche (x0, y0), nous avons :

φn+1
0,0 = ϑ1φn

0,0 + ϑ2

(
2φn

1,0 +
∆x
r

un
0,0φn

0,0

)
+ ϑ3

(
2φn

0,1 +
∆y
r

vn
0,0φn

0,0

)
.

(3.58)

ii) Schéma implicite

En utilisant une discrétisation simple en avant en temps t et centrée en es-
pace x et y, autour du point (xi, yj, tn), le schéma implicite pour l’Eq.(3.35)
est donné par :

t1−α
n

φn+1
i,j − φn

i,j

∆t
= r

(
φn+1

i+1,j − 2φn+1
i,j + φn+1

i−1,j

∆x2 +
φn+1

i,j+1 − 2φn+1
i,j + φn+1

i,j−1

∆y2

)
,

qui peut s’écrire ainsi :

−α(φn+1
i+1,j + φn+1

i−1,j) + γφn+1
i,j − β(φn+1

i,j+1 + φn+1
i,j−1) = φn

i,j, (3.59)
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où
α =

r∆t
(∆x)2t1−α

n
, β =

r∆t
(∆y)2t1−α

n
, γ = 1 + 2α + 2β,

ou sous forme matricielle :
A.X = B,

avec,

A =



A B 0 · · · 0

C D K 0 · · · ...

0 . . . . . . . . . 0
... C D K
0 · · · 0 L M


(nx×ny,nx×ny)

,

X t = (φn+1
0,0 , φn+1

0,1 , ..., φn+1
nx,ny) et B = (φn

0,0, φn
0,1, ..., φn

nx,ny).

A, B, C, D, K, L et M sont des sous-matrices de dimension (nx, ny) don-
nées respectivement par :

A =



a −2β 0 · · · 0

−2β γ 0 · · · ...

0 . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
0 · · · 0 −2β γ

 , B =



−2α 0 · · · · · · 0

0 b1 0 · · · ...
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · · · · 0 bn

 ,

C =



−2α 0 · · · · · · 0

0 −α
. . . ...

... . . . . . . . . . ...

... . . . −α 0
0 · · · · · · 0 −2α

 , D =



d1 −2β 0 · · · 0

−β γ −β
. . . ...

0 . . . . . . . . . 0
... . . . . . . γ −β
0 · · · 0 −2β dny

 ,

K =



0 · · · · · · · · · 0
... −α

. . . ...
... . . . . . . . . . ...
... . . . −α

...
0 · · · · · · · · · 0

 , L =



−2α 0 · · · · · · 0

0 . . . . . . ...
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . 0
0 · · · · · · 0 −2α

 ,
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M =



m′ −2β 0 · · · 0

−2β m1 0 · · · ...

0 . . . m2
. . . ...

... . . . . . . . . . 0
0 · · · 0 −2β mny

 .

Avec,

a = −α∆x
r

un
0,0 + γ− β∆y

r
vn

0,0

bj = −2α− α∆x
r

un
0,j +

β∆y
r

vn
0,j pour j = 1, ..., ny.

d1 = −α∆x
r

un
1,0 + γ− β∆y

r
vn

1,0

dny = −α∆x
r

un
nx,ny + γ +

β∆y
r

vn
nx,ny

m′ = d1, mi = −
α∆x

r
un

i,ny + γ +
β∆y

r
vn

i,ny, pour i = 1, ..., nx.

Solution discrète du système (3.1)

La solution du Système (3.1) peut être obtenue par la transformation in-
verse de Cole-Hopf et les formules (3.48) et (3.49).
Soient Dxφn

i,j et Dyφn
i,j les dérivées respectivement de φ au point (xi, yj, tn)

par rapport à x et y. Alors, Dxφn
i,j et Dyφn

i,j peuvent être calculées à partir
de la formule de différence centrée au premier ordre, pour i = 1, .., nx− 1,
j = 1, .., ny− 1

Dxφn
i,j =

∂φ

∂x
'

φn
i+1,j − φn

i−1,j

2∆x
,

Dyφn
i,j =

∂φ

∂y
'

φn
i,j+1 − φn

i,j−1

2∆y
.

(3.60)

Sachant que les dérivées Dyφn
0,j, Dyφn

nx,j, Dxφn
i,0 et Dxφn

i,ny aux bords sont
déjà connues. Une fois que les valeurs approximatives de φ, φx et φy sont
calculées dans l’ensemble des points discrets (xi, yj, tn), alors les valeurs
approximatives de u et v, aux points discrets, peuvent être calculées à par-
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tir des formules suivante :
un

i,j = −2r
Dxφn

i,j

φn
i,j

,

vn
i,j = −2r

Dyφn
i,j

φn
i,j

, pour i = 1, .., nx, j = 1, .., ny.

(3.61)

3.6 Expérimentations numériques

Pour l’illustration et la validation de la méthode proposée, nous calculons
l’erreur relative en norme L1 et en norme L∞ qui sont définies par :

||Erreur u||L1 =
||ua − un||L1

||ua||L1

, ||Erreur v||L1 =
||va − vn||L1

||va||L1

, (3.62)

et

||Erreur u||L∞ =
||ua − un||L∞

||ua||L∞

, ||Erreur v||L∞ =
||va − vn||L∞

||va||L∞

, (3.63)

où, le couple (ua, va) représente la solution analytique (voir, [33], p. 581 ,
pour le cas particulier α = 1) du système (3.1) et le couple (un, vn) repré-
sente la solution numérique calculée via le système (3.61).

Pour la simulation, nous avons utilisé la solution exacte ci-après du sys-
tème (3.1) sur le domaine Ω = [0, 1]× [0, 1].

ua(x, y, t) =
3
4
− 1

4[1 + exp((−4xα + 4yα− tα)/32rα)]
,

va(x, y, t) =
3
4
+

1
4[1 + exp((−4xα + 4yα− tα)/32rα)]

.

(3.64)

Pour les conditions initiales et limites, on peut les extraire de la solution
exacte. Après calcul, nous évaluons respectivement les erreurs relatives en
utilisant les normes (3.62) et (3.63). Nous simulons les schémas explicites
et implicites. La convergence pour chaque schéma est résumé dans les ta-
bleaux (3.1) et (3.2) suivants :
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Erreur relative ||Erreur u||L1 ||Erreur v||L1

Schéma Explicite Implicite Explicite Implicite
T=0.1

∆x = ∆y = 0.2 3.30e− 03 3.34e− 03 3.20e− 03 3.22e− 03
∆x = ∆y = 0.1 2.17e− 03 2.17e− 03 1.55e− 03 1.55e− 03
∆x = ∆y = 0.05 1.46e− 03 1.53e− 03 8.19e− 04 8.02e− 04

T=0.5
∆x = ∆y = 0.2 5.60e− 03 5.64e− 03 1.63e− 03 1.58e− 03
∆x = ∆y = 0.1 4.69e− 03 4.56e− 03 1.58e− 03 1.41e− 03
∆x = ∆y = 0.05 4.48e− 03 4.52e− 03 1.46e− 03 1.37e− 03

T=1
∆x = ∆y = 0.2 7.85e− 03 7.90e− 03 1.43e− 03 1.43e− 03
∆x = ∆y = 0.1 7.37e− 03 7.47e− 03 1.37e− 03 1.31e− 03
∆x = ∆y = 0.05 7.26e− 03 7.35e− 03 1.06e− 03 1.29e− 03

TABLEAU 3.1 – Erreurs relatives L1.

Erreur relative ||Erreur u||L∞ ||Erreur v||L∞

Schéma Explicite Implicite Explicite Implicite
T=0.1

∆x = ∆y = 0.2 3.35e− 03 3.34e− 03 3.20e− 03 3.22e− 03
∆x = ∆y = 0.1 2.39e− 03 2.39e− 03 1.70e− 03 1.70e− 03
∆x = ∆y = 0.05 1.52e− 03 1.53e− 03 8.29e− 04 8.29e− 04

T=0.5
∆x = ∆y = 0.2 5.62e− 03 5.64e− 03 1.69e− 03 1.69e− 03
∆x = ∆y = 0.1 4.76e− 03 4.76e− 03 1.57e− 03 1.91e− 03
∆x = ∆y = 0.05 4.62e− 03 4.62e− 03 1.48e− 03 1.87e− 03

T=1
∆x = ∆y = 0.2 7.88e− 03 7.90e− 03 1.68e− 03 1.68e− 03
∆x = ∆y = 0.1 7.47e− 03 7.47e− 03 1.50e− 03 1.51e− 03
∆x = ∆y = 0.05 7.34e− 03 7.35e− 03 1.47e− 03 1.49e− 03

TABLEAU 3.2 – Erreurs relatives L∞.

Montrons à travers la figure (3.3) la tendance des erreurs relatives.
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FIGURE 3.3 – Graphes représentant l’erreur relative.

À travers la figure 3.4, nous donnons les graphes des solutions exactes et
numériques du système (3.1).

FIGURE 3.4 – Graphes des solutions exactes et numériques des équa-
tions de Burgers fractionnelles, pour r = 0.5, ∆x = ∆y = 0.08 et
α = 0.25; 0.75 et 0.92.
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3.7 Commentaire

Dans ce chapitre, nous avons appliqué la transformation de Cole-Hopf
pour un système couplé d’équations Burgers aux dérivées conformes frac-
tionnaires afin de le transformer en une équation linéaire fractionnaire de
type chaleur. La combinaison de la solution obtenue de l’ équation de dif-
fusion et la transformation inverse de Cole-Hopf donne la solution du sys-
tème d’équations de Burgers aux dérivées conformes. Ainsi, on peut dire
que l’utilisation de la transformation de Cole-Hopf et de son inverse sont
très efficaces pour résoudre cette classe d’équations fractionnaires non li-
néaires. Pour la vérification si nous prenons le cas α = 1, la solution est la
même que celle du système d’équations de Burgers classique.
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CHAPITRE 4

PROCÉDURE D’ACCÉLÉRATION DE
CONVERGENCE POUR LA

MÉTHODE DES APPROXIMATIONS
SUCCESSIVES DANS UN CADRE DE

CONVERGENCE MONOTONE

Dans ce chapitre, nous allons étudier une procédure d’accélération de
convergence ([15, 17, 29, 36]) des méthodes des approximations successives
appliquée à des systèmes linéaires dans un cadre de convergence mono-
tone (dite aussi la méthode de sur et sous solutions).

Pour ce faire, supposons qu’on veut résoudre le système linéaire

Ax = b,

où A est une matrice carrée de Mn(R) et b, x ∈ Rn.

Considérons la suite des approximations successives associée est donnée
par :

uk+1 = Tuk + b, k = 0, 1, ...,

où T(avec, A = I−T) est une matrice de Mn(R) et b, uk sont deux vecteurs
de Rn.

4.1 Définitions et propositions

Définition 4.1. ([41]) Une matrice A ∈ Mn(R) est dite monotone, si A est
inversible et si A−1 ≥ 0, (i.e., tous les coefficients de A−1 sont positifs ou nuls).
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Proposition 4.1. ([41]) Une matrice A est monotone, si et seulement si :

AX ≥ 0⇒ X ≥ 0, pour tout vecteur x ∈ Rn (4.1)

Définition 4.2. Une matrice A ∈ Mn(R) est dite M-matrice si elle monotone et
si les aij ≤ 0 pour i 6= j, où les aij sont les coefficients de A

Proposition 4.2. ([41]) Soit une matrice A ∈ Mn(R) tels que :
aij ≤ 0, pour i 6= j,

∑
1≤j≤N

aij > 0, pour i = 1, ..., n,
(4.2)

alors A est une M-matrice.

Soient u et v deux vecteurs de Rn avec u = (u1, ..., un)
t et v = (v1, ..., vn)

t,
et A, C deux matrices de Mn(R). On définit l’ordre partiel naturel sur Rn

par :

∀ u et v ∈ Rn , u < v⇐⇒ ui < vi, i = 1,..., n.

∀ u et v ∈ Rn , u ≤ v⇐⇒ ui≤ vi, i = 1,..., n.

∀ A et C ∈ Mn(R) , A < C⇐⇒ ai,j < ci,j, i, j= 1, ..., n.

∀ A et C ∈ Mn(R) , A ≤ C⇐⇒ ai,j ≤ ci,j, i, j= 1, ..., n.

4.2 Description de la procédure d’accélération de
convergence (méthodes des sous/sur solutions)

Soit T ∈ Mn(R) et b ∈ Rn, considérons le système linéaire :

u = Tu + b. (4.3)

Notons par u∗ le point fixe de l’Eq.(4.3).

La suite des approximations successives est définie par :{
Pour tout vecteur initial u0 ∈ Rn/
uk+1= Tuk+b, k = 0,1,2,....

(4.4)
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Définition 4.3. Dans la relation (4.3), on appelle :
– sous-solution si z ≤ Tz + b,
– sur-solution si Tz + b ≤ z, pour tout z ∈ Rn.

Remarque 4.1. Si le rayon spectral ρ(T) est inférieur à l’unité, alors l’ité-
ration (4.4) converge vers la solution u∗ pour tout u0 ∈ Rn ; notons que la
convergence n’est pas nécessairement monotone [15, 29]. En outre,

si : T ≥ 0, ρ(T) < 1 et Tu0 + b ≤ u0 (resp. u0 ≤ Tu0 + b),

la suite (4.4) décroît ou croît dans un ordre partiel Rn et converge vers u∗,
mais si ρ(T) est proche de l’unité, la convergence de (4.4) peut être très
lente.

Considérons l’hypothèse suivante :

(H)

{
T ∈ L(Rn) avec T ≥ 0,
et ρ(T) strictement inferieur à 1.

Lemme 4.1. Sous l’Hypothèse H et pour tout u, v ∈ Rn,

Tu + b ≤ u et Tv + b ≤ v.

Soit z ∈ Rn défini par :

z = min(u, v) [i.e. zi = min(ui, vi), i = 1, ..., m] ,

on a alors :
Tz + b ≤ z.

Preuve 4.1. Par définition de z, zi = ui (ou bien, zi = vi), pour i = 1, ..., n.
Comme z ≤ u (resp. z ≤ v) et ti,j > 0, ( ti,j les coefficients de la matrice T),
on a alors

m

∑
i=1

ti,j(zj − uj) ≤ 0 (resp.
m

∑
i=1

ti,j(zj − vj) ≤ 0), pour j = 1, ..., n.

On en déduit que :

(Tz + b− z)i ≤ (Tu+ b−u)i ≤ 0 (resp. (Tz + b− z)i ≤ (Tv + b− v)i ≤ 0) .

et par conséquent on a :
Tz + b ≤ z.
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Proposition 4.3. Supposons que l’Hypothèse H soit vérifiée. Soit

Tu0 + b ≤ u0( resp . v0 ≤ Tv0 + b),

alors la suite uk( resp. vk) définie par :

uk+1 = Tuk + b ( resp. vk+1 = Tvk + b),

satisfait
u∗ ≤ ... ≤ uk+1 ≤ uk ≤ ... ≤ u0 et lim

k→∞
uk = u∗

( resp. v0 ≤ ... ≤ vk ≤ vk+1 ≤ ... ≤ u∗ et lim
k→∞

vk = u∗).

Preuve 4.2. On a ρ(T) < 1 et T ≥ 0, alors (I − T)−1 ≥ 0.
Donc, (I − T) est une M-matrix avec Tu0 + b ≤ u0 (resp. v0 ≤ Tv0 + b), on
peut démontrer aisément le reste de la proposition.

Théorème 4.1. Supposons que l’ Hypothèse H est vérifiée.
Soient Tu0 + b ≤ u0 et un paramètre ηk (ηk > 0) défini par :

ηk=min
i∈m

{
[T(uk−1−uk)]i

[(I − T)(uk−1−uk)]i

}
= min

i∈m

{
[(I − T)uk−b]i

[(I − T)(uk−1−uk)]i

}
, (4.5)

Ce minimum est choisi pour i vérifiant[
(I − T)(uk−1 − uk)

]
i
> 0 et uk+1 = Tuk + b, pour k = 1, 2, ...

Alors, on a :
ũk = uk + ηk(uk − uk−1),

qui satisfit
u∗ ≤ ũk ≤ uk+1 ≤ uk et Tũk + b ≤ ũk.

Preuve 4.3. Sous l’Hypothèse H, uk satisfait la Proposition 4.2 et
uk−1 ≤ uk pour tout k.

On distingue deux cas :

– Si uk−1 = uk, alors uk = u∗ et la démonstration est évidente.
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– Si uk−1 6= uk, comme (I − T)−1 > 0, alors (I − T)(uk−1 − uk) admet
au moins une composante positive, donc le paramètre ηk est bien défini et
positif, pour k = 0, 1, 2, ...
Par (4.5), on peut écrire alors :

ηk
[
(I − T)(uk − uk−1)

]
i
≤
[
(I − T)uk − b

]
i
, pour i = 1,...,n.

Ceci est vrai même si,[
(I − T)(uk−1 − uk)

]
i
≤ 0, comme (I − T)uk − b > 0.

Par conséquent,

T
[
uk + ηk(uk − uk−1)

]
+ b ≤ uk + ηk(uk−uk−1), avec Tuk+1 + b ≤ uk+1.

Et en vertu du Lemme 4.2, on a :

Tũk + b ≤ ũk, ũk+1 ≤ uk+1 ≤ uk

et
(I − T)u∗ − b ≤ (I − T)ũk − b, avec (I − T) ≥ 0.

D’où, u∗ ≤ ũk ce qui complète la démonstration du Théorème 4.1.

Théorème 4.2. Sous l’Hypothèse H, soient v0 ≤ Tv0 + b et un paramètre θk

(θk > 0) défini par :

θk=min
i∈m

{
[T(vk−1−vk)]i

[(I − T)(vk−1−vk)]i

}
= min

i∈m

{
[(I − T)vk−b]i

[(I − T)(vk−1−vk)]i

}
, (4.6)

où le minimum est choisi pour tout i, vérifiant :[
(I − T)(vk−1 − vk)

]
i
< 0 et vk+1 = Tvk + b, k = 1, 2, ...

Alors
ṽk = vk + θk(vk − vk−1),

satisfait
vk ≤ vk+1 ≤ ṽk ≤ u∗ et ṽk ≤ Tṽk + b.



Algorithme itératif d’origine et l’algorithme accéléré correspondant 62

Preuve 4.4. De la même façon, comme dans le Théorème 4.1, nous pou-
vons facilement montrer le Théorème 4.2.

Sous l’Hypothèse H et les Théorèmes 4.1 et 4.2, nous pouvons avoir l’esti-
mation des du côté gauche et droit.

vk ≤ ṽk ≤ u∗ ≤ ũk ≤ uk,

ce qui nous permet d’obtenir une approximation de la solution exacte u∗

pour toute tolérance souhaitée.

4.3 Algorithme itératif d’origine et l’algorithme
accéléré correspondant

Nous allons décrire la procédure d’accélération, commençons tout d’abord
par écrire l’algorithme d’origine Alg1.

Algorithme d’origine Alg1 :

Étape 0 : Considérons u0, v0 ∈ Rn tels que

u0 ≤ Tu0 + b et Tv0 + b ≤ v0.

Étape 1 : Pour k = 0, 1, 2, ...{
uk+1= Tuk+b,
vk+1= Tvk+b.

(4.7)

Écrivons ensuite l’algorithme accéléré

Algorithme accéléré Alg2 :

Étape 0 : Considérons u0, v0 ∈ Rn tels que

u0 ≤ Tu0 + b et Tv0 + b ≤ v0.

Étape 1 : Pour k = 1, 2, ...{
uk+1=max [Tuk+b, uk+ηk(u

k−uk−1)],

vk+1=min [Tvk+b, vk+θk(v
k−vk−1)],

(4.8)
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où, le paramètre ηk (resp. θk) est calculé à travers l’expression (4.5) (res-
pectivement (4.6)).

Pour résoudre les systèmes itératifs (4.7) et (4.8), nous appliquons, par
exemple, la méthode de Jacobi.
Posons :

(I − T) = A, où A = (ai,j)i,j=1,n.

Notons par :

D = (di,j) 1 ≤ i, j ≤ n, la matrice diagonale, où di,j = ai,j, si i = j et di,j = 0
si i 6= j, et −E(−F) est la matrice triangulaire strictement inférieure (resp.
supérieure) de A.

Ainsi, l’algorithme s’écrit :
Pour tout u0∈ Rn une donnée arbitraire, la suite uk est définie par :

uk+1= (In−D−1(E + F))uk+D−1b, k = 0, 1, ...
(4.9)

Pour le test de convergence des algorithmes, nous utilisons la norme
‖ uk − vk ‖∞< ε , où ε est la tolérance.

Choix des vecteurs initiaux

Les vecteurs initiaux u0et v0 à l’étape 0 peuvent être choisis comme suit :

u0 = −v0 = −(δ, ..., δ)t, où δ > max

(
b
λ

,
−b
λ

)
> 0,

où

λ = min
i

(
∑

j
ai,j

)
> 0, b = min

i
(bi) et b = max

i
(bi).

4.4 Application

Pour l’illustration, nous prenons un exemple des exemples généraux du
livre de Bensoussan-Lions [7] ; c’est un problème de gestion des stocks
d’énergie. Notre objectif, ici, se limite à l’application numérique en uti-
lisant le processus d’accélération. Donc, nous n’avons pas l’intention de
présenter l’étude complète de ce problème (pour plus de détails, voir [7]).
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4.4.1 Problème à frontière libre abstrait

Considérons le problèmes dans sa forme générale suivante ([7, 29]) :
Soit Ω un domaine de Rn de frontière régulière ∂Ω, le problème est alors

(P)


Trouver u tels que
a(u, u− v) ≥ ( f , v− u)L2(Ω),
u ≤ M(u), v ≤ M(u),

(4.10)

où

a(u, v) =
n

∑
i,j=1

∫
Ω

σi,j(x)
∂u
∂xi

∂v
∂xj

dx +
n

∑
j=1

∫
Ω

µj(x)
∂u
∂xj

vdx +
∫

Ω
α0(x)uvdx.

(4.11)
Les coefficients σi,j, µj et α0 ∈ L∞(Ω), pour i, j = 1, ..., n, avec α0 ≥ 0,
(., .) étant le produit scalaire dans L2(Ω) et f une fonction donnée régu-
lière dans L2(Ω). M(u) représente les obstacles de contrôle d’impulsion.
Le problème général P est théoriquement bien connu d’un point de vue
mathématique et analytique (voir Bensoussan-Lions [7]). On peut l’écrire
sous forme de trois inéquations quasi-variationnelles :

Trouver ui ∈ Rn tel que :
Aiui ≤ fi,
ui ≤ M(ui),
(Aiui − fi)

t.M(ui) = 0, pour i = 1, 2, 3,
(4.12)

où A1, A2 et A3 sont trois opérateurs, la fonction M(u) est défini par :

M(ui) = inf
i,j

{
Ψi,j + ui

}
, pour i, j ∈ {1, 2, 3} avec i 6= j,

où Ψi,j sont les obstacles.
Le problème économique consiste à ajuster la période pendant laquelle un
régime est utilisé pour satisfaire la demande du coût le plus bas.
Autre formulation du problème (4.12) :
Trouver ui ∈ Rn tel que :

max
[
(Aiui − fi)

t.(ui − inf
i,j
(Ψi,j + ui))

]
= 0, Pour i = 1, 2, 3. (4.13)

Les sous problèmes (4.12) sont explicités ainsi :
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Trouver les solutions u1, u2, u3 des trois sous-problèmes tels que :

(Ps)



(P1)


A1u1 ≤ f1,
u1 ≤ inf(Ψ1,2 + u2, Ψ1,3 + u3),
(A1u1 − f1)

t(u1 − inf(Ψ1,2 + u2, Ψ1,3 + u3)) = 0,

(P2)


A2u2 ≤ f2,
u2 ≤ inf(Ψ2,1 + u1, Ψ2,3 + u3),
(A2u2 − f2)

t(u2 − inf(Ψ2,1 + u1, Ψ2,3 + u3)) = 0,

(P3)


A3u3 ≤ f3,
u3 ≤ inf(Ψ3,1 + u1, Ψ3,2 + u2),
(A3u3 − f3)

t(u3 − inf(Ψ3,1 + u1, Ψ3,2 + u2)) = 0,

(4.14)

Remarque L’étape de passer d’un régime à un autre est décrite à partir
du problème Ps ; par exemple, on paye Ψ1,2 et Ψ1,3 lorsque on passe du
régime (P1) au régime (P2), si

u1 ≤ inf(Ψ1,2 + u2, Ψ1,3 + u3),

n’est pas vérifié, alors on projette sur le convexe K.
De même, on paye Ψ3,1 et Ψ3,2, lorsqu’ on passe du régime (P2) au régime
(P3). Si

u2 ≤ inf(Ψ2,1 + u1, Ψ2,3 + u3),

n’est pas vérifiée, alors nous projetons (pour plus de détails, nous ren-
voyons le lecteur au livre de Bensoussan-Lions [7] et [9]).
Les opérateurs A1, A2 et A3 sont définis :

A1u1 = −∑
i=1

σi,j(x)
∂2u1

∂x2
i
+

n

∑
j=1

µi(x)
∂u1

∂xi
+ α0(x)u1, (I)

A2u2 = −∑
i=1

σi,j(x)
∂2u2

∂x2
i
+ α0(x)u2, (I I)

A3u3 = −∑
i=1

σi,j(x)
∂2u3

∂x2
i

, (I I)

(4.15)

où les coefficients σi,j(x), µi(x) et α0(x) sont des fonctions régulières.



Exemples 66

4.4.2 Analogues discrets du problème abstrait P
La version discrète du Problème P peut s’écrire comme suit :

(Ph)


Trouver uh la solution discrète,
ah(uh, uh−vh) ≥ ( f h, vh−uh),
uh≤ rhMh, vh≤ rhMh,

(4.16)

où rh l’opérateur d’interpolation usuel.
L’application du point fixe associée au Problème Ph est définie par :

(Th)

{
Th: (L∞(Ωh)

+→ Vh,
w→ Thw = zh(w),

(4.17)

où Vh est l’espace d’éléments finis P1 approximant H1(Ωh) et zh(w) la so-
lution discrète du problème suivant :

(P
′

h)


Trouver zh tels que,
ah(zh(w), vh−zh(w)) ≥ ( f h, vh−zh(w)),
zh(w) ≤ rhMh(w), vh≤ rhMh.

(4.18)

4.5 Exemples

Pour l’illustration numérique, nous considérons deux exemples pour cela
nous évaluons le temps d’exécution en pourcentage. Nous utilisons la for-
mule suivante :

q =
Temps d’exécution de l’algorithme Alg2
Temps d’exécution de l’algorithme Alg1

.

4.5.1 Exemple 1

Dans cet exemple ( voir [7]), on traite le cas particulier du problème (4.15−
I) en prenant M(u)=Ψ. Pour la discrétisation du problème Ph, on prend
Ω =]0, 1[×]0, 1[ et choisit un maillage régulier de longueur h (h = 1/(n +
1), n > 0). Nous utilisons la MDF en cinq points nous obtenons le système
suivant :

Ahuh = Fh, (4.19)

où Ah est la matrice de discrétisation, uh le vecteur solution recherchée et
Fh = (h2 f1, ..., h2 fn)

T.
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Pour simuler, nous prenons :

k1= 4(
σ2

1
2

+
σ2

2
2
) + α

0
h2, k2= −

σ2
1

2
+

µ1h
2

, k3= −
σ2

1
2
−µ1h

2
,

k4= −
σ2

2
2
+

µ2h
2

, k5=
σ2

2
2
−µ2h

2
,

avec, σ1 = σ2 ≈ σi,j(x) et µ1 = µ2 = µj, pour i, j = 1, ..., n.

Les coefficients de la matrice sont donnés par :

ai,i = k1 pour i = 1, m,

ai,i+1 =

{
k2 si i = 1, m et i 6= n, 2n, ..., m− 1,
0 si i = n, 2n, ..., m− 1,

ai,i−1 =

{
k3 si i = 2, m et i 6= n, 2n, ..., m− 1,
0 si i = n, 2n, ..., m− 1,

ai,i+n = k4 et ai+n,i = k5 pour i = 1, ..., m− 1.

Notons que la matrice Ah a une structure multi-diagonale et n’est pas sy-
métrique. Pour la résolution du système (4.19), nous appliquons la mé-
thode de Jacobi avec une projection sur l’espace convexe (c-à-d, si uk ≤ rhΨh
et vk ≤ rhΨh est vérifiée à l’itération k, sinon on prend uk et vk égal à l’obs-
tacle ). Ainsi, nous calculons la sous-solution et la sur-solution. Nous éva-
luons le temps d’exécution en cpu pour la résolution de l’algorithme Alg1
et le temps d’exécution pour la résolution de l’algorithme accéléré Alg2.

Résultats numériques

Pour l’expérimentation, nous avons pris :
σ1 = σ2 =

√
2, α0 = 100, µ1 = µ2 = 0.01, Ψ est une constante positive

avec une tolérance ε = 10−14.

Notons que le nombre d’itérations ne peut faire, ici, un critère de compa-
raison car l’algorithme Alg2 est différent de l’algorithme Alg1. On com-
pare donc les temps d’exécution pour la résolution des deux algorithmes
Alg1 et Alg2 respectivement.
Nous présentons quelques résultats dans les deux tableaux suivants:
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m Itérations Temps cpu ( en % de second)
64 65 36.8000
169 141 414.960
225 180 896.440
289 202 1272.020

TABLEAU 4.1 – Temps d’exécution de l’algorithme Alg1 pour l’exemple 1

m Itérations Temps cpu ( en % de second)
64 30 26.5600

169 69 256.560
225 88 340.760
289 93 658.670

TABLEAU 4.2 – Temps d’exécution de l’algorithme Alg2 pour l’exemple 1

Commentaire : Nous remarquons que le résultat obtenu dans cette étude
est meilleur et que la situation est plus favorable que celle obtenue dans
[15, 29]. Puisque les résultats, d’après les Tableaux 4.1 et 4.2 montrent qu’il
y a une meilleure accélération de convergence. Par exemple pour m = 64,
nous gagnons environ 30% de temps CPU. En outre, lorsque m augmente,
le gain en temps peut atteindre jusqu’à 50%.

Représentons maintenant graphiquement les résultats des tableaux (4.1)
et (4.2) (voir Figure 4.1).

FIGURE 4.1 – Graphe q=f(m).
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4.5.2 Exemple 2

Dans cet exemple ( voir [7]), nous considérons le problème général 3D (4.14)
avec, Ω =]0, 1[×]0, 1[×]0, 1[. Pour la discrétisation des problèmes (4.15)−
(I), (4.15)−(I I) et (4.15)−(I I I), nous utilisons une discrétisation standard :
le schéma des différences finies usuel en neuf points. Ainsi, nous obtenons
les systèmes correspondants respectifs,

A(1)
h uh = F(1)

h , (Ih)

A(2)
h vh = F(2)

h , (I Ih)

A(3)
h wh = F(3)

h , (I I Ih)

(4.20)

où A(1)
h , A(2)

h et A(3)
h , sont respectivement les matrices de discrétisation

des opérateurs A1, A2 et A3; uh vh et wh sont les vecteurs solutions de (Ih),
(I Ih) et (I I Ih) ; F(1)

h , F(2)
h F(3)

h sont les seconds membres respectifs.

Nous résolvons les systèmes (4.20)−(Ih), (4.20)−(I Ih) et (4.20)−(I I Ih) par
la méthode de Gauss-Seidel qui s’écrit comme suit :

Pour i = 1, m, nous avons
ũ(k+1)

i = −∑
i<j

ai,ju
(k)
i −∑

i>j
ai,ju

(k+1)
i + F(i)

h ,

w(k+1)
i = proj

V
ũ(k+1)

i ,

k = 0,1,2,..., (4.21)

où,

V =
{

u(k+1)
i /u(k+1)

i ≤ inf(Ψi,j + v(k)i , Ψi,j + wk
i )
}

,

avec vk
i , wk

i les itérations calculées respectivement par les systèmes (4.20)− (I Ih)
et (4.20)− (I I Ih).

Résultats numériques

Pour la simulation, nous avons pris :
les obstacles Ψ1,2 = Ψ2,1 = 3, Ψ1,3 = Ψ3,1 = 4 et Ψ2,3 = Ψ3,2 = 2.5;
les coefficients σi,j = 2, µj = 1 et α0 = 4, les vecteurs initiaux u(0) = v(0)

= w(0) = 1, 7 et une tolérance ε = 10−8.
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Voici le résumé des résultats obtenus dans les tableaux qui suivent :

h = 1/(m + 1) Itérations Temps cpu ( en % de second)
1/8 13 3.06

1/11 12 4.44
1/16 15 12.72
1/32 45 30.11

TABLEAU 4.3 – Temps d’exécution de l’algorithme Alg1 pour l’exemple 2

et

h = 1/(m + 1) Itérations Temps cpu ( en % de second)
1/8 12 2.55

1/11 8 3.77
1/16 9 11.73
1/32 30 25.09

TABLEAU 4.4 – Temps d’exécution de l’algorithme Alg2 pour l’exemple 2

4.6 Commentaire et remarque

Nous remarquons que notre résultat est meilleur et plus favorable que
ceux obtenus dans M. N. El Tarazi [15] et A. Laouar [29], puisque il y a une
meilleure d’accélération de convergence et le gain en temps CPU est de
l’ordre de 30%. Cependant dans cette étude, la question concernant la sen-
sibilité de cette procédure aux choix optimaux du paramètre de relaxation
n’a pas été abordée et sera l’objet de notre prochain travail de recherche.
Cette procédure pourrait être, aussi, appliquée à des problèmes à frontière
libre : par exemple, le problème de Stefan et le problème de contrôle opti-
mal du type elliptique avec des contraintes sur l’état de contrôle.
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CONCLUSION GÉNÉRALE

Dans cette thèse, nous nous somme intéressés à l’étude de l’effet du
terme non linéaire de l’équation non visqueuse Burgers qui provoque cer-
tains points de singularité. Nous constatons ainsi que le terme de diffusion
dans l’équation visqueuse joue le rôle d’un régularisant. L’introduction de
l’équation modifiée pour l’équation non visqueuse et les schémas modifiés
correspondant ont permis de réduire relativement les points de discon-
tinuité. Concernant le système couplé d’équations Burgers aux dérivées
conformes fractionnaires, l’utilisation de la transformation de Cole-Hopf
a permis de se ramener à la résolution d’une équation linéaire aux dérivées
conformes fractionnaires du type équation de diffusion. Pour la procédure
d’accélération, les résultats obtenus sont très encourageants, il est intéres-
sant de l’appliquer à des problèmes complexes de dimension supérieure
pour pouvoir tirer une conclusion générale.
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PERSPECTIVES

- Concernant l’équation modifiée de Burgers, nous envisageons de tester
quelques schémas numériques : schémas de Gear, Lax-Wendroff, saute-
mouton, Godunov, etc., et en deuxième lieu, d’étudier des schémas nu-
mériques non linéaires afin de pouvoir établir une comparaison et donner
une synthèse.

- Pour les équations aux dérivées conformes fractionnaires, nous enten-
dons d’étudier d’autres problèmes non linéaires en utilisant la transfor-
mation de Cole-Hopf.

- Concernant la procédure d’accélération de convergence, il est intéressant
de la tester sur des grands systèmes linéaires en utilisant le calcul parallèle.
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ANNEXE I

Programme Maple pour évaluer
le facteur d’amplification
et l’erreur de troncature

#==========================================================#
# DÉBUT du PROGRAMME #
#==========================================================#
# Étude de l’équation de Burgers #
restart;diff(U(t,x),t)+U(t,x)*diff(U(t,x),x)=0;eq:=%:
#==========================================================#
# Schéma aux différences finis #
#==========================================================#
# Définition des coefficients du schéma #

c:= # Entrer les coefficients du matrice c;
a:= # Entrer les coefficients du matrice a;

#==========================================================#
a[1]*U[n+1,i-1]+a[2]*U[n+1,i]+a[3]*U[n+1,i+1]=
c[1]*U[n,i-1]+c[2]*U[n,i]+c[3]*U[n,i+1];
eqh:=lhs(%)-rhs(%)=0:

#==========================================================#
# Stabilité
Up:=(n,i)->Psi[n]*exp(I*omega*i*dx);
subs(U[n+1,i]=Up(n+1,i),U[n+1,i+1]=Up(n+1,i+1),
U[n+1,i-1]=Up(n+1,i-1),U[n,i]=Up(n,i), U[n,i-1]=Up(n,i-1),
U[n,i+1]=Up(n,i+1),U[n,i-2]=Up(n,i-2),eqh);
expand(simplify((%)*dt*exp(-I*omega*i*dx)));rel1:=%:
simplify(subs(Psi[n+1]=G*Psi[n],rel1/Psi[n])):
G=solve(%,G);rel2:=rhs(%):

#==========================================================#
# Coefficient d’amplification et le carré du module #
#==========================================================#

G:=simplify(subs(omega*dx=y,V=CFL*dx/dt,evalc(rel2)),trig);
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G2:=(evalc(Re(G))^2+evalc(Im(G))^2);
# Consistance
Uex:=(p,q)->U(t+(p-n)*dt,x+(q-i)*dx);
subs(U[n,i]=Uex(n,i),U[n,i+1]=Uex(n,i+1),
U[n,i-1]=Uex(n,i-1),
U[n+1,i]=Uex(n+1,i),U[n+1,i+1]=Uex(n+1,i+1),
U[n+1,i-1]=Uex(n+1,i-1),lhs(eqh)); rel3:=%:
expand(simplify(rel3-lhs(eq)));rel4:=%:

#==========================================================#
# Développement en série de Taylor #
#==========================================================#

U(t+dt,x)=convert(mtaylor(U(t+dt,x),[dt],4),diff);
S1:=%:
U(t+dt,x+dx)=convert(mtaylor(U(t+dt,x+dx),[dt,dx],4),diff):
S2:=%:
U(t+dt,x-dx)=convert(mtaylor(U(t+dt,x-dx),[dt,dx],4),diff):
S3:=%:
U(t,x+dx)=convert(mtaylor(U(t,x+dx),[dx],4),diff):
S4:=%:
U(t,x-dx)=convert(mtaylor(U(t,x-dx),[dx],4),diff):
S5:=%:

#==========================================================#
# Erreur de troncature #
#==========================================================#

simplify(subs(S1,S2,S3,S4,S5,rel4)):
ErrT:=collect(%,dt);

#==========================================================#
# FIN DU PROGRAMME #
#==========================================================#



ANNEXE II

Programme Maple pour
calculer l’intégral
d’une expression

#==========================================================#
# DÉBUT du PROGRAMME #
#==========================================================#
# restart;
#==========================================================#
# Entrer l’expression #

F:= ;
#==========================================================#

int(F,k_x=-infinity..+infinity);
# où k_x est le variable d’intégration.

#==========================================================#
# FIN DU PROGRAMME #
#==========================================================#
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