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Préface

Ce support pédagogique correspond aux modules Mathématiques 1 et 2 du socle commun
en premiére année, dans le domaine des Sciences de la matiére. Il vise a accompagner
les étudiants dans ’acquisition des fondamentaux en mathématiques, & travers une pro-
gression organisée en chapitres comprenant des rappels théoriques, des exercices corrigés
et des exercices d’autoévaluation. Ce guide a pour vocation de faciliter la structuration
des connaissances et la transition vers des apprentissages plus complexes. Vos suggestions
sont précieuses pour l'enrichissement continu de ce document.

L’auteur.
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CHAPITRE

1 Structures algébriques,

groupe, anneau et corps

1.1 Groupe

Définition 1.1.1 un groupe (G,x*) est un ensemble G muni d’une loi de composition
interne x qui vérifie les propériétés suivantes:
1- pour tout x, y € G, rxy € G (x est une loi de composition interne )
2-Associativité : pour tout z,y € G, xx(y*xx) = (r*y)*2
3-Elément neutre :il existe e € G tel que x € G,xxe=exx =21 i.e(G # ¢)
4-Elément symétrique pour tout x € G il exviste x' € G tel que txx =1 xx =e
(z'est Uinverse de x est noté 1)
5-Commutativité :pour tout xxy € G, x*xy =1y*x,

un groupe commutatif est également appelé un groupe abélien.

1.2 Sous-groupes

Définition 1.2.1 Soit (G,*) un groupe. Une partie H C G est un sous — groupe de G
St :

1) eqg € H.

2) pour tout x,y € H, onaxxy € H,



1.3. Morphisme de groupe

3) pour tout v € H, on a ' € H.

1.3 Morphisme de groupe

Définition 1.3.1 Soient deux ensembles E et F'.

On appelle application de E dans F' toute relation qui & chaque élément x de E associe
un unique élément y de F.
On écrit :

f:E— Favecy= f(x)

Définition 1.3.2 soient (G, %) et (G',0) deux groupes
une application f : G — G est un morphisme de groupe si et seulement si :

pour tout v, 2 € G, f(vxz') = f(x)of(z)

1.4 Structure d’anneau et corps

Définition 1.4.1 (structure d’anneauw):un anneau est un ensemble A muni de deux
lois de composition interne (A, x,0) telles que :

a) (A, x) est un groupe commutatif d’élement neutre noté o4.

b) 1) La loi % est distributive & gauche et & droite par rapport & la loi o pour tout
z,y,z € A, zo(y* 2) = (zoy) * (xoz) et(x *y)oz = (roz) * (yoz)

2) la loi o admet un élement neutre distinct de 04 noté 14

¢) La loi o est associative pour tout x,y,z € A, (xoy)oz = xo(yoz)

Si la loi o est commutative, l'anneau est dit commutatif ou abélien.

1.5 Exercices résolus

Exercice 1

Répondre par Vrai ou Faux



1.5. Exercices résolus

1- 11 existe des lois de composition interne qui sont commutatives sans pour autant

étre associatives.

2- Soit ¢ un élément d'un groupe G. L’ensemble {x : xg = gx} est un sous-groupe
ablélien de GG
3- Soient G et G’ deux groupes et ¢ un morphisme entre G et G'. Le groupe G peut

etre abélien sans que G le soit.

Solution

1- Vrai . On consideére la loi % définie sur N par zxy = |z — y|, alors elle est commutative
sans étre associative. En effet, (3% 2) x5 =4 alors que 3% (2x5) =0

2- Faux. L’ensemble en question est bien un sous-groupe de G mais il n’est pas
forcément abélien. Prendre par exemple g = e et G =G3

3- Vrai. Prendre par exemple G = {e} et G' =Gs.

Exercice 2

Soit (G} +) un groupe noté multiplicativement et e 1’élément neutre de G tel que: (a;b) € G2
(ab)? = a2b?
1) Montrer que ce si :¥ (a;b) € G? : (ab)® = a®b? alors le groupe G est commutatif

2) Montrer que ce si :Vo € G : 22 = e alors le groupe G est commutatif

solution :

1) Soit (a;b) € G*
Par hypothése on a: (ab)® = a2
Alors : a.b.a.b = a.a.b.b puisque G un groupe tout élément de G est regulier
Donc : b.a = a.b
Par suite ce groupe est commutatif

2) Soient les éléments (z;y) € G? par hypothése on a : zyzy = ¢

On multipliant & gauche par x et a droite par y



1.5. Exercices résolus

Donc : zaxyzryy = xey = x’yxy? = rey = eyre = 1Y

— yx = xy Par suite ce groupe est commutatif

Exercice 3

Onpose]z]—g;g[et V(x,y) € I

On muni / de la loi de composition définie par :
x*y = arctan (—1 + tanz + tany)

Montrer que (I, *) est un groupe commutatif

Solution :

1) Soit (z;y) € I?
x xy = arctan (—1 + tanz + tany) = arctan (—1 4 tany + tan z)

Donc x * y = y * x et par suite * est commutatif
2) Soit (z,y,2) € I*
(x*y)*xz = (arctan(—1+ tanx + tany)) * 2
= arctan (—1 4+ tan ((arctan(—1 4 tanx 4 tany)) + tan z))

= arctan(—2 + tanx + tany + tan z)

Etona:

rx(yxz) = xx*(artan(—1+ tany + tanz))
= artan(—1+ tanx + tan((arctan(—1 + tany + tan 2))))

= arctan(—2 4+ tanx + tany + tan z)

Donc : (z*xy)*2z=x* (y*2)

Par suite * est associative



1.5. Exercices résolus

3)Vxelona:

= arctan (—1 + tanz + tan 2) = arctan(—1 + tanz + 1)

SN

= arctan(tanz) = x

Et puisque * est commutatif on a aussi :§ x v = x
i P e

Et puisque : } E} 5 ,2[

alors : x posséde un élément neutre e = 5

4) soit : @ € I on cherche z" € I tel que :

’ ™
rkr = —
4
’ ™ ’ ™
Tkxr = Z<:>arctan(—1+tanx+tanx)zz

— -1 —I—tanm—i—tanx/ = tan (%) <— tanx—l—tanx, =2

— tanz =2 —tanz <= 2 = arctan (2 — tanz) € [

Donc : tout élément de I posséde un symétrique pour * dans I.

Finalement: (/;x*) est un groupe commutatif

Exercice 4 :

Soit G =]—1,1[. Pour z,y € G, on définit la loi * par : z xy = f”:xyy

1-Montrer que la loi * est interne.

2-Montrer que (G, *) est un groupe.

La solution :

1)G =]-1,1] , x est interne si : Vz,y € G, x xy € G

On a
+ T+
TRy = J ceG+—= —-1< Y
142y +xy
a) On montre que
Tty <1
1+ 2y



1.5. Exercices résolus

on suppose que
rT+y
1+ay

—-1<0

r+y—l—zy zQ—-y+y-1_ @-HI-=)
142y 14+ 2y 14 2y

On a:
-l<y<l1
-l<az<1
= 1l+ay>0ety—1<0etl—2>0

wD02) ) e 20

j (**) 1+$y 1+acy

T4y r+y+ay+1
= T 1> 0 e >0

1+zy
e(149)+(14y) o o s (Fy)(1ta)

1+zy 1+zy >0

Donc

Tty
L1 1>0

Finalement on obtient x x y € G,donc * est une loi interne.
2) (G, *) est un groupe si :
a)

Va,y,2 € G, mx(y*z) = (zxy)x2

y+z T+ryz+y+z
Y+ z . m+(1+yz)

(%)

1tyz T+ Y+ z+xyz
T * X Z) =X * = = =
(y ) (1 +yz 14+ x(ly:yzz) :ch+i:3_;;gz;z+1 xy +yz + 2+ 1
T r+y+xyz+z
r+y B _1_:;%‘*’3 < 1+zy > r+y+z+ayz

(xxy)xz=(

1+zy Ttay

Donc * est une loi associative

— )%z = e = =
1+ 2y 1+ z <my+zz+yz> xy +yz+az+1



1.5. Exercices résolus

b) Ve € G, Je € G tq :

r+y
=2

1+ a2y

m+e:m+x26

rTke = exxr=x—

=
= zt+e—az—1le=¢(l-2%) =0
—

e = 0 élement neutre

Ve eG, 3 €eGlqg:rxa =2 xx=¢
T+
1+ za
Donc (G, *) est un groupe .

I
— x*xr =

=0= 2 = —x élément symétrique

Exercice 5:

Soit G' un groupe et H une partie non vide de G.finie et stable. Montrer que H est un

sous-groupe de G.

La solution :

Il suffit de montrer que 'inverse d’un élément = de H appartient aussi & H. Puisque H
est stable alors la suite des puissances (z"),>o est incluse dans H.Mais puisque H est fini,
I’application n — z" ne peut pas étre injective. il existe donc deux entiers n,p avec
p > n, tels que ™ = 2P.On simplifie par z"(dans le groupe G) et on trouve zP~" = e.il en
découle que e est dans H et que " P! (qui est lui aussi dans H) est 'inverse de .

Conclusion: H est un sous — groupe de G.

Exercice 6 :

Soient H et K deux sous-groupes d’'un groupe GG.Montrer que H U K est un sous-groupe

de G siet seulement si H C K ou K C H



1.5. Exercices résolus

La solution:

Il est évident que si H C K ou K C H, alors H U K est un sous-groupe de G. Récipro-
quement, on suppose que H U K est un sous-groupe de G.Supposons de plus H UK .Alors
on doit montrer K C H.Par hypothése il existe un élement a telque a € H,a ¢ K.Soit x
un élément quelconque de K.puisque = et a sont dans le sous-groupe H U K, il en est de
méme de za.

on za € K impliquerait a = 27 !(za) € K , ce qui n’est pas.

Ainsi za € H,ce qui prouve z = (za)a™t € H.

On a donc K C H,ce qui achéve la démonstration.

Exercice 7

On munit A =R x R de deux lois définies par :
(r+y)+ (x/,y') =(@+a,y+y) et (z,y)*(,y) = (zz', 2y + a:/y)

1- Montrer que (A, +) est un groupe commutatif

2- Montrer que la loi * est commutative

3- Déterminer 1’élément neutre de A pour la loi *
4- Montrer que (A, 4+, %) est un anneau commutatif.

La solution

1. La loi est interne car
+y)+ (@ y)=(z+a,y+y)eA
la loi + est associative car

@+y)+[y)+ @ y)] = @+ +2"y +y)
= (x4 @ +2),y+ W +y)

= [zy)+ @, y)+ @ y)



1.5. Exercices résolus

et par suite

(T+y)+ (@, y)=@+a,y+y)=(@ +a,y +y) =@ +y)+ (z,9)

Donc la loi + est commutative

Soit (a,b) tel que (x,y) + (a,b) = (z,y), il est clair que (a,b) = (0,0) est 'unique
¢lément neutre.

Soit (x',y) tel que (z +y) + (v',4) = (0,0) cela équivaut a

, , r+1z =0 r =z
(x+z,y+vy)=(0,0) << =

y+y =0 y =y

Donc le symétrique de (z,y) est (—x, —y)
Donc (A, +) est un groupe commutatif .

2)a

(z,)*(x ,y) = (xz', xy +2'y) = (x/x,x/y + my/) = (z',y)*(x,y) donc % est commutative.

b)
(z,y) (w',y')] w(2y) = (e2,2y +2'y) = (2", y)
= (zx'z,xxy +2xy +2zy)
(@)« [(2y) « (@7, y)] = (z,y) @2, 2y +2"y)
= (x:vlzv”,x:v/y” + xx”y/ + x/x”y)
Donc

(@y) @ 0]+ @7 0) = (@)« [ < (@)
La loi * est associative.

c) Soit (e, f) tel que pour tout (z,y) € A, (x,y) x (e, f) = (z,y), e et f véfifient:

re =x e=1 e=1
< <

rftye=y vf+y=y f=0
(1,0) € A est I’élément neutre de A pour la loi *

10



1.5. Exercices résolus

d) Toutes les propriétés pour qu'un ensemble muni de deux lois soit un anneau sont
dans les questions précédentes sauf la distributivité de * par rapport a ’addition (& gauche
ou & droite puisque la loi * est commutative, c’est d’ailleurs cette commutativité qui

I'anneau commutatif ).

(o) @)+ @ +1)] = (@)@ 27y +y)

(z(z' +2), 2y +y) + (@ +2))y) = (z2 +az 0y +ay +2y+2"y)
(a:a: +ax xy 'y +ay +a y)

(

z.y) * (@) + (2,y) * ()

Et voila (A, +, *) est un anneau commutatif.

Exercice 8:

Démontrer que les fonctions suivantes sont des morphismes de groupes.
1. (Z,+) — (R*, x), n+— (=1)"
2. (C*, x) — (C*, %), z+— 2/ |2
3. (R, x) x (R,4+) — (C*, x), (r,0) —> re’.

La solution :

Dans chacun des cas, on notera () la fonction donnée.

1. soit n,m € Z, Alors
O(n+m) = (=1)""" = (=1)"(=1)" = B(n)d(m).
Ainsi, () est bien un morphisme de Z dans R*.

2. Soit z1, z9 € C*.Alors

21zl _ 13l Pl g, 0.

2172 21 zZ2

®<2122> =

Ainsi, () est bien un morphisme de C* dans C*.
3. Il faut faire un peu plus attention pour cet exemple, car on part d’un groupe produit

et de plus, pour un des éléments du produit, la loi est notée multiplicativement, et pour

11



1.6. Exercices a résoudre

'autre, la loi est notée additivement. Soit (r1,61) et (rs,62) dans R x R. Alors
@((7"1, 91).(7"2, 92)) = @(Tl’l”g, 91 + 92) = 7"17'2€i(01+92) = 7“1€i917”2€i92 = @(?"1, 91) . @(7"2, 92)

() est donc bien un morphisme de groupes.

1.6 Exercices a résoudre

Exercice 1:

Montrer que G = R* x R muni de la loi de composition interne *x définie par :
oy Yy ’

est un groupe.

Exercice 2:

Soit * la loi de composition interne définie sur R par :

vxy=mzy+ (2* —1)(y* - 1)

vérifier que cette loi est commutative, non associative et admet un élément neutre

Exercice 3 :

Démontrer pour chaque question que H est un sous-groupe de G.
I-G=(C"%x)et H={2€C*:IneN, 2"=1};
2-G=(R*"x)et H= {a—i—bﬂ:a,bé Q, (a,b) # (0,0)}.

Exercice 4 :

Soit (G, -) un groupe et A, B deux sous-groupes de G.
On note AB = {ab; a € A, b € B}. Montrer que AB est un sous-groupe de G si et
seulement si AB = BA.

12



1.6. Exercices a résoudre

Exercice 5:

On définit sur Z? deux lois de composition internes + et * par :
(a,b) + (c,d) = (a+¢, b+d) et (a,b) * (¢,d) = (ac,ad + bd).
montrer que (Z?, +, %) est un anneau commutatif.

Exercice 6:

Soient o et * deux lois de compositions internes définies par :

Ve,ye R, zxy=ax+y—2etaxoy=ac+y—2ay

est ce que (R, 0, *) est un anneau 7

Exercice 7:

Soit R? muni des opération binaires suivantes. V(x,y), (z',y") € R?

(zy)+(@@y) = (@+2,y+y)

(z,9)- (xy) = (w2 —yy, 2y +2'y)

monter que (R?, +,-) est un corps commutatif.

Exercice 8 :

Déterminer tous les morphismes de groupes de (Q, +) dans (Z, +).

13



CHAPITRE

Espaces vectoriels et

sous-espaces vectoriels

2.1 Les espaces verctoriels
k désigne le corps R ou C.

Définition 2.1.1 On appelle espace vectoriel sur k (ou k — espace vectoriel ) un en-

semble E muni de deux lois:

une loi interne, notée +, telle que (E,+) soit un groupe commutatif. L’élément nul

est noté Og.

une loi externe, notée, qui est une application de k X E dans E vérifiant :
1) Y(a,8) €k®,Vx € E, (a+ f)x =a.x+ f.x

2) Va €k, V(z,y) € E* a.(v +y) = a.x + a.y

3) V(a, B) € kK%, Vz € E, a(B.2) = (aff).x

Ve e E, lx=x

2.2 Familles dans un espace vectoriel

On considére dans toute la suite £ un espace vectoriel. Soit (V1,...V},) une famille de

vecteurs de l'espace vectoriel. On dit que la famille (V4,...V,) est:

14



2.3. Sous-espaces vectoriels

liée s’il existe des scalaires ay, ....a,, qui ne sont pas tous nuls, tels que

al‘/l + ...+ anVn =0

libre si elle n’est pas liée. Autrement dit, ma famille (V1, ...V}, est libre si, dés qu’on
a une égalité a1Vi + .... + a,,V,, = 0,alors nécessairement a; = ... = a, = 0. On dit

encore que les vecteurs Vi, ...V, sont linéairement indépendants.

génératrice si tout vecteur V' de ’espace E est une combinaison linéaire des vecteurs

Vi, ...V,: il existe des scalaires ajy..., a, tels que V =aV; + .... + a,,V,,.

une base si elle est a la fois une famille libre et génératrice. Ceci entraine que

I’écriture de V' comme combinaison linéaire de V1, ...V, est unique.

2.3 Sous-espaces vectoriels

Définition 2.3.1 Une partie F' de E est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si

les 8 propriétés suivantes sont vérifiées:

1) OpeF; (F#0).
2) pour tout (z,y) € F? = zw+yeF
3) pour tout x € F et tout \€ R = Az e F

2.4 Application linéaires

Définition 2.4.1 Soient E et F deux espaces vectoriels. Une application f: E — F est

linéaire si elle vérifie les deux propriétés suivantes :

1)Pour tout x,y € E, f(x+vy) = f(z) + f(y)
2) Pour tout © € E et A € k, f(Ax) = Af(x)

2.5 Noyau et image
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2.5. Noyau et image

Définition 2.5.1 On appelle noyau de Uapplication linéaire f € L(E,F) le sous-espace

vectoriel de E/

ker(f) ={zx € E; f(x)=0}.
Définition 2.5.2 Soit E, F' deux ensembles et f : E — [ une application.

f est injective si

Ve,z € E (f(x):f(:rr)zﬂvzx/)

f est surjective si

Vye F dJx € E (y = f(x))

Théoréme 2.5.1 f € L(E,F) est injective si et seulement si ker(f) = {0} .

On appelle image de Uapplication linéaire [ € L(E, F') le sous-espace vectoriel de F'
im(f) = {f(a); = € E}.

Proposition 2.5.1 : Soit E et ' deux espaces vectoriels sur k. soit f une application
linéaire de E vers F.
1. f est injective si et seulement si ker(f) ={0g}.

2. f est surjective si et seulement si Im (f) = F.

2.6 Le rang d’une application linéaire

Théoréme 2.6.1 du rang : Si E et F' sont deux espaces vectoriels de dimension

finie, si f : E — F est une application linéaire alors :

dim(FE) = dim(im(f)) + dim(ker(f)).
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2.7. Exercices résolus

2.7 Exercices résolus

Exercice 1 :

Les ensembles suivants, possédent-ils une structure d’espace vectoriel
1-B) = {(z,y,2) eR%0+y+32=0} 2-Ey={(v,y,2,t) e Rz =y =22 =4t}
3-F3 ={(x,y,2) e R}z +y =1} 4- By = {(z,y) € R*2zy =0}

La solution :

1-E, = {(z,y,2) € R®% z +y + 32 = 0}

OnaOps € By = E, # 0

Soient u = (z,y,2) et v = (x',y, ') élément de Ey. Alors, u+v = (z+2, y+y, 24+2)
est aussi élément de Fj.

En effet,

(e+2)+(y+y)+3(E+2)=(@+y+32)+ (@ +y +32)=0.

De méme ,pour tout A € R, on a Au = (Az, Ay, Az) est élément de E;
Puisque

AT+ Ay +3\z= ANz +y+32)=0.

E; est donc un sous-espace vectoriel de R?

2-FEy = {(z,y,2,t) e Rz =y =22 =4t}

On aOps € Fy = Ey # )

Soient u = (z,7,z,t) et v = (2',y,2,t) deux élément de E,.
Alors, u +v = (z+a,y+y,z+2,t+1t) est aussi élément de F,.
Eneffet, 242 =y+y =20z+2)=4t+4t =4t +1).

De méme , on prouve que pour tout A € R, \u est un élément de F,
Donc un sous-espace vectoriel de R,

3- E3 n’est pas un sous-espace vectoriel (0,0,0) ¢ Ej.

4- E4 n’est pas un sous-espace vectoriel de R? car il n’est pas stable par addition.
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2.7. Exercices résolus

En effet, u = (1,0) et v = (0, 1) sont tout les deux éléments de £, mais u+ v = (1, 1)

n’est pas élément de Fj.

Exercice 2 :

Etudier I'indépendance linéaire des vecteurs suivants:

2 1 0
Lop=|[ 1 [,e=1] 0 |,o3= |1
1 1 0
3 1 1
2-v1=1 0 |,v2=1] 0 |,v3=1] 1
4 0 0

La solution :

1-Ecrivons awv; + fvs + yv3 = 0. Si on traduit cette égalité coordonnée , on obtient le

systéme :
20+ =0
at+vy=0 = a=3=v=0=>v;,v,,v3 sont libres .
a+ =0
2- Ecrivons awvy + Svy +yvs3 = 0. Si on traduit cette égalité coordonnée , on obtient le
systéme :
Ja+p+v=0
v=0 — a = =v=0= vy, vy, v3 sont libres
da =0

Exercice 3 :

On considére e; = (1,1,1), e5 = (1,1,0) et e3 = (0,1,1)

Montrer que B = (ey, €2, e3) est une base de R3.
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2.7. Exercices résolus

La solution :

Comme dim(R?) = 3 = Card(B), il suffit de montrer que B est libre. Soit a,b et ¢ des

réels tels que ae; + bes + ces = 0.Alors,

a+b=0...(1)
a+b+c=0.... (2)
a+c=0.... (3)

Des deux premiéres égalités, on déduit que ¢ = 0 puis grace a la derniére que a = 0 et
enfina=b=c=0
Donc B = (ey, eg, €3) est une famille libre de R®. En raison des dimensions, on conclut

que B est une base R3.

Exercice 4:

1- Dans espace vectoriel R*, rapporté a sa base canonique, B¢ = {e, 5, €3, €4}, vérifier
que les vecteurs:

a=(1,2,-1,-2), b=(2,3,0,—1), c=(1,3,-1,0), d = (1,2,1,4)

sont libres.

2- Calculer les coordonnées du vecteur V' = (7,14, —1,2) g dans la base B = {a, b, ¢, d}.

La solution

On vérifie que B = {a,b,c,d} est une base de R* avec

a=(1,2-1,-2), b=(2,3,0,-1), c=(1,3,-1,0), d = (1,2,1,4)

En effet, B est libre car pour aq, as, as,ay € R, on a
a1a + Oégb + azc + Oé4d =0
alors a; = ag = a3 = a4 = 0 et puisque dimR* = 4 = rang(B) donc B = {a,b, c,d}

est une base de R*.
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2.7. Exercices résolus

2-On aV ="Tey + ldey — e3 + 2e4 = a1a + b 4+ azc + aud avec aq, s, as, ay € R.
Ainsi, par identification, nous avons un systéme & résoudre:
CY1+CY2+C¥3,+CY4 = 7
2aq1 + 3aig + 3az, +204 = 14
—Q; — (O3, +ay4 = —1

—20&1 — Q9 +4Oé4 = 2

— a1 =0, =2,a3 = 2,4 = 1. D’ou,

NN NN O

Exercices 5 :

Soit la famille des vecteurs suivante B = {v; = (0,1,1),v2 = (1,0,1),v3 = (1,1,0)}
1- Montrer que la famille B est une base de R3.

2- Trouver les composantes du vecteur w = (1,1, 1) dans cette base.

La solution:

Puisque (vy, v2, v3) est une famille de trois vecteurs dans un espace de dimension 3, a savoir
R3, il suffit de prouver qu’elle est libre. L’équation awv; + Bvy + yvs = 0 est équivalente

successivement aux systemes:

B+~=0 f+y=0
a+vy=0 <= a+v=0
a+ =0 k04—')/20(L?,)—(Ll)—>(L3)
( B+~v=0
< a+v=0
| 20= 0 (Ls) + (Lo) — (L)

— a=p=v=0.
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Donc la famille est libre
2- Pour trouver les composantes du vecteur w = (1,1, 1), on doit résoudre I’équation

(1,1,1) = avy + Bug + yus3, qui est successivement équivalente a

B+y=1 ( p+y=1
at+y=1 <= a+vy=1
atpf=1 | =7 =0(Ls) = (L1) — (La)
( B+y=1
— a+vy=1
| 200 =1 (Ls) + (L2) — (Ls)

1

On a donc (1,1,1) = Lv; + vy + Lus.
On aurait pu aller un peu vite en remarquant que, par symétrie des trois coordonnées,

on savait que a = 3 = 7.

Exercice 6 :

Déterminer une base des espaces vectoriels suivants :

E, = {(z,y,2) ER?’,:E—I—?)y—I—z:O}

Ey, = {(z,y,2) ER* 2 4+y+2=0 et 2=0}

La solution :
E, = {(z,y,2) €eR* 2+ 3y+2z=0}
= {(x,y,2) eR3 = —3y — z}

= {(_3?/ - %Y, Z)? (ya Z) € R2}

= {y(=3,1,0) + 2(—1,0,1), (y, z) € R?}.
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2.7. Exercices résolus

Donc, {u; = (—3,1,0), ug = (—1,0,1)} est une famille génératirce. La famille {u,us}
est bien libre. D’ou, u; et uy forment une base de R? et dim F; = 2
By, = {(z,y,2) ER* 24+y+2=0 et 2=0}
= {(z,y,2) ER* 2= —y—2 et z=0}
= {(y,-4,0),y eR}
= (u=(1,-1,0)).

Ainsi, u = (1,-1,0) # (0,0,0) donc, u forme une base de R? et dim Fy = 1.

Exercice 7: Dire si les applications suivantes sont des applications linéaires:
1-f :R? — R3 (z,y) — (v +y, = — 2y, 0)
2-f R — R (z,y) — (v +y, = — 2y, 1)
3f:R? — R, (z,y) — 2% — ¢

La solution:

f une application linéaire. Prenons u = (z,y) et v = (2',y’) dans R? et A € R.

Alors:
futv) = (z+2)+y+y), @+2)—2(y+y),0)
= ($+y, 3:—2y, 0)+(Z’l—|—y,, x,_2y,a O)

= fu) + f(v).

De méme |,

fOw) = (Az+ Ay, Az —2Xy, 0)
= Mz +y, z—2y, 0)
Af(u).
2- f n'est pas une application linéaire car f((0,0)) # (0,0,0).
3-f nlest pas une application linéaire. En effet, f((1,0)) = 1, f((—=1,0)) = 1 et
£((0,0)) =0 # f((1,0)) + f((—1,0)).
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2.7. Exercices résolus

Exercice 8:
Soit f : R* — R3 l’application définie par :
f([L’l, T2,T3, ZE4) = (ZEl + 2%2 - 21’3, 41’1 + To + 21’3 + 51’4, -1 + 31’2 + 21’3 — 5:)34)

1- Montrer que f est linéaire.
2- Donner une base du noyau de f. En déduire le rang de f.

3- Soit B = {uy, us, ug, us} ou

uy = e+ aeq,a €R;
Uy = €1 +€2;
uz = €1+ ez + es;

Uy = )\€1+€4,)\€R.

a) A quelles conditions sur « et A\, B est une base de R*
b) Trouver les coordonnées du vecteur V = (1,2,3,4) € R* dans la base B.
La solution :

1- Soient X = (x1, T2, 23,74) et Y = (y1,y2, y3, y4) deux vecteurs de R?. et soit A € R. On

vérifie facillement que

fX+Y) = f((@1,22,23,24) + (Y1, Y2, Y3, Ya))
= f(z1, 22,23, 24) + (Y1, Y2, Y3, Ya)
= f(X)+ f(Y)

et

FAX) = f(Ma1, x2, 3, 34))
= )\f(xl,3727$3>$4)

= M(X).

Ainsi f est linéaire.
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2.7. Exercices résolus

Kerf = {(21,29,73,14) € R*/f(1, 79, 73,24) = 0}
5 1 b
_ -2 2 .2 R
{.I'1< 3 87 87 8) /1:1E }
5 1 b
— 1.2 2 2V
(=5 5-5))

D’ou, Byery = {(1,—2, -3, —2)} est une base du noyau de f et dimker f = 1.

Ainsi, d’aprés le théoréme des dimensions, on a
rang(f) = dimIm f = dim £ — dimker f =4 — 1 = 3.

3- Soit B = {uy, us, ug, us} ou

up = e +ae,a€R
Uy = €1+ €9
Uy = €1 +€2+€3

uy = Aeg+eg,A€ER

a) B est une base de R* c’est-a-dire B est libre ('si 3.5, B,u; = 0 alors 3, = 0 pour
tout ¢ = 1,....,4). Ainsi, il suffit de résoudre lineaire suivant pour récupérer des conditions

sur o et A :

51+52+53 =0

By+ By = 0
By+ A3, = 0
afy+By = 0

Ceci étant vérifié pour tout o et A dans R.
b) V =—u+ @4 +a)ug + (3= A4+ a))uz+ (=1 + A4+ a))uy.
Exercice 9 :

Soit f : R? — R3 I'application définie par: f(x,y) = (z +y,  —y, T+ y).
1- justifier que f est linéaire

2-Déterminier le noyau de f, son image. f est-elle injective? surjective?
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2.7. Exercices résolus

La solution :

f une application linéaire. Prenons u = (z,y) et v = (2',y’) dans R? et A € R.

Alors:

flu+v) = (z+2)+@+y), @+2)—(y+y), @+2)+y+y))
= (z+y, 2—y, z+y)+ @ +y, 2 -y, 2 +y))
fu) + f(v).

De méme |,

fu) = (Ax+ Ay, Az — Ay, Az + A\y)
A (u).

2- Commencons par déterminer le noyau de f.
(x,y) € ker f si seulement si f(x,y) = (0,0,0) si et seulement si

r+y=0
;p—y:O <

r+y=0

20 =0
r+y=0

On en déduit que ker f = {(0,0)}, et en particulier que f est injective.

25



2.7. Exercices résolus

Déterminons maintenant I'image de f. un vecteur (u, v, w) est dans l'image de f si et

seulemnt si

u=x+Yy
Iz,y) € R (uv,w)=flz,y) < I(z,y) ER*  v=x—y

w=x+Yy

u=x+y
<« J(z,y) eR*{ yu+v=2z

w—u=~0
\
4
=y — oy
< J(x,y) € R? w =g
w—u=20

\

On en déduit que Im(f) = {(u,v,w) € R*u —w = 0}. En particulier, (1,1,0) n’est
pas dans Im(f),

et donc f n’est pas surjective
Exercice 10:

Soient les ensembles suivants:

By ={(z,y,2) ER¥/z+y+2=0}et By ={(z,y,2) ER¥/z —y =2+ 2 =0}

1- Montrer que E; et F, sont des sous espaces vectoriels de R3.

2- Donner une base de Ejet une base de Fs, et en déduire dim(E}) et dim(FEy).

La solution :

1- On a OR:% c E1
Soient u = (z,7, 2) et v = (2,9, ") éléement de E;.

Alors, u+v = (z+a2,y+vy,z+2) est aussi élément de F.
En effet,
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(z+2)+W+y)+(z+2)=0.

De méme ,pour tout A € R, on a Au = (Az, Ay, Az) est élément de E;
Puisque
M+ My+Az=XNz+y+2)=0.
E, est donc un sous-espace vectoriel de R3, F, est aussi un sous-espace vectoriel de R?
2- La base de Ej,
On a
r+y+z2=0=—=av=-y—=z2
= (v,y,2) = (—y— 2,4,2) = (—=y,y,0) + (—2,0,2) = y(—1,1,0) + 2(—1,0,1)
Bp,—{(-1,1,0),(-1,0,1)} = dim E; = 2
La base de FEs,
On a

r—y=x+2=0= 1 =yetz = —x

donc (Qf,y,Z) = ($7$7 —.I') = l‘(l, 1a _1>
Bg,-{(1,1,-1)} = dim B, = 1.

2.8 Exercices a résoudre

Exercice 1 :

Parmi les ensembles suivants, reconnaitre ceux qui sont des sous espaces vectoriels:
1-B) = {(z,y,2) eR30 =2} 2FEy={(z,y,2) eR¥0—2=0y+2x=0etx—y+2=0}
3-E3={(r,y,2) e R%x+y+32=2} 4- B, = {(z,y) € R%;2? + zy > 0}

Exercice 2 :

Soit f : R® — R3 I'application définie par: f(x,y) = (v —y, y + z, y).
1- Montrer que f est linéaire

2-Déterminer le noyau de f, son image. f admet-elle une inverse 7.
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Exercice 3:

Soit f: R3 — R3 ou f définie par :f(z,y) = (z + vy, y + 2).
1- vérifier que f est une application linéaire.
2-Déterminier le ker f, une base de ker f, et déduire dim(ker f)

3- f est elle injective

4- Donner dim(Im f), puis donner une base de Im f, f est elle surjective.

Exercice 4:

Soit f : R® — R3 ou f définie par :

flr,y,2)=(x+2y+2, 20 4+y+32, —x—y—2)

1- justifier que f est linéaire.

2-Déterminier une base de la dimension de ker f
3- Papplication f est-elle injective

4- Donner le rang de f puis est une base de Im f,

5-f est-elle surjective.

Exercice 5:

On considére Papplication linéaire f : R? — R* définie par :

flyy,2)=(r+2, y—2z, z2+y,c+y+22).

1-Déterminier une base de ker (f)
2-Déterminier une base de Im(f)

3- application f est-elle injective 7 surjective 7

Exercice 6:

Soit I’application linéaire f : R — R3 définie par :
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flz,y,2) =(-3x—y+2z, 8 +3y—2z, —do—y+2z).

1-Déterminier une base du noyau de f et sa dimension.
2- Papplication f est-elle injective ?
3- Donner le rang de f . L’application f est-elle surjective ?

4- Déterminer une base de Im(f).

Exercice 7 :

Soit dans R?, les vecteurs : w = (0,1,1) ; v = (2,0, —1); w=(2,1,1)
1-Montrer que (u,v,w) est une base de R?

2- Déterminer les coordonnées de (4, —1, 1) dans cette base.
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CHAPITRE

Fonctions numériques

d’une variable réelle

3.1 Limite d’une fonction

Définition 3.1.1 A Une partie V. C R est un voisinage de ro € R sl contient un

intervalle ouvert de R contenant xy c’est-a-dire
VeV(ry) < 3dp>0,]z0—1, xo+ 79[ C V.

Définition 3.1.2 On dit qu’une fonction f définie au voisinage du point xo € R saut
peut étre au point xg,

admet une limite l en xg st :
Ve = 0,3dp > 0,Vz € V tel que |z —xo| < p=|f(x) —I| <e.

On écrit dans ce cas lim f(x) = 1.

T—T0

Proposition 3.1.1 5S¢ f admet une limite au point xq cette limite est unique

Proposition 3.1.2 si f € F(I,R) alors lim f(z) = b.si et seulement si pour toute suite

Tr—>X0

(Zn)nen de I on a:

rg= lim z, = lim f(z,) =0.

n—---—+o00 n—---+o00
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3.2. Continuité d’une fonction

3.2 Continuité d’une fonction

Définition 3.2.1 On en déduit que la fonction f est continue en xy si et seulement si f
est continue
a gauche et a droite du point xg.

f est continue en xy <= lim f(z) = lim f(z) = f(xo).

xﬂxg T—T(
Définition 3.2.2 §i la fonction f n’est pas définie au point xo € I et qu’lle admet en ce

point une limite finie notée .
flz) stz el —{xo}

[ siz=0
Est dite prolongement par continuité de f au point xg.

la fonction définie par

Définition 3.2.3 On dit que la fonction f est continue sur Uintervalle I si f est continue

en tout point de I.

Théoréme 3.2.1 (Valeurs Intermédiaires) si f :[a,b] — R est une fonction continue,
alors f atteint toutes

les valeurs comprises entre f(a) et f(b)

Ve e [f(a), f(b)],3xo € ]a,b] : f(zo) = c.

Intuitivement, le graphe de la fonction f mne présente aucune diecontinuité entre les

points
A= (a, f(a)) etB = (b, f(b))

Théoréme 3.2.2 Sila fonction [ est continue sur [a,b] et si f(a).f(b) < 0,il existe alors
au moins un point xo € |a,b|

tel que f(xo) = 0.

3.3 Fonction dérivable :

Définition 3.3.1 Soit xo € I. On dit que f est dérivable au point xog si son taux

d’accroissement au point g
f(x) = f(xo)

Tay = T — 1o
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3.4. Théorémes de Rolle et des Accroissements finis

tend vers une limite finie quand x tend vers xg et v # xg.

Cette limite s’appelle la dérivée de f en xq et se note f (o).

3.4 Théorémes de Rolle et des Accroissements finis

Théoréme 3.4.1 (Rolle) Soient I = [a,b] et f € F(I,R) une fonction continue sur

[a,b] et dérivable sur]a,b| telle que f(a) = f(b). Il existe alors un nombre xo € ]a,b[ tel
que f'(c) = 0

Théoréme 3.4.2 (Accroissement finis) Soient I = [a,b] et f € F(I,R) une fonction
continue sur |a, b

et dérivable sur |a,b|. Il existe alors un nombre xq € |a, b[ tel que
f(0) = f(a) = (b—a)f (x0)-

Théoréme 3.4.3 (Incréments finis généralisés) Soient f et g deux fonctions contin-
ues sur l'intervalle [a, b]
et dérivables sur]a,b[, telles que g (x) # 0 sur cet intervalle et g(a) # g(b). Il existe

zo € Ja,b] tel que

3.5 Etude des fonctions usuelles

3.5.1 1- Fonctions trigonométriques

e Fonction x — sinxz et x — cosx

Les application x — sinx et x — cos z sont définies et indéfiniment dérivables sur R.

Elles vérifient, pour tout z € R.

32



3.5. Etude des fonctions usuelles

cosr +sin*xr = 1l,et |cosz| < 1et |[sinz] < 1.

cos(x 4+ 2m) = cos(x) et sin(z + 27) = sin(x).
cos(—x) = cos(z) et sin(—x) = —sin(z).
sin' (z) = cos(x) et cos (z) = —sin(x).

e Fonction © — tanzx

sin(x)

cos(x)

lapplication tan x = et indéfiniment dérivable sur R\ {z : x # § mod 7}

1

— > 0.
COS“ T

tanlmzl—i-taan:

us

5 »on peut exprimer les trois application suivantes sous la forme

En posant ¢t = tan

1—t 2t . 2t
SIN T — anxr —
+ t2 142 1—1t2

COST =

3.5.2 2- Fonctions trigonomeétriques inverses

e Fonction » — arcsin(z)

. T =siny
y = arcsin(z) <=
—53 Sy 3
/ 1
(arcsin(z)) = ——=>0 |z| <1
1—22
e Fonction x — arccos(z)
x = cos(y)
y = arccos(x) <
—rT<y<0
(arccos(a)) = ——— <0, Js <1
arccos(z)) = ———= <0, |z| <1
V1—a?

. ™
arcsin x + arccosxr = 5
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3.6. Exercices résolus

e Fonction © — arctanz

x = tan(y)
y = arctan(zr) <
—5 Sy < %
(arctan(2)) =
arctan(x)) =
1+ 22
e Fonction = — sh(x) et © — ch(z)
Posons , pour = € R,
et —e " e’ +e "
sh(z) 5 et ¢ 5

Leurs dérivées successives sont

(sh(x)) = ch(x) et (ch(x)) = sh(z).
ch®*(z) — sh*(x) = 1.

3.6 Exercices résolus

Exercice 1 :

1-Calucler les limites suivantes:

lim

r—1

( 1 3 ) . sinbx . 1—2cosx

— 3 im — ; lim
l—2 1—=x z—08in 2% —% 7 —3x

wl

2- En utilisant le fait que, pour tout a € R

lim (1 + 9) — e,

xr—>—+00 €T

trouver les limites suivantes :

—1 x T
lim <x ) ; lim (1 + ﬂ) )
z—+oo \ x + 1 T——00 T
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3.6. Exercices résolus

La solution :

. 1 3 . 1 3
lim — = lim 1—
r—1\1—2 1—2a3 t—1\1—zx 142+ 22

- i (5 () -

sin bx . sindbr « 5
im — = lim . = —
r—08in2x =z—0 x sin2x 2
. 1—2cosz .. 1—2cos(5—h) . 1—2(cos%cosh+sinZsinh) V3
lim ——— = lim = lim = ——
e—Z 7w —3x h—0 7w —3(5—h) h—0 3h 3

2- En utilisant le fait que, pour tout o € R

lim (1 + —)w _

r—>+00

lim <1 + E) = lim (1 — E)i
T——00 T r—+00 €T
. 1 .
= lim - =

Exercice 2

Soit f la fonction définie sur [0, 1] par

0 si =0
fl@)=% z+z@ &  o(z(1
1_
0 si r=1

1- Montrer que f est continue sur [0, 1].

2- Montrer qu'il existe ¢ € ]0,1] telle que f'(c) = 0 (on ne demande pas la valeur de

c).
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3.6. Exercices résolus

La solution

1- Sixz €]0,1] alors f est continue.
Enx=0

IE%+$ In(z) =0

C’est une forme indéterminée dont la limite est connue.

|
(o4 7)
z—0F l1—=x

On prolonge f en 0 par f(0) =0

Donc

En z = 1, on pose h = 1 — x, c’est mieux que h = x — 1 parce qu’alors h — 0"

lorsque © — —1

r=1—nh
f(x)zl—h+<1_h>ln(1_h) :1_h+(1_h)ln(1—h)
h h
Comme
. In(1—nh)
1 — =1
zi%‘* h

Soit parce que c’est la limite du taux de variable de la fonction h — In(1 — h), soit
en appliquant la régle de L’hospital, soit parce que la limite est connue

Donc

limlf(x):lim(l—h—i—(l—h)@) =1-1=0

T——

h—0+t

On prolonge f en z =1 par f(1) =0.

2- f ainsi prolongée est continue sur [0, 1] et manifestement dérivable sur |0, 1[, de plus

£(0) = f(1), on peut appliquer le théoréme de Rolle, il existe ¢ € |0, 1[ tel que f'(c) =0

Exercice 3

Déterminer si f est continue sur R.
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3.6. Exercices résolus

f définie sur R par

-9 si x> 2

—1 st x <2
La solution :

La fonction f est clairement continue en tout point a # 2 car elle est alors définie par
une expression polynomiale au voisinage de a (c’est-a-dire, sur un petit intervalle ouvert
contenant a ).

Examinons la continuité en a =2 : On a

limf(r) = lima®-9=8-9= -1

52 252
limf(z) = lim—1=-1
32 =2
Donc lim f(x) = —1. Par ailleurs, on a f(2) = —1. Donc la fonction f est continue en

xiQ

Donc f est continue sur R.

Exercice 4:
Soit a, b deux nombres réels. On définit la fonction f : R — R par :

ax +b stx <0
f(x) =

T st x>0

1- Donner une condition sur b pour que f soit continue sur R.

2- Déterminer a et b tels que f soit dérivable sur R.

La solution :

1) f est continue si <= liinf(x) = liinf(x) = f(0)

=0 z—0
i) -t =
limf(z) = limax + b =10
230 30
== b=1
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3.6. Exercices résolus

Donc f est continue si b = 1.

2) f est dérivable si f est continue et lim==—-= (m) f © — hm%
z—0 30
1 1-1—=z
e lim (xz g(o) = hmlzzfo1 = lim = = hmHlm =-1
50 50 250 250
o i {@=1O) _ i -1
230 0 z—0 v
—a=—-1
Donc f est dérivable sia = —1 et b= 1.
Exercice 5 :
Soit la fonction définie par:
—Singm) si x <0
f(z) = M st x>0
2 x=0

Pour quelles valeurs de a, la fonction f est continue en zy = 0

La solution :

lim f (7) = lim 222 = Jim 200420 — 9

2z
250 250 =0
hmf(:zc) — lim sin(az) _ limasm(am) —a
< T = (ax)
z—0 z—0 z—0

Donc f est continue en o =0 si a = 2.

Exercice 6 :

Etudier la dérivabilité de la fonction f dans chacun des cas suivants:

1
es2—14 si|z] < 2;
1- f(z) = ,
0 sinon
2- f(z) = cos \/5
3- f(z) = £=L.( on commence par prolonger f en 1).
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3.6. Exercices résolus

La solution:

1- comme f est pair, le domaine d’étude est R*.

e Continuité en 2 :

lim f(x) =0= f(2) = lim f(x) =0

r—2t T2~

Donc, f est continue en 2. D’ou la continuité de f sur R™.

e Dérivabilité en 2 :

o S@ =) L f@) - )

r—2+ Tr— 2 T—2~ Tr— 2

=0

Donc, f est dérivable en 2. D’ou la dérivabilité de f sur tout R.
2- f(z) =cosy/x. Df =R,. [ est continue sur R, , dérivable sur R*

Dérivabilité en 01 :

— —1
lim —f<$) /(0) S il A
e—0+t  x—0 z—0+ T
. cosy—1 1
lim ———— = —-.
y—ot Y2 2

Donc f est dérivable en 01.D’ou, la dérivabilité de de f sur tout R,.

3- f(r) = 2L Df = R\{1}.

zt—1
lim f(z) = lim = lim(2* — 1)(z + 1) = 4.

rx—1 r—1 1 — r—1

Donc f admet un prolongement par continuité en 1 définie par :

"””:__1 sixz#1

g(z) = '
4 si x=1
Dérivabilité de g en 1 :
zi-1
—a(1 —4
im0 =9 P T 2 2 3) = 6
r—1 $'—'1 r—1 I — 1 r—1

Donc, g est dérivable en 1. D’ou, la dérivable de g sur tout R.
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3.6. Exercices résolus

Exercice 7:

Calculer les dérivées des fonction suivantes :
1) f(z) = (2* + €2 + 3)3 2) f(z)=vVa:+zx
3) f(x) = sin(cos(x® + 1)) 4) f(xr) = arctan(2x — 1)

5) f(x) = arcsin /L= 6) f(z) = 20e

La solution :

1) f'(x) = 3(42% 4 2e¥) (2 + * + 3)% = 6(22° + €27)(2* + ¥ + 3)?

!

Wl

2) f(x (:L’ + ) 21(21’4—1) (ZE2+5L’)% _ 23(29c-|-1)

( ) z(x+1)
3) f () = —3a?sin(2® + 1) cos(cos(z? + 1)).
4 f (:C) 1_,_(23C 1)2 - 2z2—12x+1
5 f’( ) cos®z __ _cosz

2\/1 —sin? z  2lcosz|
6) Appliquer la régle de ’exposant: a® = e

(
)
)
)
)
)

bln(a)

f’ (x) ln(2)21“<z

T

Exercice 8 :

1.Résoudre les équations suivantes :
a) arcsin x + arcsin 2z = arccos  + arccos 2x;
b) arctan 2z + arctan 3z = 7

2. tan(arcsin(tanh z)) = sinh z, Vx € R;

La solution :

05-4)
b) S = {3}
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3.6. Exercices résolus

tan(arcsin(tanh 2)) sin (arcsin(tanh z)) tanh x
an(arcsin(tanh z)) = =
cos (arcsin(tanh z)) /1 —sin? (arcsin(tanh z))
tanhy oML

-1
V1 —tanh®z Jcosh z]

= sinhz.(car cosh x = 1,Vz € R).

Exercice 9 :

1) Soit f R — R définié par f(x) = V2?2
peut-on appliquer le théoérme de Rolle sur [—1,1] 7

2) Calculer, en utilisant le théoréme des accroisements finis, les limites suivantes :

. 1 1
a) lim (ew — el+w> x?;
r——+00

b) lim (21112"" 31113 +"'+;)'

z——+00 nlon

La solution :

1) f(z) = Va2 = |a]
Théoréme de Rolle:
Si f est continue sur [a, b] et dérivable sur |a,b[ et si f(a) = f(b) alors 3 ¢ € ]a,b] tq
fle)=0
f est continue sur [—1, 1] ( car elle n’est pas dérivable au point 0) et 0 € [—1,1].
donc on peut pas appliquer le théoréme de Rolle sur la fonction f(x) sur [—1,1].
2) Soit f(z) = ex. Soit z = 0, f est continue sur [z, z + 1], dérivable sur |z, z + 1[.

D’aprés le théoréeme des accroissements finis,

fle+1) = flx) o !

ElCG]l‘,.I‘—{—l[, -’L'—i‘l—ill' :f(C):——ec

Ainsi, en réalisant cet encadrement :

On peut conclure que
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3.7. Exercices a résoudre:

2. lim (ﬁ + ﬁ SRR ) = lim (Z" L ) .On applique le théoréme des

T—+00 nlnn T——+00 p=2 plnp

accroissements finis pour f(z) = In(lnx) sur [p,p+ 1]. On obtient ainsi un minorant de

EZ=2 pﬁlp qui tend vers 400 quand n tend vers +oo :

1
plnp

In(In(n +1) — In(In2) < i

Dou lim (55 + i+ + =) =+

T—+00 ninn

3.7 Exercices a résoudre:

Exercice 1 :

Calucler les limites suivantes

Dlim (28] 2) lim (2522) | 3) lm 2000 4) lim (Jot+ o+ ve - Ve

T—00 T—00 T—-+00

Exercice 2:
Déterminer a,b € R de maniére a ce que la fonction f définie sur R, par

Vv si0<z <1

ar’+br+1 si x>1

soit dérivable sur 1.

Exercice 3:

Dans I'application du théoréme des accroissements finis a la fonction: f(z) = az?+Bz+v
sur l'intervalle [a, b] , préciser le nombre ¢ de Ja, b].

Exercice 4:

Soit la fonction f définie sur lintervalle [0,1] par :f(z) = arcsin(z) + arcsin (3) — 2

L’équation f(x) = 0 admet-elle une solution dans I'intervalle [0, 1]
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3.7. Exercices a résoudre:

Exercice 5 :

Soit la fonction:f(z) = &=L si x#1 et f(1)=2

lz—1

Etudier la continuité de f en zg =1

Exercice 6 :

Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
a) hy(z) = (22— e +2)" b) hy(z) = cos?(z® + 522).¢) ga(z) = In(sh?(z) + 1) —
Arctan(z), d) fo(x) = cos(sin(x? + 1)).

Exercice 7:

Etudier la continuité et la dérivabilité en xy = 1 de la fonction suivante :

% st z>1
f(z) =

st x =<1

8=

Exercice 8 :

En appliquant la régle de I’'Hopital, déterminer les limités suivantes:

2
1) lim cose=cosa 2) lim 1=eose®
) r——a sSinr—sina ) T—s T

Exercice 9 :

a) Dire si les hypothéses du théoréme de Rolle sont satisfaites pour les fonctions suivantes,

si oui déterminer la valeur intermédiaire correspondante de c.

) l—2z siz#0 ..
i) f(x) = . sur l'intervalle [0,1].
0 st =0

ii) f(x) =z — 2® sur lintervalle [0, 1] .

b) On demande de vérifier si les hypothéses du théoréme des accroissements finis sont
satisfaites pour

la fonction f(z) = 3 sur Iintervalle [—1,1] et trouver la valeur intermédiaire corre-

spondante de c.
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CHAPITRE

4 Développements Limités

et Formule de Taylor

4.1 Formule de Taylor-Young et développemnts lim-
ités

Définition 4.1.1 Soit f € F(I,R) une fonction définie au voisinage de 0 sauf peut-étre
en 0.La fonction f admet un développement limité d’ordre n (n € N) au voisinage de 0.5i

et seulement si il existe un réel strictement positif h, une fonction polynome de degré n,

n

P.(z) = Z apz”

k=0
Et une fonction de limite nulle 0 tels que Vo € R, [0 < |z| < h] = [f(z) = P.(z) + 2"¢(z)]

Ou, P,(x) est la partie réquliére du dévelloppement limité et x"e(x) le terme complémen-

taire.

Théoréme 4.1.1 Soit f € F(I,R) une fonction de classe C™ sur lintervalle I (c-a-d
f est une fonction dérivable continue sur I jusqu’a Uordre m ) et que f"(xqy) existe en

xg € I. Alors f admet au voisinage de xg le développement limité d’ordre n suivant :

_ £ f0) , f0) 4 f"O0) o on
flz)y = f(0)+ T x + T —i—Tx + ..+ T + z"e(x).
Ou lime(x) = 0, Au lieu de z"€(z), on écrit souvent o(x").
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4.2. Développements limités au voisinage de 0 des fonction usuelles

4.2 Développements limités au voisinage de 0 des
fonction usuelles

Exemple 4.2.1 La fonction f(x) = €* est définie sur R donc f™(x) = € et alors f"(0) =
1.

D’ou
T 332 563 "

6—1+1'—|—§—|—§+ +—+$€()

Exemple 4.2.2 La fonction ¢(z) = sinz est définie sur R et pour tout k € N, on a
o®) () = sin(x + /{:g) et ™ (0) = sin(k%).

Ce qui nous donne

0 st k= 2n.

#"(0) =
(—1)" sik=2n+1,
Donc
T [L'S 1'5 . I2n+1 ot

Est le développement limité d’ordre 2n + 2 au voisinage de 0.
Exemple 4.2.3 La fonction ¢(x) = cosz est définie sur R et pour tout k € N, on a
¥ () = cos(x + kg) et ) (0) = cos(k’g).

Ce qui mous donne

1" stk =2n
W=y Y
0stk=2n-+1
Par suite
22 ot . 220 i1
cosx—l—a—i-g—l— +(—1)m+x ().

Est le développement limité d’ordre 2n + 1 au voisinage de 0.
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4.3. Propriétés des développements limités

4.3 Propriétés des développements limités

Proposition 4.3.1 (unicité) Pour un ordre donné , si f admet au voisinage de 0 un

dévoloppement limité, celui-ci est unique.

Proposition 4.3.2 (Parité) Si f admet au voisinage de 0, un développement limité et

si f est paire (resp impaire), la fonction polynome x — P(x) est paire (resp, impaire)

4.4 Opérations sur les développements limités

Définition 4.4.1 Soient f et g deux fonctions qui admettent au voisinage de 0 des

développements limités d’ordre n
f(z) = Py(x) + 2" (x) et g(x) = Qun(x) + 2" (2)

avec lime; (z) = limey(x) =0

z—0 z—0
Proposition 4.4.1 (développement limité de la somme) La fonction f + g admet
au voisinage de 0 le développement
limité d’ordre n :

[f + 9gl(x) = [Pu(z) + Qn(z)] + 2"e(x), avec lime(x) =0

x—0

Proposition 4.4.2 (développement limité du produit) La fonction f.g admet au
voisinage de 0 le développement
limité d’ordre n :

[f.g](z) = Hy(z) + 2"€¢(z), avec lime(z) =0

z—0

ou H,, désignant le polynome obtenu en ne prenant que les termes de degré inférieur
ou égal an

du polynome P, (x).Qn(x).
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4.5. Exercices résolus

Proposition 4.4.3 (développement limité du quotient) Si Q,(x) # 0, la fonction g

admet au voisinage de 0 le développement limité d’ordre n :

H (#) = Zn(x) + 2"e(z), avec lime(z) = 0

Z,, désignant le quotient de la division puissances croissantes de P, par Q.

4.5 Exercices résolus

Exercice 1 :

Donner un développement limité des fonctions suivantes au voisinage de 0 & I'ordre n :

filz) = ln(l—{—x) ,n =4;

1l—=x

= e —V1+2x,n=2;

T

(z)
(z)
fw) = ——n=4
(x)
(z)

= Vver—x—1,,n=3;

. _ 2
= arcsm(e $>,n:5;

La solution:

filz) = 1ﬂ(1+$> :2x+§x3+0(m4);

fox) = 1+ %:ﬁ + %0554 +0 (2%)

fs(x) = 2*+0(2%);

fa(z) = 1- %az + %:ﬁ — %0334 + O(z*);

fs(z) = siL\/%(x) {x + %xQ + %x?’} + O(2%);

fo(z) = %7? — V2signe(x) {x — %x?’ + ﬁxﬂ +O0(2?).
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4.5. Exercices résolus

Exercice 2 :

Donner un développement limité des fonctions suivantes au voisinage du point zy a I'ordre

n:

filz) = (sinz)", 2o = g — 4

fo(z) = arctan(2sinz),zq = g’ — 3
Inz

f3<37) = ?71;0:1,71:4,

La solution :

filz) =

o 1 T
o) = 3+i(e-3) -
fole) = (r=1)— 2@ -1

Exercice 3 :

ey =1-5 (=5 -3 -9 (5-5) -9 o (-3))

V3 T 2 T\ 3 T\ 3
B 5 i (-5 o ((-5))
13 7

+§(l'—1)

Donner un développement limité des fonctions suivantes au voisinage du ’co & ’ordre n :

La solution :

fite) = In (xtanl) o

4o+ 1 _
fa(z) = R
fs(x) = arctan 4 / 2,

1 11+31 551+0 1
—= 47T 4,CE 8372 96373 x?’ .
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4.5. Exercices résolus

Exercice 4 :

Calculer les limites suivantes :

sinz — In(e” cos x)

i im—
0 Tsin z—07 — In(1 + )

La solution :

1

sinz — In(e” cos ) 1 . e¥—cor
im - = — lim——2%— =2
2—0 rsinx 2 z—0x — In(1 + x)
I 2,1 1 T S
im = im —————— = 400
o (3) o () e
Exercice 5 :
Déterminer o € R et 8 € R tels que :
v «
li —_—t — =0.
o (ln(l—l—x) * x +6)
La solution :
On a ln(ij-x) = % + % + %:c + O(z). Donc,
e’ o 1 3 11 o
- 4= — .24 b 9)
ln(1+x)+$+6 Sttt B+ 0@)
3 (a+1) 11
= | = — O(x).
(2+ﬁ)+ TRt (z)

3 3

a+1l = 0= a=-1.
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4.6. Exercices a résoudre:

4.6 Exercices a résoudre:

Exercice 1 :

Développer au voisinage de 0, a 'ordre demandé, les fonctions suivantes :

1) flo) =15 —¢" (ordre 3)
2) f(z) = cos(z)In(1 + x) (ordre 4)
3) f(z) = sinz cos(2z) (ordre 6)

f(z)
fl)=v1—x++/1+4+axcosz (ordre 4)

)
3
(@)= (@ +1)VI—a (ordre 3)

5
Exercice 2

Développer au voisinage de 0, a 'ordre demandé, les fonctions suivantes :

1) fz) = m (ordre 4)
2) f(x) = tan(x) (ordre 5)
3) f(z) = Smag (ordre 2)
4)f(z) = % (ordre 3)

Exercice 3

1) Développer au voisinage de 2 a 'ordre 3 la fonction f définié par

fl@) =1
2)Développer au voisinage de 1 a l'ordre 3 la fonction f définié par
flz) =e"

3)Développer au voisinage de %-a l'ordre 3 la fonction f défini¢ par

f(z) = cos(x)

Exercice 4

Calculer en utilisant les développements limités, les limites suivantes :
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4.6. Exercices a résoudre:

1 lim (z —2?In(1+2))
2) iﬂ%w’ (o € R).
3) hmln(oc-i-l)—x-i-%—%
z—0 (Sin(:;f))4
4)  lim =5

51



Partie 11

Maths 2

52



CHAPITRE

5 Matrices et déterminants

Les matrices sont des tableaux de nombres. La résolution d’un certain nombre de prob-
lemes d’algebre linéaire se raméne & des manipulations sur les matrices. Ceci est vrai en
particulier pour la résolution des systemes linéaires. Dans ce chapitre, k désigne un corps.

On peut penser a Q, R ou C.

5.1 Définitions

Définition 5.1.1 Une matrice A est un tableau rectangulaire d’éléments de k
Elle est dite de taille n x p si le tableau posséde n lignes et p colonnes
Les nombres du tableau sont appelés les coefficients de A
Le coefficient situé a la i-éme ligne et a la j-éme colonne est noté a; ;.

Un tel tableau est représenté de la maniére suivante :

@11 di2 ... Q15 ... Qip

Gz1 QA22 ... Q25 ... Q2,p
A=

Qi1 Aj2 ..o Qiy o ... Qip

Qp1 Gp2 .. Qpj ... Qpp

ot A = (a;;)i1<i<n . Par exemple
1<j<p
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5.1. Définitions

1 -2 5
0o 3 7

est une matrice 2 X 3 avec exemple a1 =1 et azz = 1T7.

5.1.1 Matrices particuliéres
an

1- Les matrices colonnes, sont les matrices & une colonne , donc de taille

(0

m x 1. Par exemple:

2- Les matrices lignes , sont les matrices a une ligne (a1; aq3...a1,,), donc de taille
1 x n. Par exemple:(2 4 —1)

3-La matrice nulle, est la matrice dont tous les coefficients sont nuls. On la note
:0,n st elle a m lignes et n colonnes 0

S’il n’y a pas d’ambiguité.

4-Les matrices carrées, sont les matrices dont les nombres de lignes et de colonnes
sont égaux.

Ce nombre de lignes et de colonnes s’appelle 'ordre de la matrice.

Exemple 5.1.1 Les coefficients ayant méme indice de ligne et de colonne s’appellent les
coefficients diagonauz.

Ezxemple : ay1, ass, ass...

5-Les matrices triangulaires inférieures, sont les matrices carrées dont tous les
coefficients strictement au dessus de la diagonale (c’est-a-dire d’indices ij avec j > i)

sont nuls.
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5.1. Définitions

a1 0 0

Ezxemple: | a9 as 0

a31 aszz G33

6-Les matrices triangulaires supérieures, sont les matrices carrées dont tous les
coefficients strictement

au dessous de la diagonale (c’est-a-dire d’indices ij avec j < 7) sont nuls.

aix aiz2 Az

Exemple : 0 g ass
0 0 ass
7-Les matrices diagonales, sont les matrices carrées a la fois triangulaires supérieures
et triangulaires inférieures

Les seuls coefficients non nuls sont donc, ceux de la diagonale.

a1 0 0
Exemple : 0 ap O
0 0 ass

8-La matrice identité, est la matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux

valent 1.
1 00
On note : I,, la matrice identité d’ordre n. Exemple: I35 = 0 1 0 | estlamatrice
0 01

identité d’ordre 3.

9-Une matrice carrée d’ordre n telle que a;; = a € k, 1 <7 < n et a;; = 0 pour tout
300

i # j est dite matrice scalaire. Exemple | 0 3 0

0 0 3

10- Une matrice transposéé de A la matrice A" de taille p x n définie par :
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5.2. Opération sur les matrices :

ay1 Aazi1 ... Qpl

a12 a29 ... QAp2
AT =

Qip QA2p ... Anp

5.2 QOpération sur les matrices :

e Addition des matrices

Somme de deux matrices: Soient A = (a;;)1<i<m €t B = (b;;)1<i<m deux
1<j<n 1<j<n
matrices ayant la méme taille m x n Leur somme C' = A + B est la matrice de taille

m X n définie par

Cij = aij + bl]
e Produit d’une matrice par un élément de k

Soit A = (a;;)1<i<m €t X € k, AA = (Aayj)1<i<m -

1<j<n 1<5<n

e Produit de deux matrices

Le produit AB de deux matrices A et B est défini si et seulement si le nombre de
colonnes de A est égal au nombre de lignes de B.

Soient A = (a;j)mn €t B= (bij)n, . Le produit de A et B est une matrice de type
(m, p)
A X B = (¢ij)mp tel que ¢;j = Zaikbkj.
k=1

e La matrice identité

La matrice carrée suivante s’appelle la matrice identité :

10 0

01 0
I, =

0 0 - 1
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5.3. Méthode de Gauss pour inverser les matrices

5.2.1 Inverse d’une matrice

Définition 5.2.1 (matrice inverse)

Soit A une matrice carrée de taille n X n. S’il existe une matrice carrée B de taille

n X n telle que

AB=1 et BA=1

A est inversible. Son inverse est note AL,

5.3 Meéthode de Gauss pour inverser les matrices

La méthode pour inverser une matrice A consiste & faire des opérations élémentaires sur
les lignes de la matrice A jusqu’a la transformer en la matrice identité I.
On fait simultanément les mémes opérations élémentaires en partant de la matrice 1.
On aboutit alors & une matrice qui est A7!. A coté de la matrice A que 'on veut
inverser, on rajoute la matrice identité pour former un tableau (A|I). Sur les lignes de

cette matrice augmentée, on effectue des opérations élémentaires jusqu’a obtenir le tableau

(I|B). Et alors B = A~

5.4 Inverse d’une matrice : systémes linéaires et

matrices élémentaires

5.4.1 Matrices et systémes linéaires

le systéme linéaire
.

1121 + a19T9 + - -+ + A1pTp = bl

211 + A99T9 + -+ - + QopTyp = b2

L Ap1 X1 + ApaXo + -+ - + Apply = bn
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5.5. Matrices et application linéaires

peut s’écrire sous forme matricielle :

a11 A1p x by
21 Q2p X2 bo
a,, - Qpp Tn by,
A -~ H/_/
A T B

On appelle A € M, ,(k) la matrice des coeflicients du systéeme. B € M, (k) est le
vecteur du second membre.

Le vecteur X € M, (k) est une solution du systéme si et seulement si

AX =B.

Si la matrice A est inversible, alors la solution du systéme AX = B est unique et est

X =A"1B.

5.5 Matrices et application linéaires

5.5.1 Rang d’une famille de vecteurs

Définition 5.5.1 Soit E un k — espace vectoriel et soit (vy, ...,v,) une famille finie de
vecteurs de E. Le rang de la famille {vy,...,v,} est la dimension du sous-espace vectoriel
Vect (v, ...,v,) engendré par les vecteurs vy, ..., vp.

Autrement dit :rg (vy,...,v,) = dim Vect (vy, ..., vp)

5.5.2 Rang d’une matrice

une matrice peut étre vue comme une juxtaposition de vecteurs colonnes.

Définition 5.5.2 On définit le rang d’une matrice comme le rang de ses vecteurs colonnes.
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5.6. Déterminants

5.5.3 Rang et matrice inversible

Nous anticipons sur la suite, pour énoncer un résultat important :

Théoréme 5.5.1 (Matrice inversible et rang ).

Une matrice carrée de taille n est inversible si et seulement si elle est de rang n.

La matrice de I’application linéaire f par rapport aux bases B et B'est la matrice

(a;j) € M, (k) dont la j-éme colonne est constituée par les coordonnées du vecteur f (e;)

dans la base B = (f1, fa, ..., o)

f1 a11 Qi -+ Alp
Ja 21 Qg5 -+ Agp
fn Qn1 Apj = Gpp

5.6 Déterminants

5.6.1 Déterminant en dimension 2 et 3

Matrice 2 x 2 En dimension 2, le déterminant est trés simple a calculer :
b
det = ad — bc.

Matrice 3 x 3 Soit A € M; (k) une matrice 3 x 3 :

a11 Q12 ais
A= Q21 QA22 Q23
31 daz2 04ss
Voici la formule pour le déterminant:
det A = ay1a92a33 + a12a23a31 + Q13021032 — (31022013 — (32023011 — A33021012.

Il existe un moyen facile de rentenir cette formule, c’est la régle de Sarrus .
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5.6. Déterminants

5.6.2 Deéterminants de matrices particuliéres

Calculer des déterminants n’est pas toujours facile. Cependant il est facile de calculer le
déterminant de matrices triangulaires.

Le déterminant d’une matrice triangulaires supérieure (ou inférieure) est égal au pro-
duit des termes diagonaux.

Autrement dit, pour une matrice triangulaires A = (a;;) on a

a/ll a12 o .. DR DR a/ln
0 a22 DEREY DY DY a2n

det A = = 11022 * * * Apn,
0 e e e 0 Ann,

Comme cas particuliérement imporatant on obtient :

Le déterminant d’une matrice diagonale est égal au produit des termes diagonaux.

5.6.3 Déterminant d’un produit

Théoréme 5.6.1 :det (AB) = det A.det B

5.6.4 Déterminant des matrices inversibles

Comment savoir si une matrice est inversible ? Il suffit de calculer son déterminant !

Corollaire 5.6.1 Une matrice carrée A est inversible si et seulement si son déterminant

est non nul. De plus si A est inversible, alors :

1

det(A™) = det A

Corollaire 5.6.2 Retrouvons la formule des déterminants 3 x 3, déja présentée par la

régle de Sarrus , en développement par rapport & la premiére ligne.
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5.7. Application des déterminants

11 Qa2 Q13

Ay1 Ao o3 | = @11C11 + a11C11 + a11Ciy

a31 aszz G33

Q22 Aa23 a1 Q23 Q21 A2
= a1 — aq2 + aq3

32 Aa3s3 ag1 ass a31 a3z
= (11022033 — (11032023 1+ G12G31G23 — A12021G33 + Q13021032 — A13A31A22
5.6.5 1 d’ tri
.0. nverse une matrice

Soit A € M, (k) une matrice carrée.

Nous lui associons la matrice C' des cofacteurs,appelée comatrice, et notée Com(A) :

Cll C’12 e Oln

C121 022 e 0271
C=(Cy) =

Cnl CnZ e Cnn

Théoréme 5.6.2 Soit A une matrice inversible, et C' sa comatirce. On a alors

-1 1 T

T det A

5.7 Application des déterminants

Nous allons voir plusieurs application des déterminants.

5.7.1 Meéthode de Cramer

Le théoréme suivant, appelé regle de cramer, donne une formule explicite pour la solu-
tion de certains systémes d’équations linéaires ayant autant d’équations que d’inconnues.

Considérons le systeme d’équations linéaires a n équations et n inconnues suivant:
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5.7. Application des déterminants

(

1171 + Q12T+ + + A1 Ty = bl

a21T1 + Q22%2 + - -+ + Qop Ty = by

L Ap1T1 + Gp2X2 + -+ + AppTy = bn

Ce systéme peut aussi s’écrire sous forme matricielle AX = B ou

a1 Qa2 -+ Qin x1

Q21 Qg2 -+ QA2p T2
A= eM, k), X=

An1 Ap2 - Ann T,

Définissons la matrice A; € M, (k) par

aiy - G151 by aij+1

Qg1 0 A25-1 by az j+1
A=

ap1 -+ Apj—1 by, Qp j+1

by
ba
et B =
bn
A1n
Q2n
Qpn

Autrement dit A, est la matrice obtenue en remplagant la j-éme colonne de A par

Théoréme 5.7.1 (Régle de Cramer )

soit AX =B

le second membre B. La régle de cramer va nous permettre de calculer la solution du

systéme dans le cas ou det A # 0 en fonction des déterminants des matrices A et A;.

Un systéme de n équations a n inconnues. Supposons que det A # 0. Alors 'unique

solution (x1,xe, - ,x,) du systéme est donnée par :
det A det A, det A,
Tr1 = To = e xn —
' det A 7 det A det A

62



5.8. Théorie des systémes linéaires

5.8 Théorie des systémes linéaires

5.8.1 Reésolution par la méthode du pivot de Gauss

La méthode du pivot de Gauss est une méthode pour transformer un systéme en un
autre systéme équivalent (ayant les mémes solutions) qui est échelonné et est donc facile

a résoudre. Les opérations autorisées pour transformer ce systéme sont :
e ¢échange de deux lignes
e multiplication d’une ligne par un nombre non nul.

e addition d’un multiple d’une ligne & une autre ligne.

5.9 Changement de base dans la matrice associée a
une application linéaire

Soit f : u — v une application linéaire et soient A et B des bases de u et de v respective-
ment. Ces données induisent la matrice associée Matg 4 (f). On se donne maintenant
deux nouvelles bases A" et B' de u et v respectivement. Quelle est la nouvelle matrice

Maty 4 (f) représentant 'application linéaire f en fonction de 'ancienne Matp 4 (f)?

idu f idv
Uu—u—>v—>0

’

A A B B

n’est rien d’autre que la fonction f mais dans les nouvelles bases. Donc la réponse est

donnée en passant aux différentes matrices associées.

Proposition 5.9.1 La matrice représentant l’application linéaire f : v — v dans les

nouvelles bases A" et B est donnée par

Maty o (f) = (Maty gy (id)) " Mata 4 (f) Mat ,_y (id)
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5.10. Exercices résolus

Corollaire 5.9.1 Dans le cas d’un endormorphisme f: u — u, si on note P := Matp p (1d)
la matrice de passage entre deux bases et A := Matp g (f) la matrice de f dans la base

B, alors la matrice de f dans la base B’ est

Maty v (f) = PT'AP

5.10 Exercices résolus

Exercice 1

Effectuer les produits suivants lorsque c’est possible. Si non, dire pourquoi.

2 5 2 5
a)| 3 6 , b) 3 6
46 46
47 47
0 -1 6 2 5 0 1 -1
(-1 45)|24 2| . a|363]||2 0
3 5 3 41 2 3 5
1 -1 2 5 2 5 0 2 7 8
e)] 2 0 3 6 ,f)] 36 3 023 |-
3 5 41 41 2 45 6

La solution :

a) Les matrices étant respectivement de format 3 x 2 et 2x 2, leur produit est bien

défini et est une matrice 3 x 2:

On a alors,
2 5 24 40
2 5
3 6 =1 30 51
4 6
4 7 36 62

b) Les matrices étant respectivement de format 2x 2 et 3x 2, leur produit est impos-

sible
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5.10. Exercices résolus

a définir
c¢) Les matrices étant respectivement de format 1x 3 et 3 x 3, leur produit est bien

défini et est une matrice 1 x 3. On a alors,

0 -1 6
(-1 45)[2 4 —2|=03421),
3 5 3

d) Les matrices étant respectivement de format 3 x 3 et 3 x 2, leur produit est bien

défini et est une matrice 3 x 2 :

On a alors,
250 1 -1 12 =2
3 6 3 2 0 =1 24 12
4 1 2 3 5 12 6

e) Les matrices étant respectivement de format 3x2 et 3x2, leur produit est impossible
a définir.
f) Les matrices étant respectivement de format 3 x 3 et 3 x 3, leur produit est bien

défini et est une matrice 3 x 3.

On a alors
2 50 2 7 8 22 32 38
3 6 3 0 2 3 |=1] 28 42 49
4 1 2 4 5 6 34 64 78

Exercice 2 :

Soit les matrices

1 1 2 4 5
1 4 -2 0
A= B = C=1] -3 01 D=|1 2
2 3 7 1
1 76 0 4

Calculer : AB, BA, CD, 2A+ B, A—4B , (AB)
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5.10. Exercices résolus

La solution

5 15
26 4 —2 -8
AB — BA = CD=| —-12 -11
17 3 9 31
11 43
0 8 9 4 . 26 17
2A+ B = A—4B = (AB)' = B' x At =
11 7 —26 —1 4 3

Exercice 3 :
Calculer les déterminants des matrices suivantes :
1 0 6 1 0 —1
7 11
1) , 2 34 15,323 5
-8 4
5 6 21 4 1 3
011
1 01
110
1 11

w N = O
S W =
_ O W N
N = O W
S = = O

La solution :

(Nous allons voir différentes méthodes pour calculer les déterminants.)

7 11

1) =7 x4 —11(—8) = 116.
-8 4
2) Régle de Sarrus Attention ! La régle de Sarrus ne s’applique qu’aux matrices 3 x 3.
10 6 10 610
34 15|=|3 4 15| 3 4
5 6 21 5 6 21| 5 6

=1X4xX2X14+0X15X5+6X3X6—-6x4x5—-1x15%xXx6—-0x3x21=-—18
3) Développement par rapport a une ligne ou une colonne.

Nous allons développer par rapport a la deuxiéme colonne.
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5.10. Exercices résolus

1 0 -1
2 5 1 -1 1 -1

2 3 5 |=-0x + 3 X —1x =14
4 3 4 3 2 5

4 1 3

4) On fait apparaitre des 0 sur la premiére colonne puis on développe par rapport a

cette colonne.

Ly |01 2 3 0o 1 2 3
1 2 3

Ly |1 2 3 0 1 2 3 0
= = -1 —6 1

L3 2 3 01 L3 - 2L2 — L3 0 -1 -6 1
-6 -8 2

Ly |3 01 2 Ly—3Ly— Ly |0 —6 —8 2

Pour calculer le déterminant 3 x 3 on fait apparaitre des 0 sur la premiére colonne,

puis on la développe.
1 2 3 1 2 3
—4 4
4 20
—6 —8 2 Ls+6L; — Ls 0 4 20
Exercice 4 :
Résoudre par la méthode de Gauss les systéemes suivantes :
r+2y—z2=1
2r+y=1
(S1) : (S2): ¢ 3x+3y+y==6
3z + Ty = -2
3r —2y+z2z=11
La solution :
<~
Ly 3r+ Ty = -2 2Ly — 3L — Lo 11y = =7
On obtient un systéme triangulaire, ou en déduit y = 1—17
Et la premiére ligne : z = 1%.
Ly 3r+2y—z=1 3r+2y—z=1
L2 3§U+3y+226 <~ LQ—LlﬁLQ 4y+82}:20
L3 3I—2y+Z:11 Lg—L1—>L3 —4y+22=10
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5.10. Exercices résolus

r+2y—z=1 r+2y—z2=1
— 4y 4+ 8z = 20 — 4y + 8z = 20
L3+ Ly — L3 —4y +22 =10 10z =30

On obtient un systéme triangulaire, ou en déduit z = 3.

la deuxiéme ligne : y = —1 et la premier :x = 2.

Exercice 5 :

Calculer les inverses des matrices suivantes par la méthode de Gauss

1 -2 1
1 -2
A= , B= 2 =2 0
1 2
1 3 -1
La solution :
Ly 1 -2 10 1 -2 1 0
<A7[2): —
L2 1 2 0 1 LQ—L1—>L2 0 4 -1 1
1 -2 1 0 10 35 3
g g
iL2—>L2 0 1 _411 i L1+2L2—>L1 01 —}1 i
11
Donc At = 22
_1 1
1 1

~
iy
—
|
[\]
—_
—_
(e
(e

1 -2 1 1
(B, I3) = Ly 2 -2 0 010 | Ly—2L;— Ly 0 2 -2 —-210
0
0
1

Ly \ =1 3 =1 00 1 Ls+ L, — Ls 0 1 0 1
1 -2 1 1 0 Ly +2Ly — Ly 1 0 -1
= 0 1 -1 -11 — 01 -1
%L2—>L2
1 0 1 O L3—L2—>L3 O O 1
100 1 5 0
L1—|—L3—>L1
— 010 1 0 1
L3—|—L2—>L2
001 2 31
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5.10. Exercices résolus

1 5 0
AinsiB™'=1]1 0 1
2 31
Exercice 6 :
0o 1 -1
Soit A= -1 2 —1
1 -1 2

Calculer A2 — 3A + 215 , en déduire que A est inversible et calculer A1,

La Solution :

-2 3 -3 0 3 -3 20 0
A= -3 4 -3 3A=| -3 6 -3 | 23=|0 2 0
3 -3 4 3 -3 6 00 2
-2 3 -3 0 3 -3 20 0
A2 —3A+23=| -3 4 -3 |-] -3 6 -3|[+]020]=0
3 -3 4 3 -3 6 00 2

Donc

A2 —3A+42I;,=0

On réécrit ceci en :
—1
A(A=3L5) = —2l3 <= A (7(14 - 313)) = I;.

Ainsi, A est inversible et son inverse est :

3 11
2 2 2
Al = _71(14 —3L;) = % % %
1 1 1
2 2 2
Exercice 7 :
) T D y 7
Soit A = B =
0 2z -1 3y
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5.10. Exercices résolus

-5 —18
4 —16

Trouver = et y tels que 2A — 4B =

La solution :
2z — 4y —18
4 4o — 12y

2A—-4B =

Alors
2r —4y=-5 (1)
dr — 12y = —16 (2)
21)+(2) = —dy=-6=y=3

Et 2z -4(3)=-5=2=1

Exercice 8 :

Déterminer 'inverse des matrices suivantes par la méthode des cofacteurs:

1 -3 4 2 2 0
1 3
A= B=|1 -2 4 B=12 -2 0
2 5
1 -3 5 0 0 2
La solution :
1 3 5 =2
A= det(A) = —1 At =
2 5 -3 1
Donc
-5 3
A= _1 (A)t:
det A 9 1
1 -3 4 2 -1 -1
B = 1 -2 4 |, det(B)=1 B! = 3 1 0
1 -3 5 —4 0 1
Donc
2 3 —4
pl=_LB'=] -1 1 o0
-1 0 1
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5.10. Exercices résolus

2 2 0 —4 -4 0
C=[2 -2 0 |, det(C)=-16 Ct=| —4 4 0
0 0 2 0 0 -8
Donc
-4 —4 0 T30
Cl=ge @) =—5%| 4 4 0o |=]1 -1
0 0 -8 0 0 3

Exercice 9:

Calculer le rang des matrices suivantes :

1 23 45
-1 10 2 3456
A= 0o 111, B=134567
2 01 4 5 6 7 8
5 6 789
1 1 -1 2
C = o b ,a € R.
1 -1 3 3
4 2 0 «

La solution :

-Par définition, le rang(A) < 3. Puisque, det A =1 # 0, alors rang(A) = 3.De meme
- Pour B:rang(B) < 4. En effectuant des transformations sur les colonnes: C; «—

Ci—Ciq,i=2,..5

123 45 11111

23 456 21111
detB={3 456 7|(=|31111|=0

4 56 7 8 41111

5 6 789 51 1 11
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5.10. Exercices résolus

Donc, rang(B) < 4 et puisque les mineurs d’ordre 4 et d’ordre 3 sont tous nuls alors

:rang(B) < 2. On constate que le mineur d’ordre 2: =—1#0
21

alors rang (B) = 2.
- Pour C: le rang(C') < 4.0n a det C' = 2(a — 9)(—a + 3) donc il faut distinguer trois
cas :
-Sia e R\ {3,9} alors rang(C) =4
1 11
- Si a = 3 alors rang(C) = 3 puisque det C =0et | —1 3 3 |=12#0.
1 11

1 11
-Si a =9 alors rang(C') = 3 puisque det C =0et | —1 3 3 | =36 #0.
2 09

Exercice 10:

Soient F = R?, F =R3et f € £y (E, F) définie par :f(z,y) = (v +y,x — y,y — 1)

Ecrire la matrice M(f) relativement aux bases canoniques de E et F.

La solution :

On a f(1,0) = (1,1,—-1) et f(0,1) = (1,—1,1). Donc la matrice de f relativement aux

bases canoniques de F et F':

Exercice 11 :
R3muni de la base canonique B = {e; = (1,0,0),e3 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)},
f : R*—=R?

(C(],y,Z) - (2$—y,y+227$+2)
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5.10. Exercices résolus

1. Déterminer la matrice de f relativement a la base B.

2 Soient v = (1,2,3) v=(2,0,1) et w=(0,—1,2)

Vérifier que B = {u, v, w} est une base de R®. Déterminer alors la matrice de passage
P de B a B’ et calculer I'inverse de P.

3- Déterminer la matrice de f relativement & la base B'.

La solution :

2 -1 0 el
]\/[atBJg(f):Mf: 0O 1 2 ()
1 0 1 €3

est la matrice de f relativement a la base B.
2- Soient
u=1(1,2,3) v=1(2,0,1) et w=(0,-1,2)

Vérifier que B = {u, v, w} est une base de R?. Déterminer alors la matrice de passage

PdeBaB

1 2 0 €1
}D‘—'}ngy - 2 0 —1 €9
3 1 2 €3
et
-1 4 2
13 13 13
- rz 2z _L
P 13 13 13
2 _5 4
13 13 13

3- D’apres le théoréme de changement de base : On vérifie

(a) i. f est une application linéraire de R dans R3.

ii. B={e; =(1,0,0),e; =(0,1,0),e; = (0,0,1)} est une base de R3.
iii. B={u=(1,2,3),v=(2,0,1),w = (0,—1,2)} est une base de R3
iv. P est la matrice de passage de B & B'.

Alors
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5.10. Exercices résolus

Mat gy (f) = P~'Matz(f)P

0 10 15
13 13 13
—| _20 2 _1
13 13 13
24 6 _9
13 13 13

Exercice 12 :
Soit le systéme suivant :

Tr1 — T3 = 2
(S) 4 —2z1 + 3wy + 423 = —3

Z'Q—Fl’g:()

1- Ecrire le systéme (.S) sous la forme matricielle AX = B.
2- Démonter que () admet une solution

3- Résoudre le systéme par la méthode de Gramer.

La solution :

1 0 -1 1 2
Le systéme (S) <= | -2 3 4 s | =1 =3 | & AX
0 1 1 I3 0

2) det |A] =1 # 0= det |A] # 0 donc (S) admet une solution

3) la méthode de Gramer :

2 0 -1
-3 3 4
gy O T _
T = T I =2(-1)+(-1)(=3) =1
1 2 -1
-2 -3 4
Ty = % = ’ (1) ! =1
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5.11. Exercices a résidoure:

1 0 2
-2 3 -3
0 1 O
— lAs] _ —
Jfg—ﬁ— 1 = —1.

5.11 Exercices a résidoure:

Exercice 1 :

Soit les matrices

2
2 1 3 2 3

A= , B= , =11
-2 21 3 —1

2

Calculer (si est possible ) AB, BA, AC, CA, A?, B?

Exercice 2:

Résoudre par la méthode de Gauss les systéme suivantes :
(

T+2y—z+t=4
—y+2z+13t=5
(S1) : r—2y+324+17t =14 (S7) :

—r 43y —32—20t = -1

r—y+z+2t=4
3r—y+2z2—1t=6

rT—y—z2+3t=3

\

Exercice 3 :

Calculer les déterminats suivantes :

2 -1 0 0
2 3 3 1 1 3
-1 2 -1 0
A=|5 15 7| B=|4 -2 3 | c=
0 -1 2 -1
0 -2 0 2 5 -1
0 0 -1 2

75



5.11. Exercices a résidoure:

3 -2 =5 4

-5 2 8 =5
d =

-2 4 7T =3

2 -3 -5 8

Exercice 4:

Calculer le rang des matrices suivantes :

1 2 1 2
123 123 2
2 -3 0 -5
A=| 234 |.B=|23 42| c=
4 9 6 7
345 345 2
1 -1 -5 5

Exercice 5:

Calculer les inverses des matrices suivantes par la méthode de Gauss

1 -3 4 2 2 0
1 3
A= , B=11 -2 4 |,C=12 -2 0
2 7
1 -3 5 0 0 2
Exercice 6 :
-1 1 1
Soit la matrice A = 1 -1 1
1 1 -1

1- vérifiez que A? = 213 — A et déduire A~

Exercice 7 :

3 2 =2 3 1 =3
A= -1 0 1 B=| -2 0 0
1 1 0 0 0 0

1- trouver la matrice C' tel que C' = A — B
2-vérifiez que C? = C' + 213 et déduire C*
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5.11. Exercices a résidoure:

Exercice 8 :

Soit les deux matrices données par :

1 0 0 2 -1 0
M= 10| ,N=]0 2 -1
0 21 0 0 3
1- Calculer M.N
2 -1 0
2- a) Soit la matrice A = | —1 2 —1 |, calculer det(A) par deux méthode
0 -1 2

différentes.

b) Calculer A~! par la méthode de cofacteur.

c¢) En déduire la solution du sytéme suivant:

20 —y =12
(S)=9Q —x+2y—2=—4
—y+2z=-16

Exercice 9 :

Soit le systéme suivant :
r—2y+2z=-3
(S) r—y+z=1
—2r+2y—2z=2
1- Ecrire le systéme (S) sous la forme matricielle AX = B.

2- Démonter que (S) admet une solution

3- Résoudre le systéme par la méthode de Gramer.

Exercice 10 :

Soit B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} B ={(1,0,2),(4,1,0),(0,5,1)} la base de R3

Donner les matrices de transiton : Prp , P, .
BB * pip
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CHAPITRE

6 Valeurs propres, vecteur

propres et diagonalisation

6.1 Définitions

Définition 6.1.1 (vecteur et valeur propres ) : Soient un vecteur non nul v # 0 et un

nombre A € R qui vérifie I’équation Av = \v

Alors le vecteur v est un vecteur propre de valeur propre A

Définition 6.1.2 (sous-espace propre) : Un sous-espace vectoriel est l'union de ’ensemble

des vecteurs propres de valeur propre A avec le vecteur nul
Ey:={v\ Av = \v}
Donc v est un vecteur propre de A associé a la valeur propre \

Définition 6.1.3 (Spectre) : Le spectre d’un endomorphisme est l’ensemble de ses valeurs

propres, on la note

specf = {1, ... \x}

Définition 6.1.4 (Polynome caractéristique) Le Polynéme caractéristique d’un endo-

morphisme f est le déterminant de f — Xid

(respectivement de A — X ): Py (\) =det (A—A[)=0
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6.2. Diagonalisable

6.2 Diagonalisable

Définition 6.2.1 (Endomorphisme et Diagonalisable)
Un Endomorphisme f: est diagonalisble s’il existe une base B et U telle que la matrice

de f dans cette base soit une matrice diagonale, c’est-a-dire

A O 0 - 0
0O X O -+ 0
Matgp (f) = 0 0
A1 O
o o0 -- 0 A\

Une matrice carré est diagonalisable s’il existe une matrice inversible P telle que la

conjugaison de A par P est une matrice diagonale, c’est-a-dire

A 0 0 - 0
0O X O -+ 0
P'AP=| 0 o0
A1 O
0 O 0 M\

6.2.1 Meéthode pour diagonaliser

1-On calcule d’abord son polynéme caractéristique Py ()

2-On cherche les racines de P4 (A) : ce sont des valeurs propres de A

On suppose ici que l'on a trouvé n valeurs propres distinctes: Aq, ...\,
3-Pour chaque valeur propre \; de A, on cherche un vecteur propre X;
4-Soit P la matrice dont les vecteurs colonnes sont les (xy,...x,) Alors D = P71AP.

est la matrice diagonale

N O - 0
0 X

0
0 0 A\
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6.3. Exercices résolus:

6.3 Exercices résolus:

Exercice 1 :

On considére la matrice A € A3 (R) suivante

13 -5 =2
A= -2 7 -8
-5 4 7

1- Calculer le polynome caractéristique de la matrice A.
2- Déterminer le spectre de A.
3- Déterminer le sous-espace propre Fg associé a la valeur propre 9.

4 - La matrice A est-elle diagonalisable ?
La solution:

1-le polynome caractéristique de A :
13— =5 -2
Pi(A) = det(A—Al)=det| —2 7-)\ -8
-5 4 T=A
= (13—X) (A =141+ 81) +2 (51 — 27) — 5 (54 — 2)\)
& Pa(N)=—(A-9)
2- On a spc (A) = {9}
3- On étudie le sous-espace propre Fqg associé a la valeur propre 9 : AV =9V
132z — 5y — 22 = 9x y=—2z
2r+Ty—8z=9y <= v=-22

—or +4y + 72 =9z z€eR
2
On a: Ey = Vect(uy) avec u; = 2
—1

4- Fy étant de dimension 1, cette matrice n’est pas diagonalisable .
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6.3. Exercices résolus:

Exercice 2 :

Soit M la matrice suivante

3 0 -1
A= 2 4 2
-1 0 3

1- Déterminer et factoriser le polynéme caractéristique de A.
2- Démonter que A est diagonalisable et déterminer une matrice D diagonale et une
matrice P inversible telles A = PDP~!

3- Calculer A™ pour n € N.

La solution :

1. On détermine et on factorise le polynome caractéristique de A:
3—X 0 -1
Pi(A) = det(A—=Al)=det| 2 4-—)X\ 2
—1 0 3—A
= (4=X) (N —61+38)
= d=-XNAN-4)(N-2)
& PaN)=02-N)4-N

2. On démontre que A est diagonalisable et on détermine une matrice D diagonale et

une matrice P inversible telles A = PDP~!

Le polynéme P, admet deux racines, donc la matrice A admet deux valeurs propres,
A1 = 2 valeur simple , Ay = 4, valeur propre double. Déterminons les sous-espaces propres
associés.
E; associé a la valeur propre 2 : AV =2V
3r —z =2z
20+ 4y +22 =2y
—r 432 =22
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6.3. Exercices résolus:

1
Ey = Vect(uy) avec uy = | —2

1
E5 associé a la valeur propre 4 : AV =4V

3r — 2z =4x

20 +4y+22 =4y = {r=—-2

—x 4+ 3z =4z
0 1
Ey = Vect(ug,ug) avec ug = | 1 | ,uz = 0
0 -1

Les dimensions des sous-espaces propres sont égales aux multiplicités des valeurs pro-

dant équent 1’ R? admet base de vect t

pres correspondantes, par conséquent 1’espace admet une base de vecteurs propres e
la matrice A est diagonalisable.

Notons P la matrice de passage, on a

—

o
|

—_

et,si D est la matrice diagonale

I
o o W
o o~ o
s o o

On a la relation

3- On calcule A" pour n € N.

On a vu, dans la question 2), que A = PDP~! on a donc, pour n € N, A" =
P=1D"P, or

20 0
D" = 0 4" 0
0 0 47
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6.3. Exercices résolus:

il nous reste a calculer P~!.On sait que P! = %tppt d’ou
-1 0 -1
pio 2 2 -2 -2
==z -2 -2 -
-1 0 1
On a donc
-1 0 -1 2" 0 0 1 0 1
n 1
A" = 3 -2 =2 =2 0 4" 0 -2 1 0
-1 0 1 0 0 4" 1 0 —1

2" 44" 0 2" —4r

1
= 5| 26m—2) 24" 2(4n—2v)
2" —4n 0 2" 44m

Exercice 3 :

1) Montrer que la matrice P = est inversible et calculer P~!.

2) Soit la matrice A =

N= Ol
Tlw Ul

Trouver une matrice diagonale D telle que A = PDP~!

La solution :

2 1
1) det P = =2(—1)—1x1=-3%#0,donc P est inversible et son inverse:
1 -1
g 11
1 -1 11
_ T —
Pt = 25 (comP)" =3 = ‘Z’ _32
1 2 1 -2
3 3
2)Ona,A=PDP!'= D=P'AP.
Ainsi
11 4 2 6 1
p—|3 3 505 2 1) [ 5 1w
1 =2 13 2 1
3 3 3 5 1 -1 5 3
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6.3. Exercices résolus:

Exercice 4 :

Soit A la matrice suivante :

101
A=1011
110

1- Déterminer le polynéme caractéristique de A et les valeurs propres.

2- A est-elle diagonalisable 7

La solution :

1- le polynéme caractéristique de A :

Pi(A) = det(A—A)=det| 0 1-) 1

= (1-N)N=-x1-2)

Donc les valeurs propres sont \; =1, Ay = —1, A3 =2

2- Les valeurs propres sont distinctes donc la matrice A est diagonalisable.

Exercice 5 :

Soit A la matrice suivante

0 10
A= -4 4 0
-2 1 2

1- Calculer le polynéme caractéristique de A et les valeurs propres, les vecteurs propres.

2- A est-elle diagonalisable 7

84



6.3. Exercices résolus:

La solution :
1-le polynome caractéristique de A :

—A 1 0
Py(A) = det(A—Al)=det| —4 4—X 0
2 1 2—A
= (2=N) [\ —4\+4]
& Pa(A)=(2-2)

Valeurs propre A = 2 de multiplicité m = 3

Les vecteurs propres : AV =2V

Yy = 2x
—Adr4+4y=2y <—={y=2
—2x+y+2z=2z

1 0
Ey = Vect(ug,ug) avecus = | 2 |,us=1, 0
0 1

2- E5 étant de dimension 2, cette matrice n’est pas diagonalisable .

Exercice 6 :

Soient a et b deux réels non nuls. La matrice

0 a b
M=1a 0 b
b a O

est-elle diagonalisable 7
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6.3. Exercices résolus:

La solution :

Soient a et b deux réels non nuls. Le polynome caractéristique de M est :

Py (z)=det(M —xzl)=det| ¢ -z b |=0B+2x)(at+z)(a+b—21)

Ainsi, les valeurs propres de M sont A\ = a+ b, \y = —a et A3 = —b.

- 1"cas : Si A1 # Ay # A3 alors M est diagonalisable et semblable &

a+b 0 0
D = 0 —a 0
0 0 —-b

De plus, les sous-espaces propres associés aux valeurs propres sont :

1 a b

1 a —a—2b
-2°cas :Si A\; = Ay et Ay # A3 alors b = —2a et a # b. Dans ce cas, (—a) est une valeur

propre double donc dim £, < 2 et (2a) est une valeur propre simple donc dim Fs, = 1.
Orrg(M +al) =2 = dimker (M +al)=3—-2=1<2,

Donc, M n’est pas diagonalisable.

-3°cas :Si A\; = A3 et Ay # A3 alors a = —2b et a # b. Dans ce cas, (—b) est une valeur
propre double donc dim E_, < 2 et (2b) est une valeur propre simple donc dim Fy, = 1.
Orrg(M +al)=2= dimker (M +al)=3-2=1<2.

Donc, M n’est pas diagonalisable.

-4°cas :Si Ay = A3 et \; = a + b = 2a Dans ce cas, (2a) est une valeur propre simple
et (a)est une valeur propre double. Or rg (M +al) =1 donc dim E_, = 2 alors M est

pas diagonalisable est semblable &
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6.3. Exercices résolus:

—a 0 0
D = 0 —a O
0 0 2a
De plus, les sous-espaces propres associés aux valeurs sont:
1 1 0
E2a:< 1 >€tEa:< 0 ; 1 >
1 -1 -1
Exerccie 7 :
Soit les matrices:
100 1 01
D=|02 0|, P=1011
00 2 10 2

1- Montrer que P est inversible et calculer son inverse.
2- Soit la matrice A = PDP~!. Calculer A.
3-Soit n € N.

a. Montrer par récurrence que:

1 0 O
D=0 20 0
0o 0 27

b. Montrer par récurrence que A" = PDP™L,

c. En déduire que :

2-2" 0 2"-1
A" = 0 2" 0
2 _ 2n+1 0 2n+1 -1
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6.3. Exercices résolus:

La solution :

1- det (P) = 1, donc P est inversible.

2 0 -1
1 1 -1
-1 0 1
2. A= PDP!
1 01 1 00 2 0 -1
= 011 020 1 1 -1
1 0 2 0 0 2 -1 0 1
0 01
= 0 20
-2 0 3
3. Soit n € N.

(a) Pour n = 0, DY = [, vrai. Supposons que la propriété

1 0 0
D*=10 20 0
0o 0 27

est vraie a ’ordre n. Montrer par récurrence que:

1 0 0
D=0 2 0

0 0 2n+1
Dl =D x D"
1 00 1 0 0 1 0 0
=102 0 02" 0 =10 2» 0
0 0 2 0o o0 27 0o o0 2rtt
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6.3. Exercices résolus:

(b) Pour n =0, A° = I,, = PD°P~! vrai. Supposons que la propriété
A" = pprp!
est vrai & ’ordre n.Montrer par récurrence que
A+l —  ppn+lp-l

A" = A"x A=PD"P'PDP'=pPD"[,DP' = pPD""pL

101 1 0 0 2 0 —1
A" = 01 1 0 2 0 1 1 -1
10 2 0 0 27 -1 0 1

2-2" 0 2"-1
= 0o 2* 0
R (N R

Exercice 8 :

Pour o € R, soit

o+ 3 1 4
Ay = 1 «a+3 4
2 -2 «

1- Monter que A, est diagonalisable, pour tout o € R.
2- On choisit a = 2.
a. Déterminer une matrice D diagonale et une matrice P inversible telles que:
A=PDP.

b. Pour n € N, calculer D". En déduire pour, n € N, la valeur de A™.

La solution :

a+3—A 1 4
Py, (N) = det (A, — AI3) = det 1 a+3-\ 4 = (a—A)(a— X+
2 -2 oa—A

2)(a—A+4).
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6.3. Exercices résolus:

Alors, A, admet des valeurs propres distincts. Ainsi, A, est diagonalisable, pour tout
a e R.
2. On choisit a = 2.

a. On pose

N
I
N = Ot
S
RO

Py(A)=(2-=X)(4—X)(6—\). Puisque A est diagonalisable alors

2 00
D=1040
0 0 6

Chercher les sous-espaces propres associés & chaque valeur propre:
-1

Ey =ker(A —213) = < —1 >

1

|
~—

Ey =ker(A—413) = <

—_
—_

E2 = ker(A - 2[3) = <

—_
\/

0
Alors,
-1 =31 -1 1 1
P=| -1 -3 1|=P'| 1 10
1 1 0 g

telles que : A = PDP~!.

b. Pour n € N,
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6.3. Exercices résolus:

2" 0 0
D" = 0 4" 0
0 0 6"

A" = (PDP7Y) (PDP™Y)..(PDP™Y) = PD"P",

-1 -3 1 2" 0 0 -1 1 1
A = [ -1 =2 1 0 4" 0 1 —-10
1 1 0 0 0 6" $ 2

20— 34n 4 26" 24m — 2" — 26" 6" — 2
2 2 2 2

4qn — on o __ AN on
Exercice 9 :
Soit la matrice suivante :

1 01

01 1

0 20

1- Calculer le polynome caractéristique de A.

2- A est-elle diagonalisable ?

La solution

1-le polynome caractéristique de A :

Py(A) = det(A—A)=det| 0 1—-X 1

= 1=\ =1-2]
& PaA)=01+N2-)N01-2)
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6.4. Exercices a résoudre:

2- Les valeurs propres \; = 1, Ay = 2, A\3 = —1 sont distinctes, donc A est diagonal-

isable.

6.4 Exercices a résoudre:

Exercice 1 :

Soit la matrice M suivante :

0 2 -1
M = 3 =2 0
-2 2 1

1- Déterminer les valeurs propres de M
2- Montrer que M est diagonalisable.
3- déterminer une base de vecteurs propres et P la matrice de passage.

4-Ona D = P 'MP, pour k € N exprimer M* en fonction de D*, puis calculer M*.

Exercice 2 :

Soit
a c
c d

Démontrer que A est diagonalisable dans R.

Exercice 3 :
Soit
1 0
A=10 1
1

N O O

-1
Démontrer que A est diagonalisable et trouver une matrice P telle que P71AP soit

diagonale.
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6.4. Exercices a résoudre:

Exercice 4 :

Soit la matrice

1 0 0
A=|5 -4 0
6 —6 2

Parmi les vecteurs suivants lesquels sont des vecteurs propres de A Trouver les valeurs

propres correspondantes.

1 (1,1,0), 02 (0,1,1),v5(0,0,1),v4 (0,2, 1)

Exercice 5 :

1- la matrice
010

J=10 01
100

est-elle diagonalisable dans M3 (R) 7 dans M3 (C)?

2- On considére la matrice circulante

a b c
A= c a b € M; (C) .
b ¢ a
a- Vérifier que A = al + bJ + c¢J? avec J? = I.
b- Trouver les valeurs propres et vecteurs propres de al + bJ + cJ? = A.

c- En déduire que A est diagonalisable.
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6.4. Exercices a résoudre:

Exercice 6 :

Soit f un endomorphisme de R? et A la matrice de f relative & la base canonique B de

R3 :

12 -2
A=121 =2
2 2 -3

1. Calculer les valeurs propres de A.
2. Déterminer une base B' de R* dans laquelle f est représentée par une matrice
diagonale D.

3. Donner la matrice de passage P de B & B’ et exprimer D en fonction de A.
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CHAPITRE

Les intégrales

7.1 Intégrale indéfinie

7.1.1 Primitives d’une fonction

Définition 7.1.1 Soit f une fonction définie sur un intervalle I. Une fonction F est

une primitive de f sur I, si et seulement si, elle est dérivable sur I et pour tout x de I,

F'(z) = f(x).

Théoréme 7.1.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle I ,et F' est une primitive
de f sur 1.
Toute primitive de f sur I est de la forme : F(x) + C; ou C est une constante réelle

( La primitive d’une fonction s’il existe n’est pas unique).

Définition 7.1.2 Soit f une fonction définie sur un intervalle I et F' une de ces primi-

tives sur I. On prend alors [’habitude de noter toute primitive de f sous forme

F(a) = [ fa)do,

Et s’appelle aussi intégrale indéfinie de f
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7.2. Intégration par parties

Proposition 7.1.1 Soit f et g deux fonctions continues et A € R on a :

[ +g@nis = [ s@is+ [ gy
//\f(x)dx = )\/f(a:)d:c.

7.2 Intégration par parties

Théoréme 7.2.1 Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I. On a

7.3 Changement de variable

Théoréme 7.3.1 Soient u une fonction dérivable, f une fonction continue et F(x) =

[ f(z)dx. On a
/ulf(u)dx = /f(u)du = F(u).

7.4 Intégration des fonctions rationnelles

P(z)

Définition 7.4.1 Une fonction f est dite une fonction rationnelle si :f(x) = Oln) OU

P(z), Q(x) sont des polynomes a coefficients réels.

7.4.1 Intégration des éléments simples

Définition 7.4.2 La fraction P@) grecrit comme suit:

Q(z)
G~ B o
— o
P(z) ar + 3
0@ E(z) + T artb)” avec a* —4b < 0,

ot E(x) un polynome de Rlz], et o, 3,7v,a,b € R, n,m € N*.
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7.5. Intégration des fonctions expo et trigonométriques

Proposition 7.4.1 Soit I, = mdaj, n € N*.
)L = ﬁdw =arctg(x) +C, CeR.
)i = 5 oty + B Lny > 1

7.4.2 Décomposition en éléments simples

Soit  f(z) = P yne fraction rationnelle, par la dévision euclidien on obtient :
Q(z)

P(z) = Q(x)q(x) + %, tel que deg R < deg Q.

7.5 Intégration des fonctions expo et trigonométriques

7.5.1 Intégration des fonctions exponentielles

Pour calculer les primitives de la forme [ f(e”)dz, on peut choisir le changement de

variable ¢t = e* =—> %dt =dx

7.5.2 Intégration des fonctions trigonométriques

e Pour calculer les primitives de la forme [ sin™ z cos™ zdx ; n,m € N ,on peut choisir

le changement de variable:
t = sinx ;ou t = cosx

e Pour calculer les primitives de la forme [ f (sinz,cosz,tanz)dx ; on peut choisir

le changement de variable : ¢t = tang ;et on a

1—¢2 2t 2t 2
sing——, tanr = ——, doz = ——dt

COSY —= ———
14 ¢27 142’ 1—1¢2’ 1+¢2

7.6 Intégration définie

Définition 7.6.1 On appelle subdivision (d’ordre n ) de lintervalle I = [a,b] I’ensemble

fini {xg, 1, ..., Tn } telque,a:x0-<--~-<xk:a+k:b_7“-<---—<xn:b,kEN.
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7.6. Intégration définie

Le pas §(S) de la subdivision est le plus grand des mnombres (z; — x;—1), o i =
{0,1,....,n}.
Pour tout choix de n points h; € I; = [x;_1,2;], i € {1,...,n} on appelle somme de

Riemann de f le nombre

n

R(f, S {h1,.hn}) = (wi—xim1) f (ha).

i=1
e Dans cette somme, chaque terme (x; — x;_1) f (h;) représente 'aire algébrique du

rectangle de base I; et hauteur f (z;).

Théoréme 7.6.1 Si 5(%})m OR (f,S,{h;}) existe, alors elle est indépendante du choix des

points h; € I;, on la note

b
[ t@is = tm RS ).

Définition 7.6.2 Lorsque’elle eziste, on appelle cette limite l'intégrale de f sur |a,b] et

on dit que f est intégrable au sens de Riemann

Proposition 7.6.1 1- Toute fonction continue f : [a,b] — R est intégrable au sens de
Riemann.

2- Toute fonnction monotone sur [a,b] est intégrable au sens de Riemann.

Définition 7.6.3 Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a,b] et F une de

ces primitives. L’intégrale définie de f entre a et b est le nombre réel défini par :

b
[ F@L=Fo-F@.
L’ordre de a et de b est important.

Le nombre a est appelé borne inférieure, et b la borne supérieure de l’intégrale.

Proposition 7.6.2 Soient f et g deux fonctions continues.

c b
1)/ f(x)dx +/ f(x)dx, tel que a < ¢ < b.(relation de chasles)

/ab f(z)dx

@l%ﬂ@mZklvmmakeR.

2)Si a<b, ona

< [ ia
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7.7 Exercices résolus

Exercice 1 :

Calculer a I'aide d’intégrations par partie les intégrales suivantes :

1) [ae"dx. 2) [2?sin(2zx)dz.  3) [xln(x)d.
4) [xcos(4x)dx 5) [xarctan(xz)dx  6) [zarcsin(z)dr

La solution

1) [2Pe“dx

Donc

/a:?’exda: = 23" — 3/:B3€xdllf,

On note, I; = fx3ezdx, on choisit:

!
u = 2’ = u =2,

v = = v =2¢".

I, = 2%e* — 2 [ ze®dz,

on note, Iy = fxe‘”dx, on choisit:

/
u = r=—=u =1,

v = = v =2¢".

I =xe" — [edr =xe® —e* =" (v — 1).
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Donc

/mSexda: = 23" —3[ = 23" — 3 (3726:6 — 212) = 13" — 3 (:L’Qex —2e” (x — 1)) )

= (x3—3x2+6x—6)6w+0, CeR.

2) [ 2*sin(2x)dx
on choisit :

u = =u = 2z,

/ 1

v = sin2r = v= 5 cos 2x
Donc

2
/562 sin(2x)dxr = —5 cos 2z + /:C cos 2xdx

_p2 _ 1
= Twcost—l—szian—é/siandx
_r2 1
= (Tx—f—z) cost—i—gsian—f—C.

3) [xz1n(z)dux.

on choisit :
o1
u = In(x)=u = —,
x
v o= r=v=-1
Obtient
2 1
/xln(x)dw = x—ln(x)——/xdm
2 2
2
1
= I?ln(x) — 111;2 +C

4) [ xcos(4x)dx

on choisit :
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!
u = r=1u =1,

1
v = cosdr — v = Zsinélx
Obtient

1
/xcos(4x)dx = %sinélx— Z/sinélxd:n

1
= zsinélx—l— Ecosélx—l—C’.

5) [ xarctan (z) dx

on choisit :
tan(r) = o = —
u = arctan(x U =
1+ a2
p 1,
v o= T = v ==
2
Obtient

2 1 2
/xarctan (x)der = %arctan(x) - —/ ’

dx
2 14 2
2 1 ]
= % arctan(z) + B arctan z — §x +C
1 1
2 (x2 + 1) arctan(z) — 37 +C.

5) [ zarcsin(x)dz.

on choisit :

/ 1
u = arcsin(r) —= u = ——
(x) —
, x?
prmnd — = —
v x v 5

101



7.7. Exercices résolus

Obtient
2 1 2
/arcsin(x)dx. = %arcsin(x) - E/V%gﬁdm
2

1 1
= arcsin(z) — 1 arcsin(x) + 12V 1—a224+C

1
(22® — 1) arcsin(z) + Z_lm/ 1—a2+4+C.

Exercice 2 :

Calculer
1) fol e’ 1+ erdx 3) f?l 3z%e’dx
2) fog cos x sin? zdx 4) f78 %dm

La solution :

1) fol e’ A1+ erdr

On a
/\/ﬂdu:/uéd“
Obtient
1 1 2 3 !
/ez.(l—i-ez)?d:v = |:—(1+6$)2:|
0 3 0
2 3 2 3
- 201 2 _Z2(1+1)2
Sa+of -2
2 3

2) fog cos x sin* zdx
Posons u = sin(z) du = cos(x)

Nous devons également changer les bornes

lorsque x = 0,u=sin(0) =0
lorsque x = g,u = sin(g) =1
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I'intégrale définie devient alors:

3) fi)1 3z2e*dx

On utilise 'integration par parties, on choisit :

U = 3$2:>u/:6a:,

v = ef=v=2¢"

On obtient

0 0
/ 3%e"dr = [3a7€"] (11 - / e’ (6x) dx
-1 -1

3 0
= —— — 6/ zetdx
€ -1

f7 _—4x+14 dr

Va2 —Tz+6
On a

— = 2Vu

/8 —de+ 14 8 2(x—7) "
7 Vi —Tr+6 7 Vi —Tr+6

7
- [—4\/932 ~Te 6|
= 4V14 — 4V6.

Exercice 3 :

A T'aide d’'un changement de variables calculer les intégrales suivantes

1) [ 2y 2) [ Lode 3) [ srigde

8

™ sin(x In(2 — 1
4) 0 1+C0£22x)d'r 5)f0 ( )\/6 — ldx 6) fo 22v/1 + 22d
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La solution :

1) [ (@) gy

On pose u (z) =Inz alors du = 1dx
donc [wddu = tu* + ¢ = 1(In(z))* + c.
2) [ £ dx

er+1

On pose t = e* alors dt = e*dt  donc dz = e *dt , c’est a dire dx = %

Ce qui donne

/ee dr = [t
et +1 t+1
t+1-—1
— /+—dt
t+1
1
_ /1——dt
1+t
= t—In(1+¢)+c¢

= " —In(e"+1)+c

3) | sebezge = V2 (3arctan v2 (32 + ) — 1)

! d o d /
224+ 2x4+1+2 (224 1)2+2 2((%1>2+1)

On pose t = I—}; alors dt = %, ce qui donne

1 . (x+1>+c
—= arctan
V2 V2

4) 07r 142222@ dx

)
On pose t = cos(x)

dt = —sin(x)dx
Quand x =0,t =1
\ Quand x = m,t = —1
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Ce qui donne
-1
-1
= —=dt
/1 1+1¢2

1
1
- / dat
1422
m —T

T
larctan(t)]”, 1 1 5

5)f01n2 Vver — ldx

(
On poset = /e* —1 Alors t> =e® — 1 et donc e =2 + 1
dt = —=—dx donc dr = <=Lt clest a dire dr = 2 dt

er—1 o 211
Quand z =0 , t=0
Quand = = In(2) , t=1

dequidonne
_ /t
0
B 1 2t2
B 01+t2
B /12t2+2—2t
o 1422

:/02

= [2t—2 arctan(t)](l)

= 9T
2

6)f01 221+ 23da
On pose t = 23 alors dt = 3z%dx
Quand x =0,t =0
Quand x =1,t =1

/

Ce qui donne

Exercice 4 :

Calculer ce qui suit
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[ #5sde 2) | fizde
3) [av1+ a?dx 4) f\/;fﬁ

La solution :

) [ wemda

f% =In|u|+ ¢ ,donc [ ;@Zigdx =2In|z? — 22+ 3| + C.

2) [ A=da
J % = 2/u, donc fﬁdz’: —2y1—z+ec
3) [xV1+ a?dx
Posons : u = 1+ 2? <= du = 2xdx, d’ou :
flu%du—lug—l—c—l(l—i—ﬁ)%—i—c

2 =3 =3 :
D[ it = [ b = 2T e

Exercice 5 :
L= [ {ihsde L= [ gpde
[3 = f colezdaj I4 = f taila:dx

La solution :

Ilzf sinx dI‘

“+cosx

Posons ¢t = tan (%) d’ou

_ _2dt : 2t _1-#?
r = 2arctant <= dx = i1 avec sint = e et cost = e

et

2t 2
Il - 2 1—2 1—|—t2dt
(1—|—t)(1+1+t2)
2
= /1+t2dtzln(1—|—t2)+c

I, = ln<1+tan2§> +C
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[2 = f sirlla:dx

; _/ 2dt [t
o are)2 )

1+¢2
— 1n|t|+C’:ln‘tang‘ v C

]ng@dx

n = 2 est pair:

Posons
9 dz
t = tanx<:>dt:(1+tan a:)d:z;: 5
cos? x
dou I3 = /dt:t—l-C:tanw—{—C’.
tan
n = —1 est impair et négatif:
Posons

t = sinx <= dt = coszdx

dt
douw I = /cosxdx n =Injt|+ C =In|tanz| + C

sinx

Exercice 6 :

Calculer ce qui suit

dx dx x?
1)f (z+2)(z2+22+5) Q)f z(1+22)2° S)fmdx,
22 In(22+42+45) e
f\/ﬁ a@dex,G)fm

La solution

f(z+2 $2+2$+5) —Tl()arctan(%“)— L In (22 +2x—|—5)+ In(x+2)+ C.

2)[1(115’;2) :llnx2—lln(3:2+1)+2 =g+ C

3) fwdx —5erm +C

4) [ de = §In (20 — 5+ Va2 =52 + 6 + 5v22 — 5z +6) + C

5) ﬁln(wlff%)dx—arctan (x+2)—3In|2? + 4z + 5| + In |z + 1| +—1n|$29:1f+5| + C.
)

6) [ 6”6 - = arctan(e”) + C.
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7.8 Exercices a résoudre:

Exercice 1 :

Calculer les intégrales suivantes :
I = [2*In(3z)dx L= [(2z+1)e"dx
Iy = [(2* — 1)sinzdz I = [Va? — 22dx
Exercice 2 :

Utiliser un changement de variables pour calculer ce qui suit :

ez . 1
L= [ 55 I = | frymmde
Iy = [ =25 de I = [ 224y

Exercice 3 :

Caculer ce qui suit

L= [ ailapde L= [ mitigde
T _ z—1
Is = | Gt de Ii= [ Zsde
Exercice 4 :
Calculer ce qui suit
I = f 2-3 :in(:v) dx I3 = f sin2(x)1cos2(x) dx
I, = [sin (3z) cos (4x) dx Iy= [y md:ﬂ
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CHAPITRE

Equations différentielles

Définition 8.0.1 (Equation différentielle du premier ordre )
Une équation différentielle ordinaire (EDQO) du premier ordre est une équation qui a
pour inconnue une fonction y d’une variable rélle x, a valeurs dans R,qui s’écrit sous la

forme suivante :

!

y (t)=[f(ty(), tel (E)

ot I est un intervalle ouvert de R et f une fonction continue de I X R dans R qui est

connue on cherche alors les fonctions y de classe C' qui vérifient lequation.

Définition 8.0.2 (Equation différentielle ordinaire )Une équation différentielle or-
dinaire notée EDQO d’ordre n est une relation entre la variable réelle x € I C R,une

fonction inconnue x — y(x) et ses dérivées y', ey y(”) au point x définie par

!

f(20@)y @)y @) =0

Définition 8.0.3 (Equation différentielle normle )

On appelle équation différentielle normale d’ordre n toute équation de la forme

!

v @) = f (o y @)y @)y (@)
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Définition 8.0.4 (Equation différentielle autonome )

On appelle équation différentielle autonome d’ordre n toute équation de la forme

v @) = (fy @),y @),y (@)

Autrement dit, f ne dépend pas explicitement de x.

8.1 Equations différentielles d’ordre 1

On appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1, une équation de la forme

y +a(z)y=b(z),

ou l'inconnue y est une fonction dérivable de la variable x définie sur R, a et b sont
deux fonctions continue sur un intervalle I.

Lorsque la fonction b(z) est nulle, on dit que 1’équation est homogéne du ler ordre.

Elle s’écrit

y +a(x)y=0.

Les solutions de cette équation diérentielle sont les fonctions définies par :yo () =
ke~ Ja@dz op | € R.

Un cas particulier important est celui ou la fonction a(x) est constante, dans ce cas
I’équation est dit équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 a coefficients

constantes et on écrit :y' +ay=20

Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions définies par :

yn () = ke " ot k € R.
e Résolution d'une équation différentielle linéaire y + a(z)y = b(x)

Si yp est une solution particuliére de cette équation alors, sa solution générale est
y(x) =yn () +yp (z)
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8.2 Equations a variables séparées

Définition 8.2.1 Une équation différentielle de 1ier ordre est dite a variables séparées

si on peut l’écrire sous la forme y = f(y) g (x) o, f et g sont des fonctions donneés

8.3 Equation de Bernoulli

Définition 8.3.1 Une équation différentielle du premier ordre est dite de Bernoulli si

elle a la forme

i

y () +g(@)y(z)+h(x)y* (z) =0, a € RN\ A{0,1}.
ol g et h sont des fonctions continues de I C R dans R.

Meéthode de résolution :

!

On pose, z (z) =y~ (2), dou 2’ (2)= (1 — )y (z)y~* (2).

En divisant I’équation de Bernoulli par y®, on obtient:

L gy @)+ ) =

+g(x)z(x)+h(x)=0.
Donc, on obtient (une équation différentielle en z) une équation linéaire de 1" ordre

non homogéne. On la résout par la méthode de la variation de la constante.

8.4 Equations différentielles d’ordre 2

Les équations différentielles linéaires du second ordre sont de la forme

a(@)y +b(@)y +c(@)y=f(z).

ou, f est une fonction donneé et, a, b et ¢ sont des fonctions continue sur un intervalle
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Définition 8.4.1 Une équations différentielles linéaires du second ordre o coefficients
constante

est une équation de la forme
ay +by +cy=f(x), (E)

ot a, b etc des constantes et a # 0 et f une fonction continue sur I (I un ouvert de
R)

L’équation homogéne (ou sans second membre) associée est

ay +by +cy=0
e La méthode de résolution de (E) se décompose en deux points

1. On résout I’équation homogeéne (E'H). On obtient la solution : yp,.

2. On recherche une solution particuliere de I’équation avec second membre : y,,

La solution générale de 'équation (E) est alors : y(z) = yn(z) + y,(z).
Résolution de I’équation homogéne

On cherche la solution de I’équation homogene (EH) sous la forme y = ¢’*, r € R.

2er® = r2y alors I’équation

On a donc,y' =re"™ =ry et y" =7
ay’ +by +cy=0<=y(ar’+br+c)=0.

L’équation

ar? +br +c¢=0,

se nomme équation caractéristique de (EH) , et A = b? — 4ac.

Proposition 8.4.1 Suivant le signe de A = b> — 4ac on a les résultats suivants

a) A >0:(EC) admet 2 racines réelles distinctes r1 # 1o et

y(f[}) = Clerlaj + 026r2$7 C1,C2 S R7
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est une solution de (EH)
b) A=0:(EC) admet 1 racine double r € R,

y(z)=(arz+c2)e’™, c1,c0 €R

c) A <0: (EC) admet 2 racines complexes conjuguées 1 = a+ i3 et ro = a —if
(a,BER, B#0) et
y(z) = (cq cos (Bx) + cosin (Bx)) ™.

f(z) = P(x)e™ ou P(z) est un polynome de degré p.

- Si n’est pas solution de ’équation caractéristique, on recherche une solution partic-
uliere du type y,(x) = Q(z)e** ou () est un polynéme de degré ¢ = p

- Si « est une racine simple de ’équation caractéristique, on recherche une solution
particuliere du type y,(z) = Q(z)e** ot Q(x) est un polynome de degré ¢ =p+1

- Si « est une racine double de I’équation caractéristique, on recherche une solution
particuliere du type y,(z) = Q(x)e™” ot Q(x) est un polynome de degré ¢ = p + 2

f(z) = Ksin (ax) ou f(x) = K cos (ax).

- Si sin (ax) ou cos (ax) n’est pas solution de I’équations sans second membre, on
cherche une solution particuliére du

type : y = Acos(azx) + Bsin (azx), A,B € R.

-Si sin (ax) ou cos (ax) est pas solution de ’équations sans second membre, on cherche
une solution particuliére du type

:y = Az cos (ax) + Brsin (azx), A, B €R.

8.5 Exercices résolus

Exercice 1 :

Donner le nom de chaque type d’équation différentielle suivante :

W E=r1Y, @@QFE+P@y=q@)y*onaz#0ectl
(3) M (x)dz+ N (z)dy =0 (4)%+P(w)y=q(w).
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La solution :

(1) Equation homogene.
(2) Equation de Bernoulli.
(3) Equation & variables séparées.
(4) Equation linéaire du premier ordre.

Exercice 2 :

Résoudre les équations differentielles suivantes :

1) zyy =1+ y? 2) zyy =1+ 1>

3) (22 + 1)y —y*—1=0 4) vy Inz = 3lnz+ 1)y

La solution :

1) azyy' =14

On commence par séparer les variables on obtient :

1 xy dx Ty
- = = =
y I+y2  dy 1+y?
1 Y
d —dxr = d
onc/x x /1+y2 Y
1 )
In|z| = §ln|1—|—y2‘+c:>ln‘1+y2|=2ln|x\—|—c
1+y2 — 621n|a:|+c/ :>y2:£l')2.60/ -1

y = Va2e —1
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2) zyy =1+ 1>

3) (22 + 1)y —y*—1=0

Y

dy
dx

1
d
/y2+1 y

tg(artan(y))

Y

tan(a)+tan(b)

On a :tan(a +b) = = 1o

Donc

= tang(artan(z) + ¢)

= tg(artanx + ¢)

x + tan(c)

YT1- x tan(c)

Y)ry' Inz = 3lnz+1)y

On peut séparer les variables on obtient :

v o_
Y
Donc: [ Ldy = 3nrtl - alors
3 1
Inlyl = /—dx—i—/
x rinx
y ]f€3 In z+In(ln a:),

3lnz +1
zlnx

de=3Inz+In(lnzx)+c,
keR
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Exercice 3 :

Résoudre les équations différentielles suivante :
1)y — 5y + 6y = 3z.
2)y =3y +2y=e"
3)y" — 3y + 2y = 223 + 3sin .

La solution :

1)y — 5y + 6y = 3.

La solution de ’équation homogene est y;, (z) = c1€*® + c2e3®, ¢, 5 € R.

Le second membre est un polynéme d’ordre 1. On recherche comme solution partic-

uliére un polynéme de méme ordre :

yp(x) = Az + B

”

y,(x) = A, y (2)=0,

alors:
y, — 5y, +6y, = 3v<= —5A+6(Ar+B)=3z
A=l
B=3.
D’ou
()_1 +5
Y\ T) =TT 75

La solution générale de I’équation:

1 5
y(z) = c1e® + €™ + o+ —, c1,c3 €R.

2" T 12

D’ou :
@)=Ly
Pl =5t Ty

La solution générale de 1’équation:

1 5
y (1) = c1e®* + cpe™ + 53: + 12’ c1, 0 € R.
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2)y —3y +2y=e"
La solution de I’équation homogene est yp, (x) = c1e” + c2e®. 1,0 €ER.
« est une racine d’ordre 1 de I’équation caractéristique, on recherche une solution

ax

particuliere du type y, (x) = P (x) e**,ol

P (z) est un un polynome de degré 1 :

On a, y, () = (Az + B) €”,

alors, y;, () = (Az + B + A) €”,

et y; (x) = (Az + B)e®” + Ae” + Ae” = (Ax + B +2A) e”.

En injectant ces relations dans I’équation différentielle, nous obtenons:

(Az+ B+2A)e" —3(Az+ B+ A)+2(Azx+ B)e" =€,

Donc,

(—A)e" =" = A= —1,dou vy, (z) = (—x)e".
La solution générale de 1’équation est :
y (l‘) = clem + CQ€2$ + (_:E) exv C1,C2 S R
Donc :
y(r) = (c1 —x) e +ce®,  c1,00 €R.

3)y" — 3y + 2y = 223 + 3sin .

La solution de ’équation homogene associée est y;, (z) = c1€” + c2€?®, c¢1,co € R.

Le second membre est une combinaison linéaire d’une fonction trigonométrique et du
produit d’une fonction exponentielle par un polynéme d’ordre 1. On recherche comme

solution particuliére du type :
Y, = (Ax + B) ¢* + C'sin(r) + Dcos (z). A,B,C €R.

On a, y; = (3Az + 3B + A) &3 + Ccos (x) — Dsin (z).
y, = (9Az + 9B + 6A) €** + C'sin (z) — D cos () .

L’équation différentielle appliquée & y, conduit a :
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Yy — 3y + 2y = 2263 + 3sinz <

(9Az + 9B + 64) ** — C'sin (z) — Dcos (z) — 3 [(3Az + 3B + A) €** + Ccos (z — Dsin (z))] +
2 [(Az + B) €* + C'sin (z) + D cos ()]

= 2ze* + 3sinz,

Alors,

(2Ax + 2B + 3A) € + (C + 2D) sin () + (D — 3C) cos (z) = 2ve** + 3sin,

Et par identification, on obtient : A =1, B = _73, C=3 D=2

Donc :

3 3 9
y(z) = <x - —) e + —sin () + — cos () + c1€” + cpe®, c1,c0 € R.
Exercice 4 :

Résoudre :

(E1):y" =3y +2y=0.
(B2):y" 42y +2y=0.
(E3):y" — 2y +y=0.

(E4):y +y =2cos’z.

La solution :

(E1):y" =3y +2y=0
Il s’agit d’une équation homogeéne du second ordre. L’équation caractéristique associée

est :
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r? —3r+2 =0, qui admet deux solutions : r = 2 et r = 1. Les solutions sont donc les

fonctions définies sur R par,
y (1) = c1e® + cpe”,  c1,0 €R.
(E2) :y" 42y + 2y = 0 L’équation caractéristique associée est : 2 + 2r +2 = 0, qui

admet deux solutions : r = —-1+7et r=—1—1.

Les solutions sont donc les fonctions définies sur R par

y(z) = (c1cos Bz + casinfr)e ™ | c1,c0 €R

(E3):y" —2y +y =0 Léquation caractéristique associée est : 72 + 2r 4+ 1 = 0;
qui admet une racine double : 1, Les solutions de I’équation homogene sont donc de

la forme

y(l‘) = (Clx + CZ) e’ , C1,C2 € R

(E4) 1y + y = 2cos? z.Les solutions de ’équation homogéne sont :
yn () = crcosx + cosinx, c¢1,00 €R
Le second membre peut en fait se réécrire, cos?z = 1 + cos2x d’aprés le principe de

superposition, on cherche une solution particuliére sous la forme :

Yp(r) = a + acos 2z + fsin 2z

En remplacant, on trouve qu’'une telle fonction est solution si a = 1, = %, £ = 0,c-a-
d: yp(z) =1 — 5 cos 2z

Les solutions générales sont donc,

1
Yy (x) =1— §C082$+01 cosx + cesinz, c¢p,c0 €R., (2 €R)

119



8.5. Exercices résolus

Exercice 5 :

Donner la forme de la solution générale de chaque équation différentielle :
Dy =3y +2y=ae
2) 2y +y —y=e"

La solution :

1) y —3y +2y=me
On pose
y=e" —= 1k -3k+2=0
On a Azl, klzl,k’2:2.

Donc

2
yp = c1e” + coe™”

Et on cherche la solution particuliére sous la forme
Yy, = (ax +b) e "

Car —2 n’est pas solution de ’équation caractéristique
Finalement

Yo = c1e” + coe® + (ax +b) e >

2) 2 +y —y=e"
L’équation caractéristique est:

U2 +k—1=0

A= 148=0— k= L= 1 k= =L

N [=

_ 1
= yg = c1e 4 cge2”

Pour y, ,on a f(z) =e™ = a = 7 n’est pas une solution de 'équation caractéris-

tique
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8.6. Exercices a résoudre :

Alors
yp =K e’

Finalement

_ 1
Yo = cre” 4 coe2” + Ke™

8.6 Exercices a résoudre :

Exercice 1 :

Résoudre les équations suivantes:
1) (1+2%)*% 420 4+ 229% = 0
2) zy =y +xcos? (¥)

Exercice 2 :

Résoudre les équations suivantes:
Dy —y=(r+1)e* avec y(0)=1
2)y +y=2a’

Exercice 3 :

Résoudre les équations suivantes:
1) a2y +y = 2%y?

2) y +y=—ay’

Exercice 4 :

Résoudre les équations suivantes:
)y + 12y = —e'?
2) y +y = cotanx
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