BADJI MOKHTAR-ANNABA
UNIVERSITY
UNIVERSITE BADJI MOKHTAR
ANNABA
Faculté des Sciences

Département de Mathématiques

MEMOIRE
Présenté en vue de 'obtention du dipléome de
MAGISTER EN MATHEMATIQUES
Analyse fractionnaire appliquée aux systémes
différentiels non linéaire
Option : EDP et Applications
Par
SabahYessaad Mokhtari

DIRECTEUR DE MEMOIRE : L. NISSE M. C U. B. M. ANNABA

Membres du jury

RESIDENTE :P. Y. LASKRI Prof U. B. M. ANNABA
EXAMINATEUR :F. DIABA M. C U. B. M. ANNABA
EXAMINATEUR :R. AMIAR M. C U. B. M. ANNABA

Année : 2012



Résumé

Dans ce travail, on traite un probléme aux limites pour un systéme couplé d’équations dif-
férentielles fractionnaires non-linéaires avec une dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.
On obtient ainsi quelques résultats sur l'existence et 'unicité de la solution du systéme en
question, & I'aide des théorémes de point fixe de type Leray-Schauder, dans un espace de
Banach.

En suite, on étudie la stabilité du systéme, et on donne des conditions suffisantes pour la
stabilité de la solution par rapport aux ordres de dérivation fractionnaire.

Mots clés : Dérivée fractionnaire, probléme aux valeurs limites pour le systéme couplé,
fonction de Green, les théoréme de point fixe de Banach et Schauder, 'inégalité de type

Gronwall



Abstract

In this work, we discuss the boundary values problem for a coupled system of non linear
fractional differential equations with a fractional derivative of Riemann-Liouville. we gets
some an existence and uniqueness result the solution in question the system, in a space of
Banach.

In continuation, we studie the stability of the system, and we gives some conditions sufficient
for the stability of the solution in relation of fractional derivations to the orders.
Key-Words :Fractional derivative, Boundary value problem for a coupled system, Green’s

function, (Banach, Schauder) fixed-point theorems, Gronwall-type inequality.
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Introduction

Le concept des opérateurs d’ordres fractionnaires a été défini aux 19°™¢ siécle par Riermann-
Liouville et Leitinkov. Leur but est de prolonger la dérivation ou l'intégration d’ordre frac-
tionnaire en utilisant non seulement un ordre entier mais également des ordres non entiers. Il
a été utilisé en mécanique depuis les années 1930 et en électrochimie depuis les années 1960.
plus tard, plusieurs mathématiciens et physiciens ont étudié les opérateurs différentiels et les
systémes d’ordre fractionnaire.

Dans le premier chapitre nous donnons quelques notions préliminaires essentielles, utilisées
dans la dérivation fractionnaire.

Le chapitre 2, contient plusieurs définitions et propriétés de 'intégration et la dérivation de
différents types d’ordre fractionnaire, nécessaires dans les chapitres suivants dans ce travail.
Dans le chapitre 3, on étudie I'existence et I'unicité d’une solution positive au probleme aux
valeurs limites pour un systéme couplé d’équations différentielles fractionnaires ou la dérivée
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville. D’autre part, en utilisant les théorémes de point
fixe du Banach et de Leray-Schauder pour démontrer 1’existence et I'unicité de la solution.
Au chapitre 4, on étudie le probléme aux valeurs limites pour un systéme couplé d’équations
différentielles fractionnaires non-linéaires avec une dérivée fractionnaire de R-L, en repprend,
les mémes étapes du chapitre précédent concernant la démonstration de l'existence de la
solution, en se basant sur le théoréme du point fixe de Schauder.

Pour terminer, on examine la question de la stabilité du systéme précédent par rapport aux

ordres de dérivation fractionnaire.



Chapitre 1

Notion préliminaire

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions et propriétés que nous utilisons dans la suite

de ce travail.

1.1 Espace L”

En analyse, les espaces L? sont des espaces de fonction dont la puissance P—iéme est inté-

grable, au sens de Lebesgue.

Définition 1.1.1 ([1]) Soit Q = ]a,b[ (—o00 < a < b < 400) un intérvalle borné ou non
borné de R. pour 1 < p < oo, on définit l’espace LP comme suit :

1. pour1 < p < oo, LP (Q) est l'espace des fonctions mesurables de puissance p intégrables

sur  c’est-a-dire :

ferr(Q) /Q |f (2)]" dx < oo, f mesurable (1.1)

3=

1fll, = (f |fI? dm) est une norme sur LY (Q).

(Lp (Q), H||p> est un Banach.

2. pour p = 2 alors :

L2(Q) = {f: f mesurable & carré intégrable sur Q, [, f*(z)dx < oo}

<L2 Q) (, .>L2(Q)) est un Hilbert, ou (.,.);2q) est le produit scalaire défini par :

(2 9) e / f(@).g(x) de Vf.ge L*(Q) (12)

3. pour p =00 ,L>® () est l'espace des fonctions essentiellement bornées sur € .
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Définition 1.1.2 f est dite essentiellement bornée sur ) s’il AM > 0 telle que,
/1l = esssup | ()| = inf (M = 0; | (2)| < M. p. p sur 2} (1.3)
re

(L (), ]ll,) est un Banach.

1.2 Transformée de Laplace

La transformée de Laplace intervient dans la résolution des équations et des systémes

différentiels.

Définition 1.2.1 ([16]) La transformée de Laplace d’une fonction f de la variable réelle

t € R, est définie par :

L f(s):= /Oooe“ f()dt ,seR (1.4)

f (t) est appelée loriginale de L f (s).
la transformée de Laplace d’une fonction existe si l'intégrale (1.4) est convergente, pour cela

l’originale doit étre d’ordre expontiel a, c’est-a-dire : il existe M > 0 tel que :
lf ()| < Me™  pourt>T (1.5)
Dans ce cas la transformée de Laplace existe pour Re (s) > a.

Voriginale f (¢) est appelée la transformée de Laplace inverse :
1 c+ioco

2mi c—100

L(LF) (@) : e'Lf(s)ds,c>a

Exemple 1 1. L[1](s) =1
2. L (cost)(s) = ﬁ (pour la démonstration, on applique I'intégration par partie)

3. L(t) (s) = % (on applique intégration par partie :

o 1 [ 1
/ teStdt:()—l——/ e tdt = =)
0 s Jo S
K!

4. L (t") (s) = -5 (par récurrence).

5. L (exp (—at)) (s)

- 1
T s+a
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Proposition 1.2.1 La transformée de Laplace est linéaire i.e.

=0 =0

L(f(1)(s)=L (Z ¢ifi (t)) (s) = cilfi(s) (1.6)

Définition 1.2.2 Lorsque le produit f (v —t) g (t) est intégrable sur tout intérvalle [0, x| de
R*, le produit de convolution de f et g est définie par :

(F  9)( / Flo—1t) g(t) dt (1.7)

Proposition 1.2.2 ([11]) Si les transformées de Laplace de f et g existent, alors la trans-

formée de Laplace du produit de convolution vérifie :
L(fxg)(s)=L[(s)eL g(s) (1.8)

Proposition 1.2.3 ([11])La transformée de laplace de la dérivée d’ordre n € N* de la fonc-

tion f est donnée par :

L(f™)(s) = s"Lf(s Z s"E1pR) (o) (1.9)
(n 1)
_ Snﬁf (S) o Z Skf(n—k:—l) (0+)
k=0
1.3 Fonctions Gamma et Béta

En mathématiques, la fonction Gamma est une fonction complexe, considérée comme fonction

spéciale dans le calcul fractionnaire.

Définition 1.3.1 ([11]) Pour z € C tel que Re (z) > 0, on définit la fonction Gamma, notée

par I :
+o00
I'(2) :/ et 7t dt (1.10)
0
cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe ot la partie réelle est stricte-

ment positive.

Lemme 1.3.1 ([11)) La fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :
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1) Pour Re(z) > 0,
I'(z+1)=2T(2) (1.11)

En particulier, T' (1) = 1, en déduit : Vn € N T'(n+ 1) =n!
2) On peut représenter I' (2) par la limite,

, nln®
F(z):nklfoo(z—i—l)---(z—i—n) , Re(2) >0 (1.12)

Preuve. (voirll]).

O
Remarque 1.3.1 La fonction Gamma est indéfiniment dérivable sur RY.. Sa dérivée est :
I'(2) =T (2) ¥ (2) (1.13)
ou
()= L (r(2)
dz

Définition 1.3.2 La formule du binéme généralisée (2) pour a € C et n € N est donnée

(oz):17(Z>:a(a—1)...(a—n+1)’(neN*) -

par :

0 n!

En particulier, pour « = m € N, on a :

<m) __ ™ s (1.15)

n n!(m—n)!’
Définition 1.3.3 Cette formule peut étre exprimée en terme de la fonction Gamma pour

«a ¢ Z* comme suit :

Définition 1.3.4 La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tout com-

plexes x ety par :

1
B(z,y) :/ 71 (1 = 1" dt, Re (z) > 0, Re (1) > 0. (1.17)
0
Elle est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :

['(x) T'(y)

W,V:p,y :Re(x) > 0,Re(y) >0 (1.18)

B(x,y) =
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Remarque 1.3.2 La fonction Béta est symétrique 1i.e.

B(x,y) =By, )

1.4 Fonction de Mittag-Leffler

Définition 1.4.1 Pour z € C, la fonction de Mittag-Leffler E, (z) (notée par M-L )est défi-

nie comme suit :

o0 K

E, (Z) = ; m , (Oé > O) (119)

et la fonction de Mittag-Leffler généralisée E, 5 (z) est définie comme suit :

Exemple 2 Pour des valeurs spéciales de a et 5 on a :

1)E1(z) = By (2) = €7
2)E172 (Z) = eez_l (on obtient, F4 o = Z T(rt2) Z syl Z (i’rll)' — % (ez _ 1))

k=0 k=0 k=0
00 00
Z__ Y . k+2
3)E1,3 (Z) = £ Zé—l (On Obtlent, E173 = E —F(Z+3) = ZLQ —(’Z:+2)! = Z% (ez — 7 — 1))
k=0 k=0

Théoréme 1.4.1 La fonction de Mittag-Leffler posséde les proprietés suivantes :
1)Pour |z| < 1 la fonction de Mittag-Leffler généralisée satisfait :

o0 1
/ et B g (2t%) dt = (1.21)
0

z—1
2)La transformée de Laplace de cette fonction est donnée par :
Kls@B

£ [ B (+az)] (5) = ———rr » Re(s) > lal® (1.22)
’ (= a)
od E%} (y) = i Bas (y) -
3)Intégration de la fonction de M-L :
/ Fag (M%) £ dt = 27 By gur (A2 (1.23)
0
4)La dérivée d’ordre n € N de la fonction de M-L est donnée par :
dn
A (P B (0) = P B () (1.24)

Preuve. (voir ([11])). O
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1.5 Fonction de Green

Les fonctions de Green interviennent dans la résolution de certaines équations différen-

tielles(en particulier, le cas des équations différentielles fractionnaires).

Définition 1.5.1 (Fonction de Green en une dimension)
Soit q : |a,b] — R une fonction bornée et.

on considére le probléme de I’équation différentielle et les conditions aux limites homogénes :

( <_%+Q(ﬂ7)) fx)=h(z) O0<xz<l
ar f(a)+ 8, f(a)=0 (1.25)

’

~ ay f(b)+ 5y f(b) =0

ou h est une fonction donnée et oy, B3; (j = 1,2) sont des constantes données.

La méthode de la fonction de Green, consiste a résoudre, pour chaque y € |a,b| fizé,

[ i +q<w>} Clry) =b(z—y) (1.26)

da?
L’équation (1.26) doit étre au sens des distributions.

La fonction de Green satisfait les mémes conditions aux limites en x = a et x = b,

On obtient, la solution f de (1.25) par :

b
f(z) :/ G (z,y) h(z) dx (1.27)

Proposition 1.5.1 Si f est une solution de (1.25), alors f peut étre représentée sous la

forme (1.27).

Remarque 1.5.1 La fonction de Green est symétrique i.e :
G (r,y) =G (y, )

Théoréme 1.5.1 La fonction de Green posséde les proprietés suivantes :
1) [—% +q (33)} G (z,y) =0 sur (a,y) et sur (b,y)
2)G satisfait les conditions aux limites

3)G est continue en x =y



1.5 Fonction de Green

Exemple 3 Soit la fonction de Green pour le systéme suivant :

{ Y (1) =35y () + 2y (1) = £ (1)
y(0) = %y(O) =0

On remplace (1.28) par :

2

@g(tﬂ')_3ig(t,7)+g<t’7—):5<t_7_)

dt

pour g (0,7) = £4g(0,7) =0

on applique la transformée de Laplace, et on obtient :

d2

s*G (t,7) — 59 (0,7) — ig (0,7) = 3[sG (t,7) — g (0,7)] + 2G (t,7) =

dt
. 1, t>71 1
oué(t—T):{O f< T alors, L(6 (t —7) (s) = 5,

Donc,
1

Gt7) = 52—§s+2

£ ) 6 =3 (G000 ) () + 2L (0 (. 7) (5) =

(1.28)

L(o(t—=7))(s)

W | =

La transfomée la fonction pour le probléme tel que 7 = 0,alors, la fonction de Green est

1 1
g(t7) = kewﬂ ey )

5 H(t—71),t>71

ou H est la fonction de Heaviside.

Alors, la solution du probléme (1.28) écrit comme suit :
b
vi) = [ o fia

b
1 1
= / [§e2(”) — e+ S| H(t=7)f(t)dt



Chapitre 2

Calcul fractionnaire

Le calcul fractionnaire est une branche de ’analyse dont 1’étude se rapporte aux opérateurs

d’intégration et de dérivation d’ordre non entier.

Dans ce chapitre, on donne les différentes définitions de la dérivée fractionnaire.

2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.1.1 Soit o € R* |, lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville (notée par

R-L) d’ordre o d’une fonction f est définie par :
1 e -
]gf(l’):m/a (x —1) f) dt,z>a
Pour (—oo <a <z < 00).
Pour a =0, on a :

=1 (Vopérateur identité)

Pour o = n € N*, 5% coincide avec I'intégrale répétée n—fois de la forme :

e ) () = /:dtl /atl dtz.../:"_lf(tn) dt»

- #)!/w@c—t)“—l F(t)di

(n—1
Exemple 4 Soit f (x) = (x — a)® avec ¢ > —1, alors

L(c+1)

F(a+c+1) O

Ja fx) =

(2.1)

(2.2)

(2.3)
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En effet,

Jif@)zféa/q@—wf“’u—afﬁ,

En utilisant le changement de variable et la fonction Béta on obtient :

t—a=s(r—a),0<s<1 (2.4)
E@) = | mese—al T s e s
- L x —a)*te 1 —5)* s%ds
- g @m0 [ =
= - Blae+1)
" T /
g6 = e e
dans le cas a = 0 on a,
£ Fla)= o EE D e

F(a+c+1)

Théoréme 2.1.1 ([16]) Si f € L'[a,b] et « > 0, alors 3% f(z) existe pour presque tout
x € [a,b] et on a :

9% f €L a,b]

Preuve. Soit f € L'[a,b], on a :

1 xT . (0.)
| et rwa= [ ae-n o
avec,
_ “Fa(—; pour ,0<u<b-—a
21 () {O pour , u € R\ (0,b— d
et

fu) ,a<u<b
QOQ(U):{ 0 ,R\[a,b]

Par constraction ,p; € L' (R) pour j € {1,2} et ona:j;f € L*[a,b]. O
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Théoréme 2.1.2 ([16]) Soit o > 0 et soit (f,;),, une suite des fonctions continues unifor-
mément convergente sur [a,b], alors on peut intervertir lintégrale fractionnaire de Riemann-

Liouville et la limite comme suit :
(o8 1im £) (@) = (lim g5 £.) (@)
en particulier, la suite () f,i) _, est uniformément convergente.

Preuve. Soit f la limite de la suite (f,), il est clair que f est continue,et on a I’estimation :

(o] (o] 1 ! a—1
(@) — 8 F ()] < W/ (= 0 f (t) — £ ()

< fagg e e b0y
d’ot, la convergence uniforme lorsque k — oo, pour x € [a, b]. O
Théoréme 2.1.3 ([11], [16]) Soit o, 8 > 0, pour toute fonction f € L' |a,b], on a :

Jage fx) =50 f () = 9200 f(2) (2.6)
pour presque tout x € [a,b], et f € C'la,b], alors (2.6) est vraie pour tout x € [a,b].
Preuve. Soit f € L'[a,b], on a :

0B () — 1 et [ () dr
Jada (@) F(a)F(ﬁ)/a( t) /T(t Y () drdt

D’apres le théoréme 2.1.1 les intégrales existent et par le théoréme de Fubini on a :

0B () — 1 o [ e e (L gt
Jada [ () F(@)P(ﬁ)/a f()/T( Ot =) dtd

En utilisant le changement de variable (2.5), on obtient :

Jagn f(x) = / f(r iE—t)aJ”Bl/O (1—5)""s* Ldsdr
L s D@ ()
= T/, 1O gy
1 xT

= [ [ @) = 2 ()
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presque partout sur [a, b]
Si f € Cla,b], alors ) f € Cla,b] et par suite 3@ 7° f € Ca,b], et aussi : 1277 f € Cla, b
U

Lemme 2.1.1 ( [11]) Soit « > 0, n = [a] +1 et f € L' (0,b) pour tout b > 0, alors la

transformée de Laplace de l'intégral fractionnaire de R-L est formulée comme suit :

L5 ) (s)=s""L f(s) (2.7)
Preuve. On peut écrire )>f comme une convolution de deux fonctions g (x) = ﬁ 22! et
70 o

5 @) = g | @m0 f = s e )
Alors,
a—1
LU O=£ |fs] © L

comme,

L [2°7'] (s)=T(a) s
d’ou le résultat. g

2.2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.2.1 Pour o € R, etn € N* tel quen —1 < a < n, la dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville d’ordre v d’une fonction f est définie par :
1 ar

Dy f(x) =D"p " f(x) = T(n—a) dz”

/x (x—t)" " f(t) dt,z>a (2.8)

N n __ d?
ou D" = L+

En particulier, 1) Pour o =0, on a :
D, f(x) =Dy, f(x)=1 f () (2.9)
2) Poura=méeN, ona :
Dyt f (w) = D" f(z) = D™y, f (z) = D™ (2) (2.10)

Ainsi pour a € N, la dérivée fractionnaire de R-L coincide avec la dérivée usuelle.
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Exemple 5 Soit f(z)=(r—a)’ avecv > —-leta>0telquen—1<a<n,

d’aprés (2.4) on a,

Dg f(x) = D"~ f(x) = D" (x — )" (2.11)

Pour le cas, (« —v) € Non a :
D f(x)=0,(a—v)e{l,2,...,n} (2.12)

Par ailleurs si (&« —v) ¢ N, on a :

I'(v+1)

F'v+1-a) (z—-a)™" (213)

Dy f(z) =

Proposition 2.2.1 ([11],[16]) Soit o > 0 et n = [a] + 1 alors pour tout entier m € N* on
a:

Dy f(x)=D"p™" f(x), m>a (2.14)
Preuve. Comme m >n ,ona:
D"y~ f(x) = D"D™ " f (@)

— D' f ()
D2 f ()

car DMy = 1. U

Théoréme 2.2.1 ([16]) Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de R-L

existent, pour ¢y et ca € R, alors : D% (¢1 f + co g) existe, et on a :
D3 (1 f(x) + 2 g(x) = aDg f(x)+c2 Dig(x) (2.15)

Remarque 2.2.1 ([15]) Supposons que f € C (0,1)NL(0,1) tel que D*f € C' (0,1)NL(0,1)

alors :

S DY () =f (2) =Y Cpt** CLeR n=[a]+1 (2.16)

k=1
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Lemme 2.2.1 ([16]) Soient a > 0 et f € L' [a,b] , alors [’égalité :
Dgjg f(x)=f(z) (2.17)
est vraie pour presque tout x € [a, b]

Preuve. En utilisant la définition 2.2.1 on a :

Dy g3 f(x)=D"y,=95 f(x)=D"3y f(x) = f(2)
O

Théoréme 2.2.2 ([16]) Soient o, f > 0 etn—1 < a <n, m—1< [ < m tel que
(n, m € N*) alors :

(1) Si > >0, alors pour f € L' [a,b] I’égalité :

Dy (ja ) (@) =127 f (x) (2.18)

est presque partout sur [a,b].

(2) S’il existe une fonction ¢ € L' [a,b] tel que f = j%p, alors :
JaDg f(z) = [(2) (2.19)

pour presque tout x € [a,b).

(8) Pour o > 0, k € N*. Si les dérivées fractionnaires DY f et DiT f existes, alors :
D™ (Dy f (x)) = Dg™ f (x) (2.20)
(4) Si B> a >0 et la dérivée fractionnaire D~ f existe, alors :
D7 (g f)(x) =D f () (2.21)

Preuve. En utilisant la définition 2.2.1 et la relation 2.6 on obtient :

(1) Pour a > > 0, alors n > m, on a :

DI (e f) (x) = D" 7% ()% f)(2)
= D" (3" f) (z)
= D" (3277 f) (w)

= 3277 f(a)
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presque pour tout z € [a, b]

(2) Par la relation 2.17, on obtient :
Ja D5 f (@) =320 Dg g5 ¢ (2)) =45 (¢ (x) = f (2)
(3) on a:

DU[Dg f (x)] = D*D"3;~f (x)
= D (a)
_ D/i+njg+n7(a+n)f (IE)

Diref (x)

d’oul la résultat.

(4) on a :
D7 (s f) () = D"™j=P (g f) (x) = D"y~ f (2) = D= f (x)
existepourt — 1< f—a<ieti<m U

Théoréme 2.2.3 Si f € L'[0,b], b > 0, la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire

de R-L de f est :

=

n—

L (D5 f) (s)=s"(Lf) (s)= ) s"[D"'f ()], (2.22)

K

Il
=)

avecn — 1 < a < n, cette transformée de Laplace est bien connue.

Preuve. Par la définition 2.2.1, on trouve,

LD f)(s) = L(D"f)(s)
= S"L(f) () = s D () (0],

= s (L f) (s)— st [Dk (]g_af) (t)]t:O

=0

3
|

o
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2.3 Dérivée fractionnaire de Caputo
On donne une définition et quelques propriétés de la dérivée fractionnaire de Caputo.

Définition 2.3.1 La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o € Ry d’une fonction f est

donnée par :

Dy o) = @) = e [ =T O Wt a0 23)

I'n—«
avecn —1<a<n,néeN*

Exemple 6 Soit f(z) = (z —a)” avec v > 0, pour (0 < a < 1) et utilisant le changement
de variable(2.4) on a :

Dif(r) = (@) =y (= a)
N S LN PR
- e aa

'l—«

v 1
= —— (v — a)aﬂ/ 71— 5) " ds
0

I'(l—a)
Sl e O R B
D) = e @

Théoréme 2.3.1 ([15]) Soient a > 0, n = [a] + 1, si f posséde n — 1 dérivées en a et si D

f existe, alors :

n—

®) (4
Dy f@) =05 | f@) -3 D @ ay (2:24)

1
K
k=0

pour presque tout x € [a,b].
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Preuve. D’aprés la définition on a :

o £ ]
.T—(Z
~k=0

P T St H]

o (x—t)”al "1f
a dx”/a I'(n—a) [ —~ (t=a) ]dt
En utilisant 'intégration par partie on obtient :
n—1 (k) a
j:apua—Ejfﬁme—@1
x (.Z’ . t)n a—1 n—1 f(ﬁ) (a) .
/a T(n = a) [f(t)—ﬁo o (t—a)]dt
B 1 @, ]
- Tn—a+1) (f(t)_ﬁ:o h! <t_a))<x_t) La
m n—1 (k)
a k=0

Ou

n—1 () a
%“[f@»— fﬁf)@—af]
nn ) (g
= D | (@) - foNx—@1
n—1 (k) a
- ﬁ%QD"P()— fﬁfo—w1
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n—1
Or Z % (x — a)" est un polynome de dégré n — 1, alors :
k=0

n—1 (k) a
i [f -y @ <x—a>ﬁ] — D @)

k=0
Donc,
A0 -
D [f 03 g a)“] = DD f @)
Ja “D" f ()
= “Dg f(x)
Pour presque tout z € [a, b] . O

Corollaire 2.3.1 ([16]) Soient a > 0 et n = [a] + 1, si DS f et D¢ f exiztent, on suppose
que D" f (a) = 0 pour tout k € {0,1,...,n— 1}, alors :

Dy [(x)=Dg f(z) (2.26)
Théoréme 2.3.2 Si feCla,bl etsia>0 (n—1<a<n),alors :
‘Dz saf (x) = f(2) (2.27)

Preuve. Soit g = )% f et par le corollaire precédent (D* f (a) = 0, pour k € {0,1,...,n —1})
et d’apres 1'égalité(2.17), on a :
Dy Je F="Dig=Dgg=DgJ; f=1

a

U

Théoréme 2.3.3 Soient fy et fo deux fonctions définies sur |a,b] , telles que D¢ fy et D fy
existent presque partout. De plus, soient c; et ca € R alors, DS (¢1 f1 + cafa) existe presque

partout sur [a,b], et on a :

Dy (lel + 02f2) =Dy fr + Dy fo (2.28)
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Théoréme 2.3.4 Si f € C[0,b], pour tout b > 0, alors, la transformée de Laplace de la

dérivée fractionnaire de Caputo de f est :

i
L

LDy f)(s)=s"(L f)(s) =D s O (0") (2.29)

=
I
o

Preuve. Pourn—1<a<n,neN* x>0 alors:
Dy [ (x) = g5~ " ()
Donc, d’apres (2.7)

LDy f)(s) = £ (55f™)(s)

= s (L) (s)

et d’apres (1.8)

3
—

L (D f) (s)=s"(L f)(s) —p s 1f(0")

3
I
o



Chapitre 3

Systéme couplé d’équations
différentielles fractionnaires
non-linéaires

3.1 Introduction

Soit le systeme d’équations différentielles fractionnaires non-linéaires définie comme suit :

Du ()+f(tvt)) 0, O<t<1
Dﬁv()—i—g(tu():(), 0<t<1 '

)
v(0) =0,v(1) = bv (E)

Ot D, D sont représentes les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville d’ordre
« et [ respectivement
etl<a,8<2;0<a,b<1;0<¢é<1

f59:10,1] x [0,400) — [0,400) sont des fonctions données.

Lemme 3.1.1 Soit h € C'[0,1] et 1 < o < 2, alors u est une solution du probléme

{ u(t) + h(t)
u(0) =

0, O0<t<l1
)

(t) =
0,u (1) = au (&)

st et seulement si u est une solution de l’équation intégrale :

w(t) = /0 Gy (t, ) (s) ds (3.3)
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ot G1 est la fonction de Green définie par :

( [t0—)" " —at (=)~ (t—s)" L (1—ag®1)
(17a§°‘71) I'(a)

; 0<s<t<1,s<¢

[t(1—5)]* " = (t—s)* " (1—ag®1)
<s<t<
(et )0e) , 0<éE<s<t<1

Gi(t,s) = (3.4)

[mﬂg;fgﬁjw4, 0<t<s<E<l

) <t<s< <
\ (1—ag>=1) T(a) y 0st=s=1l, &<s

Preuve. Soit u est une solution de (3.2), d’apres la relation (2.16), on a :

u(t) = —2%h(t)+ et 4 et ? (3.5)

bt —s)*"
= — /0 %h (S) ds + Clta_l + Cgta_Z

Par les conditions aux limites, on aura :

w(l) = —ﬁ/o (1= )" h(s)ds + 1

= a (—ﬁ /0 e—e (8,v(s))ds+clga1>

= = 1 <1_8)a_1 s)ds —a ‘ (5_8)‘1—1 s)ds
02—0,01—/0 F(a)(l—aﬁa_l) h()d /OF(a)(l—afo‘_l) h()d

Alors,

w) = - [ %h@)dw / o ((11__2);1) h(s)ds

N (k) M
_/ o) (1_a€a_1)h(s)ds

_ /01 G (s,1) D (s)ds

étape (1) :t € [0,¢]

pour ¢ € [0, 1] fixé alors :{ étape (2) it € [€,1]

d’ou le résultat (3.3).
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Inversement, soit u () une solution de (3.4), on applique la relation D*t*~™ = 0, pour

m=1,...,N (dans [10] ), on obtient :

Du(t) = D° (- /0 % h(s) ds> (3.7)

aga—1 ! (1 - S)a_l B 3 (5 N S)a—l
+Dt [/0 ) (1 ac™ ) h(s)ds a/o M) (1= ag™) h(s) ds]
§ )

= —Dh(s) = (s

on aura :D%u (t) + h (t) =0
Et, v (0) =0,

ey S < g9
u(l) = —/0 (o) h(s) ds+/0 I (a) (1 — afo‘_l) h(s)ds — a/o () (1 —aga—l)h(s) ds

Y SR ) . ¢ E-9! ) ds
AT = T Lk

- - ) i s)ds ) s)ds
) ( e LA e m e i >d>

= au(©)

d’ou le résultat (3.1). O

Remarque 3.1.1 Ainsi,on peut représente la solution (u,v) du systéme d’équations (3.1)

par :

u(t) = /0 Gu (t,9) f (5,0 (s)) ds (3.9)

et,

v(t) = /0 Go (t,s) g (s,u(s))ds (3.10)
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Ou Gy (t, s) est définie par :

( [1(1=s))7 " bt () = (t—s) T (1067
(1-b6°=1) T(8)

,0<s<t<1,s<¢

[t(1—s)) 1~ (t—s)7~ (1—bg? !
(1—b§B1)F(g) ) ) 0< f S S S t S 1

Gy (t,s) = (3.11)

_)B1 _pB-1(g_g)B—1
[t(1 le_béﬁﬁtl>r<(€ﬁ) . 0<t<s<E<]

P oy << <
( (e )i o 0Stsssl, Ess

Soit G (t,s) = (G (t,s),Ga (t,s)), la fonction de Green du systéme aux valeurs limites (3.1).

Lemme 3.1.2 ([15]) Soit 0 < a,b < 1, alors la fonction G (t,s) est continue et satisfait :
(1) G (t,s) >0, pourt,s €]0,1]
(2) G(t,s) <G (s,s), pourt,s €]0,1].

3.2 L’unicitée de la solution du systéme

On définie, ’espace X = {u cueC|0,1] et ||ully = max |u(t)] }

0<t<1

et Y = {v cveC0,1] et ||v]ly = max ]v(t)]}

0<t<1
Alors, X x ¥ = {(w) () € C2[0,1] et ([, )y = max {Jlully Il }
D’autre part, soit la cone : P = {(u,v) € X xY \ w(t) > 0,v(t) >0}, donc; P C X xY.

Lemme 3.2.1 Supposons que f (t,v) et g (t,u) sont continues, alors (u,v) € X XY est une
solution du systéeme (3.1)si et seulement si (u,v) € X x Y est une solution des équations

intégrales

u(t) = /OGl(t,s)f(s,v(s))ds
(3.12)

v(t) = /OGg(t,s)g(s,u(s))ds

Preuve. Supposons que (u,v) € X x Yest une solution de (3.1). En appliquant la méthode

de la preuve du lemme (3.1.1), on montre que (3.12) est vérifiée.
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Inversement, soit

u(t) = /OGl(t,s)f(s,v(s))ds

=T eas e [ AT
_ /0 NG f (s,0(s))d +/0 F(Q)(l_aga_l)J”(, (s))d

¢ rE—s
—a/o o f (s,v(s))ds

a) (1 —ag® ™)
P T e PO = T 60 )
= P O) + T T (1) - 0 (0 (©)

En utilisant la relation D*t*™™ =0, m=1,...,N, et (2.19) on obtient :

a—1

a—1 [jaf (LU (1)) - ajaf (57 v (5))]

D%u(t) = =D f(t,v(t)) + D*——
1—a&

= —ftv(@)

Alors, Du (t) + f (t,v (t)) = 0,de plus les conditions aux limites v (0) =0 et u (1) = au (§)
sont vérifiées.

De la méme maniére pour v (t) = fol Go (t,s) g (s,u(s))ds, on montre que v vérifie le sys-
téme(3.1).

Ainsi, (u,v) € X XY est une solution de (3.1). O

3.2.1 Le premier théoréme de point fixe

Ce théoréeme donne ’existence et 'unicité d’un point fixe sur un espace métrique complet.

Théoréme 3.2.1 (Théoréme du point fixe de Banach)

Soit (U,d) un espace métrique complet. Si k € [0,1] et A: X — X une application tels que :
Vu,v € U, d (Au, Av) < kd (u,v)

Alors, A admet un unique point fize u*dans X.
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L’hypothése restrictive de 'existence de k < 1 implique 'unicité du point fixe. Le résultat
n’est plus applicable quand il existe plus d’un point fize. En effet, dans plusieurs problémes, il

arriwe que ’équation sur laquelle on veut appliquer ce théoréme admette plus d’une solution.

Théoréme 3.2.2 (Théoréme Ascoli-Arzela)

Soient (X,dx) un espace métrique compact et (Y,dy) un espace métrique. on se donne un
ensemble F' de C° (X,Y) tel que :

i)Ve e X, {f(z),f € F} est compact dans 'Y

it) la famille F est equicontinue, i.e : Ye > 0,36 > 0 tel que, Vx,& € X, Vf € F, on
a,dx (x,2) <d = dy (f (z), f (1)) <e

Alors, F est compact dans C° (X,Y)

Lemme 3.2.2 (L’alternative non linéaire de Leray-Schauder)

Soit E un espace de Banach avec C' C E fermé et convexe et U un sous ensemble relativement
owvert de C avec 0 € U, Uopérateur T : U — C' est continue et compact. Alors :

ou bien (a) lapplication T admet un point five dans U,

sinon (b) 1l existe w € OU et X € 10, 1[. avec, u = NT'u.

Définition 3.2.1 Soit T : X XY — X XY un opérateur défini par :

rwow - (| G (1, 9) f (5,0 () ds, / at 99 (5.0 (s)ds )

0 0

= : (T (t),Tou(t)), (3.12)
Lemme 3.2.3 Si f (t,v) et g(t,u) sont continues de [0,1] x [0,00) vers [0,00), alors T :
P — P défini par (3.12) est complétement continue.
Preuve. Soit (u,v) € P, si les fonctions G (t,s), f et g, sont continues et non-négatives
Alors, T : P — P est continues. Montrons que :
i) T (Q) est uniformément borné
soit Q0 C P une partie bornée, c’est-a-dire il existe une constante positive h > 0 telle que
|(w,v)|| < h pour tout (u,v) € P

et soit

M = max{|f(t,v(t)]+1:0<t<1,0<v<h}

N = max{|lg(t,u(t))]+1:0<t<1,0<u<h}
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alors on a :
T (8)] = /OGl(t,s)f(s,v(s))ds §M/O G (s, ) ds
(3.13)
|Tou (t)| = /OGg(t,s)g(s,u(s))ds SN/O Gs (s,8)ds
Donc,
1T (u,v)[| = max{|[Tyo], || Toull}

= max {max] |Tyv (t)|, max |Tru (t)|}
0,1

te| te(0,1]

1 1
< maX{M/ G1 (s, 3) ds,N/ G (s, ) ds}
0 0

T (Q2) est uniformément borné.
ii) T (Q) equicontinue :

Si Gy (t,s) est continue en [0,1]x[0, 1] ,on a, G1 (t, s) est uniformémet continue en [0, 1] %[0, 1]

Ve > 0,39 >0,V (u,v) € P, tel que : ty,ty € [0,1], et |ta —t1] <,

— 0(T (u,v) (t2), T (u,v) (t1)) < € (§ la distance euclidienne en R?)
Pour s € [0,1] fize on a :
5 £
|G1 (tl, S) — Gl (tg, 8)' < M et |G2 (tl, S) — G2 (tg, S)| < N (314)
On en déduit :

Ty (b) — Tro (1)] = /OG1 (tQ,s)f(s,v(s))ds—/o Gh(t1, 8) f (5,0 (s)) ds

(3.15)

_ / (Gh (t2, 5) — G (tr,9)) f (5,0 (s)) ds

1
< M/ Gy (b2, 5) — G (11, 5)| ds < &
0
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de la méme maniére on a :
1
|T2u (tg) — TQU (tl)‘ S N/ ‘GQ (tg, S) — G2 (tl, 8)’ dS < € (316)
0

donc,

6 (T (u,v) (t2) , T (u,v) (tr)) = \/(Tﬂ) (t2) = Tw (t1))* + (Tyu (t2) — Tyu (1))*
< V2

Ainsi, T' () est equicontinue = T (P) est equicontinue.

D’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzela, on a : T : P — P est complétement continue. Il

Théoréme 3.2.3 Si f(t,v) et g(t,u) sont continues de [0,1] x [0,00) vers [0,00),et ils
existent deuz fonctions positives m (t) ,n (t) qui vérifient :

(Hy) |f (t,09) — f(t,v1)| < m(t)|va — 1], pourt € [0,1],vq,v; € [0, 00)

(Hs) |g (t,u2) — g (t,u1)| < n(t) |ug — ug|, pourt € [0,1],us,u; € [0,00)

Alors, le systéme (3.1) admet un point fize unique si :

p:/o G1(s,s)m(s)ds <1, 9:/0 Gs (s,8)n(s)ds <1 (3.17)

Preuve. Pour tout (u,v) € P, siles fonctions G (t,s), f (t,v) et g (t,u) sont non-négatives,
on aT (u,v) € P.

||T1U2 — T1U1|| = max |T1U2 (t) — Tﬂ)l (t)‘

te(0,1]

= max
te[0,1]

/0 Gy (£,3) [f (502 () — f (s, 01 (5))] ds

< / Gi (5, 5)m (s) ||v2 — 1 ds (d’aprés (Hy))

< pllvg — v

De la méme maniére pour,

| Touy — Tous || < 0 |lug — uq|
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d’o,
1T (w2, v2) = T (ur, 01) || < max (p, ) || (uz, v2) = (ur, v1)]
d’aprés le lemme (3.2.8) on a : T est complétement continue dans P. Par le théoréme du

point fize de Banach, le systéme (3.1) admet une solution unique. O

3.3 L’existence de la solution du systéme

Théoréme 3.3.1 Si f(t,v) et g(t,u) sont continues de [0,1] x [0,00) vers [0,00) qui véri-
fient :

(Hs) [f (8,0 (8)] < a1 (£) + a2 () v (£)],

(Hy) |g (&, (£)] < by (£) 4 b2 (2) [u (2)]

(Hs) Ay = fOGlss)ag()ds<1 0< By = fOGlss)al()ds<oo,

(Hg) Ay = fo Gy (s,8)ba(s)ds < 1,0 < By :fo G (s,8) by (s)ds < oo.

Alors, le systéme (3.1) admet au moins une solution positive (u,v) dans

= {(u,v) € P_|[(, )| < min (1 j_BlAl, 1 ?Z’AJ} (3.18)

Preuve. Soit C' = {(u,v) € P : ||(u,v)|] < r} pour r = mm( ;‘ , lij)
On définie l'opérateur T : C' — P par (3.12).

soit (u,v) € C tel que :||(u,v)|| < r alors,

|Tiv|| = max
t€(0,1]

/0 G1(t,s) f(s,v(s))ds

< / Gy (5. 8) [ax () + a2 (s) o (5)]) ds
< /OGl(s,s)al(s)ds—i—/O G1(s,8)az(s)[|v]| ds

= Bl+A1 ||UH ST

De la méme maniére pour, ||Tyu|| < r.alors, ||T (u,v)|| < r c’est-a-dire T (u,v) C C d’aprés

le lemme (3.2.3) T': C — C est complétement continue.
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On considére, le probléeme aux valeurs propres suivant :
(u,v) = AT (u,v), A€ (0,1) (3.19)
Comme (u,v) est une solution de (3.19) pour A € (0, 1), on obtient :
lull = [[ATyvl]
1
= Amax / G1(t,s) f(s,v(s))ds
te[0,1] | Jo
1
< [ Gils o))+ ar(s)o () ds
0
1 1
= / G1(s,s)ay(s)ds —I—/ G (s,8)ag (s)ds||v|
0 0
= Bi+A|v||<r
De la méme maniére pour, ||v|| = [[ATyul| < 7, si ||(u,v)]| < 7, ce qui implique que (u,v) ¢ IC
Donc, T admet un point fixe dans C. U



Chapitre 4

Application

4.1 Systéme couplé d’équations différentielles fraction-
naires non-linéaires

Soit le systéme d’équations différentielles fractionnaires non-linéaires définie comme suit :

Du(t) = f(t,v(t),D'v(t)), 0O0<t<]1
Dfv(t)=g(t,u(t),D"u(t), 0<t<l ((4-1)(a,5))

u(0)=u(l)=v(1)=0v(0)=0
Ot D%, D? sont représentes les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville d’ordre « et 3
respectivement.
etl< a,<2,a—v>1, B—pu>1 v,u>0
f,9: I xR xR — R sont deux fonctions continues.
(u,v) € X x Y est une solution du systéme (4.1), g

Soit les espaces X et Y,

X = {u:ueC{) et D'ue C(I)}
Y = {viveC({) et DveC(I)}

et la norme associée & X et Y i.e.

— D¥
lully = max|u (8) +max| D"u (1)

— B
lolly = max o (6)] +max | D (1)

Ou C' (I) est l'espace des fonctions continues dans I, muni de la norme du maximum.
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Lemme 4.1.1 (X, ||-||) est un espace Banach.

Preuve. Soit {u,} -, une suite de Cauchy dans I'espace (X, |-||y)

Alors, {u,} 7, et {D"u,} -, sont des suites de Cauchy dans C'(I).

Comme C'(I) est un espace complet, alors, {u,},, converge vers v et {D"u,}, ., converge
Vers w.

Montrons que : D"v = w

|7 D u, (t) — fw (t)| = /0 % D" uy, (s)ds —/0 % w(s)ds

! t v~ DY —w(s)]ds
= i [ = D )~ w(sa

1 ¢ v—1 v
< m/O(t—s) DV, () — w (s)| ds

1
v 14 BN 4 < 14 _
"D un () = Jw )] < gy e Dl () — w (@)
Puisque {D"u,, (t)} -, converge vers w (t) et lim 3*D"u, (t) = j'w (t) ,t € I

D’apres la relation (2.19) et (2.17), on obtient,
v (t) = J"w (t) implique que D"v = w

Ainsi, (X, ||| ) est un espace de Banach.
De la méme maniére on démontre que l'espace (Y, ||-]|y-) est un Banach.

I clear que, (X X Y, |||l xxy) est un Banach tel que, ||(u,v)| yyy = max {||uly ,[v]y} O

Lemme 4.1.2 Si f € C(I) et 1 < a < 2, alors la solution du probléme

{ Dou(t) = f(t,v(t),D*v(t)), 0<t<l1
u(0)=u(1l)=0

est représentée par :

u(t) = /o G1(t,s) f (s,v(s),D"v(s))ds (4.3)

01\1/ a—1 a—1
(t—s) ;([i()l—s)] ; s <t
Gl (t, S) = (44)
—[t(—s)]* "
~ T tSS
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Preuve. En utilisant la relation (2.16), on obtient,

1*Du(t) = u(t) — et ' —ept®?
P f (o), Do (t) = u(t) — et — et
w(t) = 3*f (t,v(t), D v (t)) + et ! 4 ot ?
/t (t _ S)a_l u a—1 a—2
= o Wf(s,v(s),D v(s))ds+clt + cot

tenant compte des conditions aux limites on aura, co = 0,

_ 1(1_S)a_1 B
cl——/o T f(s,v(s),D"v(s))ds

a)

u(t) = /O%f(s,v(s),D“v(s))ds—/o %f(s,v(s),l)”v(s))ds

- [ ST RA= I (), DR () s

1 t(1 — a—1
- [ ) D) ds
t
d’ott on en déduit, le relation (4.3). O

Remarque 4.1.1 De la méme maniére on représente la solution du probléme

Dfy(t)=g(t,u(t),D"u(t)), 0<t<l1 (4.5)
v(l)=v(0)=0 '
par :
1
vit) = [ Galt9)g(s,u(s). Du () ds (46)
0
o (t=5) "' —[t(1-5)]°
t—s)P 1 _[t(1—s)]P 1
NG ; 85t
G (t,s) = (4.7)
S TEE) P

re 7
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Lemme 4.1.3 Supposons que f,g: I Xx R x R — R sont continues, alors (u,v) € X XY
est une solution du systéme (4.1).p) st et seulement si (u,v) € X x Y est une solution du

systéeme :
w(t) = [} Gy (t,s) f(s,v(s), Do (s)) ds
(4.8)
v(t)= [} Ga(t,s)g(s,u(s), Du(s))ds

Preuve. Soit (u,v) € X x Y une solution du systéme (4.1)(4,3) -
On applique la méthode de la preuve du lemme (4.1.2) alors, (u,v) € X X Y est une solution
de (4.8),

Inversement, soit (u,v) € X X Y une solution du systéme (4.8),
1
w) = [ Gits) £(s.0(5). Do) ds
0

1 t a—1 1%
e ) D

= JSf(to(t), D" (1) =t f (Lv (1), D'o (1))

d’apres la relation (2.13) i.e. D = %t’\_a, A>—let D™ =0m=1,...,N,

on obtient,
Du(t) = D*f (t,v(t),D"v (t)) — D** 15 f (1,v (1), D"v (1))
= f(t,v(t),D“v (t))

avec u (0) =u (1) =0
Ainsi que, DPu (t) = g (t,u(t), D"u(t)) avec v (0) = v (1) = 0. O

Définition 4.1.1 Soit lopérateur T : X x Y — X XY défini par :

T(w0) () - :(/0 Gh (t,5) f (5,0 (), D"v (s)) ds : /OG2(t,s)g(s,u(s),D”u(s))ds)
— (Tw (1), Tou ()
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4.1.1 Le deuxiéme théoréme du point fixe

Le théoréeme de point fixe de Schauder de nature topologique a affirme qu’une application
complétement continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessai-

rement unique.
Théoréme 4.1.1 (Théoréme du point fixe de Schauder)

Soit E un espace de Banach, R > 0, Bg = {x € E, ||z|| < R} et f une application compacte
de Bg dans Bpg (c’est-a-dire f continue et {f (z),x € Bg} relativement compacte dans F).

Alors f admet un point fixe .i.e, qu'il existe = € By tel que, f (x) = x.

4.1.2 L’existence de la solution

Théoréme 4.1.2 Si f,g: [ x RxR — R sont deux fonctions continues, supposons que les
conditions suivantes sont satisfaites :

(Hy) : Il existe deux fonctions non-négatives a (t),b(t) € L |a,b] telles que,

FEX Y < alt)+ e [XIP + e Y et g (t, X, V)] < b(t) +dy |X|" + dy [Y[*

tel que, ¢;,d; >0, 0 <p;,q; <1 pouri=1,2

(Ha) : [f (1, X, Y)| <o [ X[ + o Y7 et |g (6, X, V)] < dy [ X[ +dp [Y|®

avec, ¢;,d; > 0, p;,q; >0, pouri=1,2

Alors, le systéme (4.1),) admet une solution.

Preuve. On définit, U = {(u,v): (u,v) € X XY, [[(u,v)]| < R},R>0

1 1

dott R > max {3K, 3L, (3Ac)) T , (3Acs) 772 , (3Bdy) T , (3Bdy) T }

U est un espace de Banach dans X x Y..e, U C X X Y est borné, fermé et convexe.
soit 'opérateur T': U — U pour tout (u,v) € U
i) on va démontrer que T est borné, c’est-a-dire ||T (u,v)|| < R,V (u,v) € U

avec,

1T (u, 0)l| = max{[[Tyol], | Toull}

= max { max |Thv (t)| + max | DT (t)|, max |Tou (t)| + max | D" Teu (t)|
tel tel tel tel
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1
T = | [ Gits)f 5.0, DM (5)ds
0
1
< [ 1G9 (0 (s) Do (o)) ds
0
< / |G (t,8)] (a(s)+cr|v(s)["* + ca| DM (5)]7?)ds (d’apres (H;))
< / G ()] (a(s) + L B" + 2 RP) ds (llull < R)
< / |G (t,5)a(s)|ds+ (c1 RP* + o RP?) / |G (t,s)|ds
t a—1 1 a—1
(t—s) 1/ (1—s)
= (t, )| d P P2 ds —t® d
/|G s)a(s)|ds+ (a1t R™ + 2R ){/0 (o) s T s
= / |G (t,s)a(s)|ds+ (1 RP* + o R™?) A e
B ! 2 T(a+1) T(a+1)
= / |G t S ’dS + (ClRpl + CQRPQ) m (ta — tail)
1
|T1’U (t)| S / |G t S |dS—|—(ClRp1 —{—CQsz)m
On applique la relation (2.18) et (2.13) i.e.DVt*"! = %to‘ v-1
< o [ ) D] d
S Tl s s,v(s),D*v(s))|ds
L) [T(1-s)""
DH
s [ SR ) D e s
< _ /t (t—s)* """ (a(s) + c1 R + cRP?) ds
- T'(a—v) J, ! 2

1 ! 4
— 1 —3g)® D1 D2
+F (a—1) /0 (1—5)"""(a(s)+ 1 R + o RP?) ds
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IN

IN

+ (c1RP* + ¢, RP?) sz(t——sfkﬂ_lds%—jgl(l—mﬂa_lds}}

1

ey {t“‘”{Jét(l——s)a”1a(3)ds—%(015?1%—025?2)J€t(1——8)a”1d$}

-|-/01 (1— S)O‘_l a(s)ds + (c;RP* + co RP?) /01 (1-— s)a_l ds} 0<t<1)

(B + RP) / - L (1 5] ds} (0<(1-s) <)

DT (t)] < ———7{A%Lﬂfﬂqﬂﬁﬁ+ﬁﬂw+QmﬂAuwaﬂ4%}

Alors,

I'(a—v

T T(a—v) {/01 (1—9)*"""a(s)ds+ (c1 R + c2R7) a i V}

2 ! —v—1 Z(ClRpl +62Rp2)
- = 1— a—v d
F(a—y)/o (1=s) als)ds + F(a—v+1)

ITho ()] = max |Tyo (8)] + max [ D"Tho (¢)]

IA

1 1
D1 P2y
max </0 |G1 (t,s)a(s)|ds + (1 R”* + o R )F(a+1)>

2 ! a—v—1 2 (ClRpl + CQRPQ)
+r?gx<—r(a_y)/o(1—s) a(s)ds+ Fla—v+l) )

max/o |G1(t,s)a(s)|ds+ F(#/o (1—25)"""a(s)ds

tel a—v)

IN

1 2
D1 P1
Tk +@R)(ma+m+rm—y+n)
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On pose que,
Fa—v+1)+2l(a+1)
Fla+)I'(a—v+1)

A=

2 ! a—v—1
K = max/ |G1(t,s)a |d8+F(o¢—y)/0 (1—1s) a(s)ds

Donc,

HT1U (t)” S K -+ (ClRpl -+ CQRP2>A S R

< max{3K, (3A¢y) T | (3Ac2)ﬁ} <R

De la méme maniére on va démontrer que :

1Ty (1)) < max {3L, (3Bdy) =5 , (3Bdy) ™% |

avec
'—p+1)+2I'(B+1)
LB+)r(E-p+1)
2 1
L= max/ Gs (t, s) ds—|— / 1— s 1h(s)ds
On déduit :
R> max{3A,3L, (3Acy) T , (3Acy) T , (3Bdy) T (33@@}
D’ot, enfin :

1T (w, )l ey < B
C’est-a-dire, T est borné dans X x Y (T (U) CU :V (u,v) € U, T (u,v) € U)

Soit (Hz) est satisfaite :

T (8)] = /0Gl(t,s)f(s,v(s),D“v(s))ds

1
< / |Gy (t,8)| (c1 RP* 4+ o RP?) ds
0

— (R" + RP) ﬁ { /0 () ds — o /0 1! ds}

(ClRpl + Cngz)
- I'(a+1)
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r
DTl = 7 o0 Do) = O o (), D )
< w{ [ s e D s
1
b [ s ) D) ds
0
RPt sz . 1 1w .
< la a*_ci { (1- )" 1ds+/0 (1-5)"""(1—s) ds}
S (ClRp1+CQRp2 { 11_8au1[1+<1_8)]d8}
(v —v) 0
Rp1 sz b »
< (Cl &+_612/ {2/ a 1d8} ( < 0(1 _ 8) < 1)
< 2(61Rp1 +C2Rp2)
- TI'(a—v+1)
Alors,
ITw ()] < (@R + R A<k, A=ll@—vihral{et])

Fla+)T'(a—v+1)

et
F(ﬁ—,u~|—1)+2f‘(6+1)
FrB+H)r@E—-—p+1)

I Tou (B)]| < (LR" + d2R™) B < R,

On suppose que,

1 1 1 1
1 p1—1 1 p2—1 1 q1-1 1 q2—1
0 < R < mi
= = i { (2AC1) ’ (21402) ’ <2Bd1> ’ <2Bd2) }

ii) Montrons que : T (U) equicontinue.i.e :

Ve>0; 6(e) >0, |[T—t|<d=|T (u,v) (1) =T (u,v) (t)| <€

Les foncions G4 (t,s), G5 (t,s), [ et g sont continues, alors T est continue.
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On pose
K =max|f (t,v(t),D"v(t))|, L =max|g(t,u(t), D"u(t))]

tel tel
Pour tout (u,v) € U. Soit t,7 € I, tel que t < T,

Alors on a,

’Tl'U (7—) - TZU (t>’ = /0 [Gl (Ta 5) - Gl (ta 3)] f (Sa v (3) 7DMU (5)) ds

S

< [ 1615 = Gl (50 (). Do ) s
< K [1Giro) = Gultolds+ [ 161 () — G 1.9) ds
+/TI|G1 (r.5) — Gy (t,s)|ds}
< % [ /0 t (r=s)" = (=) 7 (=) =t (1= 9)")
+/tT (r—s) T+ (1 =)t = (1 —5)*") ds
+/T1 o ) e el S ) ds}
_ % —/Ot(t—s)a 1ds+/0T(T—s)a_1d8+/Ol(1—s)o‘_l(T“1—ta1)ds
ANy
< K (r* —t* + 7ot =t
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et

|D"Tyv (1) — DTy (t)] =

=0 (G (), DM (1) +

‘r (al— V)

B 1
I'(a—v)

[ (o)
I'(a—v)

IN

ol

- /0 (t—s)""" f(s,v(s), D" (s))ds

IN
—
RE
S
—

1 (r), Do (T)) —

' (o)
I'a—v)
I'(a)
I'(a—v)

T (L (1), DM (1))

= f (Lo (1), D' (1))

/OT (r— )™ F(s,0(s), D" (s)) ds

/0 (t — s)ai1 f(s,v(s),D"v(s))ds

1

(7ot — g /O (1= )% f(s,0(s), D' (s)) ds

/UT (1 — s)af'/*l f(s,v(s),D"v(s))ds

|

al' (o —v)
K T a—v—1 a—v—1 7 a—v—1
< Fla—1) [/0 ((r—s) —(t—s) )ds—l—/t(t—s) ds]
K (v — o)
ol (a —v)
K a—v _ ja—v 1 a—v—1 _ ja-v—1
- F(oz—l/+1)(T — )+aF(a—y)(T —t )
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De la méme maniere on va démontrer que,

Ty (1) — Tou ()] < ﬁ (#1514 18 g9)
| DFTou (1) — D*Thu (1)) ﬁ (7P — 7Py 4 e BL— m (rfm=t — gfnt)

Comme les fonctions ¢, t@~1, ta=v to—v=1 8 ¢8=1 tF=1 et t9=#~1 sont uniformément continues

dans I c’est a dire,

IT—t < 0= |T*—1t° <—F(a8;1)€,|ra1—t“1} <—F(a8;1>6,
o — o] < I (o _8—’”(4‘ 1)57 [ramv=1 _ gamv-1| o ol’ (;V[; V)€7
}75 —tﬁ} < F(ﬁg—z 1)57 ‘T,B—l _t,ﬁ—l} < F(58‘£ 1>€’
‘Tﬁ—“ B tﬁ—,u} < I'(8 —8/24‘ 1) 67 }7_6_#—1 B tﬂ—#—1’ < pr (ég 1) €

alors,
|Thv (1) — Tyo (t)|+|Tou (1) — Tou (8)|+|D"Tiv (1) — D" Ty (t)|4+|DFTou (1) — DFThu (t)| < €

Donc la famille T' (U) est equicontinue.
D’aprés le théoréme d’Ascoli-arzela on obtient, T : U — U est complétement continue.

Ainsi, d’apres le théoreme de Schauder, le systéme(4.1), 5y admet une solution. O

4.1.3 La stabilité du systéme par rapport aux ordres de dérivation
fractionnaire

Définition 4.1.2 On dit que le syséme (4, 1)(a’ g) est stable par rapport a l'ordre de dérivation
st Ve >0, dk > 0,

la—al+|8-8| <e
tel que implique :
lu —a| + v —T| < ke

ot (u,v) et (u,v) sont respectivement les solutions du systéme (4,1), 5 €t (4, 1)(55) :
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Lemme 4.1.4 ([18])(Iinégalité de type Gronwall)

Soient «v, €1 et e € Ry (0 <t < 1).Sio:[0,7] — R est une fonction continue telle que :

16 ()] < e + W/o (x —1)* 1|5 ()] dt.Va € [0, T]

Alors :
10 (2)| < e1E, (62T%) pour z € [0,T]

Théoréme 4.1.3 Si f et g sont deux fonctions continues dans I xR xR vers R qui vérifient :

Hs) :1l existe K¢, K,, Ly et L, des constantes positives telles que :
fr g, Ly 9

|f(t,$1,y1> - f(t7$27y2>‘ < Kf"rl _$2| +Lf |y1 _y2|

‘g (taxllayi) -9 (tawéayé)‘ < Kg ’3:/1 - :U/2| + Lg ’y,l - yé’
(Hy) :1l existe M, N deux constantes positives telles que :

M =max|f (t,v(t),D"v (t))|, N =max|g (t,u(t), D"u(t))|

tel tel

(Hs) :On suppose que :a < 3, p < v alors, « —v < —p, s < t.
(Hg) :1l existe A = max (K¢, Ly, K, L;) max {¢(a7y),¢(ﬁ7u)} < 1.

1 1 1 1
T'(a+1) +F(a—u+1)’¢(6’“): F(6+1)+F(ﬁ—u+1)

¢(O¢,l/) =

Alors le systéme (4,1), 5 est stable.

Preuve. On va applique le lemme de Gronwall pour la fonction § est définie comme suit,

0@ + =lu(t)—u@|+v(t)—v()]+
DY (t) — DT ()] + | D™ (t) — D" (¢)|
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puisque les solutions u, @, v et ¥ sont vérifiées le systéme (4, 1)((l 5) .On a,

w(t) () — /OIGI(t,s)f(s,v(s),D“v(s))ds—/0151(t,s)f(s,@(s),D“U(s))ds
— /01 Gy (t,s) f(s,v(s), D"v (s))ds — /01 Gi(t,s) f(s,0(s), D" (s)) ds
+/01 Gt s)f(s,ﬁ(s),D“@(s))ds—/Olé(t, $) f (5,7 (s), D"5 (s)) ds
- /OlGl (t,s)[f (s,v(s), D" (s)) — [ (s,v(s),D"v(s))]ds
/ (G (5) G (5,8)] £ (5,3 (5), DV () ds

Par la définition de fonction Green (4,3) alors,

(t—5)""

u(t)—u(t) = /0 (o) (s,v(s), D"v (s)) = f (5,0 (s), D"V (s))] ds

i
(11— )"
‘/o o) e

v(s), D"v(s)) — f(s,0(s),D"D(s)) ds
(t—S)al_(t—S)al o ls) Dy () ds
+/0 T (o) I (@) ]f( (s),D*v(s))d
I (s, DO,
A [ F(a) I‘(@) ]f(> ()7D ())d
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= t(t_s)a_l s,v (s o (s)) — f (s, (s Ho (s))|ds
ho= [ (9. D0 (9) = f (57(5). DT ()]

Y- s b (5)) — £ (5.7 (), D" (s
*/0 Ty M), DR (s) ~ £ (5,7(), D' (s)

d’apreés (Hj),

t(t_s)ail = J w
hos [ AR (R @) =T )+ Ly D0 () = D

Sl
—~
VA
~—
~—
QL

VAl

Pt - - M .
/0 iy el () =)+ Ly D (s) — DY (s)]) ds

et

(t—s)*"  (t—s)*"

I (e) I (@)

t
[2 - /
0

+/0 |f (s,7(s),D'v(s))|ds; (d’apres (H,))

< M{ [ i [ ds}

En appliquant le théoréme des accroissements finis on obtient, pour tout 1 < a, @ < 2 on a,

(t—s)*" (t—s5)""
I'(a) I'(a)

(t—s)*"  (t—s)* "
I'(a) I' (@

(tAL—9)"" (=)™
' (a) I (@)

i (@) () =0 (@) (), < sup_ [ (@) (3)] -~

tel que, B
ola)(s) = 1ok
Alors,
D) PRI
0(0)(5) = g = p @) (2) = s

270 (@) Inz — ¢ (a) T () 2971

b)) = Y,
2% 'lnz Y () po-1
I'(«) ) T (a) )
o (a)(s) = t(1—8)"""In(t(l1—35)) o(a)(t(l—s))

I (a) - ' (a)
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Donc,

1 (@) (), = /0|¢(04)(8)|d8

:/01

(t(1=5)""In(t(1—5) () (t1—s)""
F(a) F(a)

I ) T ) B A LA R e O

‘/{ [(a) MY }d
1

= m(—kﬁ-kz)

Ensuite, on intégre par partie :

oo [ ) n(t(1-s)

I'(a)
[Tt A=) ote—s)!
_[_ . ln(t(l—s))]o—/o s
L (@ —st t* it [ (1—9)]"
_—skr{liT(l—s)ln(t(l—s))—i— - —t [— — L
L (=) o tng !
— —SEI{ET(I—S)In(t(l—S))—I— T
to'nt ¢!
- 0+ -
« «
o t*'Int et
N a  a?
1 1 tafl
k2:¢(a)/0 (t(1—s) s =T
Donc,
) 1 t*tnt 7t (o)t 0<t<1
T e e SIS

IN

—{¢(a)+é}, l<a<?2

1 1 1
<t ) <o =

Le théoréeme des accroissements finis nous donne que :

R A

< Cl|Oé—a|
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On calcule en suite,

/

(t—s)*" (- s)* !
I («) I'(a

¢
ds:/
0

on pose r =

Alors, de la méme maniére pour le théoréme des accroissements finis on démontrer que :

[ |eaoar?_ea—n

() I (@)

ds < cp|la—al

L<M{ca+e}lla—a=Kla-a|

w)-u ] < Kla—al+ [ (t—s) "

e s o () =T ()] + Ly Do s) = DB (5 ds

P =s) - " "y
+/0 W(Kﬂv(s)—v(s)\—i—l}f\l) v (s) — D" (s)]) ds

Soit

Du(t) = D"(3*f(t,v(t), D" (t) =t f (1w (1), D' (1))
= JS7f (e (t), Do (t) — 5 f (1v (1), Do (1)) Dt~

= t—(t_s)a_y_l s,v(s), D v (s))ds
- | S ) D) d

—govt 1(1_5)0‘*1 s,v(s Ho (s))ds
et [ e ). D () d

- tﬂ s.v(s Ly (s)) ds
- [ ) D)

_ ' (t (1 - 3))a7y71 _ s\ s uls o (s .
/0 T(a—v) (L—=39)"f(s,v(s),D"v(s))d
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Donc,

D¥u(t) — D"u(t) = / % (f (s,v(s),D"v(s)) — f(s,v(s),D"v(s)))ds

0
/
0

. {/ EQ =) " (1 (f (5,0 (5), Do (5)) — [ (5,7 (s), DD (5))) ds

T (a—v)
+/01

d’apres(Hs), (Hy) et 0 < (1 —s)” < 1 on aura;

(t o S)a—l/—l B (t o S)E—V—l
I'(a—v) I'(a@a—v)

] f(s,u(s),D'v(s))ds

(t<1_8))a_y_1_(t(l_S))a_V_l —35)" f(s,v(s Ho (s))ds
[ ) T@-1) ]“ ) (s6), D <>>d}

t (t . S)afz/fl

D) =00 < [ S (F (50(5). D0 (9) = £ (57(5). DT () s

t
_|_/
0

[ 1 0 (s) Do) — 1 (5.0(5) DTS s

T (a— 1)
+/01

(t (1 — 5))a_”_1 (t (1 . 5))6_”_1
\Du (1) — D*T (1) < K |a — a|+/0

(t—s)*"" (t—s) !

Tla—2)  T@—o | (&76), D)l dst

I'(a—v) I'(@—v)

t (t . S)a—l/—l

M'a—v)

[/ (s,0(s), D"0(s))] ds

|f (s,0(s), D"v(s)) = f (s,0(s), D"0 (s))| ds

P —s) " — (s, "y
+/0 I'(a—v) [f (s,0(s), D"v (s)) = f (s, (s), D'V (s))| ds

<Kla—a +/ % (K} |0 (s) — ()| + Ly |D"0 (s) — D"% (s)]) ds

0

NG . _ ) -
+/0 T (o —v) (Kylv(s) =v(s)|+ Ly |D"v (s) = D*0(s)]) ds

De la méme maniére pour |v (t) — v (t)| et |D*v (t) — Do (t)].
Alors,
max {|u(t) —u(t)| + |D"u(t) — D"u(t)|} < K|a—a|+

tel

B N ) A G ) . o (s) = D'
/< Ta)  T(a-v) >dsxmax(Kf’Lf>%l31X<’“<8>—v<s>!+lDv<s> D7 ()
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() i G i . "o (5) — DVD
+/g< T(a) | T(a—v) )maX(KfaLf)(\v(S)—v(s)\+|D v (s) — D"5(s)|) ds
et

Htlgxﬂv (t) —v(t)|+ |D"v(t) — D" (t)|} < L |B —B| +

[ (Lo eaoa
o\ TH) ER

) dsxmax (K, Ly) nslealx(]u (s) —w(s)|+|D"u(s) — D"u(s)])

! (t—S)'Bil (t—S)ﬁ*ufl o ) o 8
+/0< NG CE )maX(KgaLg)(W(s) (s)| + | D"u(s) — D" (s)|) d

donc,

[0 (1)) < max {|u(t) —w(®)] + [D"u(t) — D"u (t)|}H+max {|v (t) — v ()| + | D" (t) — D" (1)[}

§K|a—al+L15—3!+/o ((t;(si) +(tr_(a8)—v)>

xmax (K¢, Ly, Ky, Ly) (| (s) =0 (s)| + |D*v (s) — D*o (s)| + |u(s) —u (s)| + |D*u (s) — D*u (s)|) ds

1 1 ~ . -~
i (F(a+ D "Tla—v+ 1)) max (K, L) max (Jv (s) — v (s)| +[D"v (s) — D5 (s)]) +

1 1 B o D (s
(rom * Ty ) s o Ly s () = ) + | 5) = D7 5)
On suppose que Ak, = max (K, Ly, K,, L) on obtient,
e
X (lv(s) —v(s)|+ |D"*v (s) — DFo (s)| + |u(s) —u(s)| + |D"u(s) — D" (s)]) ds

+A {max (v (s) = v (s)| + |D"v (s) — D" (s)|) + max (|u(s) —u(s)| + |[D"u(s) — D"u(s)|)}

alors,
(1 = A) {max (jo (t) = v (t)| + [D"v () — D" (£)]) + max (|u (t) = (¢)| + |D"u (t) = D"u(t)])} <

w3 [ (455 )

)
X (lv(s) —v(s)|+ |D"v (s) — D'o (s)| + |u(s) —u(s)| + |D"u(s) — D" (s)]) ds

[0 (D] < max ([v(t) = v ()] + [D*v () = D*o ()]) +max (Ju (t) — @ (t)] + |D"u (t) — D"u(t)])

tel te
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Klo—al LBl Awe [ (@—9 (-9
STa-a Tu-a +<1—A>/o( T Tla—v) )

X (Jv(s) =0 ()] + D0 (s) = D*0 ()] + [u(s) = w(s)| + [D*u(s) — D*u(s)]) ds

Donc,

Kla—al  L|B=B]  2Axs ['(t—s)"""
PO =AY T a—a) (1—A>/0 [(a—v)

D’apres le lemme 4.1.4 tel que,

|0 (s)|ds

c _K|Ol—a| L‘ﬁ—g‘ 0 — 2AK7L
T a=A) (1-A)" 72 (1-A)

D’ou,

0(1)] < e1Eq (€2)

Alors, le systéme (4,1) , 5 est stable. O



Chapitre 5

Conclusion

Dans notre travail, on a étudié un systéme couplé d’équations différentielles fractionnaires
non linéaires avec une dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.

ePour le systéme(3.1) avec conditions aux limites non nulles, on utilise le théoréme du point
fixe de Banach pour démontrer 'existence et 'unicité de la solution.

eEnsuite, pour le systeme (4.1)(4,5) avec conditions aux limites nulles, on utilise le théoréme
de point fixe de Schauder pour démontrer 'existence de la solution.

De plus, on obtient un résultat sur la stabilité de la solution par rapport aux ordres de

dérivation fractionnaire.
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