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Introduction.

En 1989 Altomare a introduit une définition générale de la suite des opéra-
teurs de Bernstein-Schnabl associés a une projection positive. Il a également
étudié le comportement limite de cette suite et de ses itérés.

De plus, il a été établi I'existence d’un semigroupe de contraction positive
qui peut étre représenté explicitement en termes des opérateurs de Bernstein-
Schnabl.

En 1991 Campiti a introduit la définition d’une suite d’opérateurs de
Stancu-Miihlbach associés & une projection positive et a étudié le comporte-
ment asymptotique de cette suite et de ses itérés.

Dans ce travail, on présente une synthése des propriétés principales des
suites d’opérateurs linéaires positifs cités ci-dessus qui sont liés par un para-
meétre réel positif A > 0. On obtient les opérateurs de Bernstein-Schnabl si
A =1 et les opérateurs de Stancu-Miihlbach si A > 1.

En effet, ces opérateurs peuvent étre définis a partir d’une famille conve-
nable ou une représentation de mesures.

Lorsque ces mesures sont définies par une projection positive on peut alors
établir des propriétés asymptotiques de ces opérateurs et un semigroupe de
contraction positive.

On démontre les propriétés principales d’approximation de ces classes
d’opérateurs et on donne quelques estimations de la vitesse de convergence
et on montre quelques propriétés de saturation.

Il est inévitable de mettre en évidence les relations entre ses opérateurs
et quelques équations de diffusion dont les solutions peuvent étre exprimées
en termes de ces opérateurs.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Un premier chapitre dans lequel on introduit des définitions et des pro-
priétés de base de I'analyse fonctionnelle utiles pour la suite de notre travail.



Un deuxiéme chapitre dans lequel on introduit la notion des projections
positives et les processus d’approximation qui leur sont associés.

Dans le troixiéme chapitre, on collecte les différents résultats des études
des opérateurs de Bernstein-Schnabl et les opérateurs de Stancu-Miihlbach.
Ce chapitre est achevé par la représentation des solutions du probléme de
Cauchy.



Chapitre 1

Définitions et propriétés de base.

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions et propriétés fondamen-
tales qui sont utiles pour la suite du travail.

1.1 Opérateurs linéaires positifs.

Définition 1.1.1 : Etant donnés deux espaces vectoriels normés E et F'.
On dit que A : D(A) C E — F est un opérateur linéaire positif si

ANS 4 pg) = MA(f) + pA(g), pourtout \p € K et f g€ D(A)
et

si f>0 alors Af>0.

Définition 1.1.2 : A étant un opérateur linéaire de D(A) C E — F.
A est dit borné s’il existe une constante ¢ > 0 :

|Az||r < ¢||z||g, Yz e D(A).

On note '’ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés de £ — F par
L(E,F) (ou L(E)si E=F).



Proposition 1.1.1 : Si E est normé et F' est un espace de Banach. Alors,
L(E, F) est aussi un espace de Banach.

Preuve.
Soit {A,} C L(E, F) une suite de Cauchy. Comme

Az — Az|| < [|A, — All|Jz]| — 0.

On a que la suite {A,z} C F est de Cauchy, F est complet = 3 lim A,z
dans F.

Notons Az = lim A,,z.
Il est évident que A: E — F.
ARl = [Anll] < [[An = Anll =

= la suite numérique {||A,||} est de Cauchy = elle est bornée.

A, <M, Vn.
| Anx|| < M||z||, on passe & la limite quand n — oo
= ||Az|| < M||z|| = Aest borné = A€ L(E,F) = L(E, F) est com-
plet = L(E, F) est de Banach. ¢

Lemme 1.1.1 : Soit A un opérateur linéaire positif de C(X) dans C(X)
alors

ACF)(@)] < Al(f)(@)] ,  pour tout z € X.

Preuve.

Sachant que



—[f(@)| < flz) < [f(@)],
et comme A est positif, alors

—Al(N)(2)] < A(f)(x) < A[(f)(2)] ,  pour tout =z € X

ce qui est équivaut a la relation

|A(f)(@)] < Al(f)(2)].

Comme d’habitude, la norme d’un opérateur linéaire A de C(X) a valeurs
dans C(X), est définie comme suit :

[Al = sup |Af(x)]

IfFl1<1

On rappelle ici, que la norme d’un opérateur existe si et seulement si il
est continu. ¢

Lemme 1.1.2 : Soit A un opérateur linéaire positif de C(X) dans C(X)
alors :

[AF = A ().

Preuve.

En effet, en vertu du fait que |f(¢)| < || f]| et que P'opérateur A est positif
on a:

A(lf @) (2)]) < A(IA () = A1 AMD) (),

donc

IACLf @) @)D < ILANA@) ()]

D’autre part, pour la fonction fy(t) =t° =1, on aura :

A(fo() () < [[folllAD) ()]
Alors



[ACfo@®) @) = [l folllAL)(2)]]-
d’ou I'égalité. ¢

Proposition 1.1.2 : Soit fy € C(X) et fo(x) > m > 0 pour tout z € X.
Si la suite (A,,) d’opérateurs linéaires positifs satisfait

[AL(fo)ll < M,
alors

| A < Mm™*.
Preuve.
Comme
alors

ml|A,1(2)[] < [[Anfoll-

On utilise le résultat du lemme 1.1.2 et on obtient 'inégalité. ¢

Lemme 1.1.3 : Soit A un opérateur linéaire positif de C(X) dans C(X),
Si f,g € C(X) alors :

Al (@)g(@)]) < VA (@) Alg? ().

Preuve.

Si aA? + 2bA\ 4+ ¢ > 0 pour A réel, alors ac > b?, c’est & dire que pour tout
A on aura :

0 < A((If (@) + lg(@))*) () = NA(f(2))*(z) + 2AA(g(2))* (),



ceci prouve l'inégalité.

Si g = 1, 'inégalité précédente devient

A(lf(@)]) € VA (2)AL(2). 4

Remarque 1.1.1 : Comme exemples d’opérateurs linéaires positifs, on
peut citer les opérateurs de Bernstien-Schnabl et les opérateurs de Stancu-
Miihlbach qu’on étudie dans les chapitres suivants.

1.2 Espace de Hausdorff.

Définition 1.2.1 : On dit que X est séparable si et seulement si

JAC X et Abornéoufini: A=X

1.3 Opérateur fermeé.

Définition 1.3.1 : Un opérateur linéaire A : D(A) € E — F est dit
fermé si et seulement si

V{zpn}tn>1 CD(A): z, -2, E et Ax,—yF

Alors, x € D(A) et y= Ax.

1.4 Continuité, convergence uniforme.
Définition 1.4.1 : L’application f : (E,d) — (F,¢) est dite uniformé-
ment continue si et seulement si
Ve > 0,30 > 0,Y(r,y) € Ex E,d(z,y) <n=0(f(x), f(y)) <e.

Définition 1.4.2 : La continuité simple de f s’écrit par comparaison



Ve € E,Ve > 0,dn > 0,Vy € E,d(z,y) <n=0(f(x), f(y)) <e.
Définition 1.4.3 : On dit que A, : F — F converge fortement vers A si

Arx = lim Az, VreFE.

n—oo

Définition 1.4.4 : Soient X un espace topologique, (Y, d) un espace mé-
trique et £ C X un sous-ensemble de X. Soit (f,), une suite de fonctions
définies sur X et a valeurs dans Y et f une fonction définie sur X & valeurs
dans Y.

On dit que la suite (f,,), converge uniformément vers f sur F si

Ve>0,3dn) eN,VvneNn>nle)=Vee E df.(z), f(z)) <e.

donc f est appelée la limite de la suite (f,), et on écrit

lim f, = f.

Définition 1.4.5 : Soient X un espace métrique et (Y,]|.]|) un espace
vectoriel normé. La convergence uniforme d’une suite de fonctions (f,,), sur
une partie £ de X s’écrit donc

Ve>0,dn(e) eNVneNn>n(e) = Ve el |f.(x) - fz)] <e.

1.5 Espace de Banach réticulé.

Définition 1.5.1 : Un espace vectoriel normé réel (complexe) est un
couple constitué par un espace vectoriel F réel (complexe) et par une norme
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|| - || sur E.

Définition 1.5.2 : Un espace vectoriel normé (E, || - ||) qui est complet
pour la distance associé a sa norme est appelé espace de Banach.

Définition 1.5.3 : Un ensemble réticulé est un ensemble ordonné dans
lequel deux éléments quelconques x et y admettent une borne supérieure

sup(z,y) et une borne inférieure inf(z, y).

Définition 1.5.4 : Un espace vectoriel réel X est un vectoriel réticulé s’il
est un ensemble réticulé qui satisfait les deux axiomes suivants :

l/z<y=z+z2<y+z pourtout =z,y,z¢cX.
2/ x>0= Az >0 pour tout scalaire X\ > 0.

Tout ensemble fini d’éléments d’un espace vectoriel admet une borne su-
périeure et une borne inférieure.

Définition 1.5.5 : On dit q’une norme ||.|| sur un espace vectoriel réticulé
est monotone si

[z < Jyl = llzll <yl

Un espace vectoriel réticulé muni d’'une norme monotone est dit espace
normé réticulé. Un espace normé réticulé complet s’appelle un Banach réti-
culé.

1.6 Produit tensoriel.

Définitions 1.6.1 : Soient f(x),x € R? et g(y),y € R¥, deux fonctions
localement intégrables. Alors f(z)g(y) est localement intégrable sur R, et
on peut définir une distribution sur R+ :

(F(@)9(y), o) = / F(@)9(y)e(e,y) drdy

Rd+k

11



:/f(x) /g(y)w(x,y) dy S du.

Rk

Définition 1.6.2 : Soit f € D'(RY) et g € D'(R¥). On définit le produit
tensoriel de f et g comme une distribution h € D'(R¥**) telle que

(h, ) = (f(x), (9(y), o(x,y)))  pour tout ¢ € D'(R**).
On note h = f(x) ® g(y).

Il faut vérifier que le produit est bien défini. Pour simplifier, on suppose
dans la suite que d = k = 1.

Lemme 1.6.1 : Soit g € D'(R) et ¢ € D(R?). Alors la fonction
() = (9(y), (2,y))

appartient a espace D(R), et pour tout entier j > 0 on a

V(@) = (9(y), O, y))
De plus, si ¢, € D(R?) et ¢ — ¢ dans D(R?), alors la suite

V() = (9(y); r(z,9))
converge vers ¢ dans D(R).
Le lemme 1.6.1 permet de justifier la définition du produit tensoriel. Si

¢ € D(R?), alors la fonction ¥ (z) = (g9(y), p(x,y)) appartient a D(R), et
I'on peut considérer (f,1), evidemment, la fonctionnelle

o — (f,¢) = (f(2),(9(y), (z,9)))

est linéaire. Si ¢, — o dans D(R?), alors ¥, = (9(y), ¢x(z,y)) converge
vers ¢ dans D(R). Par conséquent,
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<f> wk) - (f,¢) quand k — o0,

et donc la fonctionnelle est continue.

Exemples :
(a) 6o ® 0y = 6(ap) pour tout a,b € R.
(b) Si f € D'(R), alors f ® 1 € D(R?) et
a1 = (6. [ eloi).
Propriétés du produit tensoriel :
Théoréme 1.6.1 :
(a) Le produit tensoriel est commutatif : si f, g € D'(R), alors
f@)@gly) = g(y) © f(2).

(b) Le produit tensoriel est continu : si fr — f dans D'(R) et g € D'(R),
alors

fu(z) ® g(y) — f(z) @ g(y) dans D'(R?).
(c) Le produit tensoriel est associative : si f, g, h € D'(R), alors
(f(x) @ g(y)) @ h(z) = f(z) ® (9(y) @ h(2)).
(d) Dérivation du produit tensoriel : si f,g € D'(R), alors
01(f(z) ® g(y)) = (01 ()) @ g(y)-

(e) Multiplication par une fonction réguliére : si f,g € D'(R) et a €
C*>(R), alors
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a(z)(f(z) @ g(y)) = (a(z) f(z)) ® 9(y).
(f) Translation du produit tensoriel : si f,g € D'(R) et b € R, alors
(f@g)(@+by) = flz+b)®g(y)

Exemple : Soit f € D'(R). Alors
o1 = (s, [ eloni).
R

1 f¢) = / (F(2), o, y))dy.

R
On conclut que

(f<x>, / sa(x,wdy) = [ (@) ety pour tout ¢ € D),

1.7 Mesures de Radon.

Définition 1.7.1 : Soit K (X) Pespace des fonctions continues a valeurs
réelles de support compact. Une mesure de Radon sur un espace localement
compact X est une forme linéaire p : K(X) — R qui satisfait la propriété
suivante :

Pour tout sous-ensemble A de X, il existe M4 > 0 tel que

lu(f)] < Ma|lf]] pour tout f et supp(f) C A.

Remarque 1.7.1 : On note par M (X) l'espace des mesures de Radon,
donc M (X) est I'espace dual de I'espace localement convexe K (X) muni de
la topologie induite.

Notre étude est restreinte aux mesures de Radon bornées continues par
rapport a la norme-sup donnée par :
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|12 = sup{|p(f)| : f € K(X),|Ifl| <1},
Définition 1.7.2 : Une mesure de Radon bornée est dite contractante si

el < 1.

Remarque 1.7.2 :

1) On désigne par M,(X) l'espace des mesures bornées et par M (X) le
cone des mesures de Radon positives, c.a.d

M*(X) = {n € M(X): u(f) 2 0, f € K(X), f =0},

2) Toute forme linéaire positive sur K(X) est automatiquement dans
M™(X). Posons alors

My (X) = M*(X) N My(X)
et

M (X) = {n € M (X) : ||ull = 1}.

3) Les éléments de M, (X)) sont appelés aussi des mesures probabilité de
Radon.

4) Si X est compact, alors M(X) = M,(X). De plus pour tout p €
M*(X) on a

[l = pa(1).

5) Réciproquement, si u € M(X) et ||u|| = p(1), alors
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pe MY (X).

Toute mesure positive de Radon vérifie 'inégalité :

I fgl) < Vu(f2())p(g*(x)),  pour tout f,g € X, p € M, (X).

Cette inégalité est vérifée si on remplace K (X) par un sous-espace vecto-
riel réticulé E des fonctions continues sur X. Si on considére la forme linéaire
positive L : EE — R sur E, on obtient :

L(Ifg) < VL(f)u(g?), [f.ge K(X), f’.4°€E.

La mesure de Dirac est une mesure de Radon bornée ¢, donnée par

e.(f) := f(z),pour tout f € K(x)
e, € M (X).

Combinaison des mesures de Dirac.

Définition 1.7.3 : Une combinaison linéaire des mesures de Dirac est
une mesure bornée discréte de Radon sur X de la forme

n
W= Z)\iexi ou n>1, x1,...,2, € X et A\,..,\, €ER
i=1

De plus, p est positive si et seulement si chaque \; est positif avec

Il = 3" A
=1
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Exemple : (Construction d’'une mesure de Radon)
Soient p € M(X) et g € C(X), alors la forme linéaire
v: K(X)—R

définie par

v(f) = p(f - g) pour tout f € K(X),

est une mesure de Radon sur X appelée mesure avec densité g relative-
ment & p, notée par gu.

Si g et p sont bornées et positives alors g.u et bornée et positive avec

Ng-ll < llgll-llell

1.8 Quelques résultats sur la théorie des semi-
groupes.

Définition 1.8.1 : Soit F un espace de Banach sur le corps K des nombres
réels ou complexes. Un opérateur linéaire S de E dans un espace de Banach
I est dit borné si

sup {[[S(HI = [[fIl < 1} < oo.

Définition 1.8.2 : Un opérateur linéaire S : E — F est appelé contrac-
tion linéaire si

IS(HI <1 pourtout feE, |f]<I1.

Dans ce que suit on note par L(F) 'espace de tous les opérateurs linéaires
bornés de F dans E. L’espace L(E) muni de la norme

17



IS1 == sup {ISCNHI = 1Al <1} avec S € L(E),

est un espace de Banach.

Sur L(FE) on considére la topologie forte. Une suite (S,),>1 d’éléments de
L(E) converge fortement vers S € L(E) si

Sp(f) — S(f) pour tout f € FE.

Définition 1.8.3 : Un semigroupe d’opérateurs linéaires bornés sur F
est une famille 7'(t);>¢ d’éléments de L(E) tels que

T(0) = I

T(s+t)=T(s)T(t) pour tout s,t>0,

ou g désigne l'opérateur identité sur E, c.a.d. Ig(f) = f pour tout
fekE.

Définition 1.8.4 : Un semigroupe (7'(t));>o sur E est dit fortement
continu pour tout tg >0 et f € E si

lim |[T'(t) f — T'(to) f]| = 0.

t—to

Définition 1.8.5 : Un semigroupe (7'(t));> sur E est dit uniformément
continu si pour tout ¢y > 0

lim || T(t) — T(t)]| = 0.

t—to

ce qui est équivalent a

lim | T(t) — Ig| = 0.

t—to

Remarque 1.8.1 : Si (7(f))t>0 est un semigroupe fortement continu,
alors il existe toujours w € R et M > 1 tels que
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|IT(t)| < Mexp(wt) pour tout ¢t > 0.

La limite de croissance du semigroupe est définie par

wo =inf{w e R:3IM >0tq [|[T(t)]] < M exp(wt), Vt > 0}.

Si F est un Banach réticulé et si pour tout ¢t > 0, T'(t) est un opérateur
linéaire positif, alors (T'(t));>0 est appelé un semigroupe fortement continu
positif.

Définition 1.8.6 : Etant donné un semigroupe fortement continu (7°(¢))¢>o,
on peut considérer I'opérateur linéaire A : D(A) — E défini sur le sous espace
linéaire

Tt)f —
D(A) := {f € E: il existe lirr}rw € E},
t—0

comme étant

Af = tlir(%% pour tout f € D(A).

L’opérateur A est appelé générateur du semigroupe (7'(t))¢>o.

Remarque 1.8.2 : On note que si le semigroupe (7(¢))¢>0 est uniformeé-
ment continu alors

D(A)=FE et A estborné.

Définition 1.8.7 : Un opérateur linéaire A : D(A) — E est dit fermé si
D(A) muni de la norme graphe

1 l[a =LA+ AFIF, - pour tout f € D(A),

devient un espace de Banach.
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Cela signifie, d’'une maniére plus explicite que pour toute suite (fy)n>1
dans D(A) telle que f, — f € E et Af, — g € E, il suit que

feDA) et Af=g.

En d’autre termes, le graphe

{(f,Af): feD(A);

est fermé dans F x E.
Définition 1.8.8 :

1) Etant donné un opérateur linéaire A : D(A) — E, on dit qu'un opé-
rateur linéaire B : D(B) — FE défini sur un sous-espace D(B) de E, est un
prolongement de A si

D(A) C D(B), et Af =Bf pour tout f € D(A).

2) On dit qu’'un opérateur A : D(A) — E admet une fermeture s’il existe
un prolongement fermé de A. Cela signifie aussi, que si (f,,),>1 est une suite
dans D(A) telle que f, — 0 et (Af,),>, converge, alors Af,, — 0.

Définition 1.8.9 : Si A: D(A) — E admet une fermeture, alors le plus
petit prolongement fermé A : D(A) — E de A est appelé fermeture de A.

En effet, on a

D(A) ={f € E:3(fu)nen € D(A) telle que f,, — f et (Af,),oy converge}

et
[lf = lim Af,,

pour tout f € D(A), (fn)n>1 étant une suite arbitraire dans D(A) telle
que

fo— f et (Afn),>, converge.
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Définition 1.8.10 : Le core d’un opérateur linéaire A : D(A) — E est
un sous-espace linéaire Dy de D(A) qui est dense dans E relativement a la
norme graphe.

On établit maintenant quelques propriétés de base des générateurs des
semi-groupes fortement continus.

Théoréme 1.8.1 : Soit A : D(A) — E le générateur d’un semigroupe
(T'(t))e>0 sur E. On a alors les assertions suivantes :

1. D(A) est dense dans F et A est fermé.
2. Si un sous-espace Dy de D(A) est dense dans E et

T(t)(Dy) C Dy pour tout ¢ >0,

alors

Dy est un core pour A.
3. T(t)(D(A)) C D(A) pour tout t > 0.
4. Etant donnée f € I, 'application vy : R, — F définie par

Uy(t) :=T@)f(t = 0).
s(t) est défférentiable dans Ry si est seulement si f € D(A).

Si c¢’est le cas, alors
7

Yi(to) = AT (to)f = T(to)Af pour tout t >0,

t
Pour tout t >0 et f € E,/ T(s)fds € D(A)
0

et
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A/OtT(s)fds —TW)f - f.

Pour tout t >0 et f € D(A),/tT(s)Afds =Tt f— f.
0

Remarque 1.8.3 : Etant donné un opérateur fermé A : D(A) — E,
notons par p(A) la résolvante de A, c.a.d.

p(A) ={X€k: Apu — A est inversible} .
Le spectre o(A) est défini par
o(A) = K\p(A).
Si k =R, o(A) peut étre égale a I'ensemble vide.

Si A € p(A) on notera par R(A, A) 'inverse de A p(4y — A.

Signalons aussi que la résolvante identité est donnée par
R(A\A) = R(p, A) = (n — AN RN, A)R(uu, A) - pour tout A, € p(A).

Remarque 1.8.4 : Si A est le générateur semigroupe de contraction
fortement continu (7°(¢)):>o alors p(A) # @. De plus la limite spectrale s(A)
de A définie par

s(A) =sup{ReX: A€ d(A)}

est finie.
En outre, si wy désigne la limite de croissance de (T'(¢));>0 on a

s(A) < wp

et pour tout A € k, ReA >wget f € K
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R(/\,A)f:/0 OQexp(—/\t)T(t)fdt.

De méme que

ROLAVAS = AR\ A)f = / T exp(CAOT() A,
0
pourvu que f € D(A).

En parlant encore de résolvante des opérateurs R(A, A), il est possible de
donner plusieurs représentation du semi-groupe (7°(t)):>o.

Ici, on mentionne la formule exponentielle :

T (f) = lim (ZR(\A)"f pourtout f € E et t >0,

n—+oo  t

et cette limite est uniforme sur tout intervalle borné de |0, +o0.

Remarque 1.8.5 : L’application la plus importante de la théorie des
semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés, concerne les équations différen-
tielles linéaires dans des espaces de Banach.

Rappelons la définition d’un opérateur dissipatif, pour tout f € E on
pose

U(f)={peE :p(f)=IFI" = llol*},
ou E’ désigne le dual de E.

Définition 1.8.11 : Un opérateur linéaire A : D(A) — E est dit dissi-
patif si pour tout f € D(A), il existe p € U(f) telle que

Rep(Af) < 0.

Ce qui est équivalent a

|(Mpay — A)f|| = A f]l pour tout f € D(A) et A> 0.
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On montionne deux résultats essentiels d’approximation pour des semi-
groupes discrets qui sont importants pour I’étude de puissances des processus
d’approximations positive.

Le premier résultat est du & H. F. Trotter [206].

Théoréme 1.8.2 : (H. F. Trotter) Soit (L, ),en une suite d’opérateurs
linéaires bornés et soit (p, )nen une suite décroissante de nombres réels positifs
qui tend vers 0. Supposons qu’il existe M > 0 et w € R tels que

Af = hmﬁ,

n—oo pn

L,g —
pour tout f e D(A) = {g € B il existe lim =279 ¢ E} :

n—oo p’I‘L

Si D(A) est dense dans E et si le sous-espace (A pa) — A) (D(A)) est
dense dans F pour A > w, alors la fermeture de A est le générateur d’un semi-
groupe de contraction fortement continu (7'(¢));>¢ tel que pour tout ¢ > 0 et

pour toute suite d’entiers positifs (k(n)),>1 qui satisfait lim k(n)p, = t, on
n—oo
a

T(t) = lim LF™  fortement.

n—oo

En particulier

IT(t)|| < M exp(wppk) pour tout t >0,

et, si on prend k(n) = [-L], ou [pi] désigne la partie entiére de pin,

Pn n

t

T(t) = lim LEF] fortement,

n—oo

et cette derniére convergence est uniforme sur des intervalles bornés de
R,.
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Dans la méme direction, un autre résultat a été obtenu par R. Schnabl.
Théoréme 1.8.3 : (R. Schnabl). Soit (L,,),en une suite de contractions
linéaires sur F et soit (p,)nen une suite décroissante de nombre réels positifs

qui tend vers 0.

On considére 'opérateur linéaire

A:D(A) — E,
défini par
Af := lim M,
n—oo pn
et

L,g—
pour tout f € D(A) := {g € E: il existe lim =29 —9 ¢ E} )

n—o0 pn

et on suppose qu'il existe une famille (F;);c; de sous-espaces de dimen-
sion finie de D(A) qui sont invariants pour chaque L,, (c’est a dire L, (F;) C
F; pour tout ¢ € [ et n > 1) et dont la réunion est dense dans E.

Alors la ferméture de A est le générateur d’un semi-groupes de contraction
positive fortement continu qui satisfait

T(t) = lim L¥™  fortement,

n—oo
et

t

T(t) = lim LL%] fortement,

n—oo

pour tout ¢t > 0 et pour toute suite (k(n)),eny d’entiers positifs tels que
lim k(n)p, = t.

n—oo
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1.9 Théoréme de Stone-Weierstrass.

Théoréme : Soit A une sous-algébre de C(X,R) o X est espace mé-
trique compact. On suppose que :

A sépare les points de X, c.a.d. que pour z # y, 3f € A t.q: f(x) # f(y).
Vee X,3f e Atq: f(z) #0.

Alors : A est dense dans C(X,R), c.a.d A =C(X,R).

Preuve.

On commence par montrer que si x # y et «, § € R, alors il existe f € A

tel que f(z) =a et f(y) = 0.

Considérons g tel que g(z) # g(y) et g(z) # 0, g(y) # 0. On cherche

f = Ag+pug?, et une unique solution (\, u1) existe car g(x)g(y)(g9(x) —g(y)) #
0.

Remarquons ensuite que A est une algébre, car on peut passer a la limite
dans la somme et le produit. On va montrer que si f € A, alors |f| aussi.
Supposons que || f|loc < 1. Soit € > 0, on a 0 < (22 +2)Y2 —|z| < ¢, et aussi

x?—1

1+ g2

pour x € [—1,1], Ju| < (1+e%)7! < 1, et la série de Taylor de (2% +¢2)1/2
converge uniformément sur cet intervalle. Donc il existe un polynéme P(x)
tel que

2?4+’ =(1+)(1+ )= (143 (1 +u).

((z® + )2 — P(x)] <&, pour tout z € [—1,1].
Ainsi, |P(0)] < 2¢, et en posant @ = P — P(0), on a finalement
|Q(z) — |z|| <4e, pour tout x € [—1,1].

Mais comme @) n’a pas de terme constant, Q(f) € A et comme || f|lo < 1,
on aura |Q(f) — | f]| < 4e. On en déduit donc que si f, g € A, alors sup(f, g)
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et inf(f, ) sont aussi dans A (ils s’expriment en fonction de f; g et de | f —g]|).
Montrons finalement que A = C(X,R) :

Counsidérons f € C(X,R), ¢ > 0, pour tout z,y € X, Jg,, € A tel que
f(x) = guy(z) et fy) = gxy( ) (c’est ce qu’on a montré au début). Consi-
dérons w,, = {2t.¢ : guy(2) < f(2) +¢}. Comme g,, — f est continu, cet
ensemble est ouvert, et il contient clairement y. Ainsi a x fixé, les w,, sont
un recouvrement ouvert de X, dont on peut extraire un recouvrement fini,
(Wgyi)icrfini- On considére alors g, = inf;(gy ), qui vérifie g, < f + ¢ sur
X, g.(z) = f(x), et g, € A. Considérons maintenant w, = {zt.q : g,(2) >
f(2) — €}, on extrait un recouvrement fini de cette collection d’ouverts, on
pose g = sup g; et finalement g € A, |g — f| < e.

On vient donc de montrer que f est dans I'adhérence de A, qui n’est autre
qu’elle méme, donc A = C(X,R). ¢

Théoréme : (Stone-Weierstrass complexe) Soit A une sous-algébre
de C(X,C) ot X est un espace métrique compact, telle que

Vee X,af e Atq: f(z)#0
A sépare les points de X.
pour tout f € A, f € A,

Alors A est dense dans C(X,C).
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Chapitre 2

Projections positives.

2.1 Défintion.

Soit X un espace métrique compact, et on note par C(X, R) I’espace de Ba-
nach réticulé de toutes les fonctions réelles continues sur X, muni de la norme
sup et 'ordre naturel. Soit M*(X) (respectivement M!(X)) I'ensemble de
toutes les mesures positives (repect. probabilités) de Radon sur X.

On considére la projection linéaire positive T : C(X,R) — C(X,R) (c.a.d
T est un opérateur linéaire positif, tel que T2 = T'), on suppose que

r1)=1 (2.1.1)

et que 'image

H = T(C(X,R)) (2.1.2)

sépare les points de X.

Puisque H est séparable, il est toujours possible de construire une suite
(hn)nen dans H qui sépare les points de X sachant que les séries

=) h, (2.1.3)
n=0

sont uniformément convergentes sur X.
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Pour toute fonction ® on a le résultat suivant :

Théoréme 2.1 [1] : Soit (L;);cr 'ensemble des opérateurs linéaires po-
sitifs de C(X,R) dans C(X,R) qui satisfont la condition

1ii€rrll L;(h) =h pour tout h € H. (2.1.4)
s

liier? Li(®) =2, (2.1.5)

alors

liier? Li(f)=f pourtout feC(X,R).

et si
liier? Li(®) =T(P), (2.1.6)

alors

lim L;(f) =T(f) pourtout fe€C(X,R).

i€l

Notons que, pour tout i € I, ||L;|| = || L:(1)]|, et puisque 1 € H, en vertu
de (2.1.4) il s’ensuit qu’il existe iy € I tel que sup || L;|| < +oo.

i>io
Donc, les relations (2.1.5) et (2.1.6) sont respectivement satisfaites si
lim L;(hy) = I,
ou bien
liien}l Li(h2) =T(h2) pour tout n € N.
Le théoréme 2.1 sera trés utile dans ’étude du processus d’approximation.
Pour notre travail, on se limite au cas o X est un ensemble métrisable

convexe compact de quelques espaces locallement convexes de Hausdorff. On
suppose que
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A(X) C H, (2.1.7)

ou A(X) désigne l'espace de toutes les fonctions réelles continues affines
sur X, et pour tout T € X, A € [0,1] et h € H

la fonction x — h((1 — AT + A\x) appartient a H. (2.1.8)

2.2 Exemples.

1. Simplexe de Bauer.
Soit X un simplexe de bauer métrisable, c-a-d ’ensemble 9,.X des points
externes de X est fermé et pour tout x € X il existe un unique mesure de

probabilité de Radon pu, dans X concentrée sur 0..X, tel que

p(h) = h(x), pour tout h e A(X) (2.2.1)

On considére la projection linéaire positive T': C(X,R) — C(X,R) définie
par

T(f)(x) = p(f), pourtout feC(X,R), ze€X, (2.2.2)

dans ce cas H = T(C(X,R)) = A(X).

Notons que, si X, est le simplexe standard de R? (p > 1), c-a-d

X, ={(z1,..,xp) eRP: 0< 2y, i=1,...,p, et &1 + ... + 2, < 1},

Alors pour tout f € C(X,R) et (z1,...,x,) € X,

T(f)(z1,...,zp) =

S

= Y aplh byl =) w) S (2.2.3)

0<hi+...4hp<1 i=1
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ou

ap(hy,...;hp) = f(Oni1s s Onp1), (2.2.4)
On,1 désigne le symbole de Kronecker.
En particulier, si p = 1, alors X, = [0, 1] et

T(f)(x) = (1 =) f(0) +2f(1), (2.2.5)

pour tout f € C(X,R) et z € [0,1].

2. Les sous-ensembles compacts de RP.

Soit X un sous-ensemble convexe compact de R? (p > 1) et on considére
la projection positive T : C(X,R) — C(X,R) définie on associé pour tout
f € C(X,R) la solution unique 7'(f) du probléme de Dirichlet

Au=0sur X, ueC(X,R)NCO(X,R)
U|8X = f|8X

p o
N . 52 .
ou A = § s est le Laplacien sur X.
1=

Dans ce cas

H= {UGC(X,]R)HC(Q)()O(,R) :Au =0, sur )o(}

On note que si X = B(xg, ) est la boule de R de centre x( et de rayon r,
alors en utilisant la formule de Poisson a la solution du probléme de Dirichlet
sur la boule, on a
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r?—|zo—z|?

ol [ (s doly) si -l <
T(f)(x) = o (2.2.6)

f(x) si |z —wol =,

ol o, est I'aire de la surface de la sphére de R” et o est la mesure surface
sur 0X.

3. Espaces produits.
Soit (X;)1<i<p une famille finie d’un sous-ensemble convexe compact et

pout tout i = 1, ..., p soit la projection positive T : C(X,R) — C(X,R) qui
satisfait (2.1.7) et (2.1.8) (d’ou (2.1.1) et (2.1.2)).

p
Posant X = [ X; et considérant 'opérateur linéaire positif 7': C(X,R) —
=1
C(X,R) définie pour tout f € C(X,R) et (z1,...,2,) € X par

T(f) (@1, ..., ) = /f d (é M) : (2.2.7)

ou, pour tout ¢ = 1, ..., p, t,; désigne la mesure de Radon sur X; définie
par

1zi(9) = Ti(9)(z), (g € C(Xi,R)) (2.2.8)
Dans [1], on a prouvé que T et une projection et le sous espace H =
T(C(X,R)) coincide avec le sous espace de tout f € C(X,R), tel que pour
toutz=1,...,pet (T—l, vy i1, Tit 1, ...7fp) e X;x..xX;1 XXi—l—l X ... XXp
la fonction
x E XZ — f(f — 1, ...,fifl,fi+1, ...,fp)

appartient & H; = T;(C(X;, R)).

Alors, (2.1.7) et (2.1.8) sont satisfaites.
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On note que, si f; € C(X;,R) pour tout ¢ = 1,...,p et si on désigne par

p
fi les fonctions réelles sur X définies par
=1

1=

élfi(m, ey L) = H fixz;) pour tout (xq,...,z,) € X, (2.2.9)
alors
T(é £ =1 1) (2.2.10)
i=1

Donc la suite T" est défini comme dans (2.2.7) par
p
® T (2.2.11)
i=1

par exemple, si X = [0, 1]?, prenant les formules (2.2.5) et (2.2.7) en
considération on a

Dans ce cas H est le sous espace de toutes les fonctions continues qui sont
affines en tenant compte de chaque variable.

2.3 Processus d’approximation associés aux pro-
jections positives.
On considére la projection positive T': C(X,R) — C(X,R) qui satisfait
(2.1.7) et (2.1.8) (et donc (2.1.1),(2.1.2)). Pour tout = € X on note par

tz € M'(X) la mesure probabilité de Radon sur X définie en posant pour
tout f € C(X,R)
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pa(f) = T(f) (). (2.3.1)

Soit P = (pn;)n>1, j>1 la matrice stochastique infinie triangulaire infé-
rieure, c.a.d une matrice infinie de nombres positifs satisfaisant p,; = 0 quand

[o.¢] n
j>mn et > ppj= Y, Pnj =1 pour tout n > 1.
j=1 j=1

Pour tout n € N, n > 1 on considére I'application m, : X™ — X définie
en posant pour tout (xy,...,x,) € X"

n(T, .y Z Dnj;. (2.3.2)

De plus, on considére 'opérateur hnealre positif B, : C(X,R) — C(X,R)
défini en posant pour tout f € C(X,R) et x € X

/f oy, d ,® fhei), (2.3.3)
ol
Pz = [y  Dour tout i =1,...,n. (2.3.4)

L’opérateur linéaire B, est appelé le n'®™® opérateur de Bernstein-Schnabl
par rapport & la matrice P et la projection 7'

Si nécessaire de poser la dépendance de pp1, ..., pp, en écrivant B,
au lieu de B,,.

1--5Pnn

On considére maintenant A € R, A > 1 et pour tout n € N, n > 1 on pose

I GKn! (A—1)Fk 1
Spr=— Y — B, o Js 2.3.5

ou

by, = T (1 +4 o 1)) (2.3.6)

.
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|U’k :U1—|—...+’Uk, (237)

pour tout v = (vy,...,v;) € NF, vy, v > 1, et By /n, um €st défini
comme dans (2.3.3), c’est a dire

Byl/n ..... vk/n(f)($) = /f (Elj + ...+ %l’k) d <l§um) . (238)

L’opérateur linéaire positif S, » : C(X,R) — C(X,R) est appelé le n'®m®
opérateur de Stancu-Miihlbach associé a T et .

Finalement, si A € R, 0 < X\ < 1, le n'®¢ opérateur de Lototsky-Schnabl
L,y : C(X,R) — C(X,R) associé¢ a T et X est défini en posant pour tout
feCX,Rletxe X

LD = [fom (). 2:39)
X -
ou pour tout ¢ =1, ...,n

Vpi = Uy = A\ fly + (1 — N)eg, (2.3.10)

e, est le point de masse concentré en x (c.a.d e,f(z) = f(x) pour tout
f € C(X,R));ici m, est définie comme dans (2.3.2) en considérant la matrice

arithmétique de Toeplitz P, c.a.d p,; = % sin>1let 1<j5<n et py—o

si 7 >n.
Ainsi
1 n
(1, oy ) = — Z x; , pour tout (xq,...,z,) € X" (2.3.11)
n
i=1

Plus explicitement, on a :
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n

L) = 30 (1) "0 = A B0, (2312

m=0

ot la fonction f, ., € C(X,R) est définie par

m m
fama(y) =f <— y+(1——) :1:) ,  pour tout y € X, (2.3.13)
n n
et B, est le m®™® opérateur de Bernstein-Schnabl associé a T et la ma-
trice arithmétique de Toeplitz.

Les formules (2.3.5) et (2.3.12) peuvent étre utilisées pour une description
plus explicite des opérateurs S, 5 et Ly, ».

On signale que si X est un simplexe standard de RP, T est la projection
définie par (2.2.3) et P est la matrice arithmétique de Toeplitz, alors les
opérateurs de Bernstein-Schnabl sont les polyndmes classiques de Bernstein
a p-dimenssions. En particulier, si X = [0, 1] et T est la projection définie
par (2.2.5), alors

B,(f)(z) = hz: (Z) ¥ (g) 2h(1— 2)" (2.3.14)

Saa(H@) = f (%) (), (2.3.15)

h=0
ou
n 1 h—1 j n—h—1 j
Gnp(z) = (h) b ] (x + E()\ — 1)) | (1 -+ E()\ — 1)) , (2.3.16)
Jj=0 j=0
et

Lna(f)(@) = ii (:1) (7:) AT (=N f (% +(1- %)x) e (1—g)™ ",

(2.3.17)
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2.4 Résultats de convergence.

Dans cette section on présente les résultats principales de la comporte-
ment asymptotique de la processus d’approximation introduit au dessus de
cette section.

On pose

Sn,)\ A > 1,

ol B, est le ni®™ opérateur de Bernstein par rapport a la matrice arith-

métique de Toeplitz.
On note par Pr?,,\ lopérateur identité sur C(X,R) et on pose

m m—1
P,A_PT%)\OPH,)\

n

On a les résultats suivants

Théoréme 2.4.1 [1] : Pour tout f € C(X,R) on a :
L. lim P (f) = f uniformément sur X pour tout m > 1.

En particulier, lim P, »(f) = f uniformément sur X.

2. lim PP (f) =T(f) uniformément sur X pour tout n > 1.

3. Si (k(n))nen est une suite d’entier positifs, alors

f uniformément dans X si lim ) — 0,
lim P (f) =
T(f) uniformément dans X si lim @ = 400,
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Théoréme 2.4.2 [1] : pour tout f € C(X,R), n>1, m>1,et A > 0,
on a

1Par(f) = fIl < 20(f, n™H)Y?), sia< L

nA+1)+A1—-1
n+A—1

IPEC) = I S 9(fi1 = (L= eap)™) S (. (mean)'?),

1S (f) = fl < Q(fn2), sia>1,

1P () = T(HI < 0(f, (1 — 2ap)™?),

ou

A
Epr=— siA<1,
n
ou

A

= ——— siA>1.
nta_1 Sl

En,\

On rappel que, si (P,)nen est une suite d’oprétauers linéaires bornés
sur C(X,R) qui est fortement convergente vers l'identité, alors la classe de
(Pp)nen est définie par

Tr[P,] ={f € C(X,R): P,(f) = f pour tout n € N},

de plus, si (9, )nen st une suite de nombres réels postifs converge vers 0,
on met

S[Pu,na] = {f € C(X,R) : [[P.(f) = fll = O(na) },

on dit que (P,)nen est converge sur C(X,R) avec ordre 7, si

|P.(f) = fll = O(nn) = f €Tr[P],
et

S[Po,nnl/Tr[P] # @
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dans ce cas on appel S[P,,n,] la classe de convergence de (P,)nen-
Dans notre cas on a les résultats suivantes :

Théoréme 2.4.3 [1] :

1. Pour tout A > 0, et m > 1lasuite (P, )en est convergente sur C(X, R)
avec odre (1 — (1 —e,\)™) qui est équivalente avec l'ordre me,, et

TrlPys] = {f € C(X,R)  |[PIA(f) = fll = o(1 = (1 —eun)™)} =

={f € C(X,R)  [|IP75(f) — fll = o(menp) } = H.

2. Pour tout A > 0, et pour tout suite (k(n)),en d’entiers positifs tel que

lim @ = 0, la suite (Pfy(/\n))neN est convergente avec l'ordre (1 — (1 —

n—oo

£,0)"™) qui est équivalente avec l'ordre k(n)e, » et
k(n k(n n
TrP) = {f € C(XR) IS (F) = fll = o(1 = (1 = £,,0)" ™)} =

= {f €C(X,R) : |PE(f) — fll = o(k(n)enr)} = H.

On doit étre concerné avec une autre propriété importante des opérateurs
P, » qui consiste dans le fait qu’ils engendrent un semigroupe positif forte-
ment continu sur C(X,R).

Pour tout m > 1 on mettre
A, (X) : sous-espace linéaire engendré par {th chi € AX),i=1,..., m},
i=1

(Apm)m>1 est une suite croissante du sous-espace linéaire de C(X,R), de
plus, le sous-espace

AOO<X) = U Am(X)
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est une sous algebre de C(X, R) qui sépart X et il est dense dans C(X,R).
Théoréme 2.4.4 [1] : on suppose que

(i) T(4,(X)) € A(X),

ou, oll bien

(i) A(X) est de dimension fini et T'(A4,,(X)) C A,,,(X) pour tou m > 1.

Alors il existe un semigroupe de contraction positif fortement continu
(T'(t))1>0 sur C(X,R) tel que pour tout ¢ > 0 et A > 0 et pour toute suite

(k(n))nen d’entiers positifs tel que lim %”) =t,ona

n—oo

lim P:’(A") =T(\t) fortement sur C(X,R).

n—oo

de plus

tlim T(t)=T fortement sur C(X,R).
et le générateur du semigroupe (7'(t)):>o est la fermeture de l'opérateur
linéaire Z : D(Z) — C(X,R) défini par
2(f) = lm n(B.(f) ~ /)
pour tout f € D(Z), o

D(Z)={g € C(X,R): limn(B,(g) — g) existe sur C(X,R)}.

n—oo

Finallement A (X) C D(Z) et pour tout m > 1 et hy, ..., hy, € A(X)

( 0, m=1
m T(h1h2) — hihy, m=2
Z([ ) = i
= >, (T(hihj) = hih;)  IT  hyy m >3
1<i<j<m —
\ ,r % Z?j
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2.5 Equation diffusion associées aux opérateurs
P ».

On note par A : D(A) — C(X,R) le générateur du semigroupe (7°(t)):>0
indiqué dans le théoréme 2.4.4, ainsi le domaine D(A) de A est un sous-
ensemble dense de C(X,R) et

Aw C D(Z) C D(A). (2.5.1)

Pour tout A > 0 et uy € D(A), le probléme abstrait de Cauchy

@ — \Au
(2.5.2)
u(0) = ug

a une solution unique donnée par

u(t) = T(At)ug hm P[ ]uo lim By,

n—oo
L’équation différentielle indiquée dans (2.5.2) peut étre regarder comme
une équation de diffusion abstrait car dans tout les cas concrets on ais capable
de calculer comment I'opérateur agir, on obtient des opérateurs différentiels
élliptique du second ordre qu’ils dégénerent sur la frontiére de Choquet de
H.

Maintenant, on traite le cas de ’espace produit avec plus de détails.

On considére la famille (X;)1<;<, des sous-ensembles compactes convexes
métrisables tel que X; contenu dans un espace euclidien. Pour toutz =1,....p
soit T; : C(X;,R) — C(X;,R) une prOJectlon pos1t1ve satisfait la condltlon

()" du théoréme 2.4.4, on met X = HX et T = ®T

=1

Pour tout ¢ = 1,...,p , n > 1, on note par B,; : C(X;,R) — C(X;,R)
le ni*™e opérateur de Bernstein-Schnabl associé avec Tj, alors, du propriétés
commutative et associative du produit tensoriel des mesures il suit que

Bn - é Bn,i-
=1

41



Pour tout ¢ = 1, ..., p on note par (7;(t));>0 le semigroupe engendré et par
A; 1 D(4;) — C(X;,R) leur générateur.

p
On considére le sous-espace ® D(A;) engendré par
=1

1=

Théoréme 2.5.1 [1] : Sous les hypothéses ci-dessus, 'opérateur T' sa-
tisfait la condition (i)’ du théoréme 2.4.4, de plus, on note par (7'(t));>o le
semigroupe engendré et par A : D(A) — C(X,R) leur générateur, on a

T(t)= ®@T;(t) pour tout t >0,

:D(AZ») c D(A),

)

P p p
et A est la fermeture de 'opérateur > ® A;; défini sur ® D(4;), o
i=1=1 i=1

L’opérateur identité sur C(X,R) si j # 1,
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Chapitre 3

Opérateurs de Bernstein-Schnabl

et opérateurs de
Stancu-Muhlbach.

3.1 Opérateurs de Bernstein-Schnabl.

3.1.1 Notions et résultats préliminaires.

Soit X un espace compact de Hausdorff et notons par C(X,R) le Banach
réticulé de toutes les fonctions réelles continues sur X, muni de la topologie
norme sup et de Pordre naturel. Soit M*(X) (respectivement M'(X)) len-
semble de toutes les mesures positives (repect. probabilités) de Radon sur X.

Considérons 'opérateur linéaire positif 7': C(X,R) — C(X,R) et le sous-
ensemble S de C(X,R).

On dit que S est un ensemble T-Korovkin si pour tout ensemble (L;);cs
d’opérateurs linéaires positifs sur C(X, R) satisfaisant la condition

lim L;(h) =T(h), pour tout h € S,

icl

ainsi on a

lim L;(f) =T(f), pour tout f € C(X,R).

i€l
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Si T est lopérateur identité sur C(X,R) et S un ensemble T-Korovkin,
on dit simplement que S est un ensemble Korovkin.

Dans le but de caractériser les ensembles de Korovkin il est utile d’in-

troduire la frontiére de Choquet 9,X de X par rapport a S qui est définie
par

0 X ={xeX :sipe MYX)et uh)=h(z), pourtout he S

alors u(f) = f(z), pourtout f € C(X,R)}. (3.1.1)

Alors on a (H. Bauer [11], M.W.Grossman [17])

S est un ensemble Korovkin si et seulement si 9, X = X. (3.1.2)

Un autre résultat qui peut étre utile dans la suite est donné par le théo-
réme suivant :

Théoréme 3.1.1 [2] : Soit S un sous-ensemble de C(X,R) qui sépare les
points de X. Alors

{1} USUS?  est un ensemble Korovkin,

ou S?={f?:f€S} et 1estlafonction constante unité.

On rappelle quelques résultats concernant les projections linéaires posi-
tives dans C(X,R).

On considére la projection linéaire postive T : C(X,R) — C(X,R) (c.a.d
T est un opérateur linéaire positif tel que 72 = T'). Supposons que T(1) = 1
et 'image H = T(C(X,R)) sépare les points de X.

Sous ces hypothéses on sait que
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OopX ={x e X :T(f)(x) = f(z), pourtout f € C(X,R)}. (3.1.3)
On a prouvé le résultat suivant :

Théoréme 3.1.2 [2] : Soit T : C(X,R) — C(X,R) une projection li-
néaire positive tel que T'(1) = 1 et I'image H = T(C(X,R)) sépare les
points de X. Alors pour toute fonction & € C(X,R) telle que & < T'(P)
et OpX = {x € X : T(®)(z) = ®(x)}, 'ensemble H U {(}} est un ensemble
T-Korovkin.

On a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.1.1 : Soit X un espace compact de Hausdorff et soit (hy,)nen

[o.¢]
une suite dans C(X,R) qui sépare les points de X telle que les séries > h2
n=0

convergent uniformément sur X. Alors {1} U {h, :n € N}U{> h2} est un
n=0

ensemble Korovkin.

Preuve.

Soit z € X et p € M*(X) tel que u(1) =1, p(h,) = hy(x) pour tout
neN et (LR = H(@)

Alors

> i (b = ho(2))?) =D (u(h2) = hi(x)) = 0.

n=

et par conséquent p ((h, — h,(x))?) =0 pour tout n € N,

Il suit que le support S(u) de u est contenu dans [ {y € X : h,(y) =
neN
hn(x)} = {x} car (hy)nen sépare les points de X.

Donc il existe A > 0 tel que pu(f) = Af(x) pour tout f € C(X,R) et
finalement, comme p(1) = 1, on a A\ = 1 et donc u(f) = f(z) pour tout
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feC(X,R).
De (3.1.1) et (3.1.2) on obtient le résultat. 4

Avant d’établir le résultat suivant, il est nécéssaire de signaler que, si X
est un espace compact métrisable de Hausdorff et H est un sous-espace li-
néaire de C(X,R) qui sépare les points de X, alors il est toujours possible
de construire une suite (h,),eny dans H qui sépare les points de X telle que

o
les séries > h2 convergent uniformément. Il suffit de considérer un sous en-

n=0
semble dénombrable dense (I,,),eny de H (H étant séparable) et de poser
h, = W pour tout n € N.

Proposition 3.1.2 : Soit X un espace compact métrisable de Hausdorff
et T : C(X,R) — C(X,R) une projection linéaire positive. Supposons que
T(1) = 1et 'image H = T(C(X,R)) sépare les points de X. Soit (h;,)nen une

o
suite dans H qui sépare les points de X telle que les séries > h2 convergent
n=0
uniformément vers la fonction ® € C(X,R). Alors

O<T(P) et OgX={reX:T(P)(x)=>(x)}.

Par conséquent H U {0} est T-Korovkin. En particulier H U H? est un
ensemble T-korovkin.

Preuve.

Pour tout x € X on considére la mesure de Radon positive p, dans X
définie en posant

p(f) = T(f)(x), pourtout f € C(X,R).

Pour tout h € H on a p,(h) = h(z), donc, pour tout n € N

< / |hin| dpig <
< (/ h, dux)l/z (/1 dux) = (pa(h2))"?
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et aussi

hp () < T(hy,) (@)

donc
o< T(P).
Maintenant, si z € dy X, alors T(®)(z) = ®(x) par (3.1.3).

par conséquent, on suppose que T'(®)(x) = ®(x) pour quelques z € X,
alors 1,(®) = ®(x).

De plus p(hy,) = h,(z) pour tout n € N. En vertu du lemme 3.1.1 et pro-
position 3.1.2, on peut conclure que T'(f)(x) = f(z) pour tout f € C(X,R)
qui implique que x € 9y X par (3.1.3).

La derniére assertion suit du théoréme 3.1.2. ¢

3.1.2 Opérateurs de Bernstein-Schnabl et leurs itéra-
tions.

Soit X un sous-ensemble compact convexe métrisable d’un espace locale-
ment convexe de Hausdorff et T': C(X,R) — C(X,R) une projection linéaire
positive. Soit H = T'(C(X,R)) I'image de T et notons par A(X) I'espace de
toute les fonctions affines continues dans X. On suppose que

AX)C H (3.1.4)

(et donc H sépare les points de X et T'(1) = 1).

Pour tout 7 € X, A€ [0,1] et h € H

la fonction = € X +— h((1 — AT+ Az) appartient & H. (3.1.5)

Soit P = (pnj)n>1,j>1 une matrice stochastique triangulaire supérieure
infinie, c.a.d
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Pnj =0 quand j>n et > p,j=> pnj =1 pour tout n > 1.

o0 n
J=1 J=1

Pour tout n > 1 on considére 'application 7, : X™ — X définie en posant
pour tout (z1,...,z,) € X"

n
Tn(T1y oy Tp) = anj z;.
=1

Pour tout z € X on note par u, € M'(X) la mesure probabilité de Radon
sur X définie par

we(f)=T(f)(x) pourtout f € C(X,R). (3.1.6)

Pour tout n € N, n > 1, on considére 'opérateur linéaire positif B, :
C(X,R) — C(X,R) défini en posant pour tout f € C(X,R) et x € X

Bu(Pa) = [ fom d (® u) (3.1.7)

ol Ly ; = [ty pour tout ¢ =1,...,n.

L’opérateur linéaire B, est appelé le n'®™® opérateur de Bernstein-Schnabl

par rapport a la matrice P et la projection T', selon la définition proposé par
M.W. Grossman dans [17].

Notre but est d’étudier le comportement asymptotique des suites (B, )nen
définie par (3.1.7), et les suites de leurs itérations.

Comme d’habitude on pose

BY=1 e B™=DB,oB™! (3.1.8)

pour tout m > 1, n > 1.
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Théoréme 3.1.3 [2] : Sous les hypothéses (3.1.4) et (3.1.5) ci-dessus,
pour tout f € C(X,R) on a:

1. lim B™(f)=T(f) uniformément sur X pour tout n > 1,

2.8 lim Y p? =0,alors lim B(f) = f uniformément sur X

n—oo ;| n—oo

pour tout m > 1,

Preuve.

On note que pour tout h € H et x € X ; puisque T'(h) = h, pu,(h) = h(x).
Alors pour tout n > 1 et en vertu de (3.1.5) on a

Bn(h)(x):/ / Bt (21, s ) (1)t () =

= h(m,(z,...,x)) = h(z).
Donc B, (h) =h pour tout h € H et n > 1 et aussi

lim B™(h) = lim B™h)=h=T(h). (1)

n—oo m—00

Considérons maintenant h € A(X) C H, alors, pour tout i = 1,....,n on

n

note par pr; : X™ — X la n'®™® projection, on a hom, = > pn; hopr; et
i=1

donc

n 2 n
h?om, = (Z DPni h opn) = Z pii h% o pri+
i=1 i=1
+2 Z PniPni (hopr;)(hopr;).

1<i<j<n

il suit que pour tout x € X

B,(h) ()= [ h2om, d| & 1y, | = QA/h?dI
o) = [t omd (B ) = 3 ok [ et

Xxn ' X
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> pmpm] W2 (x Z o T(h?)(x

1<i<j<n

1— Z pm] h*(z

En conclusion

By(h*) =Y phT(h?) +
i=1

=S p] i 2)

=1

par conséquent

n

1 - Z Piz’ B
i=1

B2 h2 me h2 )+

n

n n n 2
_ [zpzi T 1—zpzi] [zpz,. T 1—2@]
=1 =1 1=1 =1

En général, pour tout m > 1

By (1?) = [i(l - i piz)k] [i pyi | T(h* 1 - i piz] h? =
i=1 i=1 i1

k=0

- [1 — (=) PR T
=1

par conséquent pour tout h € A(X)

+ <1 -y p,QM») h?. (3)
i=1
i 520 < [S ] Sren-mo o
Tandis que, si lim Z p2, =0;

lim B"(h*) = h? (5)

n—oo
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donc Vassertion 1) suit de (1), (4) et proposition 3.1.2, pendant que I’as-
sertion 2) suit de (1), (5) et théoréme 3.1.1 appliqué & S = A(X). ¢

A présent, on s’intéresse a I'étude du comportement limite de la k(n)*®me
itération BE™ de B, quand n — oo, (k(n))nen étant une suite d’entiers po-

sitifs.

Théorémes 3.1.4 [2] : Sous les hypothéses (3.1.4) et (3.1.5) ci-dessus,
soit (k(n))nen une suite d’entiers positifs. De plus on suppose que

n
. 2
lim E Py, =0,
n—oo

i=1

Pour tout f € C(X,R) on a :

n

1. Si  lim k(n)dY p2. =0, alors lim Bﬁ(n)( f)=[f uniformément

ng

n—o0 Pt =00
sur X.

2. Si lim /{;(n)zn: pa = o0, alors lim BE™(£) = T(f) uniformément
surnX(?O - T

Preuve.

En vertu de la formule (3) ci-dessus, pour tout h € A(X) et pour tout
n € Non a

§ N n k(n)
BE™(h?) = [1 = (=D ) 0= D ) | T+ (1 2 piZ) "
i=1 =1 .

Donc on a
(1 = pi) = exp [—k(n) (Z pi) log (1 = pi-) / (—Z p%)] :
1 i—1 i=1 i=1
on peut conclure comme dans la preuve du théoréme 3.1.3. ¢
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Sous des hypothéses supplémentaires il est possible d’étudier ce qui se
n

passe si lim k(n)Y p2 = +t €]0,+o0l.
n—00 i=1

Pour des raisons de simplicité on se limite au cas ou P est la matrice
arithmitique de Toeplitz, c.a.d p,, = % sin>1leti=1,...,netp, =0si
i > n, (cependant le résultat suivant reste vrai pour une matrice stochastique

générale P dont les coeflicients satisfont les conditions lim Z pi = 0et
n—oo ;|
-1 '
lim (Z pi) ( Z DRl Dl D, -+1p”ik> = O,m—1 (OU Of m—1 désigne
n—oo i=1 »1 7/k; 1 1 s s

le symbole de Kronecker). pour tout m € N, avec m >3, s e N, 1 <s < 2,
keNetry,.,rs € Ntel que ri + ... + rs =m — k + s).

On pose pour tout m > 1

A, : le sous espace linéaire engendré par

{Hh ch; € A(X), :1m}

(Am)men est une suite croissante de sous-espace linéaire de C(X, R).

De plus le sous-espace

:UAm

meN

est une sous-Algébre de C(X,R) qui sépare X et qui est donc dense dans
C(X,R).

On peut établir notre résultat principal :

Théoréme 3.1.5 : Sous les hypothéses (3.1.4) et (3.1.5) ci-dessus, on
considére la suite (B,,),en d’opérateurs de Bernstein-Schnabl associés a T et
a la matrice arithmétique de Toeplitz et on suppose que

T(As) C A(X)

ou, alternativement,
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(i) A(X) est de dimension fini et T'(A,,) C A,, pour tout m > 1.

Alors il existe un semigroupe de contraction positive (7'(t));>o fortement

continu sur C(X,R) tel que pour tout ¢ > 0 et pour toute suite (k(n)),en
k(n)

d’entiers positifs telle que lim == =1, on a
lim B¥"™ = T(t) fortement sur C(X,R).

n—oo

De plus

lim7'(t) =T fortement sur C(X,R),

t—o0

et le générateur du semigroupe (7'(t)):>o est la ferméture de 'opérateur
linéaire Z : D(Z) — C(X,R) défini par

Z(f) = limn(B,(f) - f)

n—oo

pour tout f € D(Z) = {g € C(X,R): limn(B,(g) —g) existe dans C(X, ]R)}

n—oo

Finalement, A, C D(Z) et pour tout m € N;m > 1et hq, ..., hy, € A(X)

(0, m=1
m T(h1h2) — hihy , m =2
Z([[m) = N
i=1 z (T(hzh]) — hlhj) H ]’LT- , m Z 3
1<i<j<m r =
\ r#i,j

Preuve. voir |2]
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3.2 Opérateurs de Stancu-Miihlbach.

3.2.1 Définitions.

On a besoin de rappeler quelques résultats préliminaires.

Soit X un espace compact de Hausdorff et C(X, R) un Banach réticulé de
toutes les fonctions réelles sur X, muni de la norme sup et de 'ordre naturel.

Si T : C(X,R) — C(X,R) un opérateur linéaire positif et si S est un
sous-ensemble de C(X,R), on rappelle que S est dit un ensemble T-Korovkin
si pour tout opérateur linéaire positif (L;);c; sur C(X,R) tel que

ljer? L;(h) =T(h), pourtout h €S,
il suit

lim L;(f) =T(f), pour tout f € C(X,R).

icl

SiT:C(X,R) — C(X,R) est une projection linéaire positive, T" est un
opérateur positif tel que 72 = T, on a les résultats suivants :

Théoréme 3.2.1 [12] : Soient X un espace compact convexe métrisable
de Hausdorff et 7' : C(X,R) — C(X,R) une projection linéaire positive,
telle que T'(1) = 1 et I'image H = T(C(X,R)) sépare les points de X. Soit

o0
(I )nen une suite dans H qui sépare les points de X telle que les séries > h?
n=0
covergent uniformément vers la fonction ® € C'(X,R).

Alors

H U {®} (en particulier H U H?) est un ensemble T-korovkin.

On rappelle la définition de n'®™¢ opérateur de Stancu-Miihlbach, pour
des raisons simplicité on considére les opérateurs de Stancu-Miihlbach as-
sociés a la matrice arithmétique de Toeplitz et a la suite des nombres réels
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postifs (a,)nen-

Soient X un sous-ensemble compact convexe métrisable d’un espace lo-
calement convexe de Hausdorff et 7' : C(X,R) — C(X,R) une projection
linéaire positive. Soit H = T'(C(X,R)) l'image de T.

On désigne par A(X) l'espace de toutes les fonctions continues affines sur
X. On suppose que

A(X) C H, (3.2.1)

(donc H sépare les points de X et T'(1) = 1), et pour tout T € X, A € [0, 1]
ethe H
la fonction = € X — h((1 — A\)T + Ax) appartient a H. (3.2.2)

Pour tout z € X on note par u, la mesure probabilité de Radon sur X
définie pour tout f € C(X,R) par

pa () = T(f) (). (3.2.3)

Soit n € N, n > 1, selon [11] et [12] on note par p, : R — R la fonction
réelle définie pour tout a € R par

|
—

n

pnla) = | (1+ ja), (3.2.4)

<
Il
o

sik=1,...,n on pose

k
Vn, k) = {(vl,...,vk) eENF: v, Lo > 1 et Zvi = n} , (3.2.5)
i=1

pour plus de simplicité on écrit |v|p = n au lieu de v = (vy,...,v%) €
V(n, k).

Si on note par s(n, k) le coéfficient de a”* du polynome p,(a), on a
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pola) = ) s(n,k)a"" (3.2.6)

De plus

s(n, k) = — : (3.2.7)

Posi(a) = pa(a)) (= D > il (3.2.8)
. ! .

Finalement, pour tout (vy, ..., v) € V(n, k) on considére la fonction 7, ,, :
X* — X définie pour tout (zy,...,zx) € X* par

_unTn + ..+ URT
- .

(3.2.9)

Togog (T1y eey Tk

Soit (an)nen une suite de nombres réels positifs, pour tout n € N, n > 1.
Alors le ni®™ gpérateur de Stancu-Miihlbach Q,, ., : C(X,R) — C(X,R) par
rapport a la projection T, est défini pour tout f € C(X,R) et x € X par

k=1 [v]k Xn
(3.2.10)
= —a x1...dx
pnla,) “~— kI'" ~ V1. n ! F
k=1 [v]g=n X X
ol iy ; = [y pour tout ¢ =1,.... k.

Si a, = 0 le n'®™® opérateur de Stancu-Miihlbach coincide avec le n'®™e

opérateur de Bernstein-Schnabl.

Les itérations des opérateurs de Stancu-Miihlbach sont définies par
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0 =T et QU =Qua,oQm (3.2.11)

n,an n,an n,an
pour tout n > 1, m > 1.

En utilisant (3.2.6) (3.2.7) et (3.2.8), on a la formule suivante, pour tout
n €N, n>1, et pour tout h € H

Qna,(h) =h, (3.2.12)
De plus, sim € N, m > 1, et h € A(X)

-1 1 " n—1 1 "
mo )= (= W1 T(h?).
"’“”< ) < n 1+an) +( ( n 1—|—an) ) ()
(3.2.13)

3.2.2 Semigroupes limite des opérateurs de Stancu-
Miihlbach.

Supposons que (a,)nen est une suite de nombres réels positifs.

Dans le but d’étudier quelques propriétés de convergence pour le cas ol
les suites (na,)nen convergent vers un nombre réel b, on considére les nota-
tions suivantes, pour tout m > 1, on pose

A, : le sous espace linéaire engendré par
{H hi: hi € A(X),i=1, m} , (3.2.14)
i=1

(Apm)m>1 est une suite croissante de sous espaces linéaires de C(X,R). De
plus le sous espace

A = [ An (3.2.15)
m=1
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est une sous-algébre de C(X, R) qui sépare les points de X et qui est dense
dans C(X,R) en vertu du théoréme de Stone-Weierstrass.

De plus, on considére 'opérateur linéaire Lg : A, — As défini pour tout
m € Net hy,...,h,, € A(X) par

( 0 ) m = 1
m T(h1h2) — hihs | m=2
Ly (Hh) = - (3.2.16)
= > (T(hihy) —hihy) T he, m>3.
1<i<j<m r—1
X r#i,]

Lemme 3.2.1 : Soitn>1, k=1,...,n, et pour tout [ > 1 posons

N() = {(ir,....i) € {1,....,k} : i, #1i, pour r # s}. (3.2.17)

Si (v1,...,vx) € V(n, k) on a

K
Z vivig...vil = nl_lzvf + Un<1)1, veey Uk l) (3218)
(i1, EN (D) i=1
avec
k
Un(vr, o vpi D) S uy 0™ “of Fug 0l Y vl
i=1 (i1,i2)EN(2)

ol uy; et ug sont des constantes réelles dépendent de [.

De plus, pour tout [ > 2, il suit que
k

LHl(l-1)
Z vy, v, = nin' 272%2 + Wi (v, .y vk 1) (3.2.19)

(i1,...,i ) EN (D) i=1
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k
. -3 3 -4 2.2
|W(v1, .o v )| < wyn E vy 4+ wyn E ;U3

i=1 (i1,i2)EN(2)

ol wy; et wq sont des constantes réelles dépendent de .

Preuve. voir [12]

Théoréme 3.2.2 : Supposons que les conditions (3.2.1) et (3.2.2) sont
satisfaites et que (a,)nen est une suite de nombres réels positifs telle que les

suites (na,),en convergent vers b € R.

Alors pour tout f € Ay, on a

lim n(Qna, (f) — f) =1 +0b)Lo(f), uniformément sur X.

n—oo

Preuve. voir [12]

Maintenant, on étudie le comportement asymptotique de la suite (Q%ZT)L)%N

dans la cas ot lim ™ —¢ > 0.

n—oo

Théoréme 3.2.3 : Supposons que les conditions (3.2.1) et (3.2.2) sont
satisfaites et que (a,)nen est une suite de nombres réels positifs telle que les
suites (na,),en convergent vers b € R.

On considére la suite (Qy.q, Jnen des opérateurs de Stancu-Miihlbach as-
sociés & T (3.2.10) et on suppose que

(1) T(Ay) C A(X)
ou, alternativement,

(i)’ A(X) est de dimension fini et T'(A,,) C A, pour tout m > 1.

29



Alors il existe un semigroupe de contraction positive (Q(t)):>o fortement
continu sur C(X,R) tel que pour tout ¢ > 0 et pour toute suite (k(n))nen
d’entiers positifs tel que lim @

n—oo

hm Qk(” = Q(t), fortement sur C(X,R).

=1t,0na

De plus

lim Q(t) =T, fortement sur C(X,R),

n—oo

et le générateur du semigroupe (Q(t))i>o est la ferméture de l'opérateur
linéaire A : D(A) — C(X,R) défini par

A(f) = lim n(Qna,(f) = f) (3.2.20)

n—oo

pour tout f € D(A), ou

D(A) = { FECLR) : limn(Qua, (f) — f) existe sur C(X, R)} .

n—oo

Finalement, A,, C D(A) et pour tout m € N, m > 1 et hy, ..., hy,, € A(X)

A(ﬁh) (14 b) (Hh) (3.2.21)

i=1

Preuve. voir [12]

3.2.3 Les solutions du probléme de Cauchy associé.

On donne une application du théoréme 3.2.3 dans le cas ou X = B(zq, 1)
est la boule dans R? (p > 1) de centre z, et de rayon 7. Dans ce cas, le n'®m®
opérateur de Stancu-Miihlbach ), ., associé a la matrice arithmétique de
Teoplitz est défini pour tout f € C(X,R) et z € X par
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Qn.a, (f)(x) =

\

I e g s
pn(an) k!™n TOp V1.V

[v]=n
f R e o .
[ e e do(xy)...do(zy) si ||z — ol <,
X OX
f() sl = ol =1,

ol o, est 'aire de la surface de la sphére unité et o est la mesure surface
au frontiére 0X de X.

De plus, la projection positive T : C(X,R) — C(X,R) est définie pour
tout f € C(X,R) et z € X par

T(f) ()

r2—|lzo—z|? I H f(z) do(z) si||lz— x| <,
0X

rop z—z||P

/() si Jla — aol| = 1.

pour tout ¢,7 = 1, ..., p, il suit

T(priprj) =

1

( pripr; sii# j,

v (7"2 — > (pra = pra(@o))* + (p — 1) (pri —pn(xo>>2)

NEi

[ +2pri(zo)pri — pri(wo) si i = j,

et donc la projection T satisfait la condition (i)’ du théoréme 3.2.3.

Si A est 'opérateur défini par (3.2.20), alors, par la formule précédente
et (3.2.21), il est facile de déduire que I'opérateur A coincide sur A,, avec
lopérateur différentiel elliptique dégénéré du second ordre

r? — llzo — x|

W(h)) = (L4 )

Af(z),
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Donc, la fonction

u(t,x) = lim Q" (uo))(x), t>0, z € X,

est la solution unique du probléme de Cauchy
gt (t.x) = Cu(t,z)

u(0,x) = ug(x), r e X, u € D(C),

ol C est la fermeture de W.
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