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Résumé (en français)

L'objet de ce travail consiste à l'étude du système de FitzHugh-Nagumo décrivant

la dynamique des potentiels d'action neuronale en ajoutant une perturbation stochas-

tique. Nous commençons par traiter ce système dans le cas déterministe dont l'étude

repose sur le traitement de sa décomposition en deux sous systèmes. Ainsi, on montre

l'existence globale de la solution, la nature des points d'équilibres (point selle, n÷ud,

bifurcation,. . . ) ainsi que leur stabilité globale ou asymptotique et en�n l'existence

de cycles limites. Une étude numérique en utilisant Matlabe nous a permis par des

illustrations de retrouver nos résultats théoriques. Dans le cas stochastique, on montre

l'existence et l'unicité de la solution et, à l'aide de simulation numérique, nous obte-

nons des résultats sur le changement du comportement de la solution par rapport au

cas déterministe dû au mouvement brownien.

Mots-clés : Modèle neuronal , FitzHugh-Nagumo, système dynamique, bifurcation,

cycle limite.
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Résumé (en anglais)

This work address the FitzHugh-Nagumo system which models the dynamics of

neuronal action potentials with a stochastic perturbation. We begin the study of the

deterministic system by decomposing it on two sub-systems. Thus, we prove the global

existence of the solution, the nature of equilibrium points (saddle point, node, bifur-

cation, . . . ) as well as their global or asymptotic stability and �nally the existence of

limit cycles. A numerical study using Matlab permets us by illustrations to �nd the

theoretical results. In the stochastic case, we obtain the existence and the unicity of the

solution and, by numerical simulation , we obtain some results on the behavior change

of the solution with respect to the deterministic case which results from the Brownian

motion.

Keywords. neuron model, FitzHugh-Nagumo, asymptotic dynamics, bifurcation, limit

cycles.
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Résumé ( en arabe )

6



Chapitre 1
Introduction

1.1 Motivation de la recherche et obtention de l'équa-

tion de FitzHugh-Nagumo

Concernant la recherche dans les neurosciences, plus précisément pour l'étude de la

dynamique du potentiel d'action neuronal, une des premières modélisations rigoureuse

et utilisée a été proposée par Hodgkin et Huxley [15] en 1952. En e�et, d'après leurs

expériences sur l'axone géant du calamar, ils ont proposé le modèle de l'in�ux nerveux

donné par le système suivant :
cdV
dt

= −
_

gkn
4(V − Vk)−

_

gNam
3h(V − VNa)−

_

gL(V − VL) + I,
dm
dt

= αm(V )(1−m)− βm(V )m,
dn
dt

= αn(V )(1− n)− βn(V )n,
dh
dt

= αh(V )(1− h)− βh(V )h,

(1.1)

où les paramètres sont décrits comme suit :

V : potentiel de la membrane,

I : courant extérieur appliqué,
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Chapitre 1. Introduction 8

m,n, h ∈ [0, 1] : probabiltés d'activation du sodium, de désactivation du sodium et

d'activation du potassium,
_

gk,
_

gNa,
_

gL : conductance de la membrane pour le potassium, le sodium et le courant

de fuite (leakage current),

Vk, VNa, VL : potentiel d'équilibre du potassium, du sodium et du courant de fuite

(leakage current),

αm, βm, αn, βn et αh, βh : taux de transfert du potassium et du sodium.

Pour la simpli�cation de l'écriture du système, posons

τm =
1

αm + βm
, τn =

1

αn + βn
, τh =

1

αh + βh
,

m∞ =
αm

αm + βm
, n∞ =

αn
αn + βn

, h∞ =
αh

αh + βh
.

Le système (1.1) devient
cdV
dt

= −
_

gkn
4(V − Vk)−

_

gNam
3h(V − VNa)−

_

gL(V − VL) + I,
dm
dt

= m∞(V )−m
τm(V )

,
dn
dt

= n∞(V )−n
τn(V )

,
dh
dt

= h∞(V )−h
τh(V )

.

(1.2)

Ensuite, Fitzhugh et Nagumo [19] en 1961, expérimentalement, ont remarqué d'une

part que l'activation du sodium est trés rapide et font donc l'estimation suivante m ≈
m∞(V ), i.e., m peut être assimilé à une constante, et donc l'équation en dm

dt
n'a plus lieu

d'être, et d'autre part que la somme des deux variables h et n est à peu près constante

au cours du potentiel d'action et est donnée par

h∞(V ) + n∞(V ) = 0, 8.

Ainsi, comme généralisation, en notant

h(V ) + an(V ) = b,
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où a et b sont des constantes et en posant

w(V ) = b− h(V ) = an(V ),

on obtient
dw

dt
=
w∞(V )− w
τw(V )

,

et donc le système (1.2) se réduit au système{
dV
dt

= 1
C

(
_

gNa(m∞(V ))3(b− w)(VNa − V ) +
_

gk(
w
a

)4(Vk − V ) +
_

gL(VL − V ) + I),
dw
dt

= w∞(V )−w
τw(V )

.

De plus, toujours à partir d'observation, Fitzhugh a remarqué que la V-nullcline (i.e.,
.

V = 0) a la forme d'une fonction cubique et que la w-nullcline (i.e.,
.
w = 0) peut être

approximée par une droite. Ainsi le modèle a la forme suivante{
dV
dt

= V (V − η)(1− V )− w + I,
dw
dt

= ε(V − γw),

où V correspond au potentiel de la membrane, tandis que w correspond aux �ux lents

d'ions à travers la membrane ; les paramètres η, γ et ε sont des constantes avec 0 < η < 1

, γ << 1 et le paramètre I correspond au courant externe appliqué.

Ainsi la formulation mathématique du système de Fitzhugh-Nagumo est décrite comme

suit {
dx
dt

= a(y − f(x)),
dw
dt

= b(g(x)− y)
(1.3)

où x représente le potentiel de la membrane, y les �ux d'ions à travers la membrane, f

une fonction cubique, g une fonction linéaire et a et b sont des constantes. Pour plus de

précision sur l'aspect biologique voir [8], [16], [19]. Des résultats pour ce type de sys-

tème ont été obtenus par plusieurs auteurs, numériquement [7], et avec des méthodes

de régularisation [1].

Concernant le cas de la perturbation stochastique, Berglund et Gentz [5], [4] ce sont
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intéressés au nombre des petites oscillations entre deux spikes successifs et au compor-

tement des trajectoires au voisinage des branches d'équilibre stable et instable ainsi

qu'au voisinage du point d'équilibre.
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1.2 Contenu de la thèse

Dans ce travail, nous nous intéressons à l'étude du système de Fitzhugh-Nagumo

stochastique suivant :{
dx = 1

ε
(x− x3 + y)dt+ σ1√

ε
dW 1

t ,

dy = (a− bx− cy)dt+ σ2dW
2
t ,

(1.4)

où

x représente le potentiel de la membrane,

y correspond à l'échange des ions à travers la membrane neuronale,

a, b, c ∈ R et ε est paramètre positif assez petit,

W 2
t ,W

1
t sont deux processus de Weiner standards indépendants,

σ1 > 0 , σ2 > 0.

Le deuxième chapitre est consacré à des rappels sur la théorie des systèmes dyna-

miques ainsi que sur le calcul stochastique en dimension �nie.

Dans le troisième chapitre, nous considérons le système de FitzHugh-Nagumo dé-

terministe suivant : {
dx = 1

ε
(x− x3 + y)dt,

dy = (a− bx− cy)dt.
(1.5)

L'étude de ce système nous conduit à sa décomposition en deux sous systèmes. Pour le

premier sous système, en prenant b = 0 et c = 1, une étude complète a été établie. En

e�et, nous avons pu trouver les points d'équilibre, leurs natures ainsi que leurs stabilités

asymptotiques. Aussi nous avons réussi, à l'aide du lemme de Gronwall, à montrer que

la solution est bornée et, à l'aide du critère de Bendixon, que ce système n'admet pas

de cycle limite. Concernant le second sous système, où b = 1 et c = 0, qui a un unique

point d'équilibre, nous prouvons que ce point stationnaire est un attracteur globale dans

les deux cas où il est stable : |a| >
√

3
3

et |a| =
√

3
3
. La démonstration dans le cas où

|a| >
√

3
3

repose su la technique donnée dans [13], [17], [18], et dans le cas où |a| =
√

3
3
,

nous utilisons l'algorithme des Formes Normales. Dans le cas où le point stationnaire

est instable, nous avons donné deux démonstrations, l'une utilisant les résultats sur
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les systèmes de Liénard et l'autre en s'inspirant de [13], pour montrer l'existence d'un

unique cycle limite hyperbolique stable. Le contenu de ce chapitre correspond à l'article

[21].

Le quatrième chapitre est consacré à la validation des résultats théoriques obtenues

dans le chapitre précédent en procédant par des stimulations numériques à l'aide du

logiciel Matlabe.

Dans le dernier chapitre, nous considérons le système de Fitzhugh-Nagumo sto-

chastique. En utilisant le théorème d'existence et d'unicité des équations di�érentielles

stochastiques, nous montrons l'existence et l'unicité de la solution. Ensuite, dans le cas

stochastique, on e�ectue une étude numérique qui nous permet d'obtenir des simula-

tions numériques décrivant le changement du comportement de la solution par rapport

au cas déterministe, en faisant varier les paramètres ε, σ1, σ2 et a.



Chapitre 2
Notions générales et préliminaires

2.1 Rappel sur les systèmes dynamiques

Ce chapire contient des notions générales et certains résultats utiles pour l'étude des

systèmes dynamiques.

Soient E un sous ensemble ouvert dans Rn et φ une application dé�nie dans l'espace

R× E à valeurs dans Rn..

Dé�nitions

- On appelle système dynamique sur E toute application φt continument di�éren-

tiable satisfaisant

1. φ0(x) = x, ∀x ∈ E.

2. (φt ◦ φs)(x) = φt+s(x) ∀s, t ∈ R et x ∈ E.

- Rappelons qu'un système dynamique sur E est linéaire si

φt(αx+ βy) = αφt(x) + βφt(y) ∀α, β, t ∈ R et x, y ∈ E.
- Considérons le système non linéaire dans Rn

dx = f(x)dt (2.1)

13
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avec la condition initiale x(0) = x0, où f est une fonction continument di�érentiable.

Soit φ(t, x0)
∆
= φt(x0) la solution de (2.1) avec la condition initiale précédente. L'en-

semble des application (φt) : E → E est appelé �ot de l'équation di�érentielle (2.1).

- Un �ot est dit autonome si la fonction φt ne dépend pas explicitement du temps,

sinon il est dit non autonome.

- Un point x∗ ∈ Rn est appelé un point critique ou point d'équilibre du système (2.1)

s'il véri�e

f(x∗) = 0.

Le point critique x∗ est dit hyperbolique si le polynôme caractéristique de la matrice

jacobienne Df(x∗) = ( ∂fi
∂xj

(x∗))1≤i,j≤n n'admet aucune valeur propre avec partie réelle

nulle. Dans ce cas, le système

.
x = Ax (2.2)

où A = Df(x∗), est appelé le système linéarisé du système (2.1)

- Considérons le cas d'un système planaire suivant{
dx = P (x, y)dt,

dy = Q(x, y)dt.
(2.3)

La représentation complète des orbites de ce système est appelé le portrait de phase

dans le plan (x ◦ y), plan de phase.

Rappelons que la linéarisation du système d'équations di�érentielles nous amène à

l'étude des points critiques. En e�et, considérons le système di�érentiel linéaire (2.2)

où A est une matrice d'ordre 2 et λ1 et λ2 sont les valeurs propres de cette matrice.

Pour tout point critique x∗, nous avons les résultats suivants.

(i) Si λ1 et λ2 sont réelles non nulles et de signes di�érents, alors x∗ est dit un

point selle et il est toujours instable.

(ii) Si λ1 et λ2 sont réelles de même signe, alors x∗ est un noeud, et il est stable si

λ1et λ2 sont négatifs et instable si λ1et λ2 sont positifs.
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(iii) Si λ1 = λ2 = λ, x∗ est un noeud propre stable si λ < 0 et instable sinon.

(iv) Si λ1 et λ2 sont des complexes conjuguées et Im(λj) 6= 0, 1 ≤ j ≤ 2, alors x∗

est un foyer. De plus, il est stable si Re(λj) < 0 et instable sinon.

(v) Si λ1 et λ2 sont imaginaires pures, alors le point critique x = x∗ est un centre.

- On appelle orbite périodique toute trajectoire φt(x) de (2.1) telle qu'il existe un

nombre T > 0, véri�ant

φt+T (x) = φt(x),

où le plus petit réel T > 0 qui véri�e cette égalité est appelé période.

- Un cycle limite du système (2.1) noté C est une trajectoire fermée isolée dans

l'espace de phases, i.e., il existe un voisinage de C dans lequel il n'y pas d'autres courbes
fermées.

Il est clair que les cycles limites apparaissent uniquement dans les systèmes non

linéaires.

Lemme 2.1 Supposons que le système (2.3) admet une orbite périodique (x(t), y(t))

de période T . Dé�nissons l'exposant caractéristique noté σ, par

σ =

∫ T

0

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
)(x(t), y(t))dt.

Alors l'orbite périodique (x(t), y(t)) est un cycle limite instable si σ > 0, et est stable si

σ < 0. Dans le cas où σ = 0, le cycle peut être stable, instable ou semi-stable.

- Le système (2.3) est dit symétrique par rapport à l'axe des x (resp. y) s'il est

invariant par la transformation (t; y) −→ (−t;−y) (resp.(t;x) −→ (−t;−x)).

Soit le système

dx = f(x, µ)dt (2.4)

où µ ∈ R et f ∈ C1(E).

- On appelle bifurcation tout changement qualitatif et topologique du comportement

des solutions du système (2.4) lorsque le paramètre µ change. Aussi, une bifurcation

est dite bifurcation de Hopf le changement donne naissance à une orbite périodique.
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Théorème 2.1 [14] Soit le système di�érentiel{
dx = f(x, y, µ)dt,

dy = g(x, y, µ)dt.
(2.5)

Soit (x∗, y∗) un point d'équilibre du système (2.5) pour tout µ ∈ R. Si la matrice jaco-

bienne du système (2.5) en (x∗, y∗) admet deux valeurs propres imaginaires conjuguées

λ1,2 = α(µ) ± iβ(µ) et s'il existe un certain µ = µ0 tel que α(µ0) = 0, β(µ0) 6= 0 et

( ∂
∂µ
α(µ))µ=µ0 6= 0, alors une bifurcation de Hopf survient lorsque la valeur du paramètre

de bifurcation µ passe µ0 et ((x∗, y∗), µ0) est un point de bifurcation de Hopf.

Théorème 2.2 Soit le système (2.5). Pour tout domaine simplement connexe D où

div(f, g) = ∂f
∂x

+ ∂g
∂y

ne change pas de signe, il n'existe pas de solution périodique de

(2.5) entièrement contenue dans D.

2.2 Calcul stochastique

2.2.1 Processus stochastiques

Dans toute la suite, on supposera donné un espace probabilisé (Ω,F ,P).

Dé�nition 2.2.1

Soient (Ω,F) et (E,Σ) deux espaces mesurables. Une application X : Ω −→ E est dite

(F ,Σ)− mesurable si

f−1(Σ) ⊂ F .

f est dite aussi variable aléatoire.

Dé�nition 2.2.2

On appelle processus stochastique toute famille de variables aléatoires (ξ (t) , t ∈ I), dé-

�nies sur (Ω,F) à valeurs dans l'espace mesurable (E,Σ) où I est un ensemble ordonné

quelconque.

− Pour ω ∈ Ω �xé, l'application ξω(.) : I −→ E est appelée trajectoire du processus.
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− Nous disons qu'un processus stochastique est continu si pour presque tout ω, ses

trajectoires sont continues, i.e.,

P ({ω ∈ Ω : t 7→ ξω(t) continue}) = 1.

− Deux processus stochastiques (ξ (t) , t ∈ I) et (ξ′ (t) , t ∈ I) dé�nis sur le même

espace probabilisé (Ω,F ,P) sont dits stochastiquement équivalents si

P {ξ (t) 6= ξ′ (t) , t ∈ I} = 0.

Dans ce cas nous disons que ξ′ (t) est une version de ξ (t).

2.2.2 Mouvement brownien

Dé�nition 2.2.3

Un processus stochastique (W (t), t ≥ 0) dé�ni sur (Ω,F ,P) à valeurs réelles est appelé

mouvement brownien (ou processus de Wiener) s'il véri�e les propriétés suivantes :

(i) W (0) = 0,

(ii) Pour tous 0 ≤ t0 ≤ · · · ≤ tn, les variable aléatoires W (tk)−W (tk−1), (1 ≤ k ≤ n)

sont indépendantes,

(iii) Pour tous 0 ≤ s ≤ t, on a

E [W (t)−W (s)] = (t− s)µ,

E
[
(W (t)−W (s))2

]
= (t− s)σ2,

où µ et σ sont des constantes réelles positives avec σ 6= 0.

Généralement on ne considère que le mouvement brownien standard ( µ = 0 et

σ = 1) puisque tout brownien peut se ramener à un brownien standard.

2.2.3 Formule d'Ito

Le calcul di�érentiel donne un cadre à la notion d'équation di�érentielle ordinaire qui

sert de modèle pour des phénomènes variables dans le temps. Quand on a voulu ajouter
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à ces équations des perturbations aléatoires, on a été gêné par la non di�érentiabilité du

mouvement brownien. Ainsi, on a commencé par construire une intégrale par rapport

au mouvement brownien pour dé�nir la notion d'équation di�érentielle stochastique.

Ainsi, on veut donner un sens à l'intégrale

I(t) =

∫ t

0

f(s)dW (s),

où (W (t), t ≥ 0) est un mouvement brownien réel dé�ni sur un espace probabilisé �ltré

(Ω,F ,Ft,P), t ∈ [0, T ] et f (t) est une fonction stochastique.

Nous allons rappeler la dé�nition de l'intégrale stochastique introduite par Itô en

introduisant les dé�nitions suivantes.

Dé�nition 2.3.1

Une classe de fonction f : [α, β] × Ω → R, où α, β ∈ R+ est dite nonanticipative

relativement à Ft, t ∈ [α, β], si

(i) f (t) est un processus séparable,

(ii) f (t) est un processus progressivement mesurable, (t, ω)→ f(t, ω) est mesurable,

(iii) ∀t ∈ [α, β], f(t) est Ft-mesurable.

Dé�nition 2.3.2

Un processus f(t), t ∈ [α, β] est dit un processus élémentaire s'il existe une partition

α = t0 < t1 < · · · < tr = β dans [α, β] telle que

f(t) = f(ti) si ti ≤ t < ti+1, i = 0, · · ·, r − 1.

Notons par

LpW [α, β] =


f nonanticipatives : P

[∫ β
α
|f(t)|pdt <∞

]
= 1, si 1 ≤ p <∞

et P
(
ess sup
α≤t≤β

|f(t)| <∞
)

= 1 si p =∞

 .

(2.6)

et

Mp
W [α, β] =


f ∈ LpW [α, β] : E

[∫ β
α
|f (t)|p dt

]
<∞, si1 ≤ p <∞

et E
(
ess sup
α≤t≤β

|f (t)|
)
<∞ si p =∞.

 . (2.7)
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On commence d'abord par dé�nir l'intégrale pour toute fonction élémentaire f ∈ L2
W .

Dé�nition 2.3.3

La variable aléatoire
n−1∑
k=1

f (tk) (W (tk)−W (tk−1)) ,

que l'on note ∫
[α,β]

f (t) dW (t) , (2.8)

est appelée intégrale stochastique d'Ito de la fonction élémentaire f ∈ L2
W [α, β], où

(W (t) , t ∈ [α, β]) est un mouvement brownien.

Lemme 2.2 Soit f ∈ L2
W [α, β].

Il existe une suite de fonctions élémentaires fn ∈ L2
W [α, β] telle que∫

[α,β]

|fn (t)− f (t)|2 dt P−→ 0 si n −→∞.

Lemme 2.3 Pour toute fonction élémentaire f ∈ L2
W [α, β] et pour tous ε > 0 et N > 0,

on a

P{|
∫

[α,β]

f(t)dW (t)|2 > ε} ≤ P{
∫

[α,β]

f 2(t)dt > N}+
N

ε2
.

Les lemmes 2.2 et 2.3 nous permettent de dé�nir l'intégrale d'Ito pour tout

f ∈ L2
W [α, β].

Dé�nition 2.3.4

L'intégrale stochastique de f ∈ L2
W [α, β] est dé�nie comme la limite en probabilité de∫

[α,β]

fn (t) dW (t) ,
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où fn est une suite de fonctions é élémentaires ∈ L2
W [α, β], i.e.,∫

[α,β]

f(t)dW (t) = lim
n→∞

n−1∑
k=1

fn(tk)(Wtk −W (tk−1)), P−p.s..

Dé�nition 2.3.5

Soit (ξ (t) , t ∈ [0, T ]) un processus stochastique réel tel que, pour tous 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T ,

on a

ξ (t1)− ξ (t2) =

∫ t2

t1

a (t) dt+

∫ t2

t1

b (t) dW (t),

où a ∈ L1
W [0, T ] et b ∈ L2

W [0, T ]. Alors, on dit que ξ(t) a une di�érentielle stochastique

dξ, qu'on écrit comme

dξ (t) = a (t) dt+ b (t) dW (t) .

Théorème 2.1 (Formule d'Ito) Soient ξ (t) un processus admettant une di�érentielle

stochastique

dξ (t) = a (t) dt+ b (t) dW (t)

et f(t, x) est une fonction continue sur [0,∞[×R admettant les dérivées ∂f
∂t
, ∂f
∂x
, ∂

2f
∂2x

continues. Alors, le processus F (t) = f(t, ξ(t)) admet une di�érentielle stochastique

donnée par

df(t, ξ(t)) =

[
∂f

∂t
(t, ξ(t)) +

∂f

∂x
(t, ξ(t))a(t) +

1

2

∂2f

∂x2
(t, ξ(t))b(t)

]
dt

+
∂f

∂x
(t, ξ(t))b(t)dW (t). (2.9)

Ce résultat se généralise dans Rm.

Théorème 2.2 Soient les processus ξ1 (t) , · · ·, ξm (t) admettant tous des di�érentielles

stochastiques données par

dξi (t) = ai (t) dt+
n∑
j=1

bij(t)dWj (t) , i = 1, · · ·,m,
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où a = (a1, ···am) ∈ L1
W [0, T ], b = bij i=1,···m,j=1,···n ∈ L

2
W [0, T ] etW (t) est un mouvement

brownien en dimension n.

Si u (t, x1, · · ·, xm) est une fonction continue dans [0,∞[×Rm admettant aussi des

dérivées continues
∂u

∂t
,
∂u

∂xi
,

∂2u

∂xi∂xj
, i, j = 1, ···,m ; alors le processus η(t) = u (t, ξ1(t), · · ·, ξm(t))

admet aussi une di�érentielle stochastique, donnée par

dη (t) =

[
∂u

∂t
(t, ξ(t)) +

m∑
k=1

∂u

∂xi
(t, ξ(t))ai(t) (2.10)

+
1

2

n∑
k=1

m∑
i,j=1

∂2u

∂xi∂xj
(t, ξ(t))bik (t) bjk (t)

]
dt

+
n∑
k=1

m∑
i=1

∂u

∂xi
(t, ξ (t)) bik (t))dWk (t) .

2.2.4 Equations di�érentielles stochastiques

Rappelons qu'il y a plusieurs phénomènes dans di�érents domaines (sciences,

mécanique, physique,...) modélisés mathématiquement par des équations di�érentielles

ordinaires
dξ (t)

dt
= a (t, ξ (t)) + v (t) , (2.11)

où v (t) est l'e�et de perturbation. Le cas où l'e�et de perturbation est irrégulier, i.e.,

les phénomènes sont soumis à des excitations stochastiques de type

v (t) = b (t, ξ (t))
dW (t)

dt
,

où (W (t) , t ∈ [0, T ]) est un mouvement brownien. Alors l'équation (2.11) devient

dξ (t)

dt
= a (t, ξ (t)) + b (t, ξ (t))

dW (t)

dt
, t ∈ [0, T ] , (2.12)

équation di�érentielle ordinaire perturbée par une perturbation aléatoire

b (t, ξ (t))
dW (t)

dt
,
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où
dW (t)

dt
est une dérivée formelle par rapport au temps du mouvement brownien.

Puisque
dW (t)

dt
n'a pas de sens, l'équation (2.12) s'écrit sous la forme

dξ (t) = a (t, ξ (t)) dt+ b (t, ξ (t)) dW (t) , t ∈ [0, T ] ,

au sens de la dé�nition 2.4.1.

Soient a : [0,∞[×Rn → Rn et b : [0,∞[×Rn → R2n et supposons que les ai, bi,j,

i, j = 1, · · ·, n sont mesurables en (t, x) avec a ∈ L1
W [0,∞[ et b ∈ L2

W [0,∞[, oùW est un

mouvement brownien en dimension n dé�ni sur l'espace probabilisé �ltré (Ω,F ,Ft,P).

Si ξ(t) est un processus stochastique tel que

ξ (t) = ξ (0) +

∫ t

0

a (s, ξ (s)) ds+

∫ t

0

b (s, ξ (s)) dW (s) , t ∈ [0,∞[, (2.13)

alors on dit que ξ(t) véri�e le système d'équations di�érentielles stochastique

dξ (t) = a (t, ξ (t)) dt+ b (t, ξ (t)) dW (t) , t ∈ [0,∞[ (2.14)

ξ(0) = ξ0, P-p.s., (2.15)

Concernant l'existence et l'unicité de la solution, on a les résultats suivants.

Théorème 2.3 [10] Supposons que

1) a (t, x) et b (t, x) sont mesurables dans [0, T ]× Rn,

2) |a (t, x)− a (t, y)| ≤ k1 |x− y| , |b (t, x)− b (t, y)| ≤ k1 |x− y|,
3) |a (t, x)| ≤ k2(1 + |x|), |b (t, x)| ≤ k2(1 + |x|), ( k1 et k2 deux constantes quel-

conques).

Si ξ0 est un vecteur aléatoire en dimension n indé pendant de σ(W (t), 0 ≤ t ≤
T ) tel que E |ξ0|2 < ∞, alors il existe une solution unique du système 2.14-2.15 dans

M 2
W [0, T ].
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Notons que l'unicité est comprise au sens des trajectoires P, i.e, si ξ1(t) et ξ1(t)

sont deux solutions, alors

P {ξ1(t) = ξ2(t), t ∈ [0, T ]} = 1.

Théorème 2.4 Si, en plus des hypothèses du théorème 1.4.1, a et b sont continues

dans [0,+∞[×Rn alors, la solution de l'équation (2.14) est un processus de di�u-

sion de drift a(·, ·) et de matrice de di�usion σ(t, x) = b(t, x)bt(t, x), (σij(t, x) =∑n
k=1 bik(t, x)b

jk
(t, x)).

Pour plus de précisions, voir [12], [11], [10].



Chapitre 3
Étude théorique du système de

FitzHugh-Nagumo déterministe

Soit le système de FitzHugh-Nagumo déterministe{
dx = 1

ε
(x− x3 + y)dt,

dy = (a− bx− cy)dt.

L'étude de ce système, comme on le verra par la suite, nous conduit à traiter sépa-

rément deux sous systèmes issus de sa décomposition en prenant b = 0 et c = 1 pour le

premier et b = 1 et c = 0 pour le second.

3.1 Sous système 1

Soit donc le système {
dx = 1

ε
(x− x3 + y)dt,

dy = (a− y)dt.
(3.1)

La recherche des points d'équilibre est donnée par le résultat suivant.

24
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Théorème 3.1 Posons

∆ = 4− 27a2.

Alors le système (3.1) admet

1. un unique point d'équilibre si ∆ < 0,

2. deux points d'équilibre si ∆ = 0,

3. trois points d'équilibre si ∆ > 0.

Démonstration

Comme l'on connait, la recherche des points d'équilibre du système (3.1) se traduit par

la résolution du système suivant {
x− x3 + y = 0,

a− y = 0,
(3.2)

ce qui revient à résoudre l'équation x3− x− a = 0. En appliquant alors les formules de

Cardan, on a l'expression

∆ = 4− 27a2,

dont l'étude permet d'obtenir les résultats désirés.

Aussi, concernant la stabilité des points d'équilibres, nous avons.

Théorème 3.2 On a :

1. Si |a| > 2
√

3
9
, le seul point d'équilibre est un noeud stable.

2. Si |a| < 2
√

3
9
, les trois points d'équilibre correspondent à deux noeuds stables et à un

point selle instable.

3. Si |a| = 2
√

3
9
, les deux points d'équilibre correspondent à un noeud stable et à un selle-

noeud instable.
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Démonstration

L'étude de la stabilité des points d'équilibre revient à considérer la matrice suivante

A(x) =


∂f

∂x
(x, y)

∂f

∂y
(x, y)

∂g

∂x
(x, y)

∂g

∂y
(x, y)

 ,

qui, pour notre système, est

A(x) =

(
(1−3x2)

ε
1
ε

0 −1

)
.

La nature des points d'équilibre étant déterminée à partir des valeurs propres de cette

matrice qui sont les racines du polynôme caractéristique de cette matrice au point

d'équilibre (x∗, y∗); ainsi, comme on a

det(A(x∗)− λI) = λ2 − TrA(x∗).λ+ detA(x∗),

où

TrA(x∗) =
1

ε
− 3x∗2

ε
− 1

et

detA(x∗) =
3x∗2 − 1

ε
,

alors les polynômes TrA(x∗) et detA(x∗) admettent deux racines réelles données par

x∗tr1 = +

√
3(1− ε)

3
, x∗tr2 = −

√
3(1− ε)

3
,

et

x∗d1 = +

√
3

3
, x∗d2 = −

√
3

3
,

respectivement. Aussi, comme on sait que les racines du polynôme caractéristique

peuvent être exprimées par

λ1 =
1

2
[TrA+

√
(TrA)2 − 4 detA] et λ2 =

1

2
[TrA−

√
(TrA)2 − 4 detA].
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avec λ1 + λ2 = TrA et λ1.λ2 = detA, on peut en déduire les résultats suivants :

Si x ∈
]
−
√

3
3
,−
√

3(1−ε)
3

]
∪
[√

3(1−ε)
3

,
√

3
3

[
alors TrA ≤ 0 et detA < 0, donc λ1 et λ2

sont deux nombres réelles de signes opposés et donc on a un point selle.

Si x ∈
[
−
√

3(1−ε)
3

,

√
3(1−ε)

3

]
, on peut montrer que TrA ≥ 0 et detA < 0, donc λ1 et

λ2 sont deux nombres réelles de signes opposés et donc on a un point selle.

Si |x| >
√

3
3
, alors TrA < 0, detA > 0 et (TrA)2 > 4 detA, donc λ1 et λ2 sont deux

réelles de même signe négatif et donc on a un noeud stable.

Si |x| =
√

3
3
, alors f(x, y) = 0 et detA = 0, par la dé�nition 3.9, p. 77 dans [4] , les

deux points (−
√

3
3
, 2
√

3
9

) et (
√

3
3
, −2

√
3

9
) sont des points de bifurcation de type selle-noeud

puisque ∂2f
∂x2
6= 0 et ∂f

∂y
6= 0 pour ces deux points.

Maintenant, en utilisant les résultas précédents, on peut démontrer les assertions du

théorème. En e�et pour l'assertion 1, comme |a| > 2
√

3
9
, le point d'équilibre est donné

par ((
a+

√
27a2−4

27

2
)
1
3 + (

a−
√

27a2−4
27

2
)
1
3 , a), et comme ((

a+

√
27a2−4

27

2
)
1
3 + (

a−
√

27a2−4
27

2
)
1
3 >

√
3

3
, le

point d'équilibre est un noeud stable. Les assertions 2 et 3 du théorème sont données

de manière similaire.

L'existence de la solution globale est donnée par le résultat suivant.

Théorème 3.3 Supposons que le système (3.1) avec une donnée initiale (x(0), y(0))

admet la solution (x(t), y(t)). Alors il existe β > 0 et T dépendant uniquement de

(x(0), y(0)) tels que, pour tout t > T , |(x(t), y(t))| < β.

Démonstration

Posons Φ = εx2 + y2, d'après (3.1), on a

dΦ

dt
= −x4 + x2 + xy + ay − y2.

En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

dΦ

dt
≤ −x4 +

3

2
x2 + ay − 1

2
y2,
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qui, d'après l'inégalité de Young, devient

dΦ

dt
≤ −x4 +

3

2
(
h

2
x4 +

1

2h
) + a(

k

2
y2 +

1

2k
)− 1

2
y2, pour tous h, k > 0.

Alors, en choisissant h et k assez petits, on peut trouver α, β, γ > 0 tels que

dΦ

dt
≤ −αx4 − βy2 + γ,

qui, d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, s'écrit

dΦ

dt
≤ −2αx2 + α− βy2 + γ

et donc, on peut trouver deux constantes A et C > 0, telles que

dΦ

dt
≤ −AΦ + C.

Ainsi, en multipliant alors les deux membres de l'inégalité par exp(At) et ensuite en

intégrant, on obtient

(εx2 + y2)(t) ≤ (exp(−At))(εx2(0) + y2(0)) +
C

A
(1− exp(−At)),

ce qui achève la démonstration.

Nous allons montrer maintenant que le système (3.1) n'admet pas de cycle limite.

Théorème 3.4 Il n'existe pas de cycle limite pour le système (3.1).

Démonstration

Soit S = (f, g)T où (., .)T est le vecteur transposé, avec

f(x, y) =
1

ε
(x− x3 + y) et g(x, y) = a− y.

Comme

divS =
∂f

∂x
+
∂g

∂y
,
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on a

divS = −3

ε
x2 − 1 +

1

ε
,

donc

divS < 0 si |x| >
√

3(1− ε)
3

,

et

divS > 0 si |x| <
√

3(1− ε)
3

.

Dans ces deux cas, d'après le critère de Bendixon [9], on remarque qu'il ne peut exister

de cycle limite entièrement contenu dans ces deux régions. Aussi, comme le critère de

Bendixon n'empêche pas l'existence d'orbites périodiques qui chevauchent sur ces deux

régions, i.e., pour |x| =

√
3(1−ε)

3
; nous montrons également que ceci n'est pas possible

puisque, dans ce cas, nous avons trouvé que le point d'équilibre du système (3.1) est un

point selle. Par conséquent, il n'existe pas de cycle limite pour le système (3.1).

3.2 Sous système 2

Considérons le système {
dx = 1

ε
(x− x3 + y)dt,

dy = (a− x)dt.
(3.3)

Il est clair que, d'après le théorème de Cauchy-Lipschitz, le système (3.3) admet

une unique solution locale. De plus, il est facile de voir que ce système admet le point

(a, a3 − a) comme unique point stationnaire. Pour la simpli�cation des calculs, nous

e�ectuons le changement de variables x = x− a et y = y− a3 + a, qui ramène le point

stationnaire au point (0, 0). Ainsi, le système (3.3) devient{
dx = 1

ε
(ga(x) + y)dt,

dy = −xdt.
(3.4)

où ga(x) = (1− 3a2)x− 3ax2 − x3.

L'étude de la stabilité de ce système nous donne le résultat suivant.
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Théorème 3.5 Soit le système (3.4). Alors le point stationnaire (0, 0) est

1. un foyer si a2 ∈]1
3
(1− 2

√
ε), 1

3
(1 + 2

√
ε)[ et un noeud sinon.

2. asymptotiquement instable si |a| <
√

3
3
,

3. asymptotiquement stable si |a| >
√

3
3
,

4. un point bifurcation de Hopf si |a| =
√

3
3
.

Démonstration

Pour l'étude de la stabilité, il est évident qu'il su�t de considérer le système linéarisé

de (3.4) donné comme suit, {
dx = 1

ε
((1− 3a2)x+ y)dt,

dy = −xdt.
(3.5)

Les valeurs propres de la matrice associée(
1−3a2

ε
1
ε

−1 0

)
sont

λ1,2 =

{
1
2ε

((1− 3a2)±
√

∆ε), if ∆ε ≥ 0
1
2ε

((1− 3a2)± i
√
−∆ε), if ∆ε < 0

,

où ∆ε = (1 − 3a2)2 − 4ε. D'après la théorie classique sur l'étude de la stabilité des

systèmes dynamiques ( [9], [20]), on a :

Pour a2 > 1
3
, on a Re(λ1,2) < 0 et donc le point d'équilibre (0, 0) est stable.

Pour a2 < 1
3
, on a Re(λ1,2) > 0 et donc le point d'équilibre (0, 0) est instable.

Pour a2 ∈]1
3
(1−2

√
ε), 1

3
(1 + 2

√
ε)[, alors les deux racines sont complexes conjuguées

et donc (0, 0) est un foyer, si a2 /∈]1
3
(1 − 2

√
ε), 1

3
(1 + 2

√
ε)[ alors les deux racines sont

réelles et le point stationnaire est un noeud.

Pour |a| =
√

3
3
, soit λ1,2 = z(a)±iw(a) où z(a) = 1

2ε
(1−3a2) et w(a) =

√
4ε− (1− 3a2)2.

Comme z(±
√

3
3

) = 0, w(±
√

3
3

) =
√

4ε et ∂z
∂a

(±
√

3
3

) = ±
√

3
ε
, d'après le théorème 36 p.

61 in [9], on montre qu'il se produit une bifurcation de Hopf [2], [3], [6] en a = ±
√

3
3
,
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ce qui nous permet de prouver l'existence d'une solution périodique. Ce qui achève la

démonstration.

Théorème 3.6 Le système (3.4) admet une unique solution globale. De plus, on a

1. Si |a| >
√

3
3
, le point stationnaire est un attracteur global.

2. Si |a| <
√

3
3
, il existe un cycle limite. De plus, ce cycle est unique et attire toutes les

trajectoires autres que le point stationnaire.

Comme l'on peut véri�er facilement les conditions du théorème de Cauchy-Lipschitz

pour notre système, nous obtenons l'existence locale de la solution. Concernant l'exis-

tence globale, problème assez di�cile, nous nous inspirons d'une technique utilisée dans

[13] et d'un résultat de [22] qui sont donnés par les deux lemmes suivants.

Lemme 3.1 Soit le système {
dx = 1

ε
(−3x2 + y)dt,

dy = −xdt.
(3.6)

Alors, le point (0, 0) est un centre pour le système (3.6), de plus toutes les trajectoires

passant par le demi-axe y−(x = 0, y < 0) sont périodiques.

Démonstration

On considère uniquement le cas où a < −
√

3
3
, l'autre cas se déduit de la même manière.

Il est facile de voir que le point (0, 0) est un centre pour le système (3.6). Aussi comme

les trajectoires sont symétriques par rapport à l'axe x = 0, en e�et si (x, y) est solution

de (3.6), alors (−x(−t), y(−t)) l'est également, et donc, en notant y+ le demi-axe (x =

0, y > 0) et y− le demi-axe (x = 0, y < 0), pour montrer la périodicité des trajectoires, il

su�t de montrer que toute trajectoire partant de y− atteint le demi-axe y+ en un temps

�ni. Ainsi, on commence par montrer que, pour toute condition initiale (0, y0), y0 < 0,

la trajectoire atteint la demi parabole (x < 0, 3ax2) en un temps �ni, ceci est véri�é

puiqu'on a dx
dt
< 0 et dy

dt
> 0 dans le domaine délimité par le demi axe.y− et la demi

parabole (x < 0, 3ax2). Ensuite, on montre que toute trajectoire partant de la demi
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parabole atteint l'axe (x < 0, y = 0) en un temps �ni puisqu'on véri�e que dx
dt
> 0 et

dy
dt
> 0 en tout point de la région comprise entre la demi parabole et le demi axe.(x <

0, y = 0). En�n, on montre qu'à partir du demi axe (x < 0, y = 0), la trajectoire atteint

y+en un temps �ni. Ceci est vrai puisque dx
dt
> 0 et dy

dt
< 0 dans cette dernière région,

ce qui achève la démonstration.

Lemme 3.2 [22] Soit le système
dx

dt
= α(y)− β(y)F (x)),

dy

dt
= −g(x),

(3.7)

où les fonctions α, β, F et g sont supposées continues et tel que l'on ait l'unicité des

solutions pour toute valeur initiale. Posons G(x) =
∫ x

0
g(s)ds, et supposons véri�ées les

conditions suivantes

1. α(0) = 0, α est strictement croissante et α(±∞) = ±∞.

2. xg(x) > 0 si x 6= 0 et G(±∞) =∞.

3. β(y) > 0 pour y ∈ R, et β est décroissante.

4. Il existe des constantes x1, x2 avec x1 < 0 < x2 telles que F (x1) = F (0) = F (x2) = 0

et xF (x) < 0 pour x ∈ ]x1, x2[ \ {0}.

5. F (x) est croissante pour x ∈ ]−∞, x1[ ∪ ]x2,∞[.

6. Il existe des constantes M > 0, k, k0 avec k > k0, tel que F (x) < k0 pour x ≤ −M et

F (x) > k pour x ≥M .

7. G(−x) ≥ G(x) pour x > 0.

Alors le système (3.3) a exactement une seule orbite fermée qui est un cycle limite

hyperbolique stable.

Démonstration du théorème 3.6

Pour cette démonstration, nous allons traiter trois cas séparément.
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- Cas |a| >
√

3
3
.

Ici, nous allons considérer uniquement le cas où a < −
√

3
3
, puisque le cas où a >

√
3

3

s'en déduit par symétrie. On veut ainsi montrer que toutes les trajectoires de (3.4)

passant par l'axe y− tendent vers le point stationnaire (0, 0). Pour cela, comme l'on

sait d'après le lemme (3.1), que toutes les trajectoires du système (3.6) passant par le

demi-axe y− sont périodiques et que, en comparant les trajectoires des solutions de (3.4)

à celles de (3.6), on montre que le champ de vecteurs associé à (3.4) pointe à l'intérieur

des trajectoires de (3.6). En e�et il su�t de voir que l'expression (1 − 3a2)x − x3 est

strictement positive si x < 0, et est strictement négative si x > 0; il nous reste à montrer

que, pour toute condition initiale pour le système (3.4), la trajectoire atteint l'axe y− en

un temps �ni. Cette dernière assertion se démontre de manière similaire à celle utilisée

dans la preuve du lemme (3.1).

- Cas |a| <
√

3
3
.

Dans ce cas, la démonstration découle du lemme (3.2). En e�et, posons

α(y) =
y

ε
, β(y) = 1, F (x) =

(−1 + 3a2)x+ 3ax2 + x3

ε
et g(x) = x.

On va montrer que les conditions du lemme (3.2) sont véri�ées. En e�et, on a α(0) =
0
ε

= 0 et la fonction α(y) est strictement croissante avec α(±∞) = ±∞. Aussi, comme

xg(x) = x2, il est clair que xg(x) > 0 si x 6= 0, et G(±∞) = ∞. La fonction β(y)

étant identiquement égale à 1, est donc une fonction décroissante positive. De plus, les

solutions de l'équation F (x) = 0 étant

x1 =
−3a−

√
4− 3a2

2
, x2 =

−3a+
√

4− 3a2

2
et x3 = 0

et les racines de la fonction F ′(x) = 3x2 + 6ax+ 3a2 − 1 sont données par

x∗1 = −a−
√

3

3
et x∗2 = −a+

√
3

3
,

on peut déduire que xF (x) < 0 pour x ∈ ]x1, x2[\{0}, et que la fonction F est croissante

pour x ∈ ]−∞, x1[ ∪ ]x2,∞[. En�n, il est évident que l'on peut toujours trouver γ > 0
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tel que, on pose

M = x2 + γ, k = F (x∗1) et k0 = F (x∗2), si a > 0, et

M = x2 + γ, k = F (x∗2) et k0 = F (x∗1), si a < 0.

La dernière condition est évidente puisque G(−x) = G(x). Ainsi, ayant véri�é toutes

les conditions du lemme (3.2), on peut a�rmer que le système (3.4) admet un unique

cycle limite hyperbolique stable.

- Cas |a| =
√

3
3
.

Comme précédemment, il nous su�t de faire la démonstration pour a =
√

3
3
. puisque

pour a = −
√

3
3
, la démonstration s'e�ectue de manière similaire. Dans ce cas, le système

(3.4) s'écrit {
dx = 1

ε
(−
√

3x2 − x3 + y)dt,

dy = −xdt.
(3.8)

Ici, les méthodes précédentes ne pouvant pas être appliquées puisque le polynôme carac-

téristique de la matrice jacobienne du système (3.8) a deux valeurs propres imaginaires

pures, nous allons utiliser la méthode de l'Algorithme des Formes Normales [23] pour

déterminer la nature du point d'équilibre. A cet e�et, nous avons besoin que les valeurs

propres de la matrice jacobienne soient égales à i et −i. Pour cela, à l'aide de cette

transformation judicieuse

X = (ε)
1
4x, Y =

y

(ε)
1
4

and τ =
t√
ε
,

le système (3.8) devient {
dX = (−

√
3

(ε)
5
4
X2 − X3

(ε)
3
2

+ Y )dτ,

dY = −Xdτ
(3.9)

dont la matrice jacobienne est donnée par

A =

(
0 1

−1 0

)
.
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Ainsi, l'utilisation de l'Algorithme des Formes Normales nous permet de déterminer que

le second coe�cient de Lyaponov est égale à −15
√

10
4

, donc négatif, ce qui nous permet,

d'après cette théorie, d'en déduire que ce point d'équilibre est un foyer.



Chapitre 4
Etude numérique du système de

FitzHugh-Nagumo

Dans ce chapitre, nous allons montrer la validité de nos résultats théoriques par des

simulations numériques en utilisant le logiciel Matlabe. Nous allons ainsi �gurer tous

les schéma relatifs aux di�érents cas des sous systèmes (3.1) et (3.3) et les interpréter.

4.1 Sous système 1

Nous allons exprimer les résultats numériques à l'aide de schéma pour les trois cas

trouvés.

4.1.1 Cas d'un seul point d'équilibre : noeud stable

.
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Fig 4. 1. 1 : a = 2
√

3
9

+ 0.4 et ε = 0.1.

Pour tout condition initiale, la solution (or-

bite) tend vers le point d'équilibre stable.

Fig 4. 1. 1' : a = 2
√

3
9

+ 0.4, ε = 0.99.

La propriété "lent-rapide" du système est

éliminée lorsque ε est proche de 1 : perte du

rôle des branches d'équilibres.
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4.1.2 Cas de deux points d'équilibres : noeud stable et selle

noeud instable

Fig 4. 1. 2 : a = 2
√

3
9
, ε = 0.1.

La présence d'une branche d'équilibre in-

stable, malgrè le caractère lent-rapide, le

point P (selle noeud) n'est pas un bassin

d'attraction comme le point Q(noeud).

4.1.3 Cas de trois points d'équilibres : deux noeuds stables et

un selle instable

Fig 4. 1. 3 : a = 2
√

3
9
− 0.3, ε = 0.1.

Orbites s'éloignent du point q (selle), et

tendent vers les deux points p, s (noeuds).
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4.2 Sous système 2

Nous allons exprimer les résultats numériques à l'aide de schéma pour les trois cas.

Ici, nous rappelons qu'il existe un seul point d'équilibre qui peut correspondre soit à un

selle, soit à un noeud et soit en�n à un foyer.

4.2.1 Cas d'un point selle : existence d'un cycle limite

.

Fig 4. 2. 1 : a =
√

3
3
− 0.3, ε = 0.1.

Pour toute condition initiale, les orbites

tendent vers une orbite périodique (cycle li-

mite attractif)

4.2.2 Cas d'un point noeud stable

.
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Fig 4. 2. 2 : a =
√

3
3

+0.3, b = 1, c = 0 et ε =

0.1.

Toute orbite tend vers le point noeud stable.

Caractère d'excitabilité : pour toute condi-

tion initiale en dessous du minimum local

la solution va changer considérablement de

valeurs avant de retourner à son état d'équi-

libre.

4.2.3 Cas d'un foyer stable

Fig 4. 2. 3 : a =
√

3
3
, ε = 0.1.

Le caractère d'excitabilité est identique au

cas précédent.
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4.3 Système général

Soit le Système {
dx = 1

ε
(x− x3 + y)dt,

dy = (a− bx− cy)dt.

Comme nous l'avons signalé au début du chapitre précédent, l'étude de ce système re-

pose sur le traitement de ses deux sous systèmes. En e�et, pour toutes valeurs arbitraires

des paramètres a, b et c, nous n'obtenons pas d'autres cas que les cas rencontrés dans

l'étude des deux sous systèmes. Ici, nous nous limitons à l'étude numérique des cas d'un

et de trois points d'équilibres, le cas de deux points d'équilibres se traite de manière

identique. La validation de notre résultat est illustrée par les deux schéma suivants.

(a) Fig 4. 3. 1 : a = 0.1, b = 1, c =

3, ε = 0.1

(b) Fig 4. 3. 2 : a = 0.1, b = 1, c =

1, ε = 0.1.



Chapitre 5
Système de FitzHugh-Nagumo stochastique

5.1 Étude théorique

5.1.1 Éxistence et unicité de la solution

Soit le système de FitzHugh-Nagumo stochastique suivant

dx = 1
ε
(x− x3 + y)dt+ σ1√

ε
dW 1

t ,

dy = (a− bx− cy)dt+ σ2dW
2
t ,

où σ1, σ2 sont deux réels positifs et W 1
t et W 2

t sont deux mouvements browniens

standards indépendants.

Ici, vu l'expérimentation et les travaux de recherche de Berglund et Gentz [5], [4], la

perturbation stochastique dans l'équation du �ux n'a pas beaucoup d'importance vu le

caractère "lent-rapide" du modèle. Ainsi nous nous limitons au cas où σ2 = 0. De plus,

comme dans le cas déterministe, l'étude se ramène à traiter les deux sous systèmes{
dx = 1

ε
(x− x3 + y)dt+ σ1√

ε
dW 1

t ,

dy = (a− y)dt
(5.1)
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et {
dx = 1

ε
(x− x3 + y)dt+ σ1√

ε
dW 1

t ,

dy = (a− x)dt.

Les démonstrations de l'existence de la solution pour ces deux systèmes étant similaires,

nous allons l'établir uniquement dans le cas du système (5.1)

Proposition Pour tout (x0, y0) vecteur aléatoire indépendant de σ(W 1
t , 0 ≤ t ≤ T )

tel que E |(x0, y0)|2 <∞, le système (5.1) avec la condition initiale x(0) = x0, y(0) = y0,

amet une unique solution dans M2
W 1 [0, T ] .

Démonstration

La preuve de cette proposition repose sur le Théorème 2.3. Ainsi, il su�t de véri�er

les conditions 1), 2) et 3) pour notre système. Pour la simpli�cation des calculs, nous

transformons notre système en l'équation

dx =
1

ε
(x− x3 + a− (a− y0) exp(−t))dt+

σ1√
ε
dW 1

t . (5.2)

Ceci est obtenu par la résolution de l'équation dy = (a − y)dt, qui nous donne y =

a − (a − y0) exp(−t). Les conditions 1) et 3) étant évidentes, nous allons démontrer

uniquement la condition 2).

Posant A(t, x) = 1
ε
(x− x3 + a− (a− y0) exp(−t)), B(t, x) = σ1√

ε
.

Nous avons

|A(t, x)− A(t, y)|+ |B(t, x)−B(t, y)| = 1

ε
|x− x3 − y + y3|

=
1

ε
|x− y + (y3 − x3)|

≤ 1

ε
|x− y||1− y2 − x2 − xy|

≤ 1

ε
|x− y|.

Puisque l'on a |1− x2− y2− xy| ≤ 1, en e�et, en posant g(x, y) = 1− x2− y2− xy, on
montre que cette expression admet la valeur 1 comme maximum global au point (0, 0).
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Ce qui achève la démonstration.

5.2 Étude numérique

Dans cette partie, nous allons e�ectuer des simulations pour di�érentes valeurs des

paramètres. Pour tous les cas que nous allons considérer, nous remarquons que, pour des

valeurs de σ1, σ2 assez petites, les solutions dans le cas stochastique sont très proches des

solutions du cas déterministe avec des légères �uctuations. Maintenant, si l'on augmente

les valeurs de σ1, σ2, l'amplitude des trajectoires augmente et dans certains cas les points

d'équilibres changent de nature, par exemple le cas où le selle noeud se transforme en

un point selle(totalement instable). Tous ces résultats sont illustrés dans les �gures qui

suivent.

5.2.1 Cas du sous système 1 stochastique

5.2.1.1 Cas d'un seul point d'équilibre : noeud stable

(a) a = 2
√

3
9 + 0.4, σ1 = 0.02, σ2 =

0, ε = 0.1.

(b) a = 2
√

3
9 + 0.4, ε = 0.1.
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(c) a = 2
√

3
9 +0.4, σ1 = 0.2, σ2 = 0, ε =

0.1.

(d) a = 2
√

3
9 +0.4, b = 0, σ1 = 0.2, σ2 =

0.5, ε = 0.1.

5.2.1.2 Cas de deux points d'équilibres : noeud stable et selle noeud instable

(e) a = 2
√

3
9 , ε = 0.1. (f) a = 2

√
3

9 , σ1 =

0.1, σ2 = 0, ε = 0.1.

(g) a = 2
√

3
9 , σ1 =

0.5, σ2 = 0, ε = 0.1.
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5.2.2 Cas du sous système 2 stochastique

5.2.2.1 Cas d'un foyer stable

(h) a =
√

3
3 + 0.4 et ε = 0.1. (i) a =

√
3

3 + 0.4, σ1 = 0.05, σ2 = 0, ε =

0.1.

5.2.2.2 Cas d'un point selle : existence d'un cycle limite

.

(j) a =
√

3
3 −0.3, ε = 0.1. (k) a =

√
3

3 − 0.3, σ1 =

0.05, σ2 = 0.01, ε = 0.1.

(l) a =
√

3
3 − 0.3, σ1 =

0.1, σ2 = 0.1, ε = 0.1.
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(m) a =
√

3
3 − 0.3, b = 0, σ1 = 0.1, σ2 =

0.1, ε = 0.1.

(n) x en t a =
√

3
3 , b = 0, σ1 = 0.1, σ2 =

0.1, ε = 0.2.

5.2.2.3 Cas d'un seul point d'équilibre : noeud stable

.

(o) a =
√

3
3 et ε = 0.1. (p) a =

√
3

3 , σ1 =

0.05, σ2 = 0, ε = 0.1.

(q) a =
√

3
3 , σ1 =

0.1, σ2 = 0, ε = 0.1.
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(r) a =
√

3
3 , σ1 = 0.05, σ2 = 0, ε = 0.1. (s) x en t avec a =

√
3

3 , σ1 = 0.05, σ2 =

0, ε = 0.1.

(t) a =
√

3
3 , σ1 = 0.1, σ2 = 0 et ε =

0.1.

(u) x en t avec a =
√

3
3 , σ1 = 0.1, σ2 =

0 et ε = 0.1.



Chapitre 6
Appendice

6.1 Autre démonstration du théorème 3.6 pour le cas

|a| <
√

3
3

Comme il n'est pas toujours possible de véri�er les hypothèses du lemme (3.2), nous

allons proposer une autre démonstration dans le cas où l'on doit prouver l'existence et

l'unicité d'un cycle limite. Dans cette démonstration, nous utilisons des résultats sur la

théorie de bifurcation de Hopf. Aussi, comme le théorème de bifurcation de Hopf [20]

nous donne seulement l'existence d'un cycle limite, il nous reste à démontrer l'unicité.

Ce dernier point est résolu à l'aide de techniques utilisées dans les travaux de [13]. La

procédure de cette technique pour prouver l'unicité du cycle limite consiste à montrer

d'abord que le système admet tout au plus deux cycles limites et ensuite qu'on ne peut

avoir exactement deux. A cet e�et, on commence d'abord par montrer qu'aucun cycle

ne peut être contenu dans le domaine intérieur délimité par les axes x =+
−
√

1− 3a2.

Pour cela, en utilisant les trajectoires de la solution de (3.6), on a

det(F,H) < 0, pour tout |x| <
√

1− 3a2,
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où H = (−3ax2 + y,−x)t et F (x, y) = (ga(x) + y,−x)t, i.e., le champ de vecteurs

de F pointe à l'extérieur des trajectoires fermées solutions de (3.6). Ainsi, aucune

trajectoire de (3.4) ne peut se refermer tant que |x| <
√

1− 3a2. De plus, à cause de

la symétrie des trajectoires de (3.6), il est clair que si la trajectoire de (3.4) intersecte

l'axe x = −
√

1− 3a2 , alors elle intersecte l'axe x =
√

1− 3a2 et inversement.

Maintenant, il nous faut montrer que le système (3.4) n'a pas plus de deux cycles limites.

Soient donc γ, le plus petit cycle contenant le point (0, 0) et T sa période. Ce point

(0, 0) étant instable, d'après le lemme 2.1, on a l'expression
∫ T

0
5.F (γ(t))dt négative.

Considérons maintenant γ′, le plus petit cycle contenant γ, et T ′ sa période, on va

montrer que
∫ T ′

0
5.F (γ′(t))dt <

∫ T
0
5.F (γ(t))dt.

Comme ∫ T

0

5.F (γ(t))dt =

∫ T

0

(−3x2 − 6ax+ (1− 3a2))dt

=

∫ T

0

(−3x2 + (1− 3a2))dt

puisque
∫ T

0
−xdt =

∫ T
0

dy
dt

= 0. Ensuite, choisissant x3 = −
√

1
3
− a2 et x4 =

√
1
3
− a2,

on obtient∫ T
0
5.F (γ(t))dt =

∑3
i=1

∫ ti+1

ti
(−3x2 + (1 − 3a2))dt, où les ti sont les instants auxquels

le cycle intersecte les axes x = x3 et x = x4 avec t1 l'instant où la trajectoire intersecte

le demi axe (x = x4, y < 0).Pour simpli�er l'écriture, notons par Ii l'intégration sur

[ti , ti +1]. Alors, en e�ectuant la même procédure pour γ′, on montre que

I ′1 =

∫ t′2

t′1

(−3x2 + (1− 3a2))dt =

∫ x3

x4

(
−3x2 + (1− 3a2)

ga(x) + y′
)dx

<

∫ x3

x4

(
−3x2 + (1− 3a2)

ga(x) + y
)dx = I1.

Aussi, de la même manière, on obtient I ′3 < I3.
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De plus, on a

I ′2 =

∫ t′3

t′2

(−3x2 + (1− 3a2))dt =

∫ y′3

y′2

(
−3x2 + (1− 3a2)

−x
)dy

<

∫ y3

y2

(
−3x2 + (1− 3a2)

−x
)dy = I2.

De même, on montre que I ′4 < I4. D'où
∫ T ′

0
5.F (γ′(t))dt < 0.

Maintenant, si, de plus, l'on suppose qu'il existe γ∗, le plus petit cycle contenant γ′,

alors, on a ∫ T ∗

0

5.F (γ∗(t))dt < 0.

Ainsi, nous obtenons deux cycles attractifs consécutifs, ce qui n'est pas possible et donc

Il ne peut y avoir plus de deux cycles.

Montrons maintenant qu'il ne peut pas y avoir exactement deux cycles.

Supposons qu'il y en ait deux à savoir γ et γ′. On construit deux courbes fermées

C1 et C2 telles que

C1 ⊂ γ ⊂ C1 ⊂ γ′,

et telles que le champ de vecteurs F pointe à l'extérieur de ces deux courbes. On

considère alors le système {
dx = 1

ε
(ga(x) + y − αx)dt,

dy = −xdt,
(6.1)

avec α > 0. Posons Fα = (ga(x) + y − αx,−x). Ainsi, puisque pour α assez petit, ce

système admet un cycle limite γ′α extérieur à C2 tel que Fα pointe à l'extérieur de C2 et

de C1 ; mais comme Fα pointe à l'intérieur de γ, ceci implique l'existence de trois cycle

limites, l'un entre C1 et γ, un deuxième entre γ et C2, et un troisième à l'extèrieur de C2.

Ce qui contredit le fait qu'il n'y ait pas plus de deux cycles, résultat valable également

pour le champ de vecteur Fα, comme ceci est valable pour tout α, d'où l'unicité du

cycle limite.
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