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Résumé

Le but de cette thése est de prouver I'existence globale et le comporement asymptotique

dans le temps des solutions pour le systéme de réaction-diffusion fortement couplé

(
9 — diAu— dyAv = f (u,v) sur Rt x Q
X _ deAu — dyAv = g (u,v sur Rt x Q
or ~ hfu = diBv=g(uv) (SRD)
%:%:0 sur Rt x 00
n "~ 9n
u(.,0) = up(.),v(.,0) = vo(.) sur €2

\

avec une matrice de diffusion pleine. Nos techniques de preuve sont basées sur
les méthodes fonctionnelles de Lyapunov et sur quelques estimations L. Nous montrons

que des solutions globales existent pour une large classe des termes non linéaires f et g.

Mots-clés : Systeme Réaction-Diffusion, Existence globale, Comportement asymp-
totique, Semi-groupe, Fonction Lyapunov .

La Classification Mathématiques par Matiéres 2010 (AMS) : 35K57, 35B40,
35B45.
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Abstract

The purpose of this thesis is to prove the global existence and behavior asymptotic in

time of solutions for the strongly coupled reaction-diffusion system

9 — diAu — dyAv = f (u,v) in Rt x Q

9 _ deAu — dyAv = g (u,v in RT x Q

o — G — il =g (u,0) (SRD)
g_z — g_:; =0 in RT x 0

u(.,0) = up(.),v(.,0) = vo(.) in Q

\
with full matrix of diffusion coefficients. Our techniques of proof are based on Lya-

punov functional methods and some L’ estimates. we show that global solutions exist.
Our investigation applied for a wide class of the nonlinear terms f and g.
Keywords : Reaction-Diffusion System, Global Existence, Asymptotic behavior ,

Semi-group, Lyapunov Functional.

2010 Mathematics Subject Classification (AMS) : 35K57, 35B40, 35B45.
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Introduction

Par systéeme de Réaction-Diffusion, nous entendons un systéme d’équations aux dérivées

partielles, parabolique, semi-linéaire de la forme

0
i (x,t) — DAu(z,t) = F (u(z,t)) r€et>0 (R.D)
OU U = (U, .oy U );u; + X RT — R™ est I'inconnue, D est une matrice carrée définie

positive dite matrice de diffusion et ' : R™ — R™ est une application réguliére (au moins

localement Lipchitzienne et généralement non linéaire); A est le laplacien ou
n

_ 0%u;
Au = a7

i=1
L’équation (R.D) est posée sur un domaine ouvert borné 2 de R" et complétée par des

conditions initiales et des conditions sur le bord, par exemple les conditions de Dirichlet
ou les conditions de Neumann.

Cette classe de systémes a regu un intérét tres attentionné par les chercheurs motivés
tout autant par la richesse qu’apporte la structure de la solution que par le fait que ces
systémes modélisent plusieurs phénomeénes.

En effet, ces derniers interviennent couramment en chimie dans les réactions chimiques,
en biologie dans les réactions des enzymes et méme en dynamique des populations qui a
été traditionnellement un domaine de prédilection en biomathématiques.

Nous nous intéressons au modéle mathématique suivant :
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(
9 — diAu— dpAv = f (u,v) sur Rt xQ
X _ deAu — dyAv = g (u,v sur  RT xQ
or ~ G~ dalho =g u,0) (SRD)
% = % =0 sur  RT x 90
n 9
u(.,0) = up(.),v(.,0) = vy(.) sur

\
dy,ds, ds,ds sont des constantes positives. f et g sont deux fonctions contintiment
différentiables.
Nous allons donner un panorama des résultats obtenus au cours de ces derniéres
années autour de la question d’existence globale des solutions pour des systemes de
réaction-diffusion satisfaisant & deux propriétés qu’on trouve classiquement dans beau-

coup d’applications :

f(0,v) >0, g(u,0) >0 Yu,v >0 (P)

qui assure que le systéme (SRD) préserve la positivité.
La masse totale des composants est controlée au cours du temps (M1). En particulier,

cette classe correspond aux non-linéarités f et g satisfaisant la condition
flu,v) + g(u,v) <0,Yu,v >0 (M2)

La condition (M2) garantit que la masse totale des composants reste controlée, et on

aura que la fonction

t —:= M (1) :/u(:p,t)der/v(a:,t)dx
Q Q

est non croissante. En effet, c’est une conséquence immeédiate par I'intégration des équa-
tions différentielles du systéme (SRD) sur 2 et en prenant en compte les conditions aux
bords.

La question est maintenant : Est-ce-que la condition (M2) garantit ’existence globale
des solutions du systéme donné 7

Dans le cas trivial ou dy = d3 = d; — dy = 0; solutions existent non-négatifs a

I’échelle globale dans le temps.
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Dans le cas diagonal ou dy = d3 = 0 remarque que Alikakos [1] traite le systéme

suivant :
ou
E—dlﬁu:f(u,v) sur RT x Q
Jv
— — dyNv = g(u,v) sur Rt x Q
ot
avec les mémes conditions aux limites de (SRD), ou f(u,v) = —g(u,v) = —uv?

et a donné une réponse positive au probléme de l'existence globale de ce systéme sous
I’hypotheése 1 < o < ogotog =1+ % La méthode utilisée dans [1] est basée sur certains
théorémes d’injection de Sobolev. Notez que l'exposant 1 < o < 1 + % est exactement

I'exposant critique donné dans chaque cas par Fujita [15] pour le probléme parabolique

uy = Au + u”
u(x,0) =wug(z) >0
Fujita a prouvé si 1 < 0 < oy le probléeme ne posséde aucune solution globale non-
négative et si ¢ > o globales et non globales solutions non-négatives existent, selon la
nature de 1’énergie initiale. Hollis, Martin et Pierre [21] ont établi I'existence globale de

solutions positives pour le systéme (SRD) avec les conditions aux limites

Ju ov
)\1U+ (]. - )\1)8_7’] = 61,)\21) + (1 - )\2)8_7] = 628111' R+ X GQ
ou
0<)\1,/\2<10ﬂ)\1:)\2:16tﬁl20,&220
ou

en vertu de la condition f(r,s) + g(r,s) < C(r,s)(r+s+1);Vr,s >0,i=1,...,p
En [28] Masuda a obtenu un résultat d’existence globale pour une large classe du
parametre . En fait, & I'aide de quelques estimations LP, il a montré que la solution

du probléme (SRD) existe dans le temps si ¢ > 1. Le méme résultat [28] a été obtenu



Introduction

par Hollis et Pierre [21] en exploitant les arguments de dualité sur LP, ce qui permet
de dériver la boundeness uniforme de la solution. Haraux et Youkana [18] ont établi un
résultat d’existence globale du systéme (SRD) pour une large classe de la fonction fet
g. Plus précisément, ils ont montré que, pour f(u,v) = —g(u,v) = —u®(v) le probléme
(SRD) admet une solution globale, sous réserve que la condition suivante

lim log (1 + @ (v)) _0

(v—+00) v

Dans le cas général, c’est a dire pour f(u,v) = —g(u,v) la positivité de la fonction de
g(u,v) ainsi que le principe du maximum de 'opérateur de la chaleur donne I’estimation

suivante uniforme de la solution en L>(€)

[u(®)]lso < lluo(t)]lc¥t € [0, Tinaz|

Ou Tynar est le temps maximal d’existence. Pour plus de détails, consultez Pazy [36].
Kouachi [26] a prouvé l'existence globale de la solution du probléme (SRD) dans le

temps si
log(1
08040 808
(v——+00) v n(a — 5)?||uoll oo

Moumeni et Salah Derradji [33] ont établi I'existence globale d’une solution basée sur
la méthode fonctionnelle de Lyapunov et pour f et g satisfaisant la condition

frs)+g(r,s) <Clr+s+1).

Dans le cas ou d; = dy4 et la condition de Balance g(u,v) = —f(u,v), la réponse est

oui. En effet, en ajoutant les deux équations du systéme (S RD) nous obtenons I’équation

0
&(u+v)—d1A(u+v):0

ce qui donne par application du principe du maximum une L*°(2) estimation de u et de

v puisque

1w +v) (Dl < [luo + vollo

Dans le cas ot dy # d4, on va voir que l'existence globale sera assurée que lorsqu’on

ajoute d’autres conditions. Notons que M.Pierre-D.Schmitt [37] par des des contre-
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exemples ont montré que sous la condition (M2) la solution peut exploser en temps

fini. Une attention particuliére est & porter au cas ou
flu,v) <0< g(u,v)
dans ce cas, le principe du maximum nous donne ’estimation a priori
[ ()]0 < N0l » VE € [0, Trnaa|

Trnaz désigne le temps de I'existence maximal. Le probléme est donc réduit & obtenir une
estimation uniforme de v. Mais, et c’est 1a la difficulté car une telle estimation n’est pas
du tout évidente sauf bien sur dans le cas ol d; = dy
Dans le cas ou d; > d4 (c’est le cas ou la substance absorbée diffuse plus rapidement
que l'autre substance), une réponse positive est donnée par Martin et Pierre [27] pour 2
= R", et le méme résultat est obtenu par Kanel et Kirane [22] pour © un borné de R™.
Toujours dans le cas f < 0, mais sans supposer que d; > d4, la réponse d’apres

Hollis-Martin-Pierre [21] est encore positive sous la condition
g(u,v) <C(u+wv+1)" pour tout u,v >0ety>1

ol les auteurs ont montré que sous la condition (M2), v est controlée par u dans LP pour
tout p fini.
Si f et g n’ont pas de signe constant, il est encore possible de montrer I'existence

globale si les deux conditions suivantes sont satisfaites
Nf (u,v) + g (u,v) <0,Yu,v > 0 et X suffisammet grand

et
f(u,v),g(u,v) <C(u+v+1)" pour tout u,v >0et y>1

Voir Kouachi [25].

Pour des résultats antérieurs voir [1], [2] (basé sur l'itération de Moser), [29] (basé sur
la méthode de Bootstrap) et [20] (basé sur la fonctionnelle de Lyapunov).

D’une autre part, des résultats d’existence globale sont obtenus pour f et g satisfaisant
certaines conditions de croissance exponentielle. Voir [12], [3] (en utilisant la fonctionnelle

de Lyapunov), et [14], [17] (en utilisant les estimations).
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Dans le cas triangulaire ou d;3 > 0 et dy = 0, Moumeni et Salah Derradji [34] ont
établi 'existence d’une solution globale du probléme (SRD) en utilisant la méthode de
Lyapunov combinée avec des LP estimations. Sur la méme direction, Moumeni et Barrouk
[32] traite le méme probléme par une autre méthode . Pour d3 > 0 et dy > 0, J. I. Kanel
et M. Kirane [22] ont prouvé l'existence de solutions pour un systéme de réaction-diffusion

fortement couplé avec des conditions aux limites homogénes de Neumann et
flu,v) = —g(u,v) =uw™,m >0

m est un entier impair, plus tard ils ont amélioré leurs résultats dans [13] ou ils ont

obtenu 'existence globale avec

fu,v) = =g(u,v) = uF(v)

Dans le cas pleine, S. Kouachi [23] a prouvé 'existence globale de probléme (SRD)
avec des conditions aux limites non homogénes et des conditions de croissance polyndémes
sur les termes non-linéaires et il a obtenu dans [24] 'existence de solutions pour le méme

systéme avec des conditions aux limites de Neumann homogénes et
g(u,v) = pF(u,v), f(u,v) = —cF(u,v),p>0,0 >0

B. Rebiai et S. Benachour [38] traitent le méme cas avec des conditions aux limites
homogenes avec des non-linéarités de la croissance des exponentiel. Enfin K. Boukerrioua
[9] généralise un résultat obtenu dans [33].

Dans le présent travail, nous considérons le probléme (SRD) avec dy > 0 et d3 > 0,
ou la fonction f et g sont supposées satisfaire a la condition (M2), et en adoptant la
méthode de Lyapunov combinée & une certaine L estime que nous établissons un résultat
d’existence globale de la solution.

Dans la partie centrale de cette thése, nous allons étendre ces résultats a des non-
linéarités plus générales, en d’autres termes, nous allons montrer I’existence d’une solution
globale (u,v) pour le systéme (SRD) sous des conditions encore plus faibles sur f et g

par leffet de régularisant suivant :
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Si F(u(z,t)) € L>®(0, Thnas, L7 (2)) alors la solution est globale dés que n,q € N tels

que q > g Ce qui revient donc & montrer que
S 1 (u (2, )] pag) < 400
wen

L’objet de cette theése est I’étude du systéme de Réaction-Diffusion (SRD), plus parti-
culierement nous étudions I’existence locale et globale ainsi que le comportement asymp-
totique de la solution du (SRD).

Notre thése est divisée en six chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques résultats et théorémes classiques
d’analyse fonctionnelle qui sont fondamentaux pour notre travail.

Le deuxiéme chapitre sera consacré a la modélisation des systémes de réaction-diffusion
en utilisant la loi de comportement de Fick, et nous allons traiter quelques exemples faisant
ressortir leur role essentiel dans les sciences.

Au cours du troisiéme chapitre, toutes les notions nécessaires inhérentes a la théorie des
opérateurs m-dissipatifs et a celle des semi-groupes seront données. Ensuite, nous nous
attacherons a I’étude des problémes d’évolution semi-linéaires ot nous allons aborder
quelques questions, parmi lesquelles ’existence locale des solutions, 1’existence globale
ou I’éventuelle explosion en temps fini, etc. Puis, nous allons donner quelques résultats
généraux sur 'existence globale de la solution pour des systémes de réaction-diffusion a
m équations.

Le résultat le plus important est présenté au quatriéme chapitre o1, en faisant appel a
la fonctionnelle de Lyapunov nous démontrons que la solution du systéme (SRD) est en
fait globale. (Publié dans la revue : Global Journal of Mathematical Analysis Vol-
ume 3, Number 3 (2015) , pp.109-120 sous le titre "Global solution of reaction
diffusion system with full matrix".

Dans le cinquiéme chapitre, nous nous intéressons a ce chapitre o1, il contient ’étude
d’un systéme de réaction-diffusion avec une matrice de diffusion pleine via un résultat de

compacité. L’étude concerne 'existence locale et globale. (Publié¢ dans la revue : Global

Journal of Pure and Applied Mathematics Volume 12, Number 6 (2016), pp.
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49134928 sous le titre " Global existence solution of reaction diffusion system
with full matrix via the compactness"

Enfin, nous énongons un résultat de comportement asymptotique. (Publié¢ dans la

revue : Global Journal of Pure and Applied Mathematics Volume 12 Number
3 (2016), pp. 21752194 et intitulé " Behavior asymptotic solution of reaction

diffusion system with full matrix"



CHAPITRE

1 Quelques rappels

d’analyse fonctionnelle

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques propriétés d’analyse fonctionnelle qui seront

constamment utilisées dans cette thése.

1.1 Espaces de Sobolev

Soit p un entier naturel et {2 un domaine borné de R".

LP () désigne I'espace de Banach des fonctions mesurables (au sens de Lebesgue) sur

i1, = ([ |f<x>|pdx)’1’

wmP(Q)={feL?(Q), Ya, avec |a| <m,D*f e LP(Q)}

2, muni de la norme

On pose

alors, W™ (€2) est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la norme .||, définie

par

1l =S IDOFIL)7 Y € WP ()

lor|<m

On note Wy™" () la fermeture de D(2) dans l'espace W™? (Q).



1.1. Espaces de Sobolev

Lorsque p = 2, on notera de préférence
W™2(Q) = H™(Q) et Wg™* (Q) = Hy" (Q)

Sur H™ (2) on utilisera plutot la norme équivalente

=1 D IDfII3

|a|<m

qui fait de H™ () un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire

b= 3 [ 00"

laj<m

En particulier, pour m = 1 on a

(f,9), = /Qf-gdx+/QVf.vgd;c

Lorsque €2 est borné, on sait qu’il existe une constante C'(€2) telle que

Vu € Hy (), |lull, < C(Q). [[Vull,

Il sera alors parfois commode de munir 1'espace Hy (£2) du produit scalaire défini par

(9o = /Q V[ Vgde

qui induit une norme équivalente a la norme |.|, sur le sous espace fermé H} ().

10



1.2. Inégalités fondamentales

1.2 Inégalités fondamentales

Lemme 1.2.1 (Inégalité de Young)

1 1
pour 1 < p,q < oo, tels que —+ — =1 et a, b > 0 on a 'inégalité
p q

ab? b
ab < —+ —
p q

Preuve. voir H. Brezis[10] m
Lemme 1.2.2 (Inégalité de Holder)

1 1
pour 1 < p,q < o0, tels que — + — =1 et pour f, g deux fonctions mesurables sur R"
q
on a l'inégalité
iz @lda <11, ol

Preuve. voir H. Brezis[10] m
Lemme 1.2.3 (Inégalité de Gronwall)

Soit T > 0, € L*([0,T[) vérifiant X\ > 0 p.p et ¢;, c2 deux constantes positives. Soit
¢ e LY([0,T]),® > 0 telle que X® € L'([0,T]) et

t

O (t) <e+ 02/ X (8) @ (s)ds, pour presque tout ¢t € [0, T
0

alors
t

O (t) <crexp 02/ N (s)ds
0
Preuve. On pose
t

W (1) :cl+02/>\(s)<1>(s)ds, pour ¢ € [0, 7]

U est dérivable presque partout ( car absolument continue), et on a

U (t) <o (t)®(t) p.p sur[0,7]

11



1.3. Formule de Green

Par conséquent,
t
d

— QW (t)exp —/02>\(3)d5 <0
dt .

et donc .

U (t) < ¢y exp 02/ X (s)ds | pour presque tout t € [0, 7]
0

d’ou le résultat, puisque ® < ¥ p.p.
En particulier, si ¢; =0 alors & =0 p.p.
Ce résultat est tres utile dans ’étude des problémes semi-linéaires, aussi bien pour

montrer I'unicité des solutions que pour établir des propriétés de bornage. m

1.3 Formule de Green

On se donne 2 un ouvert borné de frontiére réguliere 02 et n = (1, ...,7n,) la normale
extérieure au point z. Soient u une fonction de H? () et v une fonction de H' (Q)

Alors la formule de Green s’écrit

ou

/(Au)vd:c = [ —vdS — /Vqudx
Q a0 0N Q

1.4 Formes quadratiques

Soit V' un espace vectoriel sur le corps K. Une application @) : V — K est appelée forme

quadratique sur V' s’il existe une forme bilinéaire symétrique B : V x V — K telle que

Vu e V,Q (u) = B (u,u)

B est alors unique et appelée la forme bilinéaire associée. En effet, si u, v sont deux

vecteurs de V,

Qu+v)=0Q u)+2B(u,v)+Q(v)

12



1.5. Quelques outils abstraits

Donc I'expression nécéssaire de la forme bilinéaire symétrique B en fonction de @) est

B(u,0) = 5 1Q(u+v) - Qu) — Q1)

1.5 Quelques outils abstraits

Les résultats généraux ci-dessous sont trés importants pour I’étude théorique des équations

aux dérivées partielles.
Théoréme 1.5.1 (Théoréme de la divergence)

Ce théoréme énonce que le flux d’un vecteur & travers une surface fermée est égal
a l'intégrale de la divergence de ce vecteur sur le volume délimité par cette surface.

L’expression du théoréme est la suivante:

/dz’vF.dV = /F.dS
v b

Ou V est un volume et ¥ = JOF (la frontiére de F), dS est le vecteur normal a la

surface, dirigé vers 'extérieur, div F' est aussi notée V.F.
Théoréme 1.5.2 (Théoréme du point fixe de Banach)

Soit (X, d) un espace métrique complet et f : X — X une application telle qu’il
existe k € [0, 1] vérifiant d(f(z), f(y)) < kd(z,y) pour tout (z,y) € X x X : Alors il
existe un unique point xy de X tel que f(zg) = .

Preuve. voir H. Brezis[10] m
Théoréme 1.5.3 (Convergence dominée de Lebesgue)
Soit (f,,) une suite d’éléments de L'(Q) vérifiant :
1) (fn(x)) converge presque par tout.
2) 1l existe g € L*(9) positive telle que

Vn > 1| fu(x)] < g(x) pop

13



1.5. Quelques outils abstraits

Alors, il existe f € L'(Q) telle que

1) (fn(x)) converge vers f(x) p.p

2) lim [ fu(x)de = /f(x)d:v, et de méme lim | |f,(z) — f(x)|dz =0
Q Q

n—0o00 n—o Jo

Preuve. voir H. Brezis[10] m
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CHAPITRE

Les origines des systémes

de réaction-diffusion

2.1 Introduction

Les systémes de réaction-diffusion sont des systémes d’équations aux dérivées partielles,

paraboliques, donnés sous la forme

%u (xz,t) — DAu(x,t) = F (u(z,t)) ret>0 (R.D)

Ces systémes servent de modeles dans de nombreux domaines en constituant un ex-
cellent laboratoire théorique pour la compréhension de certains processus naturels.

Ici le temps ¢ varie dans un intervalle [0, T'], = dans un ouvert €2 de R", I'inconnue u est
une fonction définie sur Q x [0, 7] & valeurs dans R™, qui dans les applications correspond
a un m-vecteurs de concentrations d’espéces chimiques, de températures, de densités de
populations, etc. D est une m X m matrice qui sera le plus souvent diagonale, A désigne

le laplacien et F' : R™ — R™ est une fonction non- linéaire modélisant les phénomeénes

de réaction mis en jeu. (Réaction chimique par exemple).

2.2 Exemples de réaction-diffusion

Des systémes de la forme (R.D) apparaissent naturellement dans de nombreuses situations.

Voici quelques modeéles :
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2.2. Exemples de réaction-diffusion

2.2.1 Modéles simples

L’équation de réaction-diffusion la plus simple, ne portant que sur la concentration u

0?u
d’une seule dimension de ’espace — —

ot d8x2

(Kolmogorov-Pertrovsky-Piskunov). Si le terme en f(u) (qui représente le facteur de

= f(u) est aussi appelée équation K.P.P

réaction chimique dans le processus) vient de s’annuler, 1’équation modélise une simple
diffusion. L’équation correspondante est alors I’équation de la chaleur.

Si f(u) = u(1—u), on obtient ’équation qui a été introduite a la fin des années 30 par
Fisher [14] comme modele de génétique des populations, et avec f(u) = u(l — u)(u — «)
et 0 < a < 1, on obtient I’équation de Zeldovich qui est employée dans la théorie de la
combustion. L’inconnue u représente une densité de géne dominant dans le premier cas

et la température en combustion.

2.2.2 Modéles plus évolués

Un modéle génétique

On considére une population d’individus “diploides”, c’est-a-dire chez qui I'information
génétique est dédoublée. On suppose qu'un certain geéne sur une certaine paire de chro-
mosomes se présente sous deux formes possibles, ou alléles, que 1'on notera a et A. La
population se subdivise alors en individus “homozygotes” de type aa ou AA, et “hétérozy-
gotes” de type aA.

Notons p,(z,1), ps(z,t), ps(x,t) la densité d’individus de type aa, aA, AA respective-
ment, au point x et a I'instant £. Supposons que les individus constituant la population
se reproduisent avec un taux r (indépendant du génotype), et se déplacent aléatoirement
dans I’espace suivant un mouvement brownien de constante d (également indépendante du
génotype). On suppose en revanche que les taux de déces 71, 72, 73 des trois populations

peuvent légérement différer. Alors les densités py, psy, p3 sont solution du systeme :

9 ’ 2
Gt —dOpy = —Tip + » (/)1 + %Pz)

9 T

G2 —dDpy = —Tapy + Z (01 + 50) (P5 + 5p2)
8, . 2

ﬁ —dApy = —T3ps + ° (103 + %P2)
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2.2. Exemples de réaction-diffusion

ou p(x,t) = py(x,t) + pylz,t) + ps(z, )

Modéles en dynamique des populations :

a) Un modé¢le prédateur-proie

Dans la premiére moitié du XXe siecle, ’étude de la dynamique de plusieurs espéces
en interaction connut un essor considérable. C’est a cette époque la appelée I'age d’or
de 1’écologie théorique que furent développés les premiers modéles basés sur des com-
portements de type compétition et des relations prédateur-proie. V. Volterra a étudié la
coexistence de deux espéces dont I'une dévore ’autre.

Considérant deux espeéces, la premiére, la proie u(z,t), aurait si elle était seule une
croissance exponentielle. La seconde, le prédateur v(x,t), se nourrit exclusivement de la
premiére et en ’absence de proie s’épuiserait progressivement et disparaitrait. La mise en
équation de la fonction représentant la prédation est basée sur la méthode des rencontres
et sur ’hypothese des équivalents élaborées par Volterra. La premiére considére que pour
qu’il y ait prédation entre une espéce prédatrice et une espéce proie, il faut tout d’abord
qu’il y ait rencontre entre ces deux espéeces et que le nombre de rencontres entre ces deux
espéces est proportionnel au nombre des individus qui la compose. Le coefficient de pro-
portionnalité étant égal & la probabilité de rencontre. La seconde consiste a supposer qu’il
existe un rapport constant entre les disparitions et apparitions d’individus que provoquent
les rencontres, i.e., que la prédation de la proie est équivalente & la croissance du préda-
teur. De plus, Volterra considére comme immédiat cet accroissement. Ceci conduit au

systeme :

% —dyAu=au—buv  sur0,+oo[ x Q

& —d,Av=—cu+duv sur[0,+oo[ X Q

ol a représente le taux de croissance de la proie en I'absence de prédateur, b le taux
de prédation du prédateur sur la proie, ¢ le taux de mortalité du prédateur en I'absence
de proie et d le taux croissance du prédateur du fait de sa prédation et d,,d, sont les
constantes de diffusion de proie prédateur respectivement.

b) Un modéle prédateur-compétiteur-proie
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2.2. Exemples de réaction-diffusion

On considére un systéme d’un prédateur et deux populations de proies du type prédateur-
compétiteur (proie introduite) proie indigéne. Les densités de populations sont notées
respectivement B, R et C' pour les proies, compétiteurs et prédateurs. Le modéle mathé-

matique associé est le systéme suivant :

% — dAB =ryB (1= £) = nBR — g2 C  sur(0,+00[ x O
% _d,AR=r1,R(1-K,)— —2n.C sur [0, +o0[ x Q
%—f —d.ANC =7r.R (1 — ,urubﬁ> sur [0, +oo[ x

ou 7., Ty, ky ky, 1, €t 1, les taux de croissance, capacités d’accueil du milieu et les taux
de prédation respectifs pour les populations de proies introduites et natives, « le coefficient
de préférence des prédateurs, 1 la compétition asymétrique entre proies natives et intro-
duites (i.e. pression unilatérale des proies introduites sur les proies natives), et dy, d,., d,
sont les constantes de diffusion des proies, compétiteurs et prédateurs, respectivement.

Un modéle chimique

Soient A et B des substances chimiques qui réagissent suivant la loi A+ B — 2B+ R.
On note a, resp b, la concentration de A, resp B.

Si on a un melange parfait de A et B les concentrations vérifient le systeme différentiel

ordinaire :
da __
E = ab
ob __
5 = ab

Si A et B n’ont pas été mélanges et si on veut modéliser leur diffusion, on obtient le

modéle de réaction-diffusion

% = Di;Aa — ab

% = Dy Ab+ ab
Un modéle en combustion
On décrit la combustion d’'un milieu gazeux par une réaction chimique exothermique

de la forme R — P, ou R est le réactant (mélange gazeux) et P le produit de la réaction

(substance inerte). On note Y (z,t) la densité du réactant au point z a l'instant ¢ et 7'(x, t)
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2.2. Exemples de réaction-diffusion

la température du mélange. Alors sous différentes approximations (densité, convection

négligeable,...) on obtient le systéme thermo-diffusif

9 = KAT + Y F(T)

o _ K

55 = 1. AY =Y F(T)

ol le nombre de Lewis, noté Le, est le rapport des constantes de diffusion. La non-linéarité

F de type "Arrhenius" :

-F
F(T)=P(T)e —
1) = Prye ()
ol P est un polynéme en T', R est la constante des gaz parfaits, et E est une énergie
d’activation, si Le =1 et si T'4+ Y = 1, ont ramené a ’équation scalaire
oT

5 = KAT — (1-T)F(T),

La fonction f(7) = F(T)(1 — T) s’annulant trés vite lorsque 7" — 0, on I’approche
souvent par une fonction identiquement nulle sur un petit intervalle [0, 6], ot > 0 et la
"température d’ignition".

Un modéle en physique nucléaire

Le modele décrivant une réaction nucléaire est décrit par le systéme de réaction-

diffusion :
9 — dyAu+ u(av — b) sur [0, +o00|
90 = dyNvv + cv sur [0, +00]

avec conditions aux bords homogeénes de Neumann et conditions initiales positives.
On montre que (Voir Pao), pour a > 0,6 > 0 et ¢ > 0, la solution de ce systéme avec
conditions aux bords bien choisies et conditions initiales positives explose en temps fini.
Cette réaction est analogue a celle de deux enzymes avec les conditions aux bords et

conditions initiales positives.
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2.3. Modélisation

2.3 Modélisation

Les équations de réaction-diffusion ont été proposées par A. Turing (1952) pour la mod-
élisation des phénomeénes de morphogeénes, c’est a dire le développement des formes.
Dans cette section, nous allons présenter les étapes a suivre pour établir le systeme
(R.D). Pour clarifier les idées, notons que pour modéliser un phénomeéne, on doit simplifier
plusieurs termes et négliger d’autres facteurs rentrant dans les réactions, dans le but d’une

obtention des équations simples et faciles & étudier.

2.3.1 Reéaction et Diffusion

a) La réaction

Une réaction est une transformation de la matiére au cours de laquelle les espéces
chimiques (atomiques, ioniques ou moléculaires) qui constituent la matiére sont modifiées
les espéces qui sont consommées sont appelées réactifs. Les espéces formées au cours de
la réaction sont appelées produits de réaction. Depuis les travaux de Lavoisier (1777), les
scientifiques savent que la réaction chimique se fait sans variation mesurable de la masse :
«Rien ne perd, rien ne se crée, tout se transforme» qui traduit la conversation de la masse.
b)La diffusion

La diffusion est un phénomeéne par le quel deux ou plusieurs substances en contact
acquiérent une répartition et de propriétés homogenes. Diffusion des gaz, des solutions,
diffusion thermique, coefficient de diffusion. De rapides courants entrainaient tous ces gaz
en diffusion, et les torrents laviques glissaient jusqu’au bas de la montagne, est appelé de

maniére générale "migration". La diffusion est donc la migration sous une certaine agita-
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2.3. Modélisation

tion (thermique par exemple), par exemple lorsque 'extrémité d’une barre est chauffée,
la chaleur se diffuse de la partie chauffée vers la partie froide de la barre.

La diffusion de matiére est en générale encore plus lente, lorsque 'on place un
morceau de sucre au fond d’'une tasse contenant de 1’eau, le sucre se dissout et se diffuse
lentement dans 1’eau, mais si I’eau n’est pas agitée, il faudra peut-étre plusieurs semaines
avant d’atteindre I’homogénéité.

La diffusion de la lumiére. Dissémination ou changement de direction des rayons
lumineux produit par passage & travers certains milieux. Diffusion par diffraction, par
réflexion. La couleur bleue du ciel est due a la diffusion de la lumiére solaire par les gaz
de ’atmosphére.

La diffusion désigne la tendance naturelle d’un systéme & rendre homogeénes les con-
centrations des espéces en son sein.

Le déplacement des atomes, ions ou molécules dans un milieu, que celui-ci soit solide,

" migration".

liquide ou gazeux, est appelé de maniére générale
Lorsqu’un atome se déplace parmi des atomes de méme nature, on parle d’autodiffusion.
En parlera d’autodiffusion du fer pour désigner la migration d'un atome de fer dans
un cristal de fer.

Lorsque 'on a deux milieux homogenes différents que ’on met en contact, on parle

d’inter diffusion.

2.3.2 Lois de Fick

Premiére loi de Fick

La premiére loi de Fick énonce que le flux de diffusion est proportionnel au
gradient de concentration.

Cette loi est inspirée de la loi de "Fourier" sur la conduction de la chaleur. Elle peut
étre vue comme une définition de la vectrice densité du courant .J; . Mathématiquement,

cette loi s’exprime de la maniére suivante :
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2.3. Modélisation

Soit B un milieu dans lequel se trouve une espéce chimique A, et soit une surface S.
On note Cy(z,y, z,t) la concentration de A en un point donné. On appelle J4 la vectrice

densité de courant des particules de A. La premiére loi de Fick s’écrit :

JA = —DAB.VCA

D sp est le coefficient de diffusion de A dans le milieu B; il dépend de la température

du milieu et de A.

Seconde loi de Fick
La loi de conservation des espéces indique que la variation par unité de temps de la

quantité de particules ¢ : / / / C;.dV dans un volume donné V est égale au flux sortant :

/ / J;.dS de la vectrice densité de courant J; de particules 7 a travers la surface fermée
S délimitant le volume V.

On obtient la deuxieme loi de Fick en identifiant les intégrants ci-dessous :

_%///Vo,-.dvz//sji.dsz///Vv.Ji.dv

La deuxiéme égalité ci-dessus est due au théoréme de la divergence, dit de "Green-
Ostrogradsky", et le signe moins provient du fait que la concentration diminue quand le
flux sortant augmente.

On a donc
oC;
ot

a une dimension, ’équation devient :

+V.J;=0

ac;  dJ;

ot oz
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2.3. Modélisation

2.3.3 Modélisation des systémes de réaction-diffusion

Considérons une région bornée €2 de R"(n = 1, 2, 3) dans laquelle des réactions se réalisent.
() peut étre des molécules ou une surface géographique qui forme les lieux des milliers de
virus, d’épidémies ou méme des rumeurs circulant entre les individus des populations. €2
peut étre aussi une cellule vivante qui est le siege de plusieurs réactions chimiques.

Nous avons besoin du principe suivant :

e

La vitesse de formation de la "¢ espéce dans un volume w est égale a la quantité

formée par la réaction 6tée de son flux a travers la surface S. Soit alors J; le flux de ces
espéces A travers la frontiére et soient u; (x,t) la concentration de la i®™® espéce prenant
part dans une réaction et f;((uy,usg, ..., un),x,t) son taux de formation dans la réaction
en question au point x et a l'instant £ > 0.

Considérons alors un volume w infiniment petit de ) de frontiére S = Jdw. En terme

d’équations, le principe précédent se traduit par

% / i (2, 1) dr = / Fi((u1, 11z, ooy i), 2, ) — / Jido

Par application directe du théoréme de la divergence, on obtient

/Jida = /V.Jidx,i =1,...,n

Gui .
;T y = = 1 Py
/w< 9 —FCJZ 7Z)d[L’ 0,2 ey 1

Puisque w est infiniment petit et arbitraire, le théoréme de I'intégrale nulle nous assure

Ceci implique

que

8ui
ot

+VJ;— fi=0dans Q,i=1,....n

Le phénoméne de la diffusion est régi par la loi de Fick, D’aprés cette loi J; est

proportionnel au gradient de la concentration des espéces et donné par :
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2.3. Modélisation

m
Jl’ = — E aijVuj,i = 1,...,777,
=1

ou les a; ; sont les coefficients d’autodiffusion, A := (a; j)i<i, j<» est une matrice définie

positive appelée matrice de diffusion. De ce qui précede, on trouve :

ou

et par un changement de variable, la matrice A peut étre ramenée & une matrice
diagonale D = (dy,...,d,,) avec d; > 0,Vi = 1,...,m : (le cas ou l'écoulement de la
matiére se fait des milieux les plus concentrés vers les moins concentrés). D’oul on retrouve
finalement le systéme

%U (.4) — DA 1) = F(v(2,1)  z€Qt>0 (R.D)

Le systeme (R.D) s’accompagne souvent de certaines conditions initiales et d’autres
aux bords selon l'origine et la nature du probleme étudié. S’il n’y a pas d’immigration
des individus a travers la frontiére de €2 sur lequel le probléme est posé, nous choisissons
les conditions aux bords de Neumann. Et s’il n’y a pas d’individus sur la frontiére, nous

prenons les conditions aux bords homogénes de Dirichlet.
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CHAPITRE

Problémes d’évolution

semi-linéaires

Dans ce chapitre nous allons présenter quelques résultats concernant les propriétés locales
(existence, unicité) des solutions de problémes d’évolution semi-linéaires. Il apparaitra
clairement que les solutions sont soit explosives en temps fini, soit au contraire uniformé-
ment bornées pour ¢ > 0.

Les équations d’évolution sont des équations qui s’écrivent sous la forme :

u e C([0,T], D(A)) N CY([0,T], X)

du
i Au = F (u) (PSL)

u (0) = ug
ou u = u(z,t), A: X — X est un opérateur d'un espace de Banach X dans X, ug la
donnée initiale et F' une application dans X.
Comparativement avec les équations différentielles ordinaires, il est tout a fait raisonnable
d’envisager 'existence et I'unicité de la solution du probleme précédent a partir des pro-

priétés de 'opérateur A.
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3.1. Notation et définition

3.1 Notation et définition

Dans toute la suite, X est un espace de Banach muni de la norme ||.|| et X* son dual de

norme ||.|| . et P(X) ensemble des parties de X. On appelle opérateur multivoque de
X toute application A de X dans P(X). On note par :
D(A) = {z € X; Az # @} le domaine de définition de A.

R(A) = U Az = U Az I'image de A.
zeX z€D(A)
G(A) ={(z,y) € X x X;2 € X;y € Az} le graphe de A.

(x,y) € A signifie que x € D(A) et y € Aux.
Si pour tout x € X, Ax contient au plus un élément, on dit que A est opérateur
univoque de X. (on retombe alors sur la théorie classique des opérateurs). Un opérateur

univoque de X est completement déterminé par la donnée de son graphe .

Définition 3.1.1 On rappelle que si A est un opérateur linéaire pas nécéssairement borné
dans X, 'ensemble résolvant p(A) de A est l’ensemble de tous les nombres complexes A
pour lesquels \XI — A est inversible; i.e. (M — A)™! est un opérateur linéaire dans X.
La famille J\(A) = (A — I)7', X\ € p(A) des opérateurs linéaires bornés, est appelée la

résolvante de A.

Définition 3.1.2 Un opérateur linéaire dans X est un couple (A, D(A)), ou D(A) est un
sous espace vectoriel de X, et A: D(A) — X est une application linéaire. On dit que A
est borné si || Au|| reste bornée lorsque u € {x € D(A), ||z|| <1} . Dans le cas contraire,

A est dit non borné.

3.2 Opérateurs m-dissipatifs

Dans tout ce qui suit, on consideére les opérateurs univoques comme étant les seuls éléments

de notre travail.

Définition 3.2.1 Un opérateur A dans X est dit dissipatif si on a
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3.2. Opérateurs m-dissipatifs

Vuy,ug € D <A> , VN> 0, Hul — Uy — N (Aul - Au2>H > Hul - u2H
Remarque 3.2.1 Un opérateur linéaire A dans X est dit dissipatif si on a
Vu € D(A), YN >0, ||Ju — NAul| > ||u|

Définition 3.2.2 Un opérateur A dans X est dit m-dissipatif si

A est dissipatif
Vie X, VN>0,Jue D(A):u—XNAu=f

Remarque 3.2.2 Si A est un opérateur linéaire m-dissipatif dans X, il est immédiat, que
pour tout f € X et tout X > 0, I’équation u — NAu = [ posséde une unique solution qui

vérifie ||ull < ||f|l -

Définition 3.2.3 Soit A un opérateur m-dissipatif dans X et N > 0. Pour tout f € X,

on note Jy [ la solution u de l’équation uw — NAu = f.

Proposition 3.2.1 Soit A est un opérateur (linéaire) dissipatif dans X. Les propriétés

suivantes sont équivalentes :

i) A est m-dissipatif dans X.

ii) il existe 2o > 0 tel que pour tout f € X, il existe u € D(A) : u — NoAu = f.
Preuve. Il est immédiat que (i) = (i)

Montrons que (ii) = (4)

Soit X > 0 on remarque que I’équation u — X Au = f est équivalente a

>\0 >\0
_ Au = = 1— =
u — NoAu >\f—l—( >\)u

or, puisque A est dissipatif et R(I —XgA) = X, on peut définir comme dans la définition

(3.2.3) l'opérateur J,, = (I—xoA) "' qui est une contraction sur X. L’équation précédente

u=J, [%f—l—(l—%)u]
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3.3. Produit semi-intérieur. Application de dualité

Lorsque 21 > g, cette équation s’écrit u = F'(u), ot F' est une application Lipschitzienne
()
1— (20
PN

PN
donc résoudre ’équation u — XNAu = f, pour tout X € } 70, 400 { En itérant ce procédé,

sur X, de rapport K = < 1. En appliquant le théoréme (point) fixe, on peut

PN
on résout 1’équatioon pour tout X € } 2—7?, 400 [, n € IN et donc pour tout X > 0. m

Définition 3.2.4 Un opérateur A est dit accrétif si l'opérateur (—A) est dissipatif et il

est dit m-accrétif si l'opérateur (—A) est m-dissipatif.

3.3 Produit semi-intérieur. Application de dualité

Définition 3.3.1 Pour tout u et v dans X, on définit le produit semi-interieur noté [u, v]

par
_ o e ol —
[u,v] = th() N

Propriétés du produit semi-intérieur

N _
1.[u,v]=xi£f>0Hu+ i” Il

2. [u,~v] = Nu, v]
3.Ju, v+ '] < [u,v] + [u, V']

4. [u,au+v] = alu| + [u,v]

Preuve. Voir A. Moumeni [31] =

Définition 3.3.2 Soit x € X, on pose :

J(z) :={we X*(w,2) oy = |lz]| et ||y <1}

J est une application de X dans X*, partout définie d’aprés le théoréme de Banach

dite application duale normalisée.
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3.3. Produit semi-intérieur. Application de dualité

Proposition 3.3.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est accrétif.
2. Yuy,us € D(A) : Jw € J(up — ug) tel que (w, Aug — Aug) >0
3. Vul,u2 € D(A) : [’LLl — uz,Aul — AUQ] >0

4. Y\ > 0; (I + NA)~! défini de R(I + »A) dans X est une contraction.
Preuve. Voir A. Moumeni [31] =
Dans la suite, on désignera par [., .], le produit semi-intérieur et par J, (.) I'application

duale normalisée dans L”(€). On a alors le résultat suivant :

Proposition 3.3.2

1) Si p =1 alors pour tout u,v dans L'(2); on a

[u, 0], = / signo (u (2)) v (z) dz + / v (2)| da

{z,u(z)#0} {z,u(z)=0}
et
Ji(u) ={w € L= (Q) : w (z) € signo (u(x)) p.p}

2) Si 1< p < oo, on apour tout u,v dans LP(2)

[, 0],

/ signo (u (2)) . Ju ()P (z) da

= —
lull,™ Jo

et

1 , _
Jp (1) = ———signou (x) . [u ()"~
lull;

La fonction signg est définie par
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3.3. Produit semi-intérieur. Application de dualité

1sir>0
signor Osir=20

—1sir<0
Preuve. 1) Sip=1,on a
swll, —
el — ol

[u,v], = i

N—s0 PN

Qgg/gzu<x)+xv<x)%dx/ﬂu(x)dx

Lorsqu’on fait tendre X\ vers 0, on aura

v(z) stu(z)>
lu(x) + > (z)|do — |u(z)|de
N - v (z)

|
—v(z) siu(z)<

0
siu(z)=0
0

ainsi

[u, v]; = / signg (u (x)) .0 (x) dx + / v (z)| dx
{z,u(z)#0} {z,u(z)=0}

Cherchons maintenant I’ensemble J;(u) qui est donné par
Ji(u) = {w € L2(Q); (w, u) = [lull, et [lw] <1}

Soit alors w € Jy(u), on a donc

/Qw (v)u(z)dr = /Q lu ()| dx
ce qui donne
/Qw(a:)u(x)d:c—/ﬂ\u(:cﬂd:c =0
o | (sigma (@) (@) = D fu )] ds =0
on peut donc conclure que

signo(u(z))w(z) =1 p.p
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3.3. Produit semi-intérieur. Application de dualité

d’oll finalement
w(zr) € signo(u(r)) p.p

2)sil<p<oo,ona

o], = lim w4 Noll, = [lul, </ Ju () + 2o (2 |de) (/ (2 |pdm>

P r—>0 PN >\*>

on définit maintenant les deux fonctions f et g comme suit

f [0, +o0[— [0, 400, qui & chaque X associe f(>\) donnée par

:/Q|u(x)+>\v(x)|pdx

et ¢ :]0, +oo[— R, qui a chaque X associe g(X\) donnée par

donc [u, v], devient

.oy = tim S =IO )

ot g, (0) est la dérivé de g a droite du point 0. Or

en utilisant le fait que

710) = p / signo (u (2)) |u ()" v (z) dz

et que

on déduit que
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3.4. Le Laplacien dans un ouvert de R"

et I'ensemble J,(u) défini par
Jyu) = {w e L9(Q); fwyu) = |ul, et [, <1}
est constitué d’un seul élément donné par

Jy(u) = ———signgu (2) . Ju (2)]"* € L7 (2)

1
[ully

3.4 Le Laplacien dans un ouvert de R"

Proposition 3.4.1 Soit Q0 est un ouvert borné de R™, et posons X = L*(Q0), on définit

Uopérateur Ay sur ’ensemble

ou

D(A)) = {u € L'(9), o 0 sur 89}

par

Al’U, = —Au,Vu € D(A1>

Alors, Ajest m-accrétif dans X.

Preuve. Si X = L'(2), son dual est donc X* = L>®().

Le produit semi-intérieur et ’ensemble dual sont donnés respectivement par

[u,v]; = / signg (u (z)) v (x) dz + / v (z)| dx
{z,u(z)#0} {z,u(z)=0}
et

J(u) = {w € L?(Q) s w (2) € signo (u(z))  pp}

la fonction signg est finie plus haut .
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3.5. Cy Semi-groupes et leurs générateurs

Il est clair que 'opérateur linéaire A; est accrétif dans L' (Q) pour le voir il suffit de

remarquer que

[U, Aluh Z O
Pour la m-accrétivité, voir Bresis-Strauss [10] . =
Proposition 3.4.2 On se donne 2 un ouvert borné de R", X = L¥(Q),1 < p < 0o et on

définit l'opérateur As tel que

AQU = —A'U/,VU eD (AQ)

D (4y) = {u cwer (o) 2

,a—n:O sur aQ}

Alors, A, est m-accrétif dans X.

Preuve. Montrons que 'opérateur A, est accrétif.
L’opérateur A, étant linéaire, d’apreés la proposition (3.2.2), il suffit de montrer que
[u, Agu] , >0
sachant que

-1
[u, Agu] = —/signou. lulP~" Audz

= -1
Ty e

La formule de Green donne
—/signou. lul’ Audr = /V [signou. [ul"™"] Vudz
Q Q
_ / isignoul® (p— 1) [u’ 2 |Vul? dz > 0
0

Ce qui montre que A, est accrétif

Pour la m-accrétivité, voir Bresis-Strauss [10]. =

3.5 () Semi-groupes et leurs générateurs

Définition 3.5.1 On appelle Cy semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés de X — X,

une famille {S(t)},5, vérifiant :
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3.5. Cy Semi-groupes et leurs générateurs

1. S(0) =1, ( I est I'opérateur identité dans X )
2. S(t+s)=95(t)S(s),¥s,t >0
3. tlimo St)r =z,Vr € X.

Définition 3.5.2 On dit que le semi-groupe S(t) est de contraction si

VE>0,]|S (8] < 1. (et S(t) € £ (x)).

Définition 3.5.3 On appelle générateur infinitésimal du Co semi-groupe {S(t)},5q , un

opérateur A défini sur l’ensembe

D(A) = {x € X, tlimowexiste}
par

S(t)x

Az = hm%,\m € D (A)

t—0

Exemple 3.5.1

Soit Cyp[0, +00[= {f : [0,+00[— R, f est uniformément continue et bornée} avec la

norme

1/

Cup[0,400] — aes[élfoo[ |f (a>|

lespace C[0, 400 devient un espace de Banach.

Définissons

(S f)(a) = f(t+a),Vt >0, et a € [0, +00]
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3.5. Cy Semi-groupes et leurs générateurs

Evidemment S(t) est un opérateur linéaire, et, en plus, on a :

#)(5(0)f)(@) = f(0+ a) = f(e), donc S(0) = 1.

i) (S(+s)f)(a) = f(t+s+a) = (S@)f)(s+a) = (S{)S(s)f)(), V] € Cup|0, +00]
donc S (t+s)=5(t)S(s),Vt,s >0

i) B 1S()f = ey o = Jimy 3 50017 (140) = f <a>|} = 0.9/ € Cuslo, +oc|

—0 a€l0,+o0[
De méme, nous avons :

1S ) fllooq0f =  sup [(SE) f)(@)]= sup [f(t+a)]= sup [|f(B)
a€l0,+o0] a€[0,+oo| BE[t,+oo[
< sup [fB) = 1fllecyot00 7t =0
BE0,+oo]
donc

1S =1,vt =0

ainsi {S(t)},5, est un Cy semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur Cy[0, +oof,
nommé le Cy semi-groupe de translation a droite.

Soit maintenant A : D(A) C Cyp[0, +00[— Cyup[0, +00] le générateur infinitésimal du
Co semi-groupe {S(t)},5, -

Si f € D(A), alors, nous avons

Af (@) = lim DN (@) = f ()

t—0 t t—0 t

uniformément par rapport a « . Par conséquent :

D (A) - {f € Cub[oa +OO[ tel que f/ € Oub[ov +OO[}

Si f € Cuwl0, +o0] tel que f' € Cyyp0, +o0f; alors :
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3.5. Cy Semi-groupes et leurs générateurs

HS(t)f—f_f, - '(S(t>f)(a)—f(a>_f,(a)
t Cupl0, oo a€[0+00] t
. '(S(t)f)(a)—f(a)_f,(a) . ‘f(Hoz)—f(a)_f,(a)
a€[0,+o0[ t a€[0,4o00[ t
]' a+t /
= LT @ ()
]‘ T ! !/
- ;(/ ()= f (@l dr
< 1(/[]”(7)]“(04)]6!7 0

uniformément par rapport a «, pour t — 0.

Par suite :

—0, sit—0

Cub[O,oo)

d’ou f € D(A) et 'ensemble {f € C,;[0,+00[ tel que f" € Cypl0, +o0[} C D(A). Par

conséquent

D(A) = {f € Cup[0, +00[ tel que f' € Cyp0, +00[}

et
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3.6. Problémes semi-linéaires

Théoréme 3.5.1 (Hill-Yosida-Phillips) Un opérateur linéaire A dans X est le générateur
d’un semi-groupe de contraction sur X si et seulement si A est m-dissipatif de domaine

dense.

Preuve. Voir T. Cazenave -A. Haraux [11]. m

3.6 Problémes semi-linéaires

3.6.1 Préliminaires

Définition 3.6.1 Une fonction F' : X — X est dite localement Lipschitzienne sur les
bornés de X siVM > 0,3K (M) telle que ||F(x)— F(y)|| < K(M) ||z —y|,Yx,y € Bu,

ou By est la boule de centre 0 et de rayon M.

Dans ce paragraphe, X est un espace de Banach, A est un opérateur m-dissipatif dans
X, de domaine dense et S(t) est le semi-groupe de contraction engendré par A,

F : X — X une fonction Lipschitzienne sur les bornés de X. On note K (M) la
constante de Lipschitz de F' sur Bj;.

Etant donné uy € X, on cherche " > 0 et une solution u € C([0,7],D(A)) N
C1([0,77], X) du probleme (PSL).

Lemme 3.6.1 Siu est une solution du probléme (PSL) alors elle vérifie l’équation inté-

grale suivante :

w(t) S (t) ug + /S (t —s)F(u(s))ds,Vt €0,T] (3.2)

0

Preuve. Soit u une solution du probléme (PSL), on définit w par

w(s)=S8(t—s)u(s)
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3.6. Problémes semi-linéaires

qui est différentiable pour 0 < s < t. On a alors,

w(h+s)—w(s) St—h—s)u(h+s)—S({t—s)u(s)

h h
= S(t—h—s) [“(hﬂLS)—hS(h)U(S)]
— S(t—h-—s) [u(h+8>_“(S>Z“(S>—5(h)U(s)]
S(t—h-—s) “(h“}z—U(S)_S(h])Z—Iu(S)

Si on passe a la limite quand h tend vers zéro, on aura
w'(s) = S(t = s)[u(s) — Au(s)] = S(t — s)F(u(s))

On intégre de 0 @ 7 < t pour avoir

par suite

en faisant tendre 7 vers t, on aura
t
w(t) =5 (t)u(0) + /S(t — s)F(u(s))ds
0
comme w(t) = S(0)u(t) = u(t), il en résulte

u(t) =S5 (t)uy + /S(t — 8)F(u(s))ds,Vt € [0,T]

Remarque 3.6.1 La formule (3.2) nous définit une solution u € C([0,T], X).

3.6.2 L’existence locale

Commencons par énoncer un résultat d’unicité.
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3.6. Problémes semi-linéaires

Lemme 3.6.2 Soit ug € X etT > 0 alors, le probléme (PSL) admet au plus une solution.

Preuve. Soient u et v deux solutions de (PSL) , elles sont donc solutions de (3.2).

Posons
M = Sutlé[ﬁ?x{ﬂu(t)ﬂ Ao @1
u(t) —v(t) = /S (t = s) [F(u(s)) — F(v(s))] ds
donc

lu(t) v (@I < /IIF(U(S))—F(U(S))IIdS

IN

t
K QD) [ u(s) - v () ds
0
On conclut en appliquant la remarque (3.6.1) qui donne
u(s)—wv(s)=0
d’ott on obtient finalement

le résultat attendu. m

Posons maintenant
Ty = [2K (2M + |F (0)|]) +2]~" > 0, pour M >0

On peut établir un résultat d’existence locale.

Proposition 3.6.1 Soit M > 0 et ug € X tel que ||ug|| < M. Alors, il existe une unique
solution u € C([0,Ty], X) de (3.1) avec T' = T)y.

Preuve. Notons tout d’abord que le lemme (3.6.2) nous assure I'unicité de la solution.

Soit up € X tel que |Jug|| < M.
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3.6. Problémes semi-linéaires

On note E = {u € C([0,Tn], X), [|[u(t)|| < L;Vt € [0,Ty]} avec L = 2M + ||[F(0)]| .

Si on munit E de la distance d induite par la norme de C([0, T)], X) donnée par

d(u,v) = max||u(t) — v (t)||, pour tout u,v dans E
t€[0,Tar]

alors, F est un espace métrique complet.

Pour tout u € F, on définit ®, € C([0,Ty], X) par
¢
D, (t) =S (t)ug + /S(t —5)F (u(s))ds,Vt € [0,Th]
0

1) montrons que ¢, : £ — FE.

pour s € [0,T], on a :

donc
_ M1 |E©)]

[E(u(s))| < [F(O)] + &£ (L) L T

il en résulte que

< LVt € [0, T]

(M + |[FO))¢
T

M

1@ (O < ol + / |F (u(s)] ds <

ainsi, on a bien &, : £ — F.
2) Montrons que ®, est une contraction.

Notons d’une part que pour tout u,v € E on a

[P )] = ([P0 ()] = /S(t — ) [F'(u(s)) — F(v(s))lds
donc

1w ()] = (1@ ()] < K(L)/ lu(s) —v(s)llds < K (L) Th.d (u,v)

d’autre part on sait que

_ M+ F )]

IF )] + K (L)L "
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3.6. Problémes semi-linéaires

donc
KL< MEIFO)
T

d’otll finalement
M+|FO) _ M+ |FO)]
Ty 2M + ||F (0)]]

on peut donc conclure que @, étant une contraction, elle admet alors un point fixe u € F

K (L) Ty < <1

qui est solution de (3.2). m

3.6.3 L’existence globale. L’éventuelle explosion en temps fini

Nous complétons ce chapitre par ce théoréme.

Théoréme 3.6.1 1l existe une fonction T : X —|0,+00[ avec les propriétés suivantes:
Pour tout uy € X, il existe u € C(]0,T(ug)[, X), qui pour tout T" < T(ug) est l'unique
solution de (3.1) dans C([0,T], X). de plus,

2K (IF O +2u(0)]) > sy ~2WEDT @) 63

En particulier, 'une de ces deux éventualités suivantes aura lieu :
i)T (up) = 409
it) T'(ug) < +oo et lim )Hu(t)H = +00.

t

—T (uo

Remarque 3.6.2 Si la propriété (i) est satisfaite, on dit que la solution u est globale.
Si la propriété (ii) est satisfaite, on dit que u explose en temps fini. L’alternative (i) —
(17) signifie en d’autres termes que l’existence globale de la solution u est équivalente a

Vezistence d’une estimation a-priori de ||u(t)|| sur [0, T (ug)].

Pour clarifier les idées, notons qu’a partir de I'inégalité (3.3), il est clair que
lig(l : |lu(t)|] = 400 dés que T'(ug) < +o0.

t—T'(uo

Preuve. du théoreme 3.6.1
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3.6. Problémes semi-linéaires

Soit maintenant uy € X, on introduit :
T(up) = sup{7T > 0,3u € C([0,T], X) solution de (3.2)}

d’apres la proposition (3.6.1), on sait que T'(ug) > 0. D’autre part, la propriété d’unicité
permet de construire une solution maximale u € C([0,T(uo)[, X) de (3.2).

I nous reste donc & montrer (3.3). L’inégalité (3.3) étant immeédiate si T'(ug) = +o0,
on peut supposer que T'(ug) < +00. On raisonne par ’absurde, en supposant qu’il existe
to € [0, T (up)[ tel que (3.3) ne soit pas vérifiée.

On a alors,

T(UO) — t() < TM, avec M = ||U(t0)||

soit v € C([0, Th], X) la solution donnée par la proposition (3.6.1) de I’équation
t
v(t) = S(t)u(to) + /S(t — s)F(v(s))ds,Vt € [0, Ty]
0

on définit la fonction w € C([0,ty + Th], X) par

u(t) pour 0 <t <t
w(t) =
v(t —to) pour tog <t <ty+ Ty
Pour tg <t <ty+Ty ona
t—to
w(t) =v(t —to) = S(t —to)ul(to) + [ S(t—1to— s)F(v(s))ds
0
en utilisant le fait que
to
u(to) = S(to)uo + /S (to —s) F(u(s))ds
0

w(t) = S(t —to) | S(to)uo + /S(to —s)F(w(s))ds| + /S(t —to — s)F(v(s))ds

en effectuant le changement de variables: s = s + tg, on obtient

/S(t —to— s)F(v(s))ds = /S(t — §VF(v(s' —tg))ds' = /S(t — 8)F(w(s))ds
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par conséquent

t

w(t) = S(t—to) | S(to)uo + /S(to —s)F(w(s))ds| + /S(t — s)F(w(s))ds

to

d’ou finalement .
w(t) = S(t)ug + /S(t — s)F(w(s))ds

w est donc solution de (3.2) sur [0,y + 1], c’est a dire, on a pu construire une solution
de (3.2) avec T' = to + Ty > T'(up), ce qui contredit la définition de T'(up). Donc on a
bien

1

2K ([ F (O + 2 Ju ()[]) = Tluo) =1 2

D’ou le résulat attendu. m

3.7 Un résultat sur ’existence globale

3.7.1 Introduction

Dans cette section nous considérons un systéme de réaction-diffusion & m équations, on
établit que pour un systéme ayant une matrice de diffusion diagonale dont les coefficients
sont égaux, les solutions existent globalement en temps.

Sous leur forme la plus simple, les systémes de réaction-diffusion s’écrivent

%u(ﬂc,t) — DAu(z,t) = f (u(x,1)) z €N t>0
2 zed t>0 (9)
on

u(0,.) = uo reQ  t=0

2 est un ouvert borné de R", D = diag(dy, ...,d,,) est une matrice diagonale définie
positive, dite matrice de diffusion. f : R™ — R™ est une fonction localement Lipchitzi-
enne. Ces systémes ont donné lieu au travail mathématique pionnier des chercheurs qui

s’intéressent aux deux propriétés qu’on trouve dans plusieurs applications :
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3.7. Un résultat sur ’existence globale

La positivité des solutions est préservée au cours du temps (3.4)

La masse totale des composants est controlée au cours du temps (3.5)

En partant du fait que le systéme (S) posséde une solution locale unique définie sur
I'intervalle 2x]0, Thyax| (Voir Chapitre 3), la question générique est dans quelle mesure
les propriétés (3.4) et (3.5) contribuent & 'existence globale en temps de la solution
(Thax = +00).

On s’intéresse en premier lieu a la positivité de la solution.

3.7.2 Positivité de la solution

Définition 3.7.1 Une fonction f = (fi)1<i<m est dite quasi-positive si et seulement si

pour tout i =1,....,m on a f;(v) >0 siv; =0 pour tout v = (v1,...,V;, ..., V) € R

Proposition 3.7.1 Si f = (fi)i1<i<m est quasi-positive, la solution du systéme (S) est

non négative terme a terme.

Preuve. On pose u™ = max(u,0) et v~ = min(u, 0), et on désigne par (S)" le systeéme

(S) ott on a remplacé f(u) par f(uT). On travaille sur la i “™¢ équation du systéme, qu’on

integre sur Qx 0, ¢[ aprés Pavoir multiplié par u,; .

t t ¢
//ui.auid:z:dt = //di.ui.Auidxdt = //ulfZ (u™) dadt
oo O 0/ 0/

en utilisant le fait que (u;); = — (u; ), et que Au; = —Au; si u; > 0 et par intégration

par parties, on obtient

t t
1
__/ (u;)2.dx—di// |Vu;‘2dxdt://ui_fi (u") dadt
2 /o 0Ja 0Ja
comme f; est quasi-positive, on a

u; fi(wt)=0 siu>0
et

u; fi(wt) >0 siu<0
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3.7. Un résultat sur ’existence globale

t
_1/ (ui)2.dx—di// |V [* dedt > 0
2 Q 0/

par conséquent: u; = 0 et u = u; qui est solution de (5). Il s’en suit, par unicité de la

ainsi

solution, que toutes ses composantes sont non négatives. m

3.7.3 Résultat d’existence globale

Définition 3.7.2 La masse totale des composants du systéme (S) est la quantité :

M(t)—Z/Qui(x,t)dx

La condition (3.5) est par exemple satisfaite dés que Z fi <0. En effet, il suffit pour
i=1
le voir d’intégrer sur ©2x]0, t[. Les conditions aux bords vont assurer que

t

//di.Aui (x,t) dzdt =0
0Jo

si bien qu’on obtient ’estimation a priori

g/ﬂ“i(%t)d$§iz:/gui(m,0)dx

lorsque les u; sont initialement positifs, comme les u;(.,t) le restent, ceci assure bien
que la masse totale des composants reste bornée au cours du temps. Ainsi, on est ramené

A la définition suivante.

Définition 3.7.3 On dit qu'une fonction f = (fi)i<i<m : R™ — R™ wérifie la loi de la

balance s’il existe des constantes c; > 0 telles que
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3.7. Un résultat sur ’existence globale

Zcifi (v) <0,Yv e IR}
i=1

Proposition 3.7.2 Si les constantes de la diffusion sont telles que d; = d, Vi =1, ...,m,

et si la fonction f est quasi-positive, vérifiant la lot de la balance alors, la solution du

systéme (S) est globale.

Preuve. Précisons d'une part que nous considérons f quasi-positive, ce qui assure

que la solution u est non négative.
m

d’autre part, puisque f vérifie la loi de la balance alors, en posant w = Z Cill;
i=1

on obtient
(O
g—f—dm}go €t €10, T
0 =0 T €N t>0
In
w(x,O)—w():Zui(x,O) el t=0
L i=1

on applique le principe du maximum, le but étant alors d’obtenir 1’estimation
lw (-, D)l < llwollog > VE € ]0, Tinax|
par conséquent, la solution u(x,t) est uniformément bornée ( existe globalement). m

Définition 3.7.4 On dit qu’une région I C R" est invariante pour le systéme (S) sila
solution u(x,t) de (S) vérifie la relation u(z,t) € I dés que la donnée initiale u(z,0) =

ug(x) vérifie la relation ug(x) € I -

Définition 3.7.5 Soit I C R une région invariante pour le systéme (S). Une fonction

L: 1 — [0,400[ est dite fonction de Lyapunov si

1. L est une fonction convexe qui admet une racine unique.

2. L peut s’écrire sous la forme
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3.7. Un résultat sur ’existence globale

L(u) = Ze (u),0; € C? (1)
3. L vérifie: VL(u) f (u) < 0,Vu € I.

Proposition 3.7.3 Si les constantes de la diffusion sont telles que d; = d,Vi = 1,....m
et si le systéme (S) admet une région invariante I et une fonction de Lyapunov alors, la

solution de (S) existe globalement en temps.

Preuve. Soit L une fonction de Lyapunov qui s’annulle au point xy. Notons que pour
tout z dans I on a ¢/ (z) >0 .
Comme les constantes de la diffusion sont toutes égales & d > 0 i.e. D = dI,, alors,

le systéme (R D) peut s’écrire sous la forme

ou

d’une autre part on a

d ou
EL (u) = VoL (u) i

et
AL (1) = Vu (VoL (1) Vo) = AL (u) (Vau)? 4+ Vo L (1) Agu

par conséquent

iL (u) —dALL(u) =

ou 2
pn u) 5~ dA,L (u) (Vyu)” —dV,L(u) Ayu

(1) — dALL (u) (Vyu)?

(u)

VL (u)
= VoL (u) [dAgu + f (u)] — dALL (u) (Vau)® — dV, L (u) Ayu
VoL (1)

VL (u)

f
u) f

ainsi

comme



3.7. Un résultat sur ’existence globale

alors on aura

d

et

9 L(u) = VL (u) f ()

an

ce qui permet d’aprés le principe de maximum de conclure que L(u) est bornée. =
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CHAPITRE
4 Existence globale de la

solution d’un systéme de
réaction-diffusion avec
matrice de diffusion

pleine via Lyapunov

4.1 Introduction

Considérons maintenant, le systéme de réaction diffusion & deux composantes

ou

% dy Ay — deAv = f(u,v) sur RT x )
% — dsAu — dyANv = g(u,v) sur Rt x 4
avec les conditions aux bords
g—z:g—z:() sur Rt x 99 (4.2)
et les conditions initiales
u(.,0) = ug(.), v(.,0) = vo(.) sur (2 (4.3)
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4.2. Existence locale

Ou u = u(z,t),v =v(x,t), z € Q,t > 0.  est un ouvet borné de R", (n > 1), dy,
ds, dz, d4 sont des constantes positives. On s’intéresse ici a des conditions initiales posi-
tives et uniformément bornées. Les nonlinéarités f et g, sont deux fonctions continiiment
différentiables sur R™ x R, choisies avec les propriétés suivantes :

(H1)

f(0,8) >0,9(r,0) >0Vr,s >0 (4.4)

(H2) On suppose qu'il existe un entier p > 1 tels que
K* 7V (r,8)+g(r,s) <Clr+s+1) i=1,..p (4.5)

vV r,s > 0, C' est une constante positive et m > 1 tels que

sup(|f(r,s)|,|g(r,s)]) < C(r+s+1)",Vr,s >0 (4.6)

Le contenu de ce chapitre est le suivant. A la section 2, nous introduirons un résultat

d’existence locale. Notre principal résultat est indiqué dans la section 3.

4.2 Existence locale

Commencons par tirer quelques conséquences des sections précédentes, nous allons

travailler dans l'espace de Banach X = C(Q) x C(Q2) muni de la norme ||(u,v)|y =

[lloo + N0l
Nous allons étudier le systéme (4.1) - (4.3) en I’écrivant sous la forme équivalente

suivante :

—U(t)— AU(t) = F(U(t)) t>0

Sachant que : U(t) = (u(t),v(t)), F(U(t)) = (f(u,v),g(u,v)) et P'opérateur A est
défini comme suit

A:D(A) x D(A) — C(Q) x C(Q)
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4.3. Existence globale

di A dy A
dsA\  dyA
avec
_ — ou
D(A) = {u eC(Q): Aue C(Q) et 8_7] = O}

Notons d’une part qu’il est facile de s’assurer que la fonction F' est locallement Lip-
shitzienne sur les bornés de X. D’autre part, on vérifie aisément que les opérateurs
d1 A, do A, ds A, dyA sont m-dissipatifs dans LP (Voir chapitre 3).

Ainsi pour des conditions initiales (ug,vy) € C(Q) x C(Q), nous pouvons conclure

d’apres la proposition (3.6.1) que le systéme (4.1)-(4.3) admet une solution locale définie

dans un intervalle maximal [0; T},42 .

4.3 Existence globale

Dans cette section, nous démontrons un résultat d’éxistence globale de la solution du
systéme (4.1) - (4.3). Notre démarche étant de chercher une estimation uniforme de

sup(||f (w, v)|l, , [lg(u,v)[,) pour un certain ¢ > n/2.(Voir D.Henry [10] ). On utilise
pour cela une méthode qui fait appel a la fonctionnelle de Lyapunov.

Commencons par un premier lemme.

P
Lemme 4.3.1 Soit (u(t,.),v(t,.)) une solution (4.1)—(4.3) et soit L(t) = /Z C’;Ki2uivp_idx
o =0

di+ds _do+d3 )

avec p un entier positif et K est une suite des nombres positifs tels que K > max( S VL o 2 Vi

alors la fonction L est uniformément bornée sur " intervalle [0,T*] , T* < Thax

p
Preuve. Soit L(t) = /ZC’;KiQuivp_idx
5 =0
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4.3. Existence globale

On dérive L par rapport a t pour avoir

p p—1
L't) = /[Z(iC]ﬁKﬁu"lvpi)ut—l-Z((p—i)C;Kizuivpi1)Ut dx

Q i=1 =0

p
— /Z(z’C;Kﬂuilvpi)(dlAu + doANv + f(u,v))dz +
Q =1
p—1
/ S ((p — O U= ds A + dadso + g(u, 0))da
Q =0

Un simple calcul & conduit

p
L'(t) = /Z(z’C’;Kﬁui_lvp_i)(dlAu + doAv + f(u,v))dx +
o =1
p . . 2 . .
/Z((p —i+ 1)0;_1[((’_1) u P (ds A+ dyAv + g(u, v))de
o =1

De I'égalité ci-dessus, il en résulte que

P P
L'(t) = dliC’iKizui’lvp’iAudx + dy(p—1i+1 O K210~ A pd
p p

Q =1 =1

P P
+/ Z d2iCIi)Ki2ui—11)p*iA’Udl’ + /Z ds(p — i+ 1)0;)*1[((2?1)2uiflvpfiAudw
Q =1 o i=1

Q

P p

+/ ZiC’;KizuFlvp*if(u, v)dx + /Z(p — i+ 1)C;*IK(ifl)Quiflvp*ig(u, v)dx
o =l o =1

I+J+H

Par une simple utilisation de la formule de Green, nous avons :

I= —/ (A|Vul> + BVuVv + C |Vo|?) dz (4.7)
Q
ou :
A= "dyi(i— 1) CLK 2P
=2

pil . 5] . . p . . 2 . .
B = Z dyi (p — 1) C K" u TP Z dy(i—1)(p—i+ 1)0;_1[((2_1) u' 2P

i=1 1=2
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4.3. Existence globale

p—1
C=> "di(p—i)(p—i+1)Ci KD yi-typ=int

i=1

En utilisant le fait que :

iCh=p—i+1)C ' =pCiy Vi=1,..p

et aussi depuis

i=1C =ilp—i)C, = (p—i)(p—i+1)C " =pp - 1)C,73

nous donnons

et

A= Zdlp Oz 2K1 i— —1
. p . . 2 .
Zdlp C” 2KZ imlyppmitl gy Zd4p(p — 1)C;I§K(’_1) u 2P
1=2

C = Zd4p _ 1 C«z 1K(7, 1)2 y Pl

Mettre j =4 — 2, nous avons :

A= Z dip(p—1) 01{72K(j+2)2ujvp’j’2

- Z dap(p — 1)01{_2K(j+1)2ujvp—j—2

et mettre j = ¢ — 1, nous donnons :

Alors:

Zdﬂ? . 1 CJ J+1)2ujvp—j—2

C = Zd4p KJ wlpPI 2
p—2
I=-pp-1)) C Q/Ujvp 172 x U(Vu, Vv)dx
Jj=0 Q

(4.8)

(4.9)

(4.10)



4.3. Existence globale

ou
U(Vu, Vo) = di KU V) + (dy + dg) K9’ VuVo + dy K77 |Vol?
Les formes quadratiques sont positives depuis :
((dy + dg) KUY —4d dy K KU+ <0 j=0,..,p—2 (4.11)
En utilisant la relation K > max(%, %)
Alors
1<0 (4.12)

Par une simple utilisation de la formule de Green, nous avons :

J= —/ (D Vol + EVoVu + F |Vul?) do (4.13)
Q
ou :
D = Zd2z _ Z C«sz i— 1Up—i—1
p—1
B3 i ) O™ 4 3y (p— ) (p— i+ 1O KOyt
1=2 i=1

p
F=Y"ds(i—1)(p—i+1)Ci KU yi-2ypi

En utilisant la relation (4.8), nous obtenons

D= Z dgp Cz 2Kz i— 1vp—i—l
p—1
Zde Cn QKZ =2, p—i + ZdSP(p _ 1)0;:éK(171)2ui—1,Up7i71
=1

E1+E2

et
F = Zd3p _101 QKZ 1)? 12,Up—

Mettre: 7 =1 — 1, nous avons :

.
D= Z dop (p — 1) C’Z,;Q.K(JJFI)Qujv‘”_j_2
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4.3. Existence globale

p—2
E, = ngp(p — 1)0;_2Kj2ujvp_j_2

et mettre: 7 =1 — 2, nous obtenons :

Zde —1) CJ KU+2)?,d,p—i—2

—
F = Z dsp(p — 1)0;_2K(j+1)2ujvp—j—2
Alors :
p—2

J=—plp—1) C’JQ/ujvpj2 x & (Vv, Vu)dx (4.14)

avec
@ (Vo, Vu) = dy KU [V ]? + (do K927 4+ dy K77 )VoVu + ds KUY |[Vul?

Les formes quadratiques sont positives depuis :

((do KU+?” 4+ dy K7°))? — Adydy KUHD' KUD* <0 j=0,...,p—2 (4.15)

di+da do+d3 )

En utilisant la relation K > max( s Vid 3 Vi

Alors
J <0 (4.16)

En utilisant la relation (4.8), dans les troisiémes intégrales, on obtient :

H = - Kizf(,)—i-K(i_l)z(,)Olelp]d

En utilisant la relation (4.6) nous déduisons

HSCg/[zp:(u—‘rU—f—l)OZlZl ]d:p

o Li=t
Pour prouver que la fonction L est uniformément bornée sur l'intervalle [0, 7]

D’abord nous écrivons

L'(t) < 03/

Q

p

Z Upz_'_z 1zlvpz+1_|_z 111 ]dl‘

i=1
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4.3. Existence globale

ZCZ 11uzvp1+z 1uvpz+z 1uvp11]dx

)303/ Clulv” ’—l—z P 1] dx
Q
En utilisant le fait que
p—1
Cpqu'v?™ ™ = (u o)
i=0

Par conséquent, la derniére inégalité peut étre écrite

L'(t) < er(p)L(t) + 03/ (1 + )P

Q

En appliquant 'inégalité de Holder au deuxiéme terme dans le coté droit de la I'inégalité
ci-dessus, nous obtenons

L'(t) < e1(p) L(t) + ca(mesQ) s ( / (u+v)F dx (ppl))

Q
Depuis I'inégalité suivante est

SuPo<<
(u+v)? E C”uzvp i< i<n G E C”K’uvp i

2
m1n09<p C’z K

Alors, nous avons

1, SUPg<i< C: (=) (1)
L'(t) < L(t Q)r ==P_P_ N (L(t)) » Vt < Tax
(t) < ci(p)L(t) + cz(mesQ) <minogi§p C’;KZQ) (L(t))

Par conséquent, L(t) la fonction vérifie 'inégalité différentielle suivante

L(t) < er(p)L(t) + ca(p)(L(1) 7 Wt < T

1. SUPg<i<p C;; -1
c = c3(mesf))r ==
o) = es(mes) ()

Qui nous donne, par une simple intégration

(L0)? < | (2o + 20 expef () - 22 (4.17)
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4.3. Existence globale

ou

ce qui nous donne, par une simple intégration

P
= /(Z C’;Kizuivp_i)dx > /(C’]’J’KPQUP + C']?Kozvp)dx
o =0 Q

il en résulte que

L(t) > min(CgK02,Cng ) sup /updx /vpda:
Q

Par conséquent,

Jun

(L(t))% > [min(C£K02,C£Kp rs /u”dm % /vpdx %
Q

Et donc,

sup((fut, )|, , [o(t, )],) < [min(og(;gng)]; Vt < Toa (4.18)

Avec (4.17) et (4.18) nous obtenons :

sup([|u(t, )l o, )l,) < e(t) V< Tinax (4.19)

ou

1 1
ol) = min(COK*, LK) t [(L(O))p i

La preuve de ce lemme est compléte. m

Remarque 4.3.1 Sous condition (H1), il résulte de la méthode de la région invariante
du systéme (4.1) - (4.3) préserve la positivité. En d’autres termes, si la condition initiale
de données ug et vy en (4.3) sont positives ou nulles, les fonctions u et v de la solution

correspondante (4,1) - (4,3) sont positives ou nulles également sur Qx]0, Tynax[. Voir [10].

Nous complétons ce chapitre par énoncer et démonter notre résultat principal.
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4.3. Existence globale
Théoréme 4.3.1 Soit (u(t,

),v(t,.)) une solution du systéme (4.1)-(4.3) . On assume
que la condition (H2) est satisfaite. Si de plus p >

existe globalement en temps

mn

alors, la solution (u(t,.),v(t,.))
Preuve. Commencons tout d’abord par rappeler la condition

sup(| f(u, v)|, 9w, v)[) < 2 (u+v+1)"
qui donne

sup( [ |fw,o) do, [ lgtu o)l do < ef [ (o4 1) da
Q
Q

donc on a bien

Q
sup([£ (o) £ gt ) E) < of [ (v 17 o (4.20)
Q
Notons d’une part qu’on a
k p
/(u+v+1)pdx:/ Cg(u+v)kdw
Q Q k=0
p—1
/(u—l—v—l—1)pdx:/[1—|—(u—l—v)p]da:—l—quf/(u—l—v)k
Q Q k=1 9
Apres avoir appliqué I'inégalité de Holder, on déduit que
i ! ) [e=0) C
C’I’j/ u+v) SZC’S /(N’—k’)dx) ! /(u—l—vpdx
d’une autre part, la relation (4.17) nous permet d’avoir
/(u +o+1)Pde < mes(Q) + / (u+ )’ dx (4.21)
Q Q
k
p—1 P
+ZCP (mes( / U+ v
k=1 A
et I'inégalité (4.19) devient
1
(/ (u+0)dr)r = flult,.) + vt ), < llu, ), + v, ), < 2(t)
Q

o8



4.4. Conclusion

revenons maintenant a la relation (4.21), le but étant d’avoir

/ (w4 v+ 1)P doe < mes(Q) + 2°(c(t))” + Y CF[(mes(Q)) T (2e(t))k
<3 Chl(mes(2) "7 (2¢())*
k=0
donc )
sup (| £(w,0)[15  lg(u, 0)]|%) < e 3 Chl(mes(@) 7 (2e(h)* (4.22)
d’oll finalement
sup([[£(w 0)[1 . 90, 0)[| ) < () Yt < Tona (4.23)
Cpm(t) = D 2CH[(mes() 7 (e() )
k=0

D’ou le résultat annoncé. m

Remarque 4.3.2 [l est clair que la condition (4.5) entraine la positivité de la solution.
( Voir chapitre 3; pour plus de détails).
4.4 Conclusion

Grace au lemme (4.3.1) et au théoréme (4.3.1), on a pu avoir une estimation uniforme de

sup([| f(u, )|, lg(u,v)||,) pour ¢ = p/m > n/2 ce qui nous permet de conclure que la

solution existe globalement en temps.
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CHAPITRE

Existence globale de la
solution d’un systéme de
réaction-diffusion avec
une matrice de diffusion

pleine via la compacité

5.1 Introduction

Nous étudions le systéme parabolique semi-linéaire

{ % — diAu — dyAv = f (u,v) surRT x Q 5.1.1 51)

90 — dsAu — dyAv = g (u,v) surRT x Q 5.1.2

Ou Q est un domaine régulier et borné de R™, (n >1), u = u(z,t), v = v(z,t),
x € Q, t > 0 sont des fonctions réelles, 7 est le vecteur normal extérieur a 02 ,
A désigne 'opérateur laplacien, di,ds,ds,d, sont des constantes positives satisfaisant

la condition (ds + d3)2 < 4dydy qui reflete la parabolicité du systéme et implique en

méme temps que la matrice de diffusion est définie positive. Les valeurs propres \; et A,
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5.2. Les résultats principaux

(A1 < Ag) de la matrice de diffusion sont positives. Si l’on suppose que d; < dy , alors on
a)\1<d1<d4<)\2

Le systéme (5.1) est soumis aux conditions aux limites suivantes

3_7:] — g_z =0 surR*T x 00 (5.2)
et la condition initiale
u(.,0) = ug(.),v(.,0) = vo(.) sur€) (5.3)

qui sont supposées étre non négatives.

Le systéme ci-dessus (5.1) - (5.3) apparait dans la physique, la chimie et divers proces-
sus biologiques, y compris la dynamique des populations. (Voir [7], [27] et les références
qui y figurent). La condition (5.2) signifie qu’il n’y a aucune espéce d’immigration.

On consideére le probléme (5.1) - (5.3) qui suppose les hypothéses suivantes :

(H1) ug,vp € LY(Q) = wo, 20 € L' ()

(H2)f(0,v) > 0Vu >0, ¢ (u,0) >0v0 >0

(H3)F(0,z) > OVw > 0, G(w,0) > 0Vz > 0

(H4)3c >0 f(u,v) + g(u,v) <c(u+v+1);YVu,v>0

(H5)3C >0 F(w,2) + G(w,2) < C(w+z+1);Yw,z >0

5.2 Les résultats principaux

Notre objectif est de réduire le systéme comme suit :

En multipliant ’équation (5.1.2) une fois par dld;:fl et en soustrayant (5.1.1) et un

autre temps par —dld;g’\? et en ajoutant (5.1.1) on trouve
Gu — \MAw = F(w, z) sur [0,T[x€Q
% — XAz =G(w, 2) sur [0,T[x€
g_z; = g—; =0 sur [0, T[x 08
w(.,0) = wp(.),2(.,0) = 20(.) sur )
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5.2. Les résultats principaux

w(z,t) = —u(z,t)+ d Alv(m,t)

2(x,t) = wu(x,t) — 7 v(x,t)

pour tout (z,t) dans Q x [0, T'[et

Fw,z) = —f(u,v)+

Gw,z) = f(u,v)—

Théoréme 5.2.1 Nous supposons que les hypothéses (H;) sont satisfaites alors il y’a

(w, z) solution de :

(

w, z € C([0, +00[, L))
F(w,2),G(w,2) € LY®) ot ® = Q x (0,T) VT >0
= Sy, (H)wo + [y Sa, (t — 8)F(w(s), z(s))ds Vt € [0, T]
= Sy, (t)z0 + [} Sa,(t — 5)G(w(s), 2(s))ds V¥t € [0,T]

(5-4)

Ou Sy, (t), Sy, (t) sont des semi-groupes de contractions dans L'(Q) engendrés par \;Aw, AyAz

avec des conditions aux limites Newmann homogénes.

Pour prouver ce théoréme, nous nous appuierons sur I’étude d’un systéme unique par

lequel il est plus commode de tirer la preuve.

Théoréme 5.2.2 Soit A un opérateur m-dissipatif du domaine dense dans [’espace de
Banach X et S(t) un semi-groupe engendré par A, F une fonction localement Lipschitzi-

enne, donc Yug € X il existe T(ug) = Tmax tel que le probléme

u e C([0,T],D(A)NCY[0,T],X)
2 — Au = F(u(s)) (5.5)
u(0) = g

Admet une solution unique u vérifiant
t
u=S(t)ug + / S(t— s)F(u(s))ds ¥t € [0, Trax) (5.6)
0

Remarque 5.2.1 La formule (5.6) a défini une solution u € C ([0, Tipax) , X)
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5.3. Compacité de la solution

5.3 Compacité de la solution

Dans ce paragraphe on va donner un résultat de compacité de 'opérateur L définissant

la solution du probléme (5.5) dans le cas ou la valeur initiale égale zéro [u(0) = 0], i.e.

L(F)(t) = u(t) = /0 S(t— s)F(u(s))ds Yt € [0,T]

Théoréme 5.3.1 Si pour tout t > 0, les opérateurs S(t) sont compacts, alors L est

compact de L*([0,T], X) dans L*([0,T], X)

Preuve. Etapel : Montrons que S(A\)L : F — S(\)L(F) est compact dans L' ([0, 7], X)

c’est -a-dire : montrons que ’ensemble
{SVLE)@); [ Flly < 1}

est relativement compact dans L'([0, 7], X),Vt € [0,T]
Comme S(t) est compact alors, 'application: ¢ — S(t) est continue de |0, +oo[ dans
£(X)

donc
Ve >0,V6 >0,3p>0NV0 < h <n,Vt>0,||S(t+h) — S(t)||£(X) <e
Choisissons A =4, on a pour VO <t <T — h

S(ANu(t + h) — S(A\)u(t)
SA+t+h—s)F(u(s))ds — / SN+t —s)F(u(s))ds

/t+h SA+t+h—s)F(u(s))ds + /t(S()\ +t+h—35)—SA+t—s))F(u(s))ds

comme

t+h t
HS(A)U(Hh)—S(A)U(t)HXS/t HF(u(S)de8+6/0 [ (u(s)l x ds
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on deéfinit v(t) par :

u(t) Vo<t <T
o(t) =
0 sinon

donc

1SN vt +h) = SNy < (h+eT) [[F(uls)]y

Impliquant que tout {S(\)v; ||F||; < 1} est équi-intégrable, alors il est conventionnel que
tous {S(A)L(F)(t); | F|l, < 1} est relativement compact dans L*([0,7], X), ainsi S(A\)L
est compact
Etape 2 : Montrons que S()\)L converge vers L lorsque A tend vers 0 dans L' ([0, 7], X)
On a:

SOult) — u(t) = /0 "SO 1 — $)F(u(s))ds — /0 S(t — ) F(u(s))ds
donc pour £ > § on a :
I8OYutt) — (il < [ 180+ ) = S IF s ds +2 [ IF(uts)]ds
choisissons 0 < A < 7 alors
I5O0ute) —u(ol < < [ 1P ds+2 [ R ds
et pour 0 < ¢ < 6 on a :
ISt — (il <2 [ IF(uls)] s
comme F' € L' ([0, 7], X) on trouve
ISOu(t) — u(®)] < (T +25) | F(u(s),

donc si A — 0 alors S(A\)u — u dans L' ([0,T],X). d’ou I’ opérateur L est une limite
uniforme d’opérateur linéaire compact entre deux espaces de Banach donc L est compact

dans L' ([0,7],X) =

Remarque 5.3.1 Le semi-groupe S(t) engendré par l'opérateur A est compact dans L' (£2)
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5.4 Etude d’un systéme particulier

On a ¥ n > 0; on définit les fonctions wu,, et v,, par u,, = min (up,n) > 0 et v, =

min (v, n) >0

) Uy ST UY <N
Up, = min (ug,n) =
n ST non
alors

/uodx<oo car up € L' () siug <n

/unod:ﬁ = @
)
Q

ndr =nl|Q <oo  car § est borné si non

\

donc / Un,dr < 00 ce qui implique que u,, € L' (), méme chose pour v,,, alors u,,

0
et v, verifie (H1), i.e.

Upy € L' (Q),wy, >0

Uny € Ll(Q),znOEO

Pour tout n > 0; on définit les fonctions w,, et z,, par w,, = min (wy,n) > 0 et
Zne = min (z9,n) > 0

il est clair que wy, et z,,vérifie (H1), alors

wno € Ll (Q) 7wno Z O

Zng € LI(Q),znOZO

Considérons le probléme suivant :

%Ltn — diAuy, — dyAvy, = / (Un, Un) sur [O,T[XQ
aaLt" — d3Auy, — dyAvy, = g (Un, vy) sur [0,T[x€Q (o)
Pn
aaLy? = %L; =0 sur [0, T[x 082
\ Un(.,0) = Uno(.), V5 (., 0) = vyo(.) sur €

65
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5.4.1 Existence locale

On transforme le probléme (p,,) & la forme suivante :
(

Wyt — M AW, = F(wy, 2,) sur [0, T[x2
Znt — ANAzy, = G(wy, 2,) sur [0, T[x$2 (
Sn,
%U_nn — %L; =0 sur [0, T[x 08
Wy, (0,.) = wpo (x), 2,(0,.) = zno(x) sur

dans lespace de Banach X = L' (Q) x L' (Q).
Ainsi, le systéme (s,) peut étre renvoyé a la forme du systeme (5.5), donc si (wy, 2,)

est une solution de (s,,),vérifie les équations intégrales :

Wa(,t) = Say () ng + [ Say (t — 8)F(wn(s), 2a(5))ds Vt € [0, T

. (5.7)
Zn (2, 1) = Sx, (1) 2ne + [y Sao(t — 8)G(wy(s), zn(s))ds Vt € [0, T

Ou Sy, (t), Sy, (t) sont des semi-groupes de contractions dans L!(€) générés par Ay Aw, Ao Az

Lemme 5.4.1 Il existe Ty > 0 et (wy,, 2z,) une solution locale de (s,,) pour toutt € [0, Ty]

Preuve. On sait que Sy, (t), S\, () sont les semi-groupes de contraction et puisque
{F(wn(s),zn(5)), G(wn($), zn(s))} est locallement Lipschitzienne dans l'espace X |,

alors on a 3Ty > 0 et (wy, 2,,) une solution locale de (s,) sur [0,7/]. =

5.4.2 Positivité de la solution de systéme (p,)

Wy (x) > 0,V2 € Q
Zno () > 0,V € Q

Lemme 5.4.2 Soit (wy,, z,) la solution de probléme (s,) tel que

alors wy,(z,t) > 0 et z,(x,t) >0 ,V¥(z,t) € 2 x [0,T]
Preuve. 1.positivité de w,

Soit
ow,,
ot

Wy(z,t) =0 dans Q2 x [0, 7] = =0et Aw, =0

alors

Wnt — /\lAwn - F<wn; Zn) =0 Z Wn, — )\lAw_n - F(w_na zn)
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5.4. Etude d’un systéme particulier

et

D’aprés le critere de comparaison on trouve

Wy (x,t) > Wy(z,t)

donc
wa(,1) > 0
2.positivité de z,
Soit
_ 0z _
Zn(z,t) = 0 dans Q x [0, T = i Oet AZ, =
alors

Znt — /\2A2n - G<wn; Zn) =0 Z Z_nf - /\2AZ - G(“hw%)

et

Zn(2,0) = zo(x) > 0 = Z,(z,0)
D’aprés le critére de comparaison on trouve
zn(,t) > Zn(2,1)

donc

zn(2,1) 2 0

5.4.3 Existence globale de la solution du systéme (p,)

Pour prouver 'existence globale de la solution du systéme (p,) pour tout t non-négatif
t,Vt > 0, il suffit de trouver une estimation de la solution pour tout ¢ > 0 selon A.Haraux-
M.Kirane [17], D.Henry [19], F.Routh [22].

Pour cela, on a besoin les lemmes suivants :

Lemme 5.4.3 Soit (wy, z,) une solution d’un systéme (s,), alors il existe M(t) qui

dépend seulement de t tel que VO <t < Ty
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5.4. Etude d’un systéme particulier

on a: [[wn(t) + 2u(t)| 11q) < M(?)
Preuve. Nous ajoutons la premiére et la deuxiéme équation de (s,) on obtient
(wn + 2n) — AN w, + Aazy) = F(wy, 2,) + G(wy, 2,)
En prenant en compte ’hypothése (5), nous avons :
(Wt + 2nt) — ANwy, + Aazpn) < c(wy, + 2, + 1)

En intégrant sur €2 et en appliquant la formule de Green, nous trouvons
0
— | (wn,zn)dz <c [ (w,+ 2, +1)dx

ce qui implique
9 [ (wn, 2,)dz

fQ(wn+zn+1)d:z: -

Intégrer sur [0, 7] on obtient
t

In [/ (wn+zn+1)dx] <ct
Q

0

donc

1
I Jo (Wn + 2z, + 1) da <ot
fQ (Wng + 2ny + 1) dz

ce qui implique
Jo (Wn + 2, + 1) da
Jo (Wng + 25 + 1) dz

= / (wy + 2, +1)da < exp(ct)/ (Wny + 2y + 1) dx
Q Q

< exp(ct)

= / (W, + 2zp,) dx < / (wy, + 2 + 1) da < exp(ct)/ (Wng + 2ng + 1) dx
Q 0 0

= / (wp, + 2p,) dx < exp(ct)/ (wo + 20 + 1) dx car w,, < wy et z,, < 2o
Q Q

Mettons

M (t) = exp(ct) / (wo + 20 + 1) dx = exp(ct) |[(wo + 20 + 1)||L1(Q)
Q
Ainsi w,, z, sont positifs alors

[wn + 20l 1) < M(2),V0 <t < Ty

On peut conclure de cette estimation que la solution (w,, z,) donnée par le théoréme

(5.2.1) est globale. m
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5.5 Existence globale de la solution du systéme (5.1)-
(5.3)

Lemme 5.5.1 Pour toute solution (wy, z,) de (s,) il existe une constante K(t) qui ne

dépend que de t telle que

o (®) + 2Bl 20y < KO0 + 2030 + 1)

Preuve. Pour prouver ce lemme; Nous utilisons les résultats suivants : (voir S.L.Hollis-
H.Martin-M.Pierre [21] et S.Bonafede-D.Schmitt [8]).

Donc, nous introduisons 0 € C5° (®),60 > 0 et p € C*! (®) une solution non-négative

du systéme suivant :

—% _diNp=6 sur®

g_n =0 sur [0, 7] x 092 (s)
o(.,T)=0 sur §)

Selon O.A.Ladyzenskaya, V.A.Solonnikov [29] (s) posséde une solution non-négative unique.

De plus, pour tout g € ]1,400], il existe une constante positive C' indépendante de 6

<Ce

Li(®) — L1(®)

telle que |||

Selon S.Bonafede-D.Schmitt [8] nous avons :

A Sy (), (-‘Z—f _ dlA@) dadt — /Q W, (2)(x, 0)dz (5.8)
55,002 <—%—f _ dlAw) ddt — /Q oo ()l 0)da (5.9)
S o (=22 — aing ) dudt = [ 20 (2)p(,0)d (5.10)

3 ot Q
[b s&(t)w%( g—f —dlm) dadt — /Q W, (2)(x, 0)dz (5.11)

et cela

A ( /O S, (t = 5)F (1w, 20)ds) (—‘Z—f - dlAgo) drdt = /1, F(wn, z0) (. 8)dzds  (5.12)

/@ ( /0 St — 5)F(wn, 2)ds) (—aa—f - dlm) dwdt — /@ Flwn, 2)0(z, s)dzds (5.13)
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5.5. Existence globale de la solution du systeéme (5.1)-(5.3)

/@ ( /O St — 5)Glwn, )ds) (—%—f - d1A¢> dwdt — /@ Glwn, 2)(x, s)dads  (5.14)

[D ( /0 St — )G (. 22)ds) (—%—f - dlm) drdt = /(p G, 2oz, s)dads  (5.15)
[ St ododt = [ wny(@)eta,0)ds (5.16)

L[ $tt= )P, zyisiodads = [ Flwnza)tesdads (517

[ Suzpndt = [ 2 alote, 00t (5.18)

/‘1’</Ot S,\g(t—S)G(wn,zn)ds)ﬁda:dt:/q)G(wn,zn)w(:c,s)d:cds (5.19)

En multipliant la premiére équation de (5.7) par 6, et nous intégrons sur ®, en utilisant

(5.16) et (5.17) on obtient

[pandxdt = /q)(S,\l(t)wno)Hda:d%I—A(/ot Sx, (t — 8)F(wy, 2,)ds)0dxdt
= /ano(x)go(a:,O)dx—i-/q)F(wn,zn)go(x,s)da:ds

En multipliant la seconde équation de (5.7) par 6, et nous intégrons sur @, en utilisant

(5.18) et (5.19) nous obtenons

/@ fdadt = /q) (Sny (1) 200 )0t + /@ ( /O St — $)G (1w, 2 )ds)ddt
= /ano(x)w(:z:,O)dx+[I)G(wn,zn)g0(m, s)dxds

par conséquent

/b(wn + 2,)0dzxdt = /Q(wno () + 2o (2))p(x,0)dx + /(F(wn, zn) + G(wy, 2n))p(z, s)dzds

P

< /Q(wno (@) + 2ng(2))p(z,0)dx + /q) c(wy + 2z + 1) p(z, s)dzds

En utilisant I'inégalité de Holder nous déduisons :

¢ H90||Loo(<1>)

Ll(2)

/q>(w" + 2n)fdzdt < |lwo + 20|l 11q) ® (%, 0)|| Lo () + € [Jwn + 20 + 1]]

< Ky(llwo + 2ol gy + leom + 2all, .+ 1) [0l] o
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5.5. Existence globale de la solution du systeéme (5.1)-(5.3)

Comme 6 est arbitraire dans C§° (®) cela implique

Hwn—i_ZnH —|—1)

ey < Balllwo + 2ol oy + lwn + 2l

On prend K = 218 on trouve : |jw, + 2|

1K1 (1) < K(t)([lwo + 20[[ 1y +1) ™

Ll()

Preuve. du théoréme 5.1.1:

Définissons 'application L comme suit :

L : (mo, h) — Sy(t)mo + /t Sa(t — s)h(s)ds

Ou S4(t) le semi-groupe de contraction engendré par 'opérateur dA selon le résultat
précédent dans le théoréme (5.3.1) et Sy(t) est compact, alors 'application L est la somme
des deux applications compactes sur L!(®) alors 'application L est compacte L!'(®) x
LY(®) dans L'(®).

Par conséquent, il existe une sous-suite (wy,, z,,) de (wy, z,) dans L'(®) x L'(P) tel
que (wy,, 2,,) converge vers (w, z)

Montrons que (wy;, Z,;) est une solution de (5.7)

nous avons :

W, (8, 2) = Sx, ()W + [3 Sy (t — 8)F(wn;, 2)ds ¥t € [0, T

(p;)
Zn; () = Sxy (1) 2y + fot Sxo(t — 8)G(wny, 2nj)ds YVt € [0, T ’

Il suffit de montrer que (w, z) satisfait (5.4)

Il est clair que si j — o0, on a les limites suivantes :

F(wy,,zp;) — F(w,z) p.p (5.20)

G(wpj, znj) — G(w,z) p.p

et
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5.5. Existence globale de la solution du systeéme (5.1)-(5.3)

Donc pour montrer que si (w, z) vérifie (5.4), il reste & montrer que :

F(wnj ) — F(w, 2)

G(wnj, znj) — G(w,2)

dans L'(®) lorsque j — oo
Nous intégrons la premiére et la deuxiéme équations de (s,) sur ® en prenant en

compte que

—Al/Awnjdazdt = 0,—)\2/ Az, dxdt =0
@ @

/wnjd:v—/wnodx =
Q Q
/zn.dx—/znodm =
J
Q Q

nous avons

F( wn s Zpj)dxdt

G(wy,, 2p;)dxdt

—

ou

—/F(wnj,znj)dxdtg/wodx (5.21)
®

Q

—/G(wnj,znj)dxdtg/zoda: (5.22)
®

Q
Posons N,, = C (wnj + 25 + 1) — F(wy,, 2n;)

M, =C (wnj + 2nj + 1) — F(wy,, 2nj) — G(Wn, 2nj) = Np — G(Wn,, 2nj)
Il est clair que M,, et N,, sont positives, d’aprés (H3) et (H4) de (5.21) et (5.22) on

trouve :

/Nndxdt < C’/(wnj +znj+1)dxdt+/wodx
@ ® Q

C Hwnj + Znj + 1HL1 + ”wUHLl(Q)

IA

O([wn; + 2ajll 1@y + 1) + lwoll gy

IN

CK(t) [[wo + 20 + 11 g)) + 1) + llwoll 11 g
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/Mnda:dt < C/(wnj + 2 + 1)dxdt + /(wo + 29)dx
® 3 Q

= Cllwn,; + 205 + 1| 11 g + w0 + 20/l 1)

IN

C[[wn, + 20i || 1@y + 1) + llwo + 20/l 1 g

< C(K(t) lwo + 20 + 1| 1)) + 1) + lwo + 20l 11
d’apres le lemme (5.5.1) on trouve :

Jo Nydzdt < +00

(5.23)
[ Mydzdt < 400

d’apres ( 5.22) on a
F(wn;, 2n;) = Clwn, + 2nj +1) = N,
= | F(wn;, 205)| = |C(wn, + 20j + 1) = Np| < |Cwn, + 205 + 1)] + | N,
et (5.22) donne
G(Wn;, 2n;) = Np — M,
= |G (wny, 205)| = [N = Ma| < [My| + N,

mais C, wy,,, Zn;, M, et N, sont positives alors

}F(wnj, znj)‘

|G(wn,, 2j)| < M, + N,

IN

C(wnj + Zngj + 1) -+ Nn
ceci entraine

/|F(wnj,znj)}dxdt < C/(wnj + Znj +1)dmdt+/Nndxdt < 400
(] (3] P

/|G(wnj,znj)}dxdt < /Mndmdt+/Nndxdt<+oo
® E 3

Soit H, = N, + C(wy, + 2nj +1) ¥, = N,y + M,
H,, U, € L'(D)
on a H, et ¥,, sont de L'(®), et aussi sont positives, de plus

‘G(wnjaznj>‘ < \Ijn p-p
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Combinons ce résultat avec (5.20) et en appliquant le théoréme (5.2.2), on aura bien :

F(wn;, 2n5) — F(w,z) dans L'(®)

G(wnj, znj) — G(w,2) dans L'(®)
par passage a la limite quand j — oo de (p;) dans L'(®), on trouve :

w(t,z) = Sy, (H)wo + fo Sx, (t — 8)F(w(s), z(s))ds ¥t € [0, T]
2(t,x) = Sy, ()20 + [ S (t — 8)G(w(s), 2(s))ds Vt € [0, T

donc (w, z) vérifie (5.4) par conséquent (w, z) est une solution du (5.1)-(5.3) n
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CHAPITRE
6 Comportement

asymptotique de la
solution d’un systéme de
réaction-diffusion avec
matrice de diffusion

pleine

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le comportement asymptotique du systéme parabolique

semi-linéaire suivant :

{ 9 — diAu— dyAv = f (u,v) surR*™ x Q 6.1)

% — dsAu — dyAv = g (u,v) surR*™ x Q
Lorsque 2 est un domaine régulier et borné de R", (n > 1), u = u(z,t), v = v(x,t),

x € 2, t > 0 sont fonctions & valeurs réelles, A désigne le laplacien, et les constantes de
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6.1. Introduction

diffusion dy, dy, d3, ds sont supposées étre non-négative. Egalement (d; + d4)2 < 4dyds qui
reflete la parabolicité du systéme.

Systeéme (6.1) est soumis a des conditions aux limites suivantes

=2 surR™ x 99 (6.2)
et les données initiales
u(.,0) = up(.),v(.,0) = vy(.) sur) (6.3)

qui sont supposées étre non-négatives. En ce qui concerne les functionsf et g, nous
supposons que ’hypothése suivante :

(H1) f(r,s) et g(r, s) sont contintiment différentiables sur R* x R telle que f(0, s) >
0,g(r,0) > 0Vr,s >0

Nous savons que le probléme (6.1) - (6.3) a une solution globale unique voir [30].
La principale question que nous voulons aborder est le comportement asymptotique des
solutions pour le systéme (6.1) - (6.3). En fait, le sujet du comportement asymptotique des
systémes de réaction-diffusion a recu beaucoup d’attention dans les derniéres décennies et
plusieurs résultats remarquables ont été prouvés par certains des principaux experts dans
le domaine.

Cette question a été étudiée par de nombreux auteurs en tenant compte des formes

particulieres des termes non-linéaires f et g .

Dans le cas ou la diagonale d; # dy et d3 = dy =0 ,¥(v) € C' (RT)

% — diAu = f(u,v) = —u¥(v) sur Rt x
v
5 dsAv = g(u,v) = u¥(v) sur RT x )
5 (p)
u
M—+ (1 —=XN)u=0 sur RT x 992
on
ov
)\28_ +(1—X)v=0 sur RT x 902
\ Ui

Notez que le comportement des solutions globales non-négatives (p) est traitée dans

les journaux [12,16]. En particulier, il est prouvé qu’il ya deux constantes positives
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6.1. Introduction

u*, v* tel que ||u(t) —u*||,, — 0 ;@) =0l — 0 et wrP(v*) =0 il est
évident que u* = v*ou u et v ne vérifie pas condition de Neumann. A.Barabanova [7]
a généralisé le procédé de Haraux et Youkana ot ¥(v) = e (Méthode d’estimation de

I’énergie) puis Rebiai Benachour [37] traite le méme cas avec des conditions plus fortes

£0,m) = 9(0,1) =0
9(¢,0) = 0,9(¢,m) < ¥(n)f(C,n)
9(¢,n) < CR(C)e™”  C>0eta>0,0eCH(RY) et B(0) =0

ou ¥ est une fonction contintiment différentiable telle qu’il existe une constante 5 > 1
limn®~2W(n) =1 oul > 0. Collet et Xin [12] ont étudié le méme systéme (p) avec les

n—oo

conditions aux limites sur R" avec une matrice de diffusion diagonale et ¥U(v) = v™

, ou
m € N* . lIls ont prouvé 'existence de solutions globales et ont montré que la norme L*>
de v ne peut pas croitre plus vite que O(Int). En outre, le systéme a été étudié par Avrin
[2] si d3 =dy =0,v =exp{—E/v},E >0 et 'espace est la variable R

Dans le cas d’un systéme triangulaire en fonction de :

% — dlAu — f (u, fu) = —u\Il('U) sur RT x Q
% — dzAu — dsAv = g (u,v) = u¥(v) sur R™ x Q2
dans le cas du domaine non borné et ¥(v) = v™ est étudié par Badraoui dans [3,4].

Dans [3], il a montré l’existence d’'une solution globale si vy(z) > —%—ug(x) et dy > dy,

— d1—dy

d3 > 0oud; <0,d3 <0. Dans [4], il a prouvé que la norme L*® de v ne peut pas
croitre plus vite que O(Int). Dans le cas du domaine borné, Kirane [22] ont étudié le
comportement asymptotique en utilisant la méthode de la région invariante et la théorie
des semi-groupes.

Kouachi [25] a obtenu un résultat sur bornitude uniforme des solutions pour un sys-
téme comme (SRD) avec une matrice de diffusion pleine satisfaire la loi de ’équilibre. Ce
résultat est généralisé par Kouachi apres [24] qui a utilisé la notion de régions invariantes
et Lyapunov fonctionnelle. Curieusement, moins d’attention a été portée au comporte-
ment des solutions lorsque la variable spatiale x tend vers l'infini, malgré I'utilité de ce

type de train pour le traitement numérique de ces probléemes. Nous ne sommes pas au
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courant de 'article Gladnov [16], qui généralise le résultat du comportement x tend vers
'infini avec une équation semi-linéaire posée dans Rt étudié par Beberns et Fulks [6].

Dans le présent travail, nous considérons le probléme (SRD)

9 — diAu— dpAv = f (u,v) sur RT x Q
9 _ daAu— dyAv = g (u,v sur RT x Q
?t (3 4 g (u,v) (SRD)
%:%:O sur R x 00
n T on
\ u(.,0) = up(.),v(.,0) = vo(.) sur

Nous traitons premiére et deuxiéme équations (SRD) comme un systéme dynamique en

C(2) x C(Q2) et appliquer les techniques de Lyapunov de stabilité de type. Un ingrédient
clé dans cette analyse est un résultat qui établit que les orbites du systeme dynamique
sont précompact en C(Q) x C(€2). En conséquence de Théoréme d’Ascoli, ce sera satisfaite

si les orbites sont, par exemple, uniformément bornées dans C*(Q) x C*(Q) pour ¢ > 0

6.2 Notation et résultats préliminaires
On pose dans ce qui suit G(t) =

Définition 6.2.1 soit {G(t), t > 0} est une semi-groupe non linéaire dans l’espace métrique

compact X.

Définition 6.2.2 O(ug, vo) = {G(t)(ug,v0), t > 0} est Uorbite autour de (ug,vy)

Définition 6.2.3 L’ensemble w-limate est définie par

w (ug, vo) = {(u,v) € X : I, — 00 : G(t,,) — (u,v)}
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6.3. Résultat de comportement asymptotique

Inégalité
2
On sait que <\/ 2ea + #) > 0 alors 2ea? + g > —2ab donc

2

b
—ab < — 4
ab < ea® +4€ (6.4)

NOUS avons
ov  Ov ov
Oxy Oxs’ 7 Ox,,
"L Qu v
t p—
etVuVu ; Bz, 9,
alors
- ou Ov
dxdt = dxdt
/QT |Vu| |Vv| dx ;/T 9. O x
remplacer a = gz b= g;’i dans (6.4), on trouve

- ou Ov 1 /ov)? ov \ 2
> — _
;/T ox; 8a:idxdt Z/ ( c (axz) 4e <8a:) ) (8@) dudt
- —gZ/ Ou dmdt——Z/ 2da;dt
= Jo, \ 07 v \OFi

alors

1
/ \Vu| | V| dzdt > —e/ \Vul?dedt — — [ |Vo|® dzdt (6.5)
T T de Qr

6.3 Reésultat de comportement asymptotique

L’étude du comportement asymptotique en temps de la solution du systéme (6.1)-(6.3)
fera ’objet de cette section.

Notre résultat principal est le suivant :
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6.3. Résultat de comportement asymptotique

Théoréme 6.3.1 La solution w = (u,v) du systéme (6.1)-(6.3) converge uniformément
dans Q wvers le vecteur constant K = (K, Ks) lorsque t — oo
u — Kl

c.a.d t—o0
v — K2

t—oo

de plus on a : K120,K220,f(K1,K2):0
et K1+ Ky = Q o (wo(z) +vo(7)) dx.

La preuve du théoreme( 6.3.1) s’appuie sur le lemme suivant :
Lemme 6.3.1 Soit (u,v) la solution du probléme (6.1)-(6.3) alors

(i)fQT \Vu|? dzdt < 0o

(ii) fo,. [Vo[* dadt < oo

ou Qr = Q x [0, T] et 0 <T < o0

Preuve. On a 2 — d;Au — dyAv = f (u,v), en intégrant sur [0, 7] on obtient

T ou

T T
5 —(z,t)dt = dl/ Audt + dg/ Avdt + f u(z, t),v(x,t))dt
o Ot 0 0

T T T
u(z, T) —u(z,0) = dl/ Audt + dg/ Avdt + flu(z,t),v(x,t))dt
0 0 0

et en intégrant une deuxiéme fois sur €2, on obtient

/Qu(x,T)dx—/Qu(x,O)dx = dl/Q/OT Audtdm—i—dg/(z/OT Avdtdﬂer/Q /OTf(u(:c,t),v(:c,t))dtdx

On applique la formule de Green a [, Audz et [, Avdz, on obtient

/Aud:c = —da—/VuVld:c donc /Audsz
Q a0 On Q
/Avd:c = —da—/VvVldx donc /Avdx:()
Q aa ON Q
donc
// fu(z,t),v(z,t))dtde = / uo(z)dz —/ u(z, T)dr < oo
car u(T) € C(Q
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6.3. Résultat de comportement asymptotique

flu(z,t),v(z,t))dtde < 0o

QT

De la méme maniére & — dsAu — d4sAv = g (u, v) nous obtenons que

/ g(u(z,t),v(z, t))dtdr < oo

Multiplier maintenant l’equatlon — d1Au — dyAv = f (u,v) par u et en intégrant sur

Qr

T 9y T T T
// u—(x,t)dtdm:dl// uAudtdm+d2// uAvdtdx—l—// uf(u(z,t),v(x,t))dtde
oo Ot aJo Qo aJo

en appliquant la formule Green

/uAudxz —da—/ \Vu|*dz,  donc /uAudx— /|Vu| dz
Q a0 0 Q

et un calcul simple, il devient

1 T T T
§/Q[u2(x,t)]0Tda:: —dl/o /Q|Vu\2da:dt—d2/0 /Q|Vu] ]Vv|d:vdt+/0 /Qu(x,t)f(u(a:,t),v(x,

c.a.d

t))dxdt

/Qu2(x,T)—i—2d1/ ]Vu|2dxdt+2d2/ |Vul ]Vv]dxdt:/ug(x)dm—l—Q/ u(z, t) f(u(z,t),v(z,t))dzd

T Qr Q T

par conséquent
2d1/ |Vu]2d:vdt+2d2/ V| |Vo| dedt < /ug(x)dx (6.6)
T Qr Q
+2/ u(z,t) f(u(x,t),v(z,t))dzdt
T

Multiplier l’equatlon — d3Au — dyAv = g (u,v) par v et Uintégration sur Qr est obtenu

T 9y T T T
// v—(:z:,t)dtdx:dg// UAudtdx+d4// vAvdtdx+// vg(u(z,t),v(z, t))dtdx
oo Ot aJo aJo o Jo

en appliquant la formule de Green

/UAvdx: —da—/ Vol dz,  donc /vAvdx— /|VU| dx
Q a0 On Q
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6.3. Résultat de comportement asymptotique

ainsi

1

T T T
/ W2 (z, )T da = —ds / / V| V| dedt—ds / / Vol dudt+ / / oz, )g(u(z, 1), vz, t))dudt
2 Q 0 Q 0 Q 0 Q

/vz(:c,T)+2d3/ |Vul ]Vv|d:13dt—|—2d4/ |Vv|2dxdt:/v§(x)d:c+2/ vz, t)g(u(z,t),v(x,t))dxdt
Q

T T Q T
par conséquent

2d3/ |Vu||Vv|d:L‘dt+2d4/ \Vol? dzdt < /v%(x)dm—l— (6.7)

T Q

2/ v(x, t)g(u(z,t),v(x, t))dxdt
T
Remplacer (6.5) dans I'inégalité (6.4) se trouve

1
2d1/ \Vu|? dzdt + 2d, (—g/ \Vu|? dzdt — — |Vv]2da:dt)
. - 4e

Qr

< 2d1/ yvu\2dxdt+2d2/ V| |Vo| dedt
T T
< /ug(:v)d:v—l—Z/ u(z,t) f(u(x,t),v(z,t))dzdt because (dy > 0)
Q Qr
alors
2 dy 2
(2dy — 2edy) |Vu|”dedt < = |Vl dxdt (6.8)
T 2e Qr

4 / () dx + 2 / (e, ) F(u(, 1), v, 1)) dadt
Q T
Remplacer (6.5) dans l'inégalité (6.7) se trouve
1
2d4/ \Vo|* dzdt + 2ds (—5/ \Vul|? dedt — — \vu|2dxdt)
T T 4e Qr

< 2d4/ |Vv|2dxdt—|—2d3/ |Vu| |Vo| dzdt
T T

< /v%(m)dm + 2/ v(z, t)g(u(z,t),v(z,t))dzxdt car (dz > 0)
Q T
alors
dg 2 2
(2dy — =) |Vol”dedt < 2dse |Vu|” dzdt (6.9)
2e” Jor .

N /Q W () + 2 / o(, Dg(ulz, £), v(z, £))dadt
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6.3. Résultat de comportement asymptotique

Nous remplagons (6.9) dans (6.8) :

d3 dads3 / 2
oq, — & % drdt < ————— x A
s = o = g —2eay) J, VUl < S o
ou
A = /ug<x)dx+2/ (e, ) (u(w, 1), v, 1)) dadt
Q T
—l—/vg(x)d:l:—l—Q/ v(x, t)g(u(z,t),v(x, t))dxdt
Q T
puisque
/u%(z)dz < 00, / vi (7)dx < oo
Q Q
et
/ v(x,t)g(u(x,t),v(x,t))dmdt§HUHLOO(QT)/ g(u(z, ), v(z, £))dzdt < o0
T Qr
et

/ w(z, t) f(u(x,t),v(z,t))dedt < ||u||L°°(QT)/Q fu(z,t),v(z,t))dedt < 0o

par conséquent (ii)

/ Vol dedt < oo

T

on a (6.8), et d’aprés (ii) nous obtenons :
(2dy — 2edy) fQT |Vu|? dzdt < co, e pour suffisamment grand pour que
(2d, — 2eds) >0:>€>§—;
donc

/ \Vu|? dzdt < co; VT > 0

T

Alors u, v sont globallement bornées m
Preuve. de théoréme 6.3.1

D’abord, nous remarquons que

/(2%($>t)d$ :dl/QAuda:dez/QAUCM+/Qf(u(33>t)vv(x’t)>dx
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6.3. Résultat de comportement asymptotique

Ainsi
ou
xtdx—/f (x,t),v(z,t))dx Car/Audxzo et/Avdxzo
o O Q Q
et
/%(:c,t)da::dg/Auda:+d4/Avda:+/g(u(a:,t),v(x,t))da:
o Ot Q 0 Q
alors

av(x t)dac—/g(u(x,t),v(x,t))dx car /Audx:() et /Avd:z::O
o Ot Q Q Q

ce qui implique
ou ov
|G+ G e =0 sig=—s

comme

_ /Q ulz, £) + vz, )]} dz
= /Q[u(x,t) + v(x, t)]dx — /[uo(ac) +vo(z)]dz =0

Q

on déduit que

/Q[u(x,t) +v(z, t)]de = /[uo(aj) + vo(z)|dx =0 (6.10)

Q
Intégrant I’équation (6.1) sur € on a

/Q(%(l‘,t)dx = /Qf(u(x,t),v(a:,t))da: > 0

i/u(z,t)dm >0

c-a-d. la fonction t — [, u(x,t)dx est croissante et comme 2 est bornée

Ce qui implique que

alors t — ﬁ fQ u(x, t)dz est croissante et d’apres la positivité de u on a

ﬁ/u(az,t)d:c >0
Q

1 . . .
par conséquent comme @ u(z,t)dx est bornée inférieurement et croissante alors

1
dlim — =
tirg‘m/gu(aj,t)dx I
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6.3. Résultat de comportement asymptotique

et méme chose pour I’équation (6.2) on a

/Q(%(%t)d% = — /Q fu(z, t),v(x, t))dr <0

Ce qui implique que

d
E/Qu(x,t)dx <0

c.a.d . la fonction t — [, v(x,t)dz est décroissante et comme €2 est bornée
alors t — ﬁ Jov(z, t)dx est décroissante

On sait que la solution v est bornée donc

1
@/U(I,i)dlﬁ < 00
Q

par conséquent IM > 0 telle que ﬁ Jov(@, t)de < M
1
comme @ v(x,t)dx est bornée supérieurement et décroissante alors
Q

1
Jlim — t)da =1
s Te] Q“(x’ Jdz =1,

D’autre part, Les ensembles {u(t), ¢t > 0} et {v(t), ¢t > 0} sont des ensembles précompacts

dans C(2)

dong, il existe une suite (¢,), t, — oo telle que

lim u(t,) = u, dans C(f)

n—oo

lim v(t,) = v, dans C(Q).

n—oo
Maintenant , Notons w(ug,vg) 'ensemble w-limite ppour (ug,vg), Définissons @ :

I’ensemble des solutions du systéme elliptique

—d1Aug — doAvg = f (ug, vg) sur Rt x Q (6.11)
—dsAug — dyAvs = — f (us, vs) sur RT x Q (6.12) ((s))
%z%—%z() sur RT x 99

et montrons que ® = {(K, K3)} ou K;, K, sont deux constantes positives; au de fait.

Ajoutons a I'quation (6.11) dyAv, on trouve —dy Aug = f (us, vs) + doAv

85



6.3. Résultat de comportement asymptotique

Multiplions cet équation par u, et intégrons sur {2, on obtient

—dl/usAusda::/usf (us, vs) d:v+d2/uSAvsd$
Q Q

Q

Appliquer la formule de Green :

dl/ ]Vus\2dx:/usf(us,vs)d$+d2/\VusHVvs\da:
Q Q 0

Ajoutons a I'quation (6.12) dyAv on trouve —dzAugs = — f (us, vs) + dgAvg

Multiplions cet équation par u, et intégrons sur €2, on obtient

—dg/uSAusd:U: —/usf (us,vs)da:+d4/usAvsdx
Q Q

Q

Appliquer la formule de Green

d3/ |Vu$|2dx:—/usf(us,vs)dx+d4/ |Vus| |[Vog| da
Q Q Q

Supposant dy = —d, donc (dy + d3) [, \Vu,|* dz =0
en déduit que

/ |Vu8|2dm:0:Vu5:0:uS:K1 (6.13)
Q

Additionner les deux équations de (s), en multipliant le résultat par v, et intégrant sur

(2, on trouve
—d; / v Augdr — dg/vsAvsd:c — d3/ vsAugdr — d4/ vsAvgdr = 0
Q Q Q Q
(—dy — ds) /Q V| |Vvs| do + (—dy — dy) /Q IV,|* dz = 0
donc (—dy — dy) [, |Vvs|*dr =0 c.a.d
/Q|Vvs\2da::0:>V1)8:0:>U5:K2 (6.14)

remplagant u = K;,v = Kj dans I’équation (6.11).
Il est clair que f (K7, K3) =0

Ci-apres, nous allons montrer que w (ug, vg) = ® = {(K1, K»)}
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6.3. Résultat de comportement asymptotique

Nous observons que w (ug, vy) # @, car (us, vs) € w (ug, Vp) -

Maintenant, Vo € Q,0 € |—1, 1] et soit
pul(z,0) =u(z, t, +0),q,(x,0) =v(x,t, + 0)

T BN 4 . ou
multiplier la premiere équation (6.1) par ¢

ou Ou ou ou ou
aa — dlaAu — dgaAU = Ef (U, ’U)

et intégrer sur €2, on trouve

ou ., ou ou / ou
—)%dr —d —Audx — d —Avdr = [ —f(u,v)dx
/Q(at> Y ot 2 ) ot o Ot (v, v)
comme ,
ou ou ou ou
— = d1/ — Audzx + d2/ —Avde + | —f(u,v)dx

intégrer résultat plus [tg, +00o[, nous avons
2

+oo +oo +oo +oo
/ ‘ dt = dl/ / %Audxdt—i-dQ/ / @Avdxdt—l—/ / @f (u,v) dzdt < oo
to L2(9) to o Ot o Jo Ot o Jo Ot

donc & € L2 (tg, +00, L* (2))

u
ot

V o € ]—1,1] nous avons

pu(z,0) —u(z,t,) = u(z,t,+0)—u(x,t,)

tnt+o au

n

tntl
U
< / E(a:’t)dt car tho1 <t ,0<1 t,+o0<t,+1
tn—l

IN

tn+1 3 tatl g, 3
(/ (1)2dt> (/ (E(x, t))th> (par l'inégalité de Cauchy Schwartz)
tn—1 t

n—1

< va( /t:f“%w))?dt)

D=

1
Ainsi
tn+1 au

(E(a:,t))Zdt

Pu(z,0) — u(z, t,)|* = 2/

tn—1

intégrant ces derniers d’inégalité sur {2 donné

) tn+1 au
/|pn(x,a)—u(x,tn)| dx§2// (% (o 1)) 2dtdn
Q QJtn_1 ot
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6.3. Résultat de comportement asymptotique

nous passons a la limite comme 7 — 0o, nous avons

tn+1 au
1Da(,0) — <211m// (5 (o )Pt = 0
tn 1

n—o0

alors

2
[pn(z,0) — UsHL2(Q) — 0

n—oo

Par conséquent, nous allons tous o € |—1,1],

[pn(z,0) — USH?;?(Q) n_>09)7 et fup . [pn(z,0) — USHiQ(Q) 7093
- —1<o< -

et par le méme procédé, on obtient

sup ||gn(z,0) — Us”iz(sz) 7:0

—1<o<1 oo

En outre, nous pouvons avoir

sup || Vpa(2,0) = Vuuall72q) = 0 et sup [[Vgu(z,0) = Vou||1ag) — 0

—1<o<1 n—00 —1<o<1 n—00

grace a la positivité et bornitude de la solution a été

o
IN

uw(x, t, +0) <M

0 < vz, t,+0)<N

comme f € C°(R") , nous pouvons conclure, en utilisant le théoréme de Lebesgue, qui
f(on(z,0), gu(,0)) — f(us,v,) sur L* (Q x ]—1, 1[) faiblement

Maintenant, Soit &; € C* (ﬁ) de telle sorte que §;, = 0 sur 2 o i = 1,2
et soit v € C* (1) de telle sorte que suppy C [—1,1] ,f_ll v(s)ds = 1ety(—1) = (1)
Nous multiplions la premiére équation (6.1) par y(t—t, )&, et intégrons sur |t,, — 1,¢, + 1[x

(2, nous obtenons

tn+1 tn+1
/ / 51 5 T ddt — dl/ / tn)& Audzdt

tnt1
/ / tn)& Avdzdt (6.15)
tn

/ttnﬂ/ (t — t)ELf (u, v) dadt
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6.3. Résultat de comportement asymptotique

Calculer I'intégrale ftt”jll )€, 2 15, dt par partie, nous trouvons

tn+1 tn+1
/t 3t~ ) Pt = / V() yula, Dt (6.16)

n—1 n—1

Pour calculer [, v(t — t,)§; Audz en utilisant la formule de Green

0
[ott=tigaute = [ s—teGrdo— [ 9t t)6Vuds
_ / Vot — )€, Vuda
Q

alors
/ Y(t = t,)& Audr = —/ VAy(t —t,) Vudz (6.17)
Q Q
pour calculer [, y(t —t,)¢;Avdx en utilisant la formule de Green
0
[att—togsuds = [ at-t)6 5o~ [ Vot -t Vods
Q le) U Q

—/V’y(t — tn)&;Vodx
e

alors
/ Y(t — tn)& Avdr = —/ VA(t —t,)&, Vode (6.18)
Q

injectée (6.16) et (6.17) et (6.18) dans (6.15) est obtenu

tnt1 tnt1
/ / u(z t)dxdt+d1/ /Vy tn)& Vudxdt
tn tn—1

tn+1 tnt1
/ /V7 (t —tn) §1Vdedt—/ / (t —tn)&, f (u,v) dadt
tn—1 tn
(6.19)

Nous multiplions I'équation (6.2) par (¢t —t,)&, et intégrant sur |t, — 1,t, + 1[ X §2, nous

avons

tn+1 tnt+1 tn+1
/ / e, =~ Y dwdt — ds / / £.)E, Audadt — dy / /
tn
tn+1
/ / (t — tp)Eof (u,v) dadt
tn

Calculer I'intégrale ftinjll Yt — )&, 3rdt par partie, nous trouvons
tn+1 av tn+1
[t =— [ -ttt (6.21)
tn—1 tn—1

89
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pour calculer [, y(t — t,)&;Audz en utilisant la formule de Green

ou
/Q’y(t —tn)&Audr = /89 ~y(t — tn)§2a—nda — /Q VA(t — t,)€,Vude
_ / VA(t — )&, Vude
Q

alors
/ y(t — tn)EAude = —/ VA(t —t,)€,Vude (6.22)
Q Q

pour calculer [, y(t — t,)¢,Avdzx en utilisant la formule de Green

/ Y(t —tn)&Avdr = / ~y(t — tn)fé@da — / VA(t — t,)E,Vode
Q 0 on Q
= —/Vv(t — tn)&Vudx
Q
alors

/ Y(t — tn)& Avdr = —/ VA(t — t,)& Vode (6.23)
0 Q

Injectée (6.21) et (6.22) et (6.23) dans (6.20) est obtenu

tnt1 tnt1
/ / (t — tn)Eqv(x, t)dadt + ds / / VA(t — t,)EVudzdt
tn Q

tn—1
tn+1

tn+1
+d4/ / VA(t — t,)E, Vodedt + / Yt —tn)Esf (u,v) dedt
tn—1 th—1 JQ

=0 (6.24)
En faisant le changement de variable suivant

oc=t—t, —do=dt

) t=t,—1 o=—1
St —
t=t,+1 c=1

par conséquent, U'intégrale (6.19) devient

+1 +1
/ / 0)&1pn (2, 0)dxdo — d1/ /Vv Y, Vpn(x, o)dzdo

+1 41
—dy /_1 /Qw(o)flv%(m,a)dxdw/_l /Q’}/(O)flf(pn(x,g)’qn(x,a))d$dt
=0 (6.25)
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Cela vaut également pour I'intégrale (6.24)

+1 +1
/ / 0)E5qn (2, 0)drdo — dg/ /ny V&5V (x, 0)dzdo

o [ [Tt ozt~ [ [ 016t (.0, o) doi
_ 0 : (6.26)

En utilisant le théoréeme de Lebesgue, nous avons

+1 +1
lim / 0)&1pn(x, 0)dxdo / / 0)& usdrdo —/ da/ & usdx
/ s = 0 car (1) = (-1

et méme méthode pour

+1 +1
lim / 0)Eoqn(x, 0)dxdt / / 0)&yvsdrdo —/ da/ Eyusdr
= )5 / §avsdr =0 car y(1) = (-1

de I'inégalité (6.25), nous avons
—d; / V& Vug — d2/ V& Vg + / & f (us,vs)dr =0
Q Q Q
et I'inégalité (6.26) donne
—dg/ V& Vug — d4/ VE Vs — / Eof (ug,v5)dxr =0
Q Q 0

Mais cette forme est la méme chose quand nous multiplions (6.8) par (; et (6.9) par (,
et intégrant sur €2
d’ou
w=>o

Enfin, la combinaison (6.13) et (6.14) avec (6.10) nous obtenons
/ (Kl +K2) dr = / (Uo"‘Uo) dx
Q Q

(Ki + ) |9 = /(u0+vg)dx
Q
c.a.d
1
K1+K2:—/(u0+vo)da:
9] Ja

la preuve du théoréme est terminée. m
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