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Résumé

Le but de cette thèse est de prouver l�existence globale et le comporement asymptotique

dans le temps des solutions pour le système de réaction-di¤usion fortement couplé

8>>>>>><>>>>>>:

@u
@t
� d1�u� d2�v = f (u; v) sur R+ � 


@v
@t
� d3�u� d4�v = g (u; v) sur R+ � 


@u
@�
= @v

@�
= 0 sur R+ � @


u(:; 0) = u0(:); v(:; 0) = v0(:) sur 


(SRD)

avec une matrice de di¤usion pleine. Nos techniques de preuve sont basées sur

les méthodes fonctionnelles de Lyapunov et sur quelques estimations LP . Nous montrons

que des solutions globales existent pour une large classe des termes non linéaires f et g.

Mots-clés : Système Réaction-Di¤usion, Existence globale, Comportement asymp-

totique, Semi-groupe, Fonction Lyapunov .

La Classi�cation Mathématiques par Matières 2010 (AMS) : 35K57, 35B40,

35B45.
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Abstract

The purpose of this thesis is to prove the global existence and behavior asymptotic in

time of solutions for the strongly coupled reaction-di¤usion system

8>>>>>><>>>>>>:

@u
@t
� d1�u� d2�v = f (u; v) in R+ � 


@v
@t
� d3�u� d4�v = g (u; v) in R+ � 


@u
@�
= @v

@�
= 0 in R+ � @


u(:; 0) = u0(:); v(:; 0) = v0(:) in 


(SRD)

with full matrix of di¤usion coe¢ cients. Our techniques of proof are based on Lya-

punov functional methods and some LP estimates. we show that global solutions exist.

Our investigation applied for a wide class of the nonlinear terms f and g.

Keywords : Reaction-Di¤usion System, Global Existence, Asymptotic behavior ,

Semi-group, Lyapunov Functional.

2010 Mathematics Subject Classi�cation (AMS) : 35K57, 35B40, 35B45.
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Introduction

Par système de Réaction-Di¤usion, nous entendons un système d�équations aux dérivées

partielles, parabolique, semi-linéaire de la forme

@

@t
u (x; t)�D�u(x; t) = F (u (x; t)) x 2 
; t � 0 (R:D)

où u = (u1; :::; um);ui : 
� R+ ! Rm est l�inconnue; D est une matrice carrée dé�nie

positive dite matrice de di¤usion et F : Rm ! Rm est une application régulière (au moins

localement Lipchitzienne et généralement non linéaire); � est le laplacien où

�u =
nX
i=1

@2ui
@x2i
:

L�équation (R:D) est posée sur un domaine ouvert borné 
 de Rn et complétée par des

conditions initiales et des conditions sur le bord, par exemple les conditions de Dirichlet

ou les conditions de Neumann.

Cette classe de systèmes a reçu un intérêt très attentionné par les chercheurs motivés

tout autant par la richesse qu�apporte la structure de la solution que par le fait que ces

systèmes modélisent plusieurs phénomènes.

En e¤et, ces derniers interviennent couramment en chimie dans les réactions chimiques,

en biologie dans les réactions des enzymes et même en dynamique des populations qui a

été traditionnellement un domaine de prédilection en biomathématiques.

Nous nous intéressons au modèle mathématique suivant :
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Introduction

8>>>>>><>>>>>>:

@u
@t
� d1�u� d2�v = f (u; v) sur R+ � 


@v
@t
� d3�u� d4�v = g (u; v) sur R+ � 


@u
@�
= @v

@�
= 0 sur R+ � @


u(:; 0) = u0(:); v(:; 0) = v0(:) sur 


(SRD)

d1; d2; d3; d4 sont des constantes positives. f et g sont deux fonctions continûment

di¤érentiables.

Nous allons donner un panorama des résultats obtenus au cours de ces dernières

années autour de la question d�existence globale des solutions pour des systèmes de

réaction-di¤usion satisfaisant à deux propriétés qu�on trouve classiquement dans beau-

coup d�applications :

f(0; v) � 0; g(u; 0) � 0 8u; v � 0 (P)

qui assure que le système (SRD) préserve la positivité.

La masse totale des composants est contrôlée au cours du temps (M1). En particulier,

cette classe correspond aux non-linéarités f et g satisfaisant la condition

f(u; v) + g(u; v) � 0;8u; v � 0 (M2)

La condition (M2) garantit que la masse totale des composants reste contrôlée, et on

aura que la fonction

t �!:=M (t) =

Z



u (x; t) dx+

Z



v (x; t) dx

est non croissante. En e¤et, c�est une conséquence immédiate par l�intégration des équa-

tions di¤érentielles du système (SRD) sur 
 et en prenant en compte les conditions aux

bords.

La question est maintenant : Est-ce-que la condition (M2) garantit l�existence globale

des solutions du système donné ?

Dans le cas trivial où d2 = d3 = d1 � d4 = 0; solutions existent non-négatifs à

l�échelle globale dans le temps.
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Introduction

Dans le cas diagonal où d2 = d3 = 0 remarque que Alikakos [1] traite le système

suivant :

8>>>><>>>>:
@u

@t
� d14u = f(u; v) sur R+ � 


@v

@t
� d44v = g(u; v) sur R+ � 


avec les mêmes conditions aux limites de (SRD), où f(u; v) = �g(u; v) = �uv�

et a donné une réponse positive au problème de l�existence globale de ce système sous

l�hypothèse 1 < � < �0 où �0 = 1+ 2
n
. La méthode utilisée dans [1] est basée sur certains

théorèmes d�injection de Sobolev. Notez que l�exposant 1 < � < 1 + 2
n
est exactement

l�exposant critique donné dans chaque cas par Fujita [15] pour le problème parabolique

8<: ut = 4u+ u�

u (x; 0) = u0 (x) > 0

Fujita a prouvé si 1 < � < �0 le problème ne possède aucune solution globale non-

négative et si � > �0 globales et non globales solutions non-négatives existent, selon la

nature de l�énergie initiale. Hollis, Martin et Pierre [21] ont établi l�existence globale de

solutions positives pour le système (SRD) avec les conditions aux limites

�1u+ (1� �1)
@u

@�
= �1; �2v + (1� �2)

@v

@�
= �2sur R+ � @


où

0 < �1; �2 < 1 où �1 = �2 = 1 et �1 � 0; �2 � 0

ou

�1 = �2 = �1 = �2 = 0

en vertu de la condition f(r; s) + g(r; s) � C(r; s)(r + s+ 1); 8r; s � 0; i = 1; :::; p

En [28] Masuda a obtenu un résultat d�existence globale pour une large classe du

paramètre �. En fait, à l�aide de quelques estimations Lp, il a montré que la solution

du problème (SRD) existe dans le temps si � > 1. Le même résultat [28] a été obtenu

3



Introduction

par Hollis et Pierre [21] en exploitant les arguments de dualité sur Lp, ce qui permet

de dériver la boundeness uniforme de la solution. Haraux et Youkana [18] ont établi un

résultat d�existence globale du système (SRD) pour une large classe de la fonction fet

g. Plus précisément, ils ont montré que, pour f(u; v) = �g(u; v) = �u�(v) le problème

(SRD) admet une solution globale, sous réserve que la condition suivante

lim
(v!+1)

log (1 + � (v))

v
= 0

Dans le cas général, c�est à dire pour f(u; v) = �g(u; v) la positivité de la fonction de

g(u; v) ainsi que le principe du maximum de l�opérateur de la chaleur donne l�estimation

suivante uniforme de la solution en L1(
)

ku(t)k1 � ku0(t)k18t 2 [0; Tmax[

Où Tmax est le temps maximal d�existence. Pour plus de détails, consultez Pazy [36].

Kouachi [26] a prouvé l�existence globale de la solution du problème (SRD) dans le

temps si

lim
(v!+1)

log(1 + f(u; v))

v
<

8��

n(�� �)2ku0k1
Moumeni et Salah Derradji [33] ont établi l�existence globale d�une solution basée sur

la méthode fonctionnelle de Lyapunov et pour f et g satisfaisant la condition

f (r; s) + g(r; s) � C(r + s+ 1) .

Dans le cas où d1 = d4 et la condition de Balance g(u; v) = �f(u; v), la réponse est

oui. En e¤et, en ajoutant les deux équations du système (SRD) nous obtenons l�équation

@

@t
(u+ v)� d1�(u+ v) = 0

ce qui donne par application du principe du maximum une L1(
) estimation de u et de

v puisque

k(u+ v) (t)k1 � ku0 + v0k1

Dans le cas où d1 6= d4; on va voir que l�existence globale sera assurée que lorsqu�on

ajoute d�autres conditions. Notons que M.Pierre-D.Schmitt [37] par des des contre-

4



Introduction

exemples ont montré que sous la condition (M2) la solution peut exploser en temps

�ni. Une attention particulière est à porter au cas où

f(u; v) � 0 � g(u; v)

dans ce cas, le principe du maximum nous donne l�estimation à priori

ku (t)k1 � ku0k1 ;8t 2 [0; Tmax[

Tmax désigne le temps de l�existence maximal. Le problème est donc réduit à obtenir une

estimation uniforme de v. Mais, et c�est là la di¢ culté car une telle estimation n�est pas

du tout évidente sauf bien sur dans le cas où d1 = d4

Dans le cas où d1 > d4 (c�est le cas où la substance absorbée di¤use plus rapidement

que l�autre substance), une réponse positive est donnée par Martin et Pierre [27] pour 


= Rn; et le même résultat est obtenu par Kanel et Kirane [22] pour 
 un borné de Rn:

Toujours dans le cas f � 0; mais sans supposer que d1 > d4; la réponse d�après

Hollis-Martin-Pierre [21] est encore positive sous la condition

g (u; v) � C (u+ v + 1)
 pour tout u; v � 0 et 
 � 1

où les auteurs ont montré que sous la condition (M2); v est contrôlée par u dans Lp pour

tout p �ni.

Si f et g n�ont pas de signe constant, il est encore possible de montrer l�existence

globale si les deux conditions suivantes sont satisfaites

hf (u; v) + g (u; v) � 0;8u; v � 0 eth su¢ sammet grand

et

f (u; v) ; g (u; v) � C (u+ v + 1)
 pour tout u; v � 0 et 
 � 1

Voir Kouachi [25].

Pour des résultats antérieurs voir [1]; [2] (basé sur l�itération de Moser), [29] (basé sur

la méthode de Bootstrap) et [20] (basé sur la fonctionnelle de Lyapunov).

D�une autre part, des résultats d�existence globale sont obtenus pour f et g satisfaisant

certaines conditions de croissance exponentielle. Voir [12]; [3] (en utilisant la fonctionnelle

de Lyapunov), et [14]; [17] (en utilisant les estimations).
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Dans le cas triangulaire où d3 > 0 et d2 = 0, Moumeni et Salah Derradji [34] ont

établi l�existence d�une solution globale du problème (SRD) en utilisant la méthode de

Lyapunov combinée avec des Lp estimations. Sur la même direction, Moumeni et Barrouk

[32] traite le même problème par une autre méthode . Pour d3 > 0 et d2 > 0 , J. I. Kanel

et M. Kirane [22] ont prouvé l�existence de solutions pour un système de réaction-di¤usion

fortement couplé avec des conditions aux limites homogènes de Neumann et

f(u; v) = �g(u; v) = uvm;m > 0

m est un entier impair, plus tard ils ont amélioré leurs résultats dans [13] où ils ont

obtenu l�existence globale avec

f(u; v) = �g(u; v) = uF (v)

Dans le cas pleine, S. Kouachi [23] a prouvé l�existence globale de problème (SRD)

avec des conditions aux limites non homogènes et des conditions de croissance polynômes

sur les termes non-linéaires et il a obtenu dans [24] l�existence de solutions pour le même

système avec des conditions aux limites de Neumann homogènes et

g(u; v) = �F (u; v); f(u; v) = ��F (u; v); � > 0; � > 0

B. Rebiai et S. Benachour [38] traitent le même cas avec des conditions aux limites

homogènes avec des non-linéarités de la croissance des exponentiel. En�n K. Boukerrioua

[9] généralise un résultat obtenu dans [33].

Dans le présent travail, nous considérons le problème (SRD) avec d2 > 0 et d3 > 0,

où la fonction f et g sont supposées satisfaire à la condition (M2), et en adoptant la

méthode de Lyapunov combinée à une certaine Lp estime que nous établissons un résultat

d�existence globale de la solution.

Dans la partie centrale de cette thèse, nous allons étendre ces résultats à des non-

linéarités plus générales, en d�autres termes, nous allons montrer l�existence d�une solution

globale (u; v) pour le système (SRD) sous des conditions encore plus faibles sur f et g

par l�e¤et de régularisant suivant :

6
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Si F (u(x; t)) 2 L1(0; Tmax; Lq (
)) alors la solution est globale dés que n; q 2 N tels

que q >
n

2
: Ce qui revient donc à montrer que

sup
0<t<Tmax

x2


kF (u (x; t))kLq(
) < +1

L�objet de cette thèse est l�étude du système de Réaction-Di¤usion (SRD), plus parti-

culièrement nous étudions l�existence locale et globale ainsi que le comportement asymp-

totique de la solution du (SRD).

Notre thèse est divisée en six chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques résultats et théorèmes classiques

d�analyse fonctionnelle qui sont fondamentaux pour notre travail.

Le deuxième chapitre sera consacré à la modélisation des systèmes de réaction-di¤usion

en utilisant la loi de comportement de Fick, et nous allons traiter quelques exemples faisant

ressortir leur rôle essentiel dans les sciences.

Au cours du troisième chapitre, toutes les notions nécessaires inhérentes à la théorie des

opérateurs m-dissipatifs et à celle des semi-groupes seront données. Ensuite, nous nous

attacherons à l�étude des problèmes d�évolution semi-linéaires où nous allons aborder

quelques questions, parmi lesquelles l�existence locale des solutions, l�existence globale

ou l�éventuelle explosion en temps �ni, etc. Puis, nous allons donner quelques résultats

généraux sur l�existence globale de la solution pour des systèmes de réaction-di¤usion à

m équations.

Le résultat le plus important est présenté au quatrième chapitre où, en faisant appel à

la fonctionnelle de Lyapunov nous démontrons que la solution du système (SRD) est en

fait globale. (Publié dans la revue : Global Journal of Mathematical Analysis Vol-

ume 3, Number 3 (2015) , pp.109-120 sous le titre "Global solution of reaction

di¤usion system with full matrix".

Dans le cinquième chapitre, nous nous intéressons à ce chapitre où, il contient l�étude

d�un système de réaction-di¤usion avec une matrice de di¤usion pleine via un résultat de

compacité. L�étude concerne l�existence locale et globale. (Publié dans la revue : Global

Journal of Pure and Applied Mathematics Volume 12, Number 6 (2016), pp.

7



Introduction

4913�4928 sous le titre " Global existence solution of reaction di¤usion system

with full matrix via the compactness"

En�n, nous énonçons un résultat de comportement asymptotique. (Publié dans la

revue : Global Journal of Pure and Applied Mathematics Volume 12 Number

3 (2016), pp. 2175�2194 et intitulé " Behavior asymptotic solution of reaction

di¤usion system with full matrix"

8



CHAPITRE

1 Quelques rappels

d�analyse fonctionnelle

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques propriétés d�analyse fonctionnelle qui seront

constamment utilisées dans cette thèse.

1.1 Espaces de Sobolev

Soit p un entier naturel et 
 un domaine borné de Rn:

Lp (
) désigne l�espace de Banach des fonctions mesurables (au sens de Lebesgue) sur


; muni de la norme

kfkp =
�Z




jf (x)jp dx
� 1

p

On pose

Wm; p (
) = ff 2 Lp (
) ; 8�; avec j�j � m;D�f 2 Lp (
)g

alors, Wm;p (
) est un espace de Banach lorsqu�on le munit de la norme k:km;pdé�nie

par

kfkm ; p = (
X
j�j�m

kD�fkp)
1
p ;8f 2 Wm ; p (
)

On note Wm;p
0 (
) la fermeture de D(
) dans l�espace Wm;p (
):

9



1.1. Espaces de Sobolev

Lorsque p = 2; on notera de préférence

Wm;2 (
) = Hm (
) et Wm;2
0 (
) = Hm

0 (
)

Sur Hm (
) on utilisera plutôt la norme équivalente

jf jm =

0@X
j�j�m

kD�fk22

1A 1
2

qui fait de Hm (
) un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire

hf; gim =
XZ



j�j�m

D�f:D�gdx

En particulier, pour m = 1 on a

hf; gi1 =
Z



f:gdx+

Z



rf:rgdx

Lorsque 
 est borné, on sait qu�il existe une constante C(
) telle que

8u 2 H1
0 (
) ; kuk2 � C(
): kruk2

Il sera alors parfois commode de munir l�espace H1
0 (
) du produit scalaire dé�ni par

hf; gi1;0 =
Z



rf:rgdx

qui induit une norme équivalente à la norme j:j1 sur le sous espace fermé H1
0 (
):

10



1.2. Inégalités fondamentales

1.2 Inégalités fondamentales

Lemme 1.2.1 (Inégalité de Young)

pour 1 < p; q <1; tels que 1
p
+
1

q
= 1 et a; b > 0 on a l�inégalité

ab � ap

p
+
bq

q

Preuve. voir H. Brezis[10]

Lemme 1.2.2 (Inégalité de Hôlder)

pour 1 < p; q <1; tels que 1
p
+
1

q
= 1 et pour f; g deux fonctions mesurables sur Rn

on a l�inégalité Z



j(f:g) (x)j dx � kfkp kgkq

Preuve. voir H. Brezis[10]

Lemme 1.2.3 (Inégalité de Gronwall)

Soit T > 0;h 2 L1([0; T [) véri�ant h � 0 p:p et c1; c2 deux constantes positives. Soit
� 2 L1([0; T [);� � 0 telle que h� 2 L1([0; T [) et

� (t) � c1 + c2
tZ
0

h (s) � (s) ds; pour presque tout t 2 [0; T [

alors

� (t) � c1 exp

0@c2 tZ
0

h (s) ds

1A
Preuve. On pose

	(t) = c1 + c2

tZ
0

h (s) � (s) ds; pour t 2 [0; T [

	 est dérivable presque partout ( car absolument continue), et on a

	0 (t) � c2 h (t) � (t) p:p sur [0; T [

11



1.3. Formule de Green

Par conséquent,

d

dt

8<:	(t) exp
0@� tZ

0

c2 h (s) ds

1A9=; � 0

et donc

	(t) � c1 exp

0@c2 tZ
0

h (s) ds

1A pour presque tout t 2 [0; T [

d�où le résultat, puisque � � 	 p:p:

En particulier, si c1 = 0 alors � = 0 p:p:

Ce résultat est très utile dans l�étude des problèmes semi-linéaires, aussi bien pour

montrer l�unicité des solutions que pour établir des propriétés de bornage.

1.3 Formule de Green

On se donne 
 un ouvert borné de frontière régulière @
 et � = (�1; :::; �n) la normale

extérieure au point x. Soient u une fonction de H2 (
) et v une fonction de H1 (
)

Alors la formule de Green s�écrit

Z



(�u)vdx =

Z
@


@u

@�
vdS �

Z



rurvdx

1.4 Formes quadratiques

Soit V un espace vectoriel sur le corps K: Une application Q : V �! K est appelée forme

quadratique sur V s�il existe une forme bilinéaire symétrique B : V � V �! K telle que

8u 2 V;Q (u) = B (u; u)

B est alors unique et appelée la forme bilinéaire associée. En e¤et, si u; v sont deux

vecteurs de V;

Q (u+ v) = Q (u) + 2B (u; v) +Q (v)

12



1.5. Quelques outils abstraits

Donc l�expression nécéssaire de la forme bilinéaire symétrique B en fonction de Q est

B (u; v) =
1

2
[Q (u+ v)�Q (u)�Q (v)]

1.5 Quelques outils abstraits

Les résultats généraux ci-dessous sont très importants pour l�étude théorique des équations

aux dérivées partielles.

Théorème 1.5.1 (Théorème de la divergence)

Ce théorème énonce que le �ux d�un vecteur à travers une surface fermée est égal

à l�intégrale de la divergence de ce vecteur sur le volume délimité par cette surface.

L�expression du théorème est la suivante:Z
V

divF:dV =

Z
�

F:dS

Où V est un volume et � = @F (la frontière de F ), dS est le vecteur normal à la

surface, dirigé vers l�extérieur, divF est aussi notée r:F:

Théorème 1.5.2 (Théorème du point �xe de Banach)

Soit (X; d) un espace métrique complet et f : X �! X une application telle qu�il

existe k 2 [0; 1[ véri�ant d(f(x); f(y)) � kd(x; y) pour tout (x; y) 2 X � X : Alors il

existe un unique point x0 de X tel que f(x0) = x0:

Preuve. voir H. Brezis[10]

Théorème 1.5.3 (Convergence dominée de Lebesgue)

Soit (fn) une suite d�éléments de L1(
) véri�ant :

1) (fn(x)) converge presque par tout.

2) Il existe g 2 L1(
) positive telle que

8n � 1 : jfn(x)j � g(x) p:p

13



1.5. Quelques outils abstraits

Alors, il existe f 2 L1(
) telle que

1) (fn(x)) converge vers f(x) p.p

2) lim
n!1

Z



fn(x)dx =

Z



f(x)dx; et de même lim
n!1

Z



jfn(x)� f(x)j dx = 0

Preuve. voir H. Brezis[10]
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CHAPITRE

2 Les origines des systèmes

de réaction-di¤usion

2.1 Introduction

Les systèmes de réaction-di¤usion sont des systèmes d�équations aux dérivées partielles,

paraboliques, donnés sous la forme

@

@t
u (x; t)�D�u(x; t) = F (u (x; t)) x 2 
; t � 0 (R:D)

Ces systèmes servent de modèles dans de nombreux domaines en constituant un ex-

cellent laboratoire théorique pour la compréhension de certains processus naturels.

Ici le temps t varie dans un intervalle [0; T ]; x dans un ouvert 
 de Rn, l�inconnue u est

une fonction dé�nie sur 
� [0; T ] à valeurs dans Rm; qui dans les applications correspond

à un m-vecteurs de concentrations d�espèces chimiques, de températures, de densités de

populations, etc. D est une m�m matrice qui sera le plus souvent diagonale, � désigne

le laplacien et F : Rm �! Rm est une fonction non- linéaire modélisant les phénomènes

de réaction mis en jeu. (Réaction chimique par exemple).

2.2 Exemples de réaction-di¤usion

Des systèmes de la forme (R.D) apparaissent naturellement dans de nombreuses situations.

Voici quelques modèles :
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2.2. Exemples de réaction-di¤usion

2.2.1 Modèles simples

L�équation de réaction-di¤usion la plus simple, ne portant que sur la concentration u

d�une seule dimension de l�espace
@u

@t
� d@

2u

@x2
= f (u) est aussi appelée équation K.P.P

(Kolmogorov-Pertrovsky-Piskunov). Si le terme en f(u) (qui représente le facteur de

réaction chimique dans le processus) vient de s�annuler, l�équation modélise une simple

di¤usion. L�équation correspondante est alors l�équation de la chaleur.

Si f(u) = u(1�u); on obtient l�équation qui a été introduite à la �n des années 30 par

Fisher [14] comme modèle de génétique des populations, et avec f(u) = u(1� u)(u� �)

et 0 < � < 1, on obtient l�équation de Zeldovich qui est employée dans la théorie de la

combustion. L�inconnue u représente une densité de gêne dominant dans le premier cas

et la température en combustion.

2.2.2 Modèles plus évolués

Un modèle génétique

On considère une population d�individus �diploïdes�, c�est-à-dire chez qui l�information

génétique est dédoublée. On suppose qu�un certain gène sur une certaine paire de chro-

mosomes se présente sous deux formes possibles, ou allèles, que l�on notera a et A. La

population se subdivise alors en individus �homozygotes�de type aa ou AA, et �hétérozy-

gotes�de type aA.

Notons �1(x; t); �2(x; t); �3(x; t) la densité d�individus de type aa, aA, AA respective-

ment, au point x et à l�instant t. Supposons que les individus constituant la population

se reproduisent avec un taux r (indépendant du génotype), et se déplacent aléatoirement

dans l�espace suivant un mouvement brownien de constante d (également indépendante du

génotype). On suppose en revanche que les taux de décès � 1; � 2; � 3 des trois populations

peuvent légèrement di¤érer. Alors les densités �1; �2; �3 sont solution du système :8>>><>>>:
@�1
@t
� d4�1 = �� 1�1 + r

�

�
�1 +

1
2
�2
�2

@�2
@t
� d4�2 = �� 2�2 + 2r

�

�
�1 +

1
2
�2
� �
�3 +

1
2
�2
�

@�3
@t
� d4�3 = �� 3�3 + r

�

�
�3 +

1
2
�2
�2
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2.2. Exemples de réaction-di¤usion

où �(x; t) = �1(x; t) + �2(x; t) + �3(x; t)

Modèles en dynamique des populations :

a) Un modèle prédateur-proie

Dans la première moitié du XXe siècle, l�étude de la dynamique de plusieurs espèces

en interaction connut un essor considérable. C�est à cette époque là appelée l�âge d�or

de l�écologie théorique que furent développés les premiers modèles basés sur des com-

portements de type compétition et des relations prédateur-proie. V. Volterra a étudié la

coexistence de deux espèces dont l�une dévore l�autre.

Considérant deux espèces, la première, la proie u(x; t); aurait si elle était seule une

croissance exponentielle. La seconde, le prédateur v(x; t), se nourrit exclusivement de la

première et en l�absence de proie s�épuiserait progressivement et disparaîtrait. La mise en

équation de la fonction représentant la prédation est basée sur la méthode des rencontres

et sur l�hypothèse des équivalents élaborées par Volterra. La première considère que pour

qu�il y ait prédation entre une espèce prédatrice et une espèce proie, il faut tout d�abord

qu�il y ait rencontre entre ces deux espèces et que le nombre de rencontres entre ces deux

espèces est proportionnel au nombre des individus qui la compose. Le coe¢ cient de pro-

portionnalité étant égal à la probabilité de rencontre. La seconde consiste à supposer qu�il

existe un rapport constant entre les disparitions et apparitions d�individus que provoquent

les rencontres, i.e., que la prédation de la proie est équivalente à la croissance du préda-

teur. De plus, Volterra considère comme immédiat cet accroissement. Ceci conduit au

système : 8<: @u
@t
� du4u = au� buv sur [0;+1[� 


@v
@t
� dv4v = �cu+ duv sur [0;+1[� 


où a représente le taux de croissance de la proie en l�absence de prédateur, b le taux

de prédation du prédateur sur la proie, c le taux de mortalité du prédateur en l�absence

de proie et d le taux croissance du prédateur du fait de sa prédation et du; dv sont les

constantes de di¤usion de proie prédateur respectivement.

b) Un modèle prédateur-compétiteur-proie
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2.2. Exemples de réaction-di¤usion

On considère un système d�un prédateur et deux populations de proies du type prédateur-

compétiteur (proie introduite) proie indigène. Les densités de populations sont notées

respectivement B;R et C pour les proies, compétiteurs et prédateurs. Le modèle mathé-

matique associé est le système suivant :8>>><>>>:
@B
@t
� db4B = rbB

�
1� B

Kb

�
� �BR� �B

�B+R
�bC sur [0;+1[� 


@R
@t
� dr4R = rrR (1�Kr)� R

�B+R
�rC sur [0;+1[� 


@C
@t
� dc4C = rrR

�
1� �r�b C

�rB+�bR

�
sur [0;+1[� 


où rr, rb, kr kb, �r et �b les taux de croissance, capacités d�accueil du milieu et les taux

de prédation respectifs pour les populations de proies introduites et natives, � le coe¢ cient

de préférence des prédateurs, � la compétition asymétrique entre proies natives et intro-

duites (i.e. pression unilatérale des proies introduites sur les proies natives), et db; dr; dc

sont les constantes de di¤usion des proies, compétiteurs et prédateurs, respectivement.

Un modèle chimique

Soient A et B des substances chimiques qui réagissent suivant la loi A+B ! 2B+R.

On note a, resp b, la concentration de A, resp B.

Si on a un melange parfait de A et B les concentrations véri�ent le système di¤érentiel

ordinaire : 8<: @a
@t
= �ab

@b
@t
= ab

Si A et B n�ont pas été mélanges et si on veut modéliser leur di¤usion, on obtient le

modèle de réaction-di¤usion 8<: @a
@t
= D14a� ab

@b
@t
= D24b+ ab

Un modèle en combustion

On décrit la combustion d�un milieu gazeux par une réaction chimique exothermique

de la forme R �! P , où R est le réactant (mélange gazeux) et P le produit de la réaction

(substance inerte). On note Y (x; t) la densité du réactant au point x à l�instant t et T (x; t)
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2.2. Exemples de réaction-di¤usion

la température du mélange. Alors sous di¤érentes approximations (densité, convection

négligeable,...) on obtient le système thermo-di¤usif

8<: @T
@t
= K�T + Y F (T )

@Y
@T
= K

Le
�Y � Y F (T )

où le nombre de Lewis, noté Le, est le rapport des constantes de di¤usion. La non-linéarité

F de type "Arrhenius" :

F (T ) = P (T ) exp

�
�E
RT

�
où P est un polynôme en T , R est la constante des gaz parfaits, et E est une énergie

d�activation, si Le = 1 et si T + Y = 1; ont ramené à l�équation scalaire

@T

@t
= K�T � (1� T )F (T ):

La fonction f(T ) = F (T )(1 � T ) s�annulant très vite lorsque T �! 0; on l�approche

souvent par une fonction identiquement nulle sur un petit intervalle [0; �]; où � > 0 et la

"température d�ignition".

Un modèle en physique nucléaire

Le modèle décrivant une réaction nucléaire est décrit par le système de réaction-

di¤usion : 8<: @u
@t
= d14u+ u(av � b) sur [0;+1[

@v
@t
= d24vv + cv sur [0;+1[

avec conditions aux bords homogènes de Neumann et conditions initiales positives.

On montre que (Voir Pao), pour a > 0; b � 0 et c > 0; la solution de ce système avec

conditions aux bords bien choisies et conditions initiales positives explose en temps �ni.

Cette réaction est analogue à celle de deux enzymes avec les conditions aux bords et

conditions initiales positives.
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2.3. Modélisation8>>>>>><>>>>>>:

ux (0; t) = ag1(v(0; t))

ux(1; t) = 0

vx(0; t) = 0

vx(1; t) = ag2(u(1; t))

2.3 Modélisation

Les équations de réaction-di¤usion ont été proposées par A. Turing (1952) pour la mod-

élisation des phénomènes de morphogènes, c�est à dire le développement des formes.

Dans cette section, nous allons présenter les étapes à suivre pour établir le système

(R:D). Pour clari�er les idées, notons que pour modéliser un phénomène, on doit simpli�er

plusieurs termes et négliger d�autres facteurs rentrant dans les réactions, dans le but d�une

obtention des équations simples et faciles à étudier.

2.3.1 Réaction et Di¤usion

a) La réaction

Une réaction est une transformation de la matière au cours de laquelle les espèces

chimiques (atomiques, ioniques ou moléculaires) qui constituent la matière sont modi�ées

les espèces qui sont consommées sont appelées réactifs. Les espèces formées au cours de

la réaction sont appelées produits de réaction. Depuis les travaux de Lavoisier (1777), les

scienti�ques savent que la réaction chimique se fait sans variation mesurable de la masse :

«Rien ne perd, rien ne se crée, tout se transforme» qui traduit la conversation de la masse.

b)La di¤usion

La di¤usion est un phénomène par le quel deux ou plusieurs substances en contact

acquièrent une répartition et de propriétés homogènes. Di¤usion des gaz, des solutions,

di¤usion thermique, coe¢ cient de di¤usion. De rapides courants entraînaient tous ces gaz

en di¤usion, et les torrents laviques glissaient jusqu�au bas de la montagne, est appelé de

manière générale "migration". La di¤usion est donc la migration sous une certaine agita-
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2.3. Modélisation

tion (thermique par exemple), par exemple lorsque l�extrémité d�une barre est chau¤ée,

la chaleur se di¤use de la partie chau¤ée vers la partie froide de la barre.

La di¤usion de matière est en générale encore plus lente, lorsque l�on place un

morceau de sucre au fond d�une tasse contenant de l�eau, le sucre se dissout et se di¤use

lentement dans l�eau, mais si l�eau n�est pas agitée, il faudra peut-être plusieurs semaines

avant d�atteindre l�homogénéité.

La di¤usion de la lumière. Dissémination ou changement de direction des rayons

lumineux produit par passage à travers certains milieux. Di¤usion par di¤raction, par

ré�exion. La couleur bleue du ciel est due à la di¤usion de la lumière solaire par les gaz

de l�atmosphère.

La di¤usion désigne la tendance naturelle d�un système à rendre homogènes les con-

centrations des espèces en son sein.

Le déplacement des atomes, ions ou molécules dans un milieu, que celui-ci soit solide,

liquide ou gazeux, est appelé de manière générale " migration".

Lorsqu�un atome se déplace parmi des atomes de même nature, on parle d�autodi¤usion.

En parlera d�autodi¤usion du fer pour désigner la migration d�un atome de fer dans

un cristal de fer.

Lorsque l�on a deux milieux homogènes di¤érents que l�on met en contact, on parle

d�inter di¤usion.

2.3.2 Lois de Fick

Première loi de Fick

La première loi de Fick énonce que le �ux de di¤usion est proportionnel au

gradient de concentration.

Cette loi est inspirée de la loi de "Fourier" sur la conduction de la chaleur. Elle peut

être vue comme une dé�nition de la vectrice densité du courant Ji . Mathématiquement,

cette loi s�exprime de la manière suivante :
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2.3. Modélisation

Soit B un milieu dans lequel se trouve une espèce chimique A, et soit une surface S.

On note CA(x; y; z; t) la concentration de A en un point donné. On appelle JA la vectrice

densité de courant des particules de A. La première loi de Fick s�écrit :

JA = �DAB:rCA

DAB est le coe¢ cient de di¤usion de A dans le milieu B; il dépend de la température

du milieu et de A:

Seconde loi de Fick

La loi de conservation des espèces indique que la variation par unité de temps de la

quantité de particules i :
ZZZ

Ci:dV dans un volume donné V est égale au �ux sortant :ZZ
Ji:dS de la vectrice densité de courant Ji de particules i à travers la surface fermée

S délimitant le volume V:

On obtient la deuxième loi de Fick en identi�ant les intégrants ci-dessous :

� @
@t

Z Z Z
V

Ci:dV =

ZZ
S

Ji:dS =

ZZZ
V

r:Ji:dV

La deuxième égalité ci-dessus est due au théorème de la divergence, dit de "Green-

Ostrogradsky", et le signe moins provient du fait que la concentration diminue quand le

�ux sortant augmente.

On a donc
@Ci
@t

+r:Ji = 0

à une dimension, l�équation devient :

@Ci
@t

= �@Ji
@x
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2.3. Modélisation

2.3.3 Modélisation des systèmes de réaction-di¤usion

Considérons une région bornée 
 de Rn(n = 1; 2; 3) dans laquelle des réactions se réalisent.


 peut être des molécules ou une surface géographique qui forme les lieux des milliers de

virus, d�épidémies ou même des rumeurs circulant entre les individus des populations. 


peut être aussi une cellule vivante qui est le siège de plusieurs réactions chimiques.

Nous avons besoin du principe suivant :

La vitesse de formation de la i�eme espèce dans un volume ! est égale à la quantité

formée par la réaction ôtée de son �ux à travers la surface S: Soit alors Ji le �ux de ces

espèces à travers la frontière et soient ui (x; t) la concentration de la i�eme espèce prenant

part dans une réaction et fi((u1; u2; :::; um); x; t) son taux de formation dans la réaction

en question au point x et à l�instant t > 0.

Considérons alors un volume ! in�niment petit de 
 de frontière S = @!: En terme

d�équations, le principe précédent se traduit par

@

@t

Z
!

ui (x; t) dx =

Z
!

fi((u1; u2; :::; um); x; t)dx�
Z
s

Jid�

Par application directe du théorème de la divergence, on obtient

Z
s

Jid� =

Z
!

r:Jidx; i = 1; :::; n

Ceci implique Z
!

�
@ui
@t
+rJi � fi

�
dx = 0; i = 1; :::; n

Puisque ! est in�niment petit et arbitraire, le théorème de l�intégrale nulle nous assure

que

@ui
@t
+rJi � fi = 0 dans 
; i = 1; :::; n

Le phénomène de la di¤usion est régi par la loi de Fick, D�après cette loi Ji est

proportionnel au gradient de la concentration des espèces et donné par :
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2.3. Modélisation

Ji = �
mX
j=1

ai jruj; i = 1; :::;m

où les ai j sont les coe¢ cients d�autodi¤usion, A := (ai j)1�i; j�n est une matrice dé�nie

positive appelée matrice de di¤usion. De ce qui précède, on trouve :

@u

@t
� A�u = f (u)

et par un changement de variable, la matrice A peut être ramenée à une matrice

diagonale D = (d1; :::; dm) avec di > 0;8i = 1; :::;m : (le cas où l�écoulement de la

matière se fait des milieux les plus concentrés vers les moins concentrés). D�où on retrouve

�nalement le système

@

@t
v (x; t)�D�v(x; t) = F (v (x; t)) x 2 
; t � 0 (R:D)

Le système (R:D) s�accompagne souvent de certaines conditions initiales et d�autres

aux bords selon l�origine et la nature du problème étudié. S�il n�y a pas d�immigration

des individus à travers la frontière de 
 sur lequel le problème est posé, nous choisissons

les conditions aux bords de Neumann. Et s�il n�y a pas d�individus sur la frontière, nous

prenons les conditions aux bords homogènes de Dirichlet.
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CHAPITRE

3 Problèmes d�évolution

semi-linéaires

Dans ce chapitre nous allons présenter quelques résultats concernant les propriétés locales

(existence, unicité) des solutions de problèmes d�évolution semi-linéaires. Il apparaîtra

clairement que les solutions sont soit explosives en temps �ni, soit au contraire uniformé-

ment bornées pour t � 0:

Les équations d�évolution sont des équations qui s�écrivent sous la forme :

8>>><>>>:
u 2 C([0; T ]; D(A)) \ C1([0; T ]; X)

du

dt
� Au = F (u)

u (0) = u0

(PSL)

où u = u(x; t), A : X ! X est un opérateur d�un espace de Banach X dans X, u0 la

donnée initiale et F une application dans X:

Comparativement avec les équations di¤érentielles ordinaires, il est tout à fait raisonnable

d�envisager l�existence et l�unicité de la solution du problème précédent à partir des pro-

priétés de l�opérateur A:
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3.1. Notation et dé�nition

3.1 Notation et dé�nition

Dans toute la suite, X est un espace de Banach muni de la norme k:k et X� son dual de

norme k:kX� et P (X) l�ensemble des parties de X: On appelle opérateur multivoque de

X toute application A de X dans P (X): On note par :

D(A) = fx 2 X;Ax 6= ?g le domaine de dé�nition de A:

R(A) =
[
x2X

Ax =
[

x2D(A)

Ax l�image de A:

G(A) = f(x; y) 2 X �X;x 2 X; y 2 Axg le graphe de A:

(x; y) 2 A signi�e que x 2 D(A) et y 2 Ax:

Si pour tout x 2 X, Ax contient au plus un élément, on dit que A est opérateur

univoque de X: (on retombe alors sur la théorie classique des opérateurs). Un opérateur

univoque de X est complètement déterminé par la donnée de son graphe .

Dé�nition 3.1.1 On rappelle que si A est un opérateur linéaire pas nécéssairement borné

dans X, l�ensemble résolvant �(A) de A est l�ensemble de tous les nombres complexes �

pour lesquels �I � A est inversible; i.e. (�I � A)�1 est un opérateur linéaire dans X:

La famille J�(A) = (� � I)�1; � 2 �(A) des opérateurs linéaires bornés, est appelée la

résolvante de A:

Dé�nition 3.1.2 Un opérateur linéaire dans X est un couple (A;D(A)); où D(A) est un

sous espace vectoriel de X; et A : D(A) �! X est une application linéaire. On dit que A

est borné si kAuk reste bornée lorsque u 2 fx 2 D(A); kxk � 1g : Dans le cas contraire,

A est dit non borné.

3.2 Opérateurs m-dissipatifs

Dans tout ce qui suit, on considère les opérateurs univoques comme étant les seuls éléments

de notre travail.

Dé�nition 3.2.1 Un opérateur A dans X est dit dissipatif si on a
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3.2. Opérateurs m-dissipatifs

8u1; u2 2 D (A) ;8h > 0; ku1 � u2 �h (Au1 � Au2)k � ku1 � u2k

Remarque 3.2.1 Un opérateur linéaire A dans X est dit dissipatif si on a

8u 2 D (A) ;8h > 0; ku�hAuk � kuk

Dé�nition 3.2.2 Un opérateur A dans X est dit m-dissipatif si8<: A est dissipatif

8f 2 X;8h > 0;9u 2 D (A) : u�hAu = f

Remarque 3.2.2 Si A est un opérateur linéaire m-dissipatif dans X; il est immédiat, que

pour tout f 2 X et tout h > 0; l�équation u�hAu = f possède une unique solution qui
véri�e kuk � kfk :

Dé�nition 3.2.3 Soit A un opérateur m-dissipatif dans X et h > 0. Pour tout f 2 X;

on note Jhf la solution u de l�équation u�hAu = f:

Proposition 3.2.1 Soit A est un opérateur (linéaire) dissipatif dans X: Les propriétés

suivantes sont équivalentes :

i) A est m-dissipatif dans X:

ii) il existe h0 > 0 tel que pour tout f 2 X; il existe u 2 D(A) : u�h0Au = f:
Preuve. Il est immédiat que (i) =) (ii)

Montrons que (ii) =) (i)

Soit h > 0 on remarque que l�équation u�h Au = f est équivalente à

u�h0Au =
h0
h f +

�
1� h0h

�
u

or, puisque A est dissipatif et R(I �h0A) = X; on peut dé�nir comme dans la dé�nition
(3:2:3) l�opérateur Jh0 = (I�h0A)�1 qui est une contraction surX: L�équation précédente
est alors équivalente à

u = Jh0

�h0
h f +

�
1� h0h

�
u

�
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3.3. Produit semi-intérieur. Application de dualité

Lorsque 2h > h0; cette équation s�écrit u = F (u); où F est une application Lipschitzienne
sur X; de rapport K =

����1� �h0h
����� < 1: En appliquant le théorème (point) �xe, on peut

donc résoudre l�équation u�hAu = f; pour tout h 2
�h0
2
;+1

�
: En itérant ce procédé,

on résout l�équatioon pour tout h 2
�h0
2n
;+1

�
; n 2 IN et donc pour tout h > 0:

Dé�nition 3.2.4 Un opérateur A est dit accrétif si l�opérateur (�A) est dissipatif et il

est dit m-accrétif si l�opérateur (�A) est m-dissipatif.

3.3 Produit semi-intérieur. Application de dualité

Dé�nition 3.3.1 Pour tout u et v dans X; on dé�nit le produit semi-interieur noté [u; v]

par

[u; v] = lim
h�!0

ku+hvk � kuk
h

Propriétés du produit semi-intérieur

1.[u; v] = inf
h�!0

ku+hvk � kuk
h

2. [u;hv] = h[u; v]

3.[u; v + v0] � [u; v] + [u; v0]

4. [u; �u+ v] = � juj+ [u; v]

Preuve. Voir A. Moumeni [31]

Dé�nition 3.3.2 Soit x 2 X; on pose :

J (x) :=
�
w 2 X�; hw; xiX��X = kxk et kwkX� � 1

	
J est une application de X dans X�; partout dé�nie d�après le théorème de Banach

dite application duale normalisée.
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3.3. Produit semi-intérieur. Application de dualité

Proposition 3.3.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est accrétif.

2. 8u1; u2 2 D(A) : 9w 2 J(u1 � u2) tel que hw;Au1 � Au2i � 0

3. 8u1; u2 2 D(A) : [u1 � u2; Au1 � Au2] � 0

4. 8h > 0; (I +hA)�1 dé�ni de R(I +hA) dans X est une contraction.

Preuve. Voir A. Moumeni [31]

Dans la suite, on désignera par [:; :]p le produit semi-intérieur et par Jp (:) l�application

duale normalisée dans LP (
): On a alors le résultat suivant :

Proposition 3.3.2

1) Si p = 1 alors pour tout u; v dans L1(
); on a

[u; v]1 =

Z
fx;u(x) 6=0g

sign0 (u (x)) :v (x) dx+

Z
fx;u(x)=0g

jv (x)j dx

et

J1 (u) = fw 2 L1 (
) : w (x) 2 sign0 (u (x)) p:pg

2) Si 1 < p <1; on a pour tout u; v dans Lp(
)

[u; v]p =
1

kukp�1p

Z



sign0 (u (x)) : ju (x)jp�1 v (x) dx

et

Jp (u) =
1

kukp�1p

sign0u (x) : ju (x)jp�1

La fonction sign0 est dé�nie par
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3.3. Produit semi-intérieur. Application de dualité

sign0r

8>>><>>>:
1 si r > 0

0 si r = 0

�1 si r < 0

Preuve. 1) Si p = 1; on a

[u; v]1 = lim
h�!0

ku+hvk1 � kuk1
h = lim

h�!0

Z



ju (x) +hv (x)j dx�
Z



ju (x)j dx

h

Lorsqu�on fait tendre h vers 0; on aura

ju (x) +hv (x)j dx� ju (x)j dx
h =

8>>><>>>:
v (x) si u (x) > 0

jv (x)j si u (x) = 0

�v (x) si u (x) < 0

ainsi

[u; v]1 =

Z
fx;u(x) 6=0g

sign0 (u (x)) :v (x) dx+

Z
fx;u(x)=0g

jv (x)j dx

Cherchons maintenant l�ensemble J1(u) qui est donné par

J1(u) = fw 2 L1(
); hw; ui = kuk1 et kwk1 � 1g

Soit alors w 2 J1(u); on a doncZ



w (x)u (x) dx =

Z



ju (x)j dx

ce qui donne Z



w (x)u (x) dx�
Z



ju (x)j dx = 0

ainsi Z



(sign0 (u (x)) :w (x)� 1) ju (x)j dx = 0

on peut donc conclure que

sign0(u(x)):w(x) = 1 p:p
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3.3. Produit semi-intérieur. Application de dualité

d�où �nalement

w(x) 2 sign0(u(x)) p:p

2) si 1 < p <1; on a

[u; v]p = lim
h�!0

ku+hvkp � kukp
h = lim

h�!0

�Z



ju (x) +hv (x)jp dx
� 1

p

�
�Z




ju (x)jp dx
� 1

p

h

on dé�nit maintenant les deux fonctions f et g comme suit

f : [0;+1[�! [0;+1[; qui à chaque h associe f(h) donnée par

f(h) =
Z



ju (x) +hv (x)jp dx

et g :]0;+1[�! R+; qui à chaque h associe g(h) donnée par

g(h) = (f(h))
1
p

donc [u; v]p devient

[u; v]p = lim
h�!0

g (h)� g (0)
h = g0d (0)

où g0d (0) est la dérivé de g à droite du point 0: Or

g0 (h) = 1

p
(f (h))

1
p
�1 f 0 (h)

donc la continuité de f et f 0 au point 0 donne que

g0 (0) =
1

p
(f (0))

1
p
�1 f 0 (0)

en utilisant le fait que

f 0 (0) = p

Z



sign0 (u (x)) ju (x)jp�1 v (x) dx

et que

(f (0))
1
p
�1 = (kukp)

1
p
�1

on déduit que

[u; v]p =
1

kukp�1p

Z



sign0 (u (x)) : ju (x)jp�1 v (x) dx

31



3.4. Le Laplacien dans un ouvert de Rn

et l�ensemble Jp(u) dé�ni par

Jp(u) =
n
w 2 Lq (
) ; hw; ui = kukp et kwkq � 1

o
est constitué d�un seul élément donné par

Jp(u) =
1

kukp�1p

sign0u (x) : ju (x)jp�1 2 Lq (
)

3.4 Le Laplacien dans un ouvert de Rn

Proposition 3.4.1 Soit 
 est un ouvert borné de Rn; et posons X = L1(
); on dé�nit

l�opérateur A1 sur l�ensemble

D(A1) =

�
u 2 L1(
); @u

@�
= 0 sur @


�
par

A1u = ��u; 8u 2 D(A1)

Alors, A1est m-accrétif dans X:

Preuve. Si X = L1(
); son dual est donc X� = L1(
):

Le produit semi-intérieur et l�ensemble dual sont donnés respectivement par

[u; v]1 =

Z
fx;u(x) 6=0g

sign0 (u (x)) :v (x) dx+

Z
fx;u(x)=0g

jv (x)j dx

et

J (u) = fw 2 L1(
) : w (x) 2 sign0 (u (x)) p:pg

la fonction sign0 est �nie plus haut .
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3.5. C0 Semi-groupes et leurs générateurs

Il est clair que l�opérateur linéaire A1 est accrétif dans L1 (
) pour le voir il su¢ t de

remarquer que

[u;A1u]1 � 0

Pour la m-accrétivité, voir Bresis-Strauss [10] .

Proposition 3.4.2 On se donne 
 un ouvert borné de Rn; X = LP (
); 1 < p <1 et on

dé�nit l�opérateur A2 tel que8><>:
A2u = ��u; 8u 2 D (A2)

D (A2) =

�
u 2 W 2;p (
) ;

@u

@�
= 0 sur @


�
Alors, A2 est m-accrétif dans X:

Preuve. Montrons que l�opérateur A2 est accrétif.

L�opérateur A2 étant linéaire, d�après la proposition (3:2:2); il su¢ t de montrer que

[u;A2u]p � 0

sachant que

[u;A2u]p =
�1

kukp�1p

Z



sign0u: jujp�1�udx

La formule de Green donne

�
Z



sign0u: jujp�udx =

Z



r
�
sign0u: jujp�1

�
rudx

=

Z



[sign0u]
2 (p� 1) jujp�2 jruj2 dx � 0

Ce qui montre que A2 est accrétif

Pour la m-accrétivité, voir Bresis-Strauss [10]:

3.5 C0 Semi-groupes et leurs générateurs

Dé�nition 3.5.1 On appelle C0 semi-groupe d�opérateurs linéaires bornés de X �! X;

une famille fS(t)gt�0 véri�ant :
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3.5. C0 Semi-groupes et leurs générateurs

1. S(0) = I; ( I est l�opérateur identité dans X )

2. S(t+ s) = S(t)S(s);8s; t � 0

3. lim
t�!0

S(t)x = x; 8x 2 X:

Dé�nition 3.5.2 On dit que le semi-groupe S(t) est de contraction si

8t � 0; kS (t)k � 1: (et S (t) 2 L (x)) :

Dé�nition 3.5.3 On appelle générateur in�nitésimal du C0 semi-groupe fS(t)gt�0 , un

opérateur A dé�ni sur l�ensembe

D (A) =

�
x 2 X; lim

t�!0

S (t)x� x
t

existe
�

par

Ax = lim
t�!0

S (t)x� x
t

;8x 2 D (A)

Exemple 3.5.1

Soit Cub[0;+1[= ff : [0;+1[�! R; f est uniformément continue et bornéeg avec la

norme

kfkCub[0;+1[ = sup
�2[0;+1[

jf (�)j

l�espace Cub[0;+1[ devient un espace de Banach.

Dé�nissons

(S(t)f)(�) = f(t+ �);8t � 0; et � 2 [0;+1[
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3.5. C0 Semi-groupes et leurs générateurs

Evidemment S(t) est un opérateur linéaire, et, en plus, on a :

i)(S(0)f)(�) = f(0 + �) = f(�); donc S(0) = I:

ii) (S(t+ s)f)(�) = f(t+ s+�) = (S(t)f)(s+�) = (S(t)S(s)f)(�);8f 2 Cub[0;+1[

donc S (t+ s) = S (t)S (s) ;8t; s � 0

iii) lim
t�!0

kS(t)f � fkCub[0;+1[ = lim
t�!0

(
sup

�2[0;+1[
jf (t+ �)� f (�)j

)
= 0;8f 2 Cub[0;+1[

De même, nous avons :

kS (t) fkCub[0;+1[ = sup
�2[0;+1[

j(S (t) f) (�)j = sup
�2[0;+1[

jf (t+ �)j = sup
�2[t;+1[

jf (�)j

� sup
�2[0;+1[

jf (�)j = kfkCub[0;+1[ ;8t � 0

donc

kS (t)k = 1;8t � 0

ainsi fS(t)gt�0 est un C0 semi-groupe d�opérateurs linéaires bornés sur Cub[0;+1[;

nommé le C0 semi-groupe de translation à droite.

Soit maintenant A : D(A) � Cub[0;+1[�! Cub[0;+1[ le générateur in�nitésimal du

C0 semi-groupe fS(t)gt�0 :

Si f 2 D(A); alors, nous avons

Af (�) = lim
t�!0

(S (t) f) (�)� f (�)
t

= lim
t�!0

f (�+ t)� f (�)
t

= f 0 (�) ;

uniformément par rapport à � : Par conséquent :

D (A) � ff 2 Cub[0;+1[ tel que f 0 2 Cub[0;+1[g

Si f 2 Cub[0;+1[ tel que f 0 2 Cub[0;+1[; alors :
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3.5. C0 Semi-groupes et leurs générateurs





S (t) f � ft
� f 0






Cub[0;+1[

= sup
�2[0;+1[

����(S (t) f) (�)� f (�)t
� f 0 (�)

����
mais

sup
�2[0;+1[

����(S (t) f) (�)� f (�)t
� f 0 (�)

���� = sup
�2[0;+1[

����f (t+ �)� f (�)t
� f 0 (�)

����
=

����1t f (�) ���+t� � f 0 (�)
����

=
1

t

0@�+tZ
�

[f 0 (�)� f 0 (�)] d�

1A
� 1

t

0@�+tZ
�

[f 0 (�)� f 0 (�)] d�

1A �! 0

uniformément par rapport à �; pour t �! 0:

Par suite :





S (t) f � ft
� f 0






Cub[0;1)

�! 0; si t �! 0

d�où f 2 D(A) et l�ensemble ff 2 Cub[0;+1[ tel que f 0 2 Cub[0;+1[g � D(A): Par

conséquent

D(A) = ff 2 Cub[0;+1[ tel que f 0 2 Cub[0;+1[g

et

Af = f 0
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3.6. Problèmes semi-linéaires

Théorème 3.5.1 (Hill-Yosida-Phillips) Un opérateur linéaire A dans X est le générateur

d�un semi-groupe de contraction sur X si et seulement si A est m-dissipatif de domaine

dense.

Preuve. Voir T. Cazenave -A. Haraux [11]:

3.6 Problèmes semi-linéaires

3.6.1 Préliminaires

Dé�nition 3.6.1 Une fonction F : X �! X est dite localement Lipschitzienne sur les

bornés de X si 8M > 0;9K (M) telle que kF (x)� F (y)k � K(M) kx� yk ;8x; y 2 BM ,

où BM est la boule de centre 0 et de rayon M:

Dans ce paragraphe, X est un espace de Banach, A est un opérateur m-dissipatif dans

X; de domaine dense et S(t) est le semi-groupe de contraction engendré par A;

F : X �! X une fonction Lipschitzienne sur les bornés de X: On note K(M) la

constante de Lipschitz de F sur BM :

Etant donné u0 2 X; on cherche T > 0 et une solution u 2 C([0; T ]; D(A)) \

C1([0; T ]; X) du problème (PSL).

Lemme 3.6.1 Si u est une solution du problème (PSL) alors elle véri�e l�équation inté-

grale suivante :

u (t)S (t)u0 +

tZ
0

S (t� s)F (u (s)) ds;8t 2 [0; T ] (3:2)

Preuve. Soit u une solution du problème (PSL), on dé�nit w par

w (s) = S (t� s)u (s)
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3.6. Problèmes semi-linéaires

qui est di¤érentiable pour 0 < s < t: On a alors,

w (h+ s)� w (s)
h

=
S (t� h� s)u (h+ s)� S (t� s)u (s)

h

= S (t� h� s) [u (h+ s)� S (h)u (s)]
h

= S (t� h� s) [u (h+ s)� u (s) + u (s)� S (h)u (s)]
h

S (t� h� s)
�
u (h+ s)� u (s)

h
� S (h)� I

h
u (s)

�
Si on passe à la limite quand h tend vers zéro, on aura

w0(s) = S(t� s)[u0(s)� Au(s)] = S(t� s)F (u(s))

On intègre de 0 �a � < t pour avoir

w (�)� w (0) =
�Z
0

S(t� s)F (u(s))ds

par suite

w (�) = S (t)u (0) +

�Z
0

S(t� s)F (u(s))ds

en faisant tendre � vers t; on aura

w (t) = S (t)u (0) +

tZ
0

S(t� s)F (u(s))ds

comme w(t) = S(0)u(t) = u(t); il en résulte

u (t) = S (t)u0 +

tZ
0

S(t� s)F (u(s))ds;8t 2 [0; T ]

Remarque 3.6.1 La formule (3:2) nous dé�nit une solution u 2 C([0; T ]; X):

3.6.2 L�existence locale

Commençons par énoncer un résultat d�unicité.
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3.6. Problèmes semi-linéaires

Lemme 3.6.2 Soit u0 2 X et T > 0 alors, le problème (PSL) admet au plus une solution.

Preuve. Soient u et v deux solutions de (PSL) , elles sont donc solutions de (3:2).

Posons

M = supmax
t2[0;t]

fku (t)k ; kv (t)kg

on a

u (t)� v (t) =
tZ
0

S (t� s) [F (u(s))� F (v(s))] ds

donc

ku (t)� v (t)k �
tZ
0

kF (u(s))� F (v(s))k ds

� K (M)

tZ
0

ku (s)� v (s)k ds

On conclut en appliquant la remarque (3.6.1) qui donne

u (s)� v (s) = 0

d�où on obtient �nalement

u = v

le résultat attendu.

Posons maintenant

TM = [2K (2M + kF (0)k) + 2]�1 > 0; pour M > 0

On peut établir un résultat d�existence locale.

Proposition 3.6.1 Soit M > 0 et u0 2 X tel que ku0k �M: Alors, il existe une unique

solution u 2 C([0; TM ]; X) de (3:1) avec T = TM :

Preuve. Notons tout d�abord que le lemme (3.6.2) nous assure l�unicité de la solution.

Soit u0 2 X tel que ku0k �M:
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On note E = fu 2 C([0; TM ]; X); ku(t)k � L;8t 2 [0; TM ]g avec L = 2M + kF (0)k :

Si on munit E de la distance d induite par la norme de C([0; TM ]; X) donnée par

d(u; v) = max ku (t)� v (t)k
t2[0;TM ]

; pour tout u; v dans E

alors, E est un espace métrique complet.

Pour tout u 2 E; on dé�nit �u 2 C([0; TM ]; X) par

�u (t) = S (t)u0 +

tZ
0

S (t� s)F (u (s)) ds;8t 2 [0; TM ]

1) montrons que �u : E �! E:

pour s 2 [0; TM ] ; on a :

F (u(s)) = F (0) + (F (u(s))� F (0))

donc

kF (u(s))k � kF (0)k+K (L)L � M + kF (0)k
TM

il en résulte que

k�u (t)k � ku0k+
tZ
0

kF (u (s))k ds � (M + kF (0)k) t
TM

� L; 8t 2 [0; TM ]

ainsi, on a bien �u : E �! E:

2) Montrons que �u est une contraction.

Notons d�une part que pour tout u; v 2 E on a

k�u (t)k � k�v (t)k =








tZ
0

S (t� s) [F (u (s))� F (v (s))] ds








donc

k�u (t)k � k�v (t)k � K (L)
tZ
0

ku (s)� v (s)k ds � K (L)TM :d (u; v)

d�autre part on sait que

kF (0)k+K (L)L � M + kF (0)k
TM
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donc

K (L)L � M + kF (0)k
TM

d�où �nalement

K (L)TM � M + kF (0)k
TM

=
M + kF (0)k
2M + kF (0)k < 1

on peut donc conclure que �u étant une contraction, elle admet alors un point �xe u 2 E

qui est solution de (3:2).

3.6.3 L�existence globale. L�éventuelle explosion en temps �ni

Nous complétons ce chapitre par ce théorème.

Théorème 3.6.1 Il existe une fonction T : X �!]0;+1[ avec les propriétés suivantes:

Pour tout u0 2 X; il existe u 2 C(]0; T (u0)[; X); qui pour tout T < T (u0) est l�unique

solution de (3:1) dans C([0; T ]; X): de plus,

2K (kF (0)k+ 2 ku (t)k) � 1

T (u0)� t
� 2;8t 2 [0; T (u0)[ (3:3)

En particulier, l�une de ces deux éventualités suivantes aura lieu :

i)T (u0) = +1

ii) T (u0) < +1 et lim
t�!T (u0)

ku(t)k = +1:

Remarque 3.6.2 Si la propriété (i) est satisfaite, on dit que la solution u est globale.

Si la propriété (ii) est satisfaite, on dit que u explose en temps �ni. L�alternative (i) �

(ii) signi�e en d�autres termes que l�existence globale de la solution u est équivalente à

l�existence d�une estimation à-priori de ku(t)k sur [0; T (u0)[:

Pour clari�er les idées, notons qu�à partir de l�inégalité (3.3), il est clair que

lim
t�!T (u0)

ku(t)k = +1 dès que T (u0) < +1:

Preuve. du théorème 3.6.1
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Soit maintenant u0 2 X; on introduit :

T (u0) = sup fT > 0;9u 2 C([0; T ]; X) solution de (3:2)g

d�après la proposition (3.6.1), on sait que T (u0) > 0: D�autre part, la propriété d�unicité

permet de construire une solution maximale u 2 C([0; T (u0)[; X) de (3.2).

Il nous reste donc à montrer (3.3). L�inégalité (3.3) étant immédiate si T (u0) = +1;

on peut supposer que T (u0) < +1: On raisonne par l�absurde, en supposant qu�il existe

t0 2 [0; T (u0)[ tel que (3.3) ne soit pas véri�ée.

On a alors,

T (u0)� t0 < TM ; avec M = ku(t0)k

soit v 2 C([0; TM ]; X) la solution donnée par la proposition (3.6.1) de l�équation

v(t) = S(t)u(t0) +

tZ
0

S(t� s)F (v(s))ds;8t 2 [0; TM ]

on dé�nit la fonction w 2 C([0; t0 + TM ]; X) par

w(t) =

8<: u(t) pour 0 � t � t0
v(t� t0) pour t0 � t � t0 + TM

Pour t0 � t � t0 + TM on a

w(t) = v(t� t0) = S(t� t0)u(t0) +
t�t0Z
0

S(t� t0 � s)F (v(s))ds

en utilisant le fait que

u(t0) = S(t0)u0 +

t0Z
0

S (t0 � s)F (u (s)) ds

on aura

w(t) = S(t� t0)

24S(t0)u0 + t0Z
0

S(t0 � s)F (w(s))ds

35+ t�t0Z
0

S(t� t0 � s)F (v(s))ds

en e¤ectuant le changement de variables: s0 = s+ t0; on obtient

t�t0Z
0

S(t� t0 � s)F (v(s))ds =
tZ
t0

S(t� s0)F (v(s0 � t0))ds0 =
tZ
t0

S(t� s)F (w(s))ds
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par conséquent

w(t) = S(t� t0)

24S(t0)u0 + t0Z
0

S(t0 � s)F (w(s))ds

35+ tZ
t0

S(t� s)F (w(s))ds

d�où �nalement

w(t) = S(t)u0 +

tZ
0

S(t� s)F (w(s))ds

w est donc solution de (3.2) sur [0; t0 + TM ]; c�est à dire, on a pu construire une solution

de (3.2) avec T = t0 + TM > T (u0); ce qui contredit la dé�nition de T (u0). Donc on a

bien

2K (kF (0)k+ 2 ku (t)k) � 1

T (u0)� t
� 2

D�où le résulat attendu.

3.7 Un résultat sur l�existence globale

3.7.1 Introduction

Dans cette section nous considérons un système de réaction-di¤usion à m équations, on

établit que pour un système ayant une matrice de di¤usion diagonale dont les coe¢ cients

sont égaux, les solutions existent globalement en temps.

Sous leur forme la plus simple, les systèmes de réaction-di¤usion s�écrivent

8>>>><>>>>:
@

@t
u (x; t)�D�u(x; t) = f (u (x; t)) x 2 
 t � 0

@u

@�
= 0 x 2 @
 t > 0

u (0; :) = u0 x 2 
 t = 0

(S)


 est un ouvert borné de Rn; D = diag(d1; :::; dm) est une matrice diagonale dé�nie

positive, dite matrice de di¤usion. f : Rm �! Rm est une fonction localement Lipchitzi-

enne. Ces systèmes ont donné lieu au travail mathématique pionnier des chercheurs qui

s�intéressent aux deux propriétés qu�on trouve dans plusieurs applications :
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La positivité des solutions est préservée au cours du temps (3:4)

La masse totale des composants est contrôlée au cours du temps (3:5)

En partant du fait que le système (S) possède une solution locale unique dé�nie sur

l�intervalle 
�]0; Tmax[ (Voir Chapitre 3), la question générique est dans quelle mesure

les propriétés (3:4) et (3:5) contribuent à l�existence globale en temps de la solution

(Tmax = +1):

On s�intéresse en premier lieu à la positivité de la solution.

3.7.2 Positivité de la solution

Dé�nition 3.7.1 Une fonction f = (fi)1�i�m est dite quasi-positive si et seulement si

pour tout i = 1; :::;m on a fi(v) � 0 si vi = 0 pour tout v = (v1; :::; vi; :::; vm) 2 Rm+ :

Proposition 3.7.1 Si f = (fi)1�i�m est quasi-positive, la solution du système (S) est

non négative terme à terme.

Preuve. On pose u+ = max(u; 0) et u� = min(u; 0); et on désigne par (S)+ le système

(S) où on a remplacé f(u) par f(u+): On travaille sur la i �eme équation du système, qu�on

intègre sur 
� ]0; t[ après l�avoir multiplié par u�i :

tZ
0

Z



u�i :
@ui
@t
dxdt�

tZ
0

Z



di:u
�
i :�uidxdt =

tZ
0

Z



u�i fi
�
u+
�
dxdt

en utilisant le fait que (ui)t = �
�
u�i
�
t
et que �ui = ��u�i si u�i > 0 et par intégration

par parties, on obtient

�1
2

Z



�
u�i
�2
:dx� di

tZ
0

Z



��ru�i ��2 dxdt = tZ
0

Z



u�i fi
�
u+
�
dxdt

comme fi est quasi-positive, on a8>>><>>>:
u�i fi (u

+) = 0 si u � 0

et

u�i fi (u
+) � 0 si u � 0
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ainsi

�1
2

Z



�
u�i
�2
:dx� di

tZ
0

Z



��ru�i ��2 dxdt � 0
par conséquent: u�i = 0 et u = u

+
i qui est solution de (S): Il s�en suit, par unicité de la

solution, que toutes ses composantes sont non négatives.

3.7.3 Résultat d�existence globale

Dé�nition 3.7.2 La masse totale des composants du système (S) est la quantité :

M (t) =

mX
i=1

Z



ui (x; t) dx

La condition (3:5) est par exemple satisfaite dès que
mX
i=1

fi � 0: En e¤et, il su¢ t pour

le voir d�intégrer sur 
�]0; t[: Les conditions aux bords vont assurer que

tZ
0

Z



di:�ui (x; t) dxdt = 0

si bien qu�on obtient l�estimation à priori

nX
i=1

Z



ui (x; t) dx �
nX
i=1

Z



ui (x; 0) dx

lorsque les ui sont initialement positifs, comme les ui(:; t) le restent, ceci assure bien

que la masse totale des composants reste bornée au cours du temps. Ainsi, on est ramené

à la dé�nition suivante.

Dé�nition 3.7.3 On dit qu�une fonction f = (fi)1�i�m : Rm �! Rm véri�e la loi de la

balance s�il existe des constantes ci > 0 telles que
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3.7. Un résultat sur l�existence globale

mX
i=1

cifi (v) � 0;8v 2 IRm+

Proposition 3.7.2 Si les constantes de la di¤usion sont telles que di = d; 8i = 1; :::;m,

et si la fonction f est quasi-positive, véri�ant la loi de la balance alors, la solution du

système (S) est globale.

Preuve. Précisons d�une part que nous considérons f quasi-positive, ce qui assure

que la solution u est non négative.

d�autre part, puisque f véri�e la loi de la balance alors, en posant w =
mX
i=1

ciui

on obtient 8>>>>>><>>>>>>:

@w

@t
� d�w � 0 ; x 2 
 ; t 2 ]0; Tmax[

@w

@�
= 0 ; x 2 @
 ; t > 0

w (x; 0) = w0 =
mX
i=1

ui (x; 0) ; x 2 
 ; t = 0

on applique le principe du maximum, le but étant alors d�obtenir l�estimation

kw (:; t)k1 � kw0k1 ; 8t 2 ]0; Tmax[

par conséquent, la solution u(x; t) est uniformément bornée ( existe globalement).

Dé�nition 3.7.4 On dit qu�une région Î � Rn est invariante pour le système (S) si la

solution u(x; t) de (S) véri�e la relation u(x; t) 2 Î dès que la donnée initiale u(x; 0) =

u0(x) véri�e la relation u0(x) 2 Î :

Dé�nition 3.7.5 Soit Î � Rn+ une région invariante pour le système (S): Une fonction

L : Î �! [0;+1[ est dite fonction de Lyapunov si

1. L est une fonction convexe qui admet une racine unique.

2. L peut s�écrire sous la forme
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L (u) =
X
i

`i (u) ; `i 2 C2
�
Î
�

3. L véri�e: rL(u) f (u) � 0;8u 2 Î :

Proposition 3.7.3 Si les constantes de la di¤usion sont telles que di = d;8i = 1; :::;m

et si le système (S) admet une région invariante Î et une fonction de Lyapunov alors, la

solution de (S) existe globalement en temps.

Preuve. Soit L une fonction de Lyapunov qui s�annulle au point x0: Notons que pour

tout x dans Î on a `00i (x) � 0 :

Comme les constantes de la di¤usion sont toutes égales à d > 0 i.e. D = dIm alors,

le système (R D) peut s�écrire sous la forme

@u

@t
� d�xu = f (u)

d�une autre part on a
d

dt
L (u) = ruL (u)

@u

@t

et

�xL (u) = rx (ruL (u)rxu) = �uL (u) (rxu)
2 +ruL (u)�xu

par conséquent

d

dt
L (u)� d�xL (u) = ruL (u)

@u

@t
� d�uL (u) (rxu)

2 � druL (u)�xu

= ruL (u) [d�xu+ f (u)]� d�uL (u) (rxu)
2 � druL (u)�xu

= ruL (u) f (u)� d�uL (u) (rxu)
2

� ruL (u) f (u)

ainsi
d

dt
L (u) � d�xL (u) +ruL (u) f (u)

comme

ruL (u) f (u) � 0
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alors on aura 8>>>><>>>>:
d

dt
L (u) � d�xL (u)

et
@

@�
L (u) = ruL (u) f (u)

ce qui permet d�après le principe de maximum de conclure que L(u) est bornée.
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CHAPITRE

4 Existence globale de la

solution d�un système de

réaction-di¤usion avec

matrice de di¤usion

pleine via Lyapunov

4.1 Introduction

Considérons maintenant, le système de réaction di¤usion à deux composantes

8>>>><>>>>:
@u

@t
� d14u� d24v = f(u; v) sur R+ � 


@v

@t
� d34u� d44v = g(u; v) sur R+ � 


(4.1)

avec les conditions aux bords
@u

@�
=
@v

@�
= 0 sur R+ � @
 (4.2)

et les conditions initiales

u(:; 0) = u0(:), v(:; 0) = v0(:) sur 
 (4.3)
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Où u = u(x; t); v = v(x; t), x 2 
; t > 0 . 
 est un ouvet borné de Rn, (n � 1); d1,

d2, d3, d4 sont des constantes positives. On s�intéresse ici à des conditions initiales posi-

tives et uniformément bornées. Les nonlinéarités f et g, sont deux fonctions continûment

di¤érentiables sur R+ � R+, choisies avec les propriétés suivantes :

(H1)

f(0; s) � 0; g(r; 0) � 0 8r; s � 0 (4.4)

(H2) On suppose qu�il existe un entier p � 1 tels que

K2i�1f (r; s) + g(r; s) � C(r + s+ 1) i = 1; :::; p (4.5)

8 r; s � 0, C est une constante positive et m � 1 tels que

sup(jf(r; s)j; jg(r; s)j) � C(r + s+ 1)m;8r; s � 0 (4.6)

Le contenu de ce chapitre est le suivant. À la section 2, nous introduirons un résultat

d�existence locale. Notre principal résultat est indiqué dans la section 3.

4.2 Existence locale

Commençons par tirer quelques conséquences des sections précédentes, nous allons

travailler dans l�espace de Banach X = C(
) � C(
) muni de la norme k(u; v)kX =

kuk1 + kvk1
Nous allons étudier le système (4.1) - (4.3) en l�écrivant sous la forme équivalente

suivante :

8>>>><>>>>:
d

dt
U(t)� AU(t) = F (U(t)) t > 0

U(0) = U0 = (u0; v0)

Sachant que : U(t) = (u(t); v(t)); F (U(t)) = (f(u; v); g(u; v)) et l�opérateur A est

dé�ni comme suit

A : D(�)�D(�)! C(
)� C(
)
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A :

0@ d1� d2�

d3� d4�

1A
avec

D(�) =

�
u 2 C(
) : �u 2 C(
) et @u

@�
= 0

�
Notons d�une part qu�il est facile de s�assurer que la fonction F est locallement Lip-

shitzienne sur les bornés de X. D�autre part, on véri�e aisément que les opérateurs

d1�; d2�; d3�; d4� sont m-dissipatifs dans Lp (Voir chapitre 3).

Ainsi pour des conditions initiales (u0; v0) 2 C(
) � C(
); nous pouvons conclure

d�après la proposition (3.6.1) que le système (4.1)-(4.3) admet une solution locale dé�nie

dans un intervalle maximal [0;Tmax[.

4.3 Existence globale

Dans cette section, nous démontrons un résultat d�éxistence globale de la solution du

système (4.1) - (4.3). Notre démarche étant de chercher une estimation uniforme de

sup(kf(u; v)kq ; kg(u; v)kq) pour un certain q > n=2:(Voir D.Henry [10] ). On utilise

pour cela une méthode qui fait appel à la fonctionnelle de Lyapunov.

Commençons par un premier lemme.

Lemme 4.3.1 Soit (u(t; :); v(t; :)) une solution (4.1)�(4.3) et soit L(t) =
Z



pX
i=0

CipK
i2uivp�idx

avec p un entier positif etK est une suite des nombres positifs tels que K � max( d1+d4
2 1
p
d1d4

; d2+d3
2 1
p
d3d2

)

alors la fonction L est uniformément bornée sur l�intervalle [0; T �] , T � � Tmax

Preuve. Soit L(t) =
Z



pX
i=0

CipK
i2uivp�idx
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On dérive L par rapport à t pour avoir

L0(t) =

Z



"
pX
i=1

(iCipK
i2ui�1vp�i)ut +

p�1X
i=0

((p� i)CipKi2uivp�i�1)vt

#
dx

=

Z



pX
i=1

(iCipK
i2ui�1vp�i)(d14u+ d24v + f(u; v))dx+

Z



p�1X
i=0

((p� i)CipKi2uivp�i�1)(d34u+ d44v + g(u; v))dx

Un simple calcul à conduit

L0(t) =

Z



pX
i=1

(iCipK
i2ui�1vp�i)(d14u+ d24v + f(u; v))dx+

Z



pX
i=1

((p� i+ 1)Ci�1p K(i�1)2ui�1vp�i)(d34u+ d44v + g(u; v))dx

De l�égalité ci-dessus, il en résulte que

L0(t) =

Z



pX
i=1

d1iC
i
pK

i2ui�1vp�i4udx+
Z



pX
i=1

d4(p� i+ 1)Ci�1p K(i�1)2ui�1vp�i4vdx

+

Z



pX
i=1

d2iC
i
pK

i2ui�1vp�i4vdx+
Z



pX
i=1

d3(p� i+ 1)Ci�1p K(i�1)2ui�1vp�i4udx

+

Z



pX
i=1

iCipK
i2ui�1vp�if(u; v)dx+

Z



pX
i=1

(p� i+ 1)Ci�1p K(i�1)2ui�1vp�ig(u; v)dx

I + J +H

Par une simple utilisation de la formule de Green, nous avons :

I = �
Z



�
A jruj2 +Brurv + C jrvj2

�
dx (4.7)

où :

A =

pX
i=2

d1i (i� 1)CipKi2ui�2vp�i

B =

p�1X
i=1

d1i (p� i)CipKi2ui�1vp�i�1 +

pX
i=2

d4 (i� 1) (p� i+ 1)Ci�1p K(i�1)2ui�2vp�i

52



4.3. Existence globale

C =

p�1X
i=1

d4 (p� i) (p� i+ 1)Ci�1p K(i�1)2ui�1vp�i�1

En utilisant le fait que :

iCip = (p� i+ 1)Ci�1p = pCi�1p�1 8i = 1; :::; p (4.8)

et aussi depuis

i(i� 1)Ci+1p = i(p� i)Cip = (p� i) (p� i+ 1)Ci�1p = p(p� 1)Ci�2p�2 (4.9)

nous donnons

A =

pX
i=2

d1p (p� 1)Ci�2p�2K
i2ui�2vp�i

B =

p�1X
i=1

d1p (p� 1)Ci�2p�2K
i2ui�1vp�i�1 +

pX
i=2

d4p(p� 1)Ci�2p�2K
(i�1)2ui�2vp�i

= B1 +B2

et

C =

p�1X
i=1

d4p(p� 1)Ci�1p�2K
(i�1)2ui�1vp�i�1

Mettre j = i� 2, nous avons :

A =

p�2X
j=0

d1p (p� 1)Cjp�2K(j+2)2ujvp�j�2

B2 =

p�2X
j=0

d4p(p� 1)Cjp�2K(j+1)2ujvp�j�2

et mettre j = i� 1, nous donnons :

B1 =

p�2X
j=0

d1p (p� 1)Cjp�2K(j+1)2ujvp�j�2

C =

p�2X
j=0

d4p(p� 1)Cjp�2Kj2ujvp�j�2

Alors:

I = �p(p� 1)
p�2X
j=0

Cjp�2

Z



ujvp�j�2 �	(ru;rv)dx (4.10)
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où

	(ru;rv) = d1K(j+2)2 jruj2 + (d1 + d4)K(j+1)2rurv + d4Kj2 jrvj2

Les formes quadratiques sont positives depuis :

((d1 + d4)K
(j+1)2)2 � 4d1d4Kj2K(j+2)2 � 0 j = 0; :::; p� 2 (4.11)

En utilisant la relation K � max( d1+d4
2 1
p
d1d4

; d2+d3
2 1
p
d3d2

)

Alors

I � 0 (4.12)

Par une simple utilisation de la formule de Green, nous avons :

J = �
Z



�
D jrvj2 + Ervru+ F jruj2

�
dx (4.13)

où :

D =

p�1X
i=1

d2i (p� i)CipKi2ui�1vp�i�1

E =

pX
i=2

d2i (i� 1)CipKi2ui�2vp�i +

p�1X
i=1

d3 (p� i) (p� i+ 1)Ci�1p K(i�1)2ui�1vp�i�1

F =

pX
i=2

d3 (i� 1) (p� i+ 1)Ci�1p K(i�1)2ui�2vp�i

En utilisant la relation (4.8), nous obtenons

D =

p�1X
i=1

d2p (p� 1)Ci�2p�2K
i2ui�1vp�i�1

E =

pX
i=2

d2p (p� 1)Ci�2p�2K
i2ui�2vp�i +

p�1X
i=1

d3p(p� 1)Ci�1p�2K
(i�1)2ui�1vp�i�1

E1 + E2

et

F =

pX
i=2

d3p(p� 1)Ci�2p�2K
(i�1)2ui�2vp�i

Mettre: j = i� 1, nous avons :

D =

p�2X
j=0

d2p (p� 1)Cjp�2K(j+1)2ujvp�j�2
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4.3. Existence globale

E2 =

p�2X
j=0

d3p(p� 1)Cjp�2Kj2ujvp�j�2

et mettre: j = i� 2, nous obtenons :

E1 =

p�2X
j=0

d2p (p� 1)Cjp�2K(j+2)2ujvp�j�2

F =

p�2X
j=0

d3p(p� 1)Cjp�2K(j+1)2ujvp�j�2

Alors :

J = �p(p� 1)
p�2X
j=0

Cjp�2

Z



ujvp�j�2 � � (rv;ru) dx (4.14)

avec

� (rv;ru) = d2K(j+1)2 jrvj2 + (d2K(j+2)2 + d3K
j2)rvru+ d3K(j+1)2 jruj2

Les formes quadratiques sont positives depuis :

((d2K
(j+2)2 + d3K

j2))2 � 4d2d3K(j+1)2K(j+1)2 � 0 j = 0; :::; p� 2 (4.15)

En utilisant la relation K � max( d1+d4
2 1
p
d1d4

; d2+d3
2 1
p
d3d2

)

Alors

J � 0 (4.16)

En utilisant la relation (4.8), dans les troisièmes intégrales, on obtient :

H =

Z



"
p

pX
i=1

�
Ki2f(u; v) +K(i�1)2g(u; v)

�
Ci�1p�1u

i�1vp�i

#
dx

En utilisant la relation (4.6) nous déduisons

H � c3
Z



"
pX
i=1

(u+ v + 1)Ci�1p�1u
i�1vp�i

#
dx

Pour prouver que la fonction L est uniformément bornée sur l�intervalle [0; T �]

D�abord nous écrivons

L0(t) � c3
Z



"
pX
i=1

Ci�1p�1u
ivp�i +

pX
i=1

Ci�1p�1u
i�1vp�i+1 +

pX
i=1

Ci�1p�1u
i�1vp�i

#
dx
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L0(t) � c3
Z



"
pX
i=1

Ci�1p�1u
ivp�i +

p�1X
i=0

Cip�1u
ivp�i +

p�1X
i=0

Cip�1u
ivp�i�1

#
dx

L0(t) � c3
Z



"
pX
i=0

Cipu
ivp�i +

p�1X
i=0

Cip�1u
ivp�i�1

#
dx

En utilisant le fait que
p�1X
i=0

Cip�1u
ivp�i�1 = (u+ v)p�1

Par conséquent, la dernière inégalité peut être écrite

L0(t) � c1(p)L(t) + c3
Z



(u+ v)p�1

En appliquant l�inégalité de Hôlder au deuxième terme dans le côté droit de la l�inégalité

ci-dessus, nous obtenons

L0(t) � c1(p)L(t) + c3(mes
)
1
p (

Z



(u+ v)p dx)
(p�1)
p )

Depuis l�inégalité suivante est

(u+ v)p =

pX
i=0

Cipu
ivp�i �

sup0�i�pC
i
p

min0�i�pCipK
i2

pX
i=0

CipK
i2uivp�i

Alors, nous avons

L0(t) � c1(p)L(t) + c3(mes
)
1
p (

sup0�i�pC
i
p

min0�i�pCipK
i2
)
(p�1)
p (L(t))

(p�1)
p 8t < Tmax

Par conséquent, L(t) la fonction véri�e l�inégalité di¤érentielle suivante :

L0(t) � c1(p)L(t) + c2(p)(L(t))
(p�1)
p 8t < Tmax

où

c2(p) = c3(mes
)
1
p (

sup0�i�pC
i
p

min0�i�pCipK
i2
)
(p�1)
p

Qui nous donne, par une simple intégration

(L(t))
1
p �

�
(L(0))

1
p +

c02(p)

c01(p)

�
exp(c01(p)t)�

c02(p)

c01(p)
(4.17)
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4.3. Existence globale

où

c01(p) =
c1(p)

p
c02(p) =

c2(p)

p

ce qui nous donne, par une simple intégration

L(t) =

Z



(

pX
i=0

CipK
i2uivp�i)dx �

Z



(CppK
p2up + C0pK

02vp)dx

il en résulte que

L(t) � min(C0pK02 ; CppK
p2) sup(

Z



updx;

Z



vpdx)

Par conséquent,

(L(t))
1
p � [min(C0pK02 ; CppK

p2)]
1
p sup((

Z



updx)
1
p ; (

Z



vpdx)
1
p )

Et donc,

sup(ku(t; :)kp ; kv(t; :)kp) �
(L(t))

1
p

[min(C0pK
02 ; CppKp2)]

1
p

8t < Tmax (4.18)

Avec (4.17) et (4.18) nous obtenons :

sup(ku(t; :)kp ; kv(t; :)kp) � c(t) 8t < Tmax (4.19)

où

c(t) =
1

[min(C0pK
02 ; CppKp2)]

1
p

f
�
(L(0))

1
p +

c02(p)

c01(p)

�
exp(c01(p)t)�

c02(p)

c01(p)
g

La preuve de ce lemme est complète.

Remarque 4.3.1 Sous condition (H1), il résulte de la méthode de la région invariante

du système (4.1) - (4.3) préserve la positivité. En d�autres termes, si la condition initiale

de données u0 et v0 en (4.3) sont positives ou nulles, les fonctions u et v de la solution

correspondante (4,1) - (4,3) sont positives ou nulles également sur 
�]0; Tmax[. Voir [10].

Nous complétons ce chapitre par énoncer et démonter notre résultat principal.
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Théorème 4.3.1 Soit (u(t; :); v(t; :)) une solution du système (4.1)�(4.3) . On assume

que la condition (H2) est satisfaite. Si de plus p > mn
2
alors, la solution (u(t; :); v(t; :))

existe globalement en temps.

Preuve. Commençons tout d�abord par rappeler la condition

sup(jf(u; v)j ; jg(u; v)j) � c2 (u+ v + 1)m

qui donne

sup(

Z



jf(u; v)j
p
m dx;

Z



jg(u; v)j
p
m dx � c

p
m
2

Z



(u+ v + 1)p dx

donc on a bien

sup(kf(u; v)k
p
m
p
m
; kg(u; v)k

p
m
p
m
) � c

p
m
2

Z



(u+ v + 1)p dx (4.20)

Notons d�une part qu�on aZ



(u+ v + 1)p dx =

kZ



pX
k=0

Ckp (u+ v)
k dx

Z



(u+ v + 1)p dx =

Z



[1 + (u+ v)p]dx+

p�1X
k=1

Ckp

Z



(u+ v)k

Après avoir appliqué l�inégalité de Hôlder, on déduit que

p�1X
k=1

Ckp

Z



(u+ v)k �
p�1X
k=1

Ckp

264Z



�
1

p
(p�k)dx

� (p�k)
p

0@Z



(u+ v)pdx

1A k
p

375
d�une autre part, la relation (4.17) nous permet d�avoirZ




(u+ v + 1)p dx � mes(
) +

Z



(u+ v)p dx (4.21)

+

p�1X
k=1

Ckp

264(mes(
)) (p�k)p

0@Z



(u+ v)p dx

1A k
p

375
et l�inégalité (4.19) devient

(

Z



(u+ v)p dx)
1
p = ku(t; :) + v(t; :)kp � ku(t; :)kp + kv(t; :)kp � 2c(t)
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4.4. Conclusion

revenons maintenant à la relation (4.21), le but étant d�avoirZ



(u+ v + 1)p dx � mes(
) + 2p(c(t))p +
p�1X
k=1

Ckp [(mes(
))
(p�k)
p (2c(t))k

�
pX
k=0

Ckp [(mes(
))
(p�k)
p (2c(t))k

donc

sup((kf(u; v)k
p
m
p
m
; kg(u; v)k

p
m
p
m
) � c

p
m

pX
k=0

Ckp [(mes(
))
(p�k)
p (2c(t))k (4.22)

d�où �nalement

sup(kf(u; v)k p
m
; kg(u; v)k p

m
) � cp;m(t) 8t < Tmax (4.23)

avec

cp;m(t) = c[

pX
k=0

2kCkp [(mes(
))
(p�k)
p (c(t))k]

p
m

D�où le résultat annoncé.

Remarque 4.3.2 Il est clair que la condition (4.5) entraine la positivité de la solution.

( Voir chapitre 3; pour plus de détails).

4.4 Conclusion

Grâce au lemme (4.3.1) et au théorème (4.3.1), on a pu avoir une estimation uniforme de

sup(kf(u; v)kq ; kg(u; v)kq) pour q = p=m > n=2 ce qui nous permet de conclure que la

solution existe globalement en temps.
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CHAPITRE

5 Existence globale de la

solution d�un système de

réaction-di¤usion avec

une matrice de di¤usion

pleine via la compacité

5.1 Introduction

Nous étudions le système parabolique semi-linéaire

8<: @u
@t
� d1�u� d2�v = f (u; v) surR+ � 
 5:1:1

@v
@t
� d3�u� d4�v = g (u; v) surR+ � 
 5:1:2

(5.1)

Où 
 est un domaine régulier et borné de Rn; (n � 1) ; u = u(x; t); v = v(x; t);

x 2 
; t > 0 sont des fonctions réelles, � est le vecteur normal extérieur à @
 ,

� désigne l�opérateur laplacien, d1; d2; d3; d4 sont des constantes positives satisfaisant

la condition (d2 + d3)
2 < 4d1d4 qui re�ète la parabolicité du système et implique en

même temps que la matrice de di¤usion est dé�nie positive. Les valeurs propres �1 et �2
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(�1 < �2) de la matrice de di¤usion sont positives. Si l�on suppose que d1 < d4 , alors on

a �1 < d1 < d4 < �2

Le système (5.1) est soumis aux conditions aux limites suivantes

@u
@�
= @v

@�
= 0 surR+ � @
 (5.2)

et la condition initiale

u(:; 0) = u0(:); v(:; 0) = v0(:) sur
 (5.3)

qui sont supposées être non négatives.

Le système ci-dessus (5.1) - (5.3) apparaît dans la physique, la chimie et divers proces-

sus biologiques, y compris la dynamique des populations. (Voir [7], [27] et les références

qui y �gurent). La condition (5.2) signi�e qu�il n�y a aucune espèce d�immigration.

On considère le problème (5.1) - (5.3) qui suppose les hypothèses suivantes :

(H1) u0; v0 2 L1(
)) w0; z0 2 L1(
)

(H2)f(0; v) � 08u � 0; g (u; 0) � 08v � 0

(H3)F (0; z) � 08w � 0; G(w; 0) � 08z � 0

(H4)9c � 0 f(u; v) + g(u; v) � c (u+ v + 1) ;8u; v � 0

(H5)9C � 0 F (w; z) +G(w; z) � C (w + z + 1) ;8w; z � 0

5.2 Les résultats principaux

Notre objectif est de réduire le système comme suit :

En multipliant l�équation (5.1.2) une fois par d1��1
d3

et en soustrayant (5.1.1) et un

autre temps par �d1��2
d3

et en ajoutant (5.1.1) on trouve

8>>>>>><>>>>>>:

@w
@t
� �1�w = F (w; z) sur [0; T [�


@z
@t
� �2�z = G(w; z) sur [0; T [�


@w
@�
= @z

@�
= 0 sur [0; T [�@


w(:; 0) = w0(:); z(:; 0) = z0(:) sur 
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Où

w(x; t) = �u(x; t) + d1 � �1
d3

v(x; t)

z(x; t) = u(x; t)� d1 � �2
d3

v(x; t)

pour tout (x; t) dans 
 � [0; T [et

F (w; z) = �f(u; v) + d1 � �1
d3

g(u; v)

G(w; z) = f(u; v)� d1 � �2
d3

g(u; v)

Théorème 5.2.1 Nous supposons que les hypothèses (Hi) sont satisfaites alors il y�a

(w; z) solution de :8>>>>>><>>>>>>:

w; z 2 C([0;+1[ ; L1(
))

F (w; z); G(w; z) 2 L1(�) où � = 
� (0; T ) 8T > 0

w(t; x) = S�1(t)w0 +
R t
0
S�1(t� s)F (w(s); z(s))ds 8t 2 [0; T [

z(t; x) = S�2(t)z0 +
R t
0
S�2(t� s)G(w(s); z(s))ds 8t 2 [0; T [

(5.4)

Où S�1(t); S�2(t) sont des semi-groupes de contractions dans L
1(
) engendrés par �1�w; �2�z

avec des conditions aux limites Newmann homogènes.

Pour prouver ce théorème, nous nous appuierons sur l�étude d�un système unique par

lequel il est plus commode de tirer la preuve.

Théorème 5.2.2 Soit A un opérateur m-dissipatif du domaine dense dans l�espace de

Banach X et S(t) un semi-groupe engendré par A, F une fonction localement Lipschitzi-

enne, donc 8u0 2 X il existe T (u0) = Tmax tel que le problème8>>><>>>:
u 2 C([0; T ] ; D(A)) \ C1([0; T ] ; X)

du
dt
� Au = F (u(s))

u(0) = u0

(5.5)

Admet une solution unique u véri�ant

u = S(t)u0 +

Z t

0

S(t� s)F (u(s))ds 8t 2 [0; Tmax] (5.6)

Remarque 5.2.1 La formule (5.6) a dé�ni une solution u 2 C ([0; Tmax] ; X)
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5.3 Compacité de la solution

Dans ce paragraphe on va donner un résultat de compacité de l�opérateur L dé�nissant

la solution du problème (5.5) dans le cas où la valeur initiale égale zéro [u(0) = 0] ; i:e:

L(F )(t) = u(t) =

Z t

0

S(t� s)F (u(s))ds 8t 2 [0; T ]

Théorème 5.3.1 Si pour tout t > 0; les opérateurs S(t) sont compacts, alors L est

compact de L1([0; T ] ; X) dans L1([0; T ] ; X)

Preuve. Etape1 : Montrons que S(�)L : F ! S(�)L(F ) est compact dans L1([0; T ] ; X)

c�est -à-dire : montrons que l�ensemble

fS(�)L(F )(t); kFk1 � 1g

est relativement compact dans L1([0; T ] ; X);8t 2 [0; T ]

Comme S(t) est compact alors, l�application: t! S(t) est continue de ]0;+1[ dans

$(X)

donc

8" > 0;8� > 0;9� > 0:80 � h � �;8t � �; kS(t+ h)� S(t)k$(X) � "

Choisissons � = �, on a pour 80 � t � T � h

S(�)u(t+ h)� S(�)u(t)

=

Z t+h

0

S(�+ t+ h� s)F (u(s))ds�
Z t

0

S(�+ t� s)F (u(s))ds

=

Z t+h

t

S(�+ t+ h� s)F (u(s))ds+
Z t

0

(S(�+ t+ h� s)� S(�+ t� s))F (u(s))ds

comme

kS(�)u(t+ h)� S(�)u(t)kX �
Z t+h

t

kF (u(s)kX ds+ "
Z t

0

kF (u(s)kX ds
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5.3. Compacité de la solution

on dé�nit v(t) par :

v(t) =

8<: u(t) 80 � t � T

0 sinon

donc

kS(�)v(t+ h)� S(�)v(t)k1 � (h+ "T ) kF (u(s)k1

Impliquant que tout fS(�)v; kFk1 � 1g est équi-intégrable, alors il est conventionnel que

tous fS(�)L(F )(t); kFk1 � 1g est relativement compact dans L1([0; T ] ; X), ainsi S(�)L

est compact

Etape 2 : Montrons que S(�)L converge vers L lorsque � tend vers 0 dans L1([0; T ] ; X)

On a :

S(�)u(t)� u(t) =
Z t

0

S(�+ t� s)F (u(s))ds�
Z t

0

S(t� s)F (u(s))ds

donc pour t � � on a :

kS(�)u(t)� u(t)k �
Z t

�

kS(�+ s)� S(s)k$(X) kF (u(s)k ds+ 2
Z t

t��
kF (u(s)k ds

choisissons 0 < � < � alors

kS(�)u(t)� u(t)k � "
Z t

�

kF (u(s)k ds+ 2
Z t

t��
kF (u(s)k ds

et pour 0 � t � � on a :

kS(�)u(t)� u(t)k � 2
Z t

0

kF (u(s)k ds

comme F 2 L1 ([0; T ]; X) on trouve

kS(�)u(t)� u(t)k � ("T + 2�) kF (u(s)k1

donc si � ! 0 alors S(�)u ! u dans L1 ([0; T ]; X) : d�où l�opérateur L est une limite

uniforme d�opérateur linéaire compact entre deux espaces de Banach donc L est compact

dans L1 ([0; T ]; X)

Remarque 5.3.1 Le semi-groupe S(t) engendré par l�opérateur� est compact dans L1 (
)
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5.4 Etude d�un système particulier

On a 8 n > 0; on dé�nit les fonctions un0 et vn0 par un0 = min (u0; n) � 0 et vn0 =

min (v0; n) � 0

un0 = min (u0; n) =

8<: u0 si u0 � n

n si non

alors

Z



un0dx =

8>>>>><>>>>>:

Z



u0dx <1 car u0 2 L1 (
) si u0 � nZ



ndx = n j
j <1 car 
 est borné si non

donc
Z



un0dx <1 ce qui implique que un0 2 L1 (
), même chose pour vn0, alors un0

et vn0 véri�é (H1), i.e.

un0 2 L1 (
) ; wn0 � 0

vn0 2 L1 (
) ; zn0 � 0

Pour tout n > 0; on dé�nit les fonctions wn0 et zn0 par wn0 = min (w0; n) � 0 et

zn0 = min (z0; n) � 0

il est clair que wn0 et zn0véri�é (H1), alors

wn0 2 L1 (
) ; wn0 � 0

zn0 2 L1 (
) ; zn0 � 0

Considérons le problème suivant :

8>>>>>><>>>>>>:

@un
@t
� d1�un � d2�vn = f (un; vn) sur [0; T [�


@vn
@t
� d3�un � d4�vn = g (un; vn) sur [0; T [�


@un
@�
= @vn

@�
= 0 sur [0; T [�@


un(:; 0) = un0(:); vn(:; 0) = vn0(:) sur 


(pn)
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5.4.1 Existence locale

On transforme le problème (pn) à la forme suivante :8>>>>>><>>>>>>:

wnt � �1�wn = F (wn; zn) sur [0; T [�


znt � �2�zn = G(wn; zn) sur [0; T [�

@wn
@�
= @zn

@�
= 0 sur [0; T [�@


wn (0; :) = wn0 (x) ; zn(0; :) = zn0(x) sur 


(sn)

dans l�espace de Banach X = L1 (
)� L1 (
) :

Ainsi, le système (sn) peut être renvoyé à la forme du système (5.5), donc si (wn; zn)

est une solution de (sn),véri�e les équations intégrales :8<: wn(x; t) = S�1(t)wn0 +
R t
0
S�1(t� s)F (wn(s); zn(s))ds 8t 2 [0; T [

zn(x; t) = S�2(t)zn0 +
R t
0
S�2(t� s)G(wn(s); zn(s))ds 8t 2 [0; T [

(5.7)

Où S�1(t); S�2(t) sont des semi-groupes de contractions dans L
1(
) générés par �1�w; �2�z

Lemme 5.4.1 Il existe TM > 0 et (wn; zn) une solution locale de (sn) pour tout t 2 [0; TM ]

Preuve. On sait que S�1(t); S�2(t) sont les semi-groupes de contraction et puisque

fF (wn(s); zn(s)); G(wn(s); zn(s))g est locallement Lipschitzienne dans l�espace X ,

alors on a 9TM > 0 et (wn; zn) une solution locale de (sn) sur [0; TM ] :

5.4.2 Positivité de la solution de système (pn)

Lemme 5.4.2 Soit (wn; zn) la solution de problème (sn) tel que

8<: wn0(x) � 0;8x 2 


zn0(x) � 0;8x 2 


9=;
alors wn(x; t) � 0 et zn(x; t) � 0 ;8(x; t) 2 
� [0; T [

Preuve. 1.positivité de wn

Soit

wn(x; t) = 0 dans 
� [0; T [)
@wn
@t

= 0 et 4wn = 0

alors

wnt � �1�wn � F (wn; zn) = 0 � wnt � �1�wn � F (wn; zn)

66
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et

wn(x; 0) = w0(x) � 0 = wn(x; 0)

D�aprés le critère de comparaison on trouve

wn(x; t) � wn(x; t)

donc

wn(x; t) � 0

2.positivité de zn

Soit

zn(x; t) = 0 dans 
� [0; T [)
@zn
@t

= 0 et 4zn = 0

alors

znt � �2�zn �G(wn; zn) = 0 � znt � �2�zn �G(wn; zn)

et

zn(x; 0) = z0(x) � 0 = zn(x; 0)

D�aprés le critère de comparaison on trouve

zn(x; t) � zn(x; t)

donc

zn(x; t) � 0

5.4.3 Existence globale de la solution du système (pn)

Pour prouver l�existence globale de la solution du système (pn) pour tout t non-négatif

t;8t > 0, il su¢ t de trouver une estimation de la solution pour tout t � 0 selon A.Haraux-

M.Kirane [17], D.Henry [19], F.Routh [22].

Pour cela, on a besoin les lemmes suivants :

Lemme 5.4.3 Soit (wn; zn) une solution d�un système (sn), alors il existe M(t) qui

dépend seulement de t tel que 80 � t � TM
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on a : kwn(t) + zn(t)kL1(
) �M(t)

Preuve. Nous ajoutons la première et la deuxième équation de (sn) on obtient

(wn + zn)��(�1wn + �2zn) = F (wn; zn) +G(wn; zn)

En prenant en compte l�hypothèse (5), nous avons :

(wnt + znt)��(�1wn + �2zn) � c (wn + zn + 1)

En intégrant sur 
 et en appliquant la formule de Green, nous trouvons

@

@t

Z



(wn; zn)dx � c
Z



(wn + zn + 1) dx

ce qui implique
@
@t

R


(wn; zn)dxR



(wn + zn + 1) dx

� c

Intégrer sur [0; T ] on obtient

ln

�Z



(wn + zn + 1) dx

�t
0

� ct

donc

ln

R


(wn + zn + 1) dxR



(wn0 + zn0 + 1) dx

� ct

ce qui implique R


(wn + zn + 1) dxR



(wn0 + zn0 + 1) dx

� exp(ct)

)
Z



(wn + zn + 1) dx � exp(ct)
Z



(wn0 + zn0 + 1) dx

)
Z



(wn + zn) dx �
Z



(wn + zn + 1) dx � exp(ct)
Z



(wn0 + zn0 + 1) dx

)
Z



(wn + zn) dx � exp(ct)
Z



(w0 + z0 + 1) dx car wn0 � w0 et zn0 � z0

Mettons

M(t) = exp(ct)

Z



(w0 + z0 + 1) dx = exp(ct) k(w0 + z0 + 1)kL1(
)

Ainsi wn; zn sont positifs alors

kwn + znkL1(
) �M(t);80 � t � TM

On peut conclure de cette estimation que la solution (wn; zn) donnée par le théorème

(5.2.1) est globale.
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5.5 Existence globale de la solution du système (5.1)-

(5.3)

Lemme 5.5.1 Pour toute solution (wn; zn) de (sn) il existe une constante K(t) qui ne

dépend que de t telle que

kwn(t) + zn(t)kL1(�) � K(t)(kw0 + z0kL1(
) + 1)

Preuve. Pour prouver ce lemme; Nous utilisons les résultats suivants : (voir S.L.Hollis-

H.Martin-M.Pierre [21] et S.Bonafede-D.Schmitt [8]).

Donc, nous introduisons � 2 C10 (�) ; � � 0 et ' 2 C2;1 (�) une solution non-négative

du système suivant : 8>>><>>>:
�@'
@t
� d14' = � sur �

@'
@�
= 0 sur [0; T ]� @


'(:; T ) = 0 sur 


(s)

Selon O.A.Ladyzenskaya, V.A.Solonnikov [29] (s) possède une solution non-négative unique.

De plus, pour tout q 2 ]1;+1[, il existe une constante positive C indépendante de �

telle que k'k
Lq(�)

� C k�k
Lq(�)

Selon S.Bonafede-D.Schmitt [8] nous avons :Z
�

S�1(t)wn0

�
�@'
@t
� d14'

�
dxdt =

Z



wn0(x)'(x; 0)dx (5.8)

Z
�

S�2(t)zn0

�
�@'
@t
� d14'

�
dxdt =

Z



zn0(x)'(x; 0)dx (5.9)Z
�

S�1(t)zn0

�
�@'
@t
� d14'

�
dxdt =

Z



zn0(x)'(x; 0)dx (5.10)Z
�

S�2(t)wn0

�
�@'
@t
� d14'

�
dxdt =

Z



wn0(x)'(x; 0)dx (5.11)

et celaZ
�

(

Z t

0

S�1(t� s)F (wn; zn)ds)
�
�@'
@t
� d14'

�
dxdt =

Z
�

F (wn; zn)'(x; s)dxds (5.12)

Z
�

(

Z t

0

S�2(t� s)F (wn; zn)ds)
�
�@'
@t
� d14'

�
dxdt =

Z
�

F (wn; zn)'(x; s)dxds (5.13)
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Z
�

(

Z t

0

S�1(t� s)G(wn; zn)ds)
�
�@'
@t
� d14'

�
dxdt =

Z
�

G(wn; zn)'(x; s)dxds (5.14)Z
�

(

Z t

0

S�2(t� s)G(wn; zn)ds)
�
�@'
@t
� d14'

�
dxdt =

Z
�

G(wn; zn)'(x; s)dxds (5.15)Z
�

(S�1(t)wn0)�dxdt =

Z



wn0(x)'(x; 0)dx (5.16)Z
�

(

Z t

0

S�1(t� s)F (wn; zn)ds)�dxdt =
Z
�

F (wn; zn)'(x; s)dxds (5.17)Z
�

(S�2(t)zn0)�dxdt =

Z



zn0(x)'(x; 0)dx (5.18)Z
�

(

Z t

0

S�2(t� s)G(wn; zn)ds)�dxdt =
Z
�

G(wn; zn)'(x; s)dxds (5.19)

En multipliant la première équation de (5.7) par �, et nous intégrons sur �, en utilisant

(5.16) et (5.17) on obtientZ
�

wn�dxdt =

Z
�

(S�1(t)wn0)�dxdt+

Z
�

(

Z t

0

S�1(t� s)F (wn; zn)ds)�dxdt

=

Z



wn0(x)'(x; 0)dx+

Z
�

F (wn; zn)'(x; s)dxds

En multipliant la seconde équation de (5.7) par �, et nous intégrons sur �, en utilisant

(5.18) et (5.19) nous obtenonsZ
�

zn�dxdt =

Z
�

(S�2(t)zn0)�dxdt+

Z
�

(

Z t

0

S�2(t� s)G(wn; zn)ds)�dxdt

=

Z



zn0(x)'(x; 0)dx+

Z
�

G(wn; zn)'(x; s)dxds

par conséquentZ
�

(wn + zn)�dxdt =

Z



(wn0(x) + zn0(x))'(x; 0)dx+

Z
�

(F (wn; zn) +G(wn; zn))'(x; s)dxds

�
Z



(wn0(x) + zn0(x))'(x; 0)dx+

Z
�

c (wn + zn + 1)'(x; s)dxds

En utilisant l�inégalité de Hôlder nous déduisons :Z
�

(wn + zn)�dxdt � kw0 + z0kL1(
) � k'(x; 0)kL1(
) + c kwn + zn + 1kL1(�) � k'kL1(�)

� K1(kw0 + z0kL1(
) + kwn + znkL1(�) + 1) � k�kL1(�)
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Comme � est arbitraire dans C10 (�) cela implique

kwn + znk
L1(�)

� K1(kw0 + z0kL1(
) + kwn + znkL1(�) + 1)

On prend K = K1(t)
1�K1(t)

on trouve : kwn + znk
L1(�)

� K(t)(kw0 + z0kL1(
) + 1)

Preuve. du théorème 5.1.1:

Dé�nissons l�application L comme suit :

L : (m0; h)! Sd(t)m0 +

Z t

0

Sd(t� s)h(s)ds

Où Sd(t) le semi-groupe de contraction engendré par l�opérateur d� selon le résultat

précédent dans le théorème (5.3.1) et Sd(t) est compact, alors l�application L est la somme

des deux applications compactes sur L1(�) alors l�application L est compacte L1(�) �

L1(�) dans L1(�):

Par conséquent, il existe une sous-suite (wnj ; znj) de (wn; zn) dans L
1(�)� L1(�) tel

que (wnj ; znj) converge vers (w; z)

Montrons que (wnj ; znj) est une solution de (5.7)

nous avons :

8<: wnj(t; x) = S�1(t)wn0 +
R t
0
S�1(t� s)F (wnj ; znj)ds 8t 2 [0; T [

znj(t; x) = S�2(t)zn0 +
R t
0
S�2(t� s)G(wnj; znj)ds 8t 2 [0; T [

(pj)

Il su¢ t de montrer que (w; z) satisfait (5.4)

Il est clair que si j !1, on a les limites suivantes :

F (wnj ; znj) ! F (w; z) p:p (5.20)

G(wnj; znj) ! G(w; z) p:p

et

wn0 ! w0

zn0 ! z0
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Donc pour montrer que si (w; z) véri�e (5.4), il reste à montrer que :

F (wnj ; znj) ! F (w; z)

G(wnj; znj) ! G(w; z)

dans L1(�) lorsque j !1

Nous intégrons la première et la deuxième équations de (sn) sur � en prenant en

compte que

��1
Z
�

�wnjdxdt = 0;��2
Z
�

�znjdxdt = 0

nous avons Z



wnjdx�
Z



wn0dx =

Z
�

F (wnj ; znj)dxdtZ



znjdx�
Z



zn0dx =

Z
�

G(wnj ; znj)dxdt

où

�
Z
�

F (wnj ; znj)dxdt �
Z



w0dx (5.21)

�
Z
�

G(wnj ; znj)dxdt �
Z



z0dx (5.22)

Posons Nn = C
�
wnj + znj + 1

�
� F (wnj ; znj)

Mn = C
�
wnj + znj + 1

�
� F (wnj ; znj)�G(wnj ; znj) = Nn �G(wnj ; znj)

Il est clair que Mn et Nn sont positives, d�après (H3) et (H4) de (5.21) et (5.22) on

trouve :

Z
�

Nndxdt � C

Z
�

(wnj + znj + 1)dxdt+

Z



w0dx

= C


wnj + znj + 1

L1(�) + kw0kL1(
)

� C(


wnj + znj

L1(�) + 1) + kw0kL1(
)

� C(K(t) kw0 + z0 + 1kL1(
)) + 1) + kw0kL1(
)
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�

Mndxdt � C

Z
�

(wnj + znj + 1)dxdt+

Z



(w0 + z0)dx

= C


wnj + znj + 1

L1(�) + kw0 + z0kL1(
)

� C(


wnj + znj

L1(�) + 1) + kw0 + z0kL1(
)

� C(K(t) kw0 + z0 + 1kL1(
)) + 1) + kw0 + z0kL1(
)

d�après le lemme (5.5.1) on trouve :8<:
R
�
Nndxdt < +1R

�
Mndxdt < +1

(5.23)

d�après ( 5.22) on a

F (wnj ; znj) = C(wnj + znj + 1)�Nn
=)

��F (wnj ; znj)�� = ��C(wnj + znj + 1)�Nn�� � ��C(wnj + znj + 1)��+ jNnj
et (5.22) donne

G(wnj ; znj) = Nn �Mn

=)
��G(wnj ; znj)�� = jNn �Mnj � jMnj+ jNnj

mais C;wnj ; znj;Mn et Nn sont positives alors

��F (wnj ; znj)�� � C(wnj + znj + 1) +Nn��G(wnj ; znj)�� � Mn +Nn

ceci entraîne

Z
�

��F (wnj ; znj)�� dxdt � C

Z
�

(wnj + znj + 1)dxdt+

Z
�

Nndxdt < +1Z
�

��G(wnj ; znj)�� dxdt �
Z
�

Mndxdt+

Z
�

Nndxdt < +1

Soit Hn = Nn + C(wnj + znj + 1) ;	n = Nn +Mn

Hn;	n 2 L1(�)

on a Hn et 	n sont de L1(�); et aussi sont positives, de plus��F (wnj ; znj)�� � Hn p.p��G(wnj ; znj)�� � 	n p.p

73



5.5. Existence globale de la solution du système (5.1)-(5.3)

Combinons ce résultat avec (5.20) et en appliquant le théorème (5.2.2), on aura bien :

F (wnj ; znj) ! F (w; z) dans L1(�)

G(wnj; znj) ! G(w; z) dans L1(�)

par passage à la limite quand j !1 de (pj) dans L1(�); on trouve :8<: w(t; x) = S�1(t)w0 +
R t
0
S�1(t� s)F (w(s); z(s))ds 8t 2 [0; T [

z(t; x) = S�2(t)z0 +
R t
0
S�2(t� s)G(w(s); z(s))ds 8t 2 [0; T [

donc (w; z) véri�e (5.4) par conséquent (w; z) est une solution du (5.1)-(5.3)
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CHAPITRE

6 Comportement

asymptotique de la

solution d�un système de

réaction-di¤usion avec

matrice de di¤usion

pleine

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le comportement asymptotique du système parabolique

semi-linéaire suivant :

8<: @u
@t
� d1�u� d2�v = f (u; v) surR+ � 


@v
@t
� d3�u� d4�v = g (u; v) surR+ � 


(6.1)

Lorsque 
 est un domaine régulier et borné de Rn; (n � 1) ; u = u(x; t); v = v(x; t);

x 2 
; t > 0 sont fonctions à valeurs réelles, � désigne le laplacien, et les constantes de

75



6.1. Introduction

di¤usion d1; d2; d3; d4 sont supposées être non-négative. Également (d1 + d4)
2 < 4d2d3 qui

re�ète la parabolicité du système.

Système (6.1) est soumis à des conditions aux limites suivantes

@u
@�
= @v

@�
= 0 surR+ � @
 (6.2)

et les données initiales

u(:; 0) = u0(:); v(:; 0) = v0(:) sur
 (6.3)

qui sont supposées être non-négatives. En ce qui concerne les functionsf et g, nous

supposons que l�hypothèse suivante :

(H1) f(r; s) et g(r; s) sont continûment di¤érentiables sur R+�R+, telle que f(0; s) �

0; g(r; 0) � 08r; s � 0

Nous savons que le problème (6.1) - (6.3) a une solution globale unique voir [30].

La principale question que nous voulons aborder est le comportement asymptotique des

solutions pour le système (6.1) - (6.3). En fait, le sujet du comportement asymptotique des

systèmes de réaction-di¤usion a reçu beaucoup d�attention dans les dernières décennies et

plusieurs résultats remarquables ont été prouvés par certains des principaux experts dans

le domaine.

Cette question a été étudiée par de nombreux auteurs en tenant compte des formes

particulières des termes non-linéaires f et g .

Dans le cas où la diagonale d1 6= d4 et d3 = d2 = 0 ;	(v) 2 C1 (R+)8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

@u

@t
� d1�u = f(u; v) = �u	(v) sur R+ � 


@v

@t
� d4�v = g(u; v) = u	(v) sur R+ � 


�1
@u

@�
+ (1� �1)u = 0 sur R+ � @


�2
@v

@�
+ (1� �2)v = 0 sur R+ � @


(p)

Notez que le comportement des solutions globales non-négatives (p) est traitée dans

les journaux [12,16]. En particulier, il est prouvé qu�il ya deux constantes positives
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6.1. Introduction

u�; v� tel que ku(t)� u�k1 ! 0 , kv(t)� v�k1 ! 0 et u�	(v�) = 0 il est

évident que u� = v�où u et v ne véri�e pas condition de Neumann. A.Barabanova [7]

a généralisé le procédé de Haraux et Youkana où 	(v) = e�v (Méthode d�estimation de

l�énergie) puis Rebiai Benachour [37] traite le même cas avec des conditions plus fortes

8>>><>>>:
f(0; �) = g(0; �) = 0

g(�; 0) � 0; g(�; �) � 	(�)f(�; �)

g(�; �) � C�(�)e��� C > 0 et � > 0;� 2 C1 (R+) et �(0) = 0

où 	 est une fonction continûment di¤érentiable telle qu�il existe une constante � � 1

lim ���1
�!+1

	(�) = l où l > 0: Collet et Xin [12] ont étudié le même système (p) avec les

conditions aux limites sur Rn avec une matrice de di¤usion diagonale et 	(v) = vm, où

m 2 N� . Ils ont prouvé l�existence de solutions globales et ont montré que la norme L1

de v ne peut pas croître plus vite que O(lnt): En outre, le système a été étudié par Avrin

[2] si d3 = d2 = 0; v = exp f�E=vg ; E > 0 et l�espace est la variable R

Dans le cas d�un système triangulaire en fonction de :

8<: @u
@t
� d1�u = f (u; v) = �u	(v) sur R+ � 


@u
@t
� d3�u� d4�v = g (u; v) = u	(v) sur R+ � 


dans le cas du domaine non borné et 	(v) = vm est étudié par Badraoui dans [3,4].

Dans [3], il a montré l�existence d�une solution globale si v0(x) � d3
d1�d4u0(x) et d1 > d4,

d3 > 0 où d1 < 0, d3 < 0. Dans [4], il a prouvé que la norme L1 de v ne peut pas

croître plus vite que O(lnt). Dans le cas du domaine borné, Kirane [22] ont étudié le

comportement asymptotique en utilisant la méthode de la région invariante et la théorie

des semi-groupes.

Kouachi [25] a obtenu un résultat sur bornitude uniforme des solutions pour un sys-

tème comme (SRD) avec une matrice de di¤usion pleine satisfaire la loi de l�équilibre. Ce

résultat est généralisé par Kouachi après [24] qui a utilisé la notion de régions invariantes

et Lyapunov fonctionnelle. Curieusement, moins d�attention a été portée au comporte-

ment des solutions lorsque la variable spatiale x tend vers l�in�ni, malgré l�utilité de ce

type de train pour le traitement numérique de ces problèmes. Nous ne sommes pas au
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courant de l�article Gladnov [16], qui généralise le résultat du comportement x tend vers

l�in�ni avec une équation semi-linéaire posée dans R+ étudié par Beberns et Fulks [6].

Dans le présent travail, nous considérons le problème (SRD)

8>>>>>><>>>>>>:

@u
@t
� d1�u� d2�v = f (u; v) sur R+ � 


@u
@t
� d3�u� d4�v = g (u; v) sur R+ � 


@u
@�
= @v

@�
= 0 sur R+ � @


u(:; 0) = u0(:); v(:; 0) = v0(:) sur 


(SRD)

Nous traitons première et deuxième équations (SRD) comme un système dynamique en

C(
)�C(
) et appliquer les techniques de Lyapunov de stabilité de type. Un ingrédient

clé dans cette analyse est un résultat qui établit que les orbites du système dynamique

sont précompact en C(
)�C(
). En conséquence de Théorème d�Ascoli, ce sera satisfaite

si les orbites sont, par exemple, uniformément bornées dans C1(
)� C1(
) pour t > 0

6.2 Notation et résultats préliminaires

On pose dans ce qui suit G(t) =

0@ u(t)

v(t)

1A
Dé�nition 6.2.1 soit fG(t); t � 0g est une semi-groupe non linéaire dans l�espace métrique

compact X:

Dé�nition 6.2.2 O(u0; v0) = fG(t)(u0; v0); t � 0g est l�orbite autour de (u0; v0)

Dé�nition 6.2.3 L�ensemble w-limite est dé�nie par

w (u0; v0) = f(u; v) 2 X : 9tn !1 : G(tn)! (u; v)g
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Inégalité

On sait que
�p
2"a+ bp

2"

�2
� 0 alors 2"a2 + b2

2"
� �2ab donc

�ab � "a2 + b2

4"
(6.4)

nous avons

ru =
�
@u

@x1
;
@u

@x2
; :::;

@u

@xn

�
;rv =

�
@v

@x1
;
@v

@x2
; :::;

@v

@xn

�

jruj =

vuut nX
i=1

(
@u

@xi
)2etrurv =

nX
i=1

@u

@xi

@v

@xi

alors Z
QT

jruj jrvj dxdt =
nX
i=1

Z
QT

@u

@xi

@v

@xi
dxdt

remplacer a = @u
@xi

b = @v
@xi

dans (6.4), on trouve

nX
i=1

Z
QT

@u

@xi

@v

@xi
dxdt �

nX
i=1

Z
QT

 
�"
�
@u

@xi

�2
� 1

4"

�
@v

@xi

�2!�
@v

@xi

�2
dxdt

= �"
nX
i=1

Z
QT

�
@u

@xi

�2
dxdt� 1

4"

nX
i=1

Z
QT

�
@v

@xi

�2
dxdt

= �"
Z
QT

jruj2 dxdt� 1

4"

Z
QT

jrvj2 dxdt

alors

Z
QT

jruj jrvj dxdt � �"
Z
QT

jruj2 dxdt� 1

4"

Z
QT

jrvj2 dxdt (6.5)

6.3 Résultat de comportement asymptotique

L�étude du comportement asymptotique en temps de la solution du système (6.1)-(6.3)

fera l�objet de cette section.

Notre résultat principal est le suivant :
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Théorème 6.3.1 La solution w = (u; v) du système (6.1)-(6.3) converge uniformément

dans �
 vers le vecteur constant K = (K1; K2) lorsque t �!1

c.à.d

0@ u !
t!1

K1

v !
t!1

K2

1A
de plus on a : K1 � 0; K2 � 0; f (K1; K2) = 0

et K1 +K2 =
1



R


(u0(x) + v0(x)) dx:

La preuve du théorème( 6.3.1) s�appuie sur le lemme suivant :

Lemme 6.3.1 Soit (u; v) la solution du problème (6.1)-(6.3) alors

(i)
R
QT
jruj2 dxdt <1

(ii)
R
QT
jrvj2 dxdt <1

où QT = 
� [0; T ] et 0 < T <1

Preuve. On a @u
@t
� d1�u� d2�v = f (u; v), en intégrant sur [0; T ] on obtient

Z T

0

@u

@t
(x; t)dt = d1

Z T

0

�udt+ d2

Z T

0

�vdt+

Z T

0

f(u(x; t); v(x; t))dt

u(x; T )� u(x; 0) = d1
Z T

0

�udt+ d2

Z T

0

�vdt+

Z T

0

f(u(x; t); v(x; t))dt

et en intégrant une deuxième fois sur 
; on obtient

Z



u(x; T )dx�
Z



u(x; 0)dx = d1

Z



Z T

0

�udtdx+d2

Z



Z T

0

�vdtdx+

Z



Z T

0

f(u(x; t); v(x; t))dtdx

On applique la formule de Green à
R


�udx et

R


�vdx, on obtientZ




�udx =

Z
@


@u

@�
d� �

Z



rur1dx donc
Z



�udx = 0Z



�vdx =

Z
@


@v

@�
d� �

Z



rvr1dx donc
Z



�vdx = 0

donc Z



Z T

0

f(u(x; t); v(x; t))dtdx =

Z



u0(x)dx�
Z



u(x; T )dx <1

car u(T ) 2 C(
)
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c.à.d Z
QT

f(u(x; t); v(x; t))dtdx <1

De la même manière @v
@t
� d3�u� d4�v = g (u; v) nous obtenons queZ

QT

g(u(x; t); v(x; t))dtdx <1

Multiplier maintenant l�équation @u
@t
� d1�u � d2�v = f (u; v) par u et en intégrant sur

QT

On a :Z



Z T

0

u
@u

@t
(x; t)dtdx = d1

Z



Z T

0

u�udtdx+d2

Z



Z T

0

u�vdtdx+

Z



Z T

0

uf(u(x; t); v(x; t))dtdx

en appliquant la formule GreenZ



u�udx =

Z
@


@u

@�
d� �

Z



jruj2 dx; donc
Z



u�udx = �
Z



jruj2 dx

et un calcul simple, il devient

1

2

Z



[u2(x; t)]T0 dx = �d1
Z T

0

Z



jruj2 dxdt�d2
Z T

0

Z



jruj jrvj dxdt+
Z T

0

Z



u(x; t)f(u(x; t); v(x; t))dxdt

c.à.dZ



u2(x; T )+2d1

Z
QT

jruj2 dxdt+2d2
Z
QT

jruj jrvj dxdt =
Z



u20(x)dx+2

Z
QT

u(x; t)f(u(x; t); v(x; t))dxdt

par conséquent

2d1

Z
QT

jruj2 dxdt+ 2d2
Z
QT

jruj jrvj dxdt �
Z



u20(x)dx (6.6)

+2

Z
QT

u(x; t)f(u(x; t); v(x; t))dxdt

Multiplier l�équation @v
@t
�d3�u�d4�v = g (u; v) par v et l�intégration sur QT est obtenuZ




Z T

0

v
@v

@t
(x; t)dtdx = d3

Z



Z T

0

v�udtdx+d4

Z



Z T

0

v�vdtdx+

Z



Z T

0

vg(u(x; t); v(x; t))dtdx

en appliquant la formule de GreenZ



v�vdx =

Z
@


@v

@�
d� �

Z



jrvj2 dx; donc
Z



v�vdx = �
Z



jrvj2 dx
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ainsi

1

2

Z



[v2(x; t)]T0 dx = �d3
Z T

0

Z



jruj jrvj dxdt�d4
Z T

0

Z



jrvj2 dxdt+
Z T

0

Z



v(x; t)g(u(x; t); v(x; t))dxdt

Z



v2(x; T )+2d3

Z
QT

jruj jrvj dxdt+2d4
Z
QT

jrvj2 dxdt =
Z



v20(x)dx+2

Z
QT

v(x; t)g(u(x; t); v(x; t))dxdt

par conséquent

2d3

Z
QT

jruj jrvj dxdt+ 2d4
Z
QT

jrvj2 dxdt �
Z



v20(x)dx+ (6.7)

2

Z
QT

v(x; t)g(u(x; t); v(x; t))dxdt

Remplacer (6.5) dans l�inégalité (6.4) se trouve

2d1

Z
QT

jruj2 dxdt+ 2d2
�
�"
Z
QT

jruj2 dxdt� 1

4"

Z
QT

jrvj2 dxdt
�

� 2d1

Z
QT

jruj2 dxdt+ 2d2
Z
QT

jruj jrvj dxdt

�
Z



u20(x)dx+ 2

Z
QT

u(x; t)f(u(x; t); v(x; t))dxdt because (d2 � 0)

alors

(2d1 � 2"d2)
Z
QT

jruj2 dxdt � d2
2"

Z
QT

jrvj2 dxdt (6.8)

+

Z



u20(x)dx+ 2

Z
QT

u(x; t)f(u(x; t); v(x; t))dxdt

Remplacer (6.5) dans l�inégalité (6.7) se trouve

2d4

Z
QT

jrvj2 dxdt+ 2d3
�
�"
Z
QT

jruj2 dxdt� 1

4"

Z
QT

jrvj2 dxdt
�

� 2d4

Z
QT

jrvj2 dxdt+ 2d3
Z
QT

jruj jrvj dxdt

�
Z



v20(x)dx+ 2

Z
QT

v(x; t)g(u(x; t); v(x; t))dxdt car (d3 � 0)

alors

(2d4 �
d3
2"
)

Z
QT

jrvj2 dxdt � 2d3"

Z
QT

jruj2 dxdt (6.9)

+

Z



v20(x)dx+ 2

Z
QT

v(x; t)g(u(x; t); v(x; t))dxdt
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Nous remplaçons (6.9) dans (6.8) :

(2d4 �
d3
2"
� d2d3
2d1 � 2"d2

)

Z
QT

jruj2 dxdt � 1

2d1 � 2"d2
� A

où

A =

Z



u20(x)dx+ 2

Z
QT

u(x; t)f(u(x; t); v(x; t))dxdt

+

Z



v20(x)dx+ 2

Z
QT

v(x; t)g(u(x; t); v(x; t))dxdt

puisque Z



u20(x)dx <1;
Z



v20(x)dx <1

et Z
QT

v(x; t)g(u(x; t); v(x; t))dxdt � kvkL1(QT )
Z
QT

g(u(x; t); v(x; t))dxdt <1

et Z
QT

u(x; t)f(u(x; t); v(x; t))dxdt � kukL1(QT )
Z
QT

f(u(x; t); v(x; t))dxdt <1

par conséquent (ii) Z
QT

jrvj2 dxdt <1

on a (6.8), et d�aprés (ii) nous obtenons :

(2d1 � 2"d2)
R
QT
jruj2 dxdt <1; " pour su¢ samment grand pour que

(2d1 � 2"d2) > 0) " > d1
d2

donc Z
QT

jruj2 dxdt <1;8T > 0

Alors u; v sont globallement bornées

Preuve. de théorème 6.3.1

D�abord, nous remarquons que

Z



@u

@t
(x; t)dx = d1

Z



�udx+ d2

Z



�vdx+

Z



f(u(x; t); v(x; t))dx
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AinsiZ



@u

@t
(x; t)dx =

Z



f(u(x; t); v(x; t))dx car
Z



�udx = 0 et
Z



�vdx = 0

et Z



@v

@t
(x; t)dx = d3

Z



�udx+ d4

Z



�vdx+

Z



g(u(x; t); v(x; t))dx

alors Z



@v

@t
(x; t)dx =

Z



g(u(x; t); v(x; t))dx car
Z



�udx = 0 et
Z



�vdx = 0

ce qui implique Z



(
@u

@t
(x; t) +

@v

@t
(x; t))dx = 0 Si g = �f

commeZ t

0

Z



(
@u

@t
(x; t) +

@v

@t
(x; t))dx =

Z



Z t

0

(
@u

@t
(x; t) +

@v

@t
(x; t))dtdx

=

Z



[u(x; t) + v(x; t)]t0dx

=

Z



[u(x; t) + v(x; t)]dx�
Z



[u0(x) + v0(x)]dx = 0

on déduit que Z



[u(x; t) + v(x; t)]dx =

Z



[u0(x) + v0(x)]dx = 0 (6.10)

Intégrant l�équation (6.1) sur 
 on aZ



(
@u

@t
(x; t)dx =

Z



f(u(x; t); v(x; t))dx > 0

Ce qui implique que
d

dt

Z



u(x; t)dx > 0

c-à-d. la fonction t!
R


u(x; t)dx est croissante et comme 
 est bornée

alors t! 1
j
j
R


u(x; t)dx est croissante et d�après la positivité de u on a

1

j
j

Z



u(x; t)dx � 0

par conséquent comme
1

j
j

Z



u(x; t)dx est bornée inférieurement et croissante alors

9 lim
t!1

1

j
j

Z



u(x; t)dx = l1
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et même chose pour l�équation (6.2) on aZ



(
@v

@t
(x; t)dx = �

Z



f(u(x; t); v(x; t))dx < 0

Ce qui implique que
d

dt

Z



u(x; t)dx < 0

c.à.d . la fonction t!
R


v(x; t)dx est décroissante et comme 
 est bornée

alors t! 1
j
j
R


v(x; t)dx est décroissante

On sait que la solution v est bornée donc

1

j
j

Z



v(x; t)dx <1

par conséquent 9M > 0 telle que 1
j
j
R


v(x; t)dx �M

comme
1

j
j

Z



v(x; t)dx est bornée supérieurement et décroissante alors

9 lim
t!1

1

j
j

Z



v(x; t)dx = l2

D�autre part, Les ensembles fu(t); t � 0g et fv(t); t � 0g sont des ensembles précompacts

dans C(�
)

donc, il existe une suite (tn); tn !1 telle que

lim
n!1

u(tn) = us dans C(�
)

lim
n!1

v(tn) = vs dans C(�
):

Maintenant , Notons w(u0; v0) l�ensemble w-limite ppour (u0; v0), Dé�nissons � :

l�ensemble des solutions du système elliptique8>>><>>>:
�d1�us � d2�vs = f (us; vs) sur R+ � 
 (6.11)

�d3�us � d4�vs = �f (us; vs) sur R+ � 
 (6.12)
@us
@�
= @vs

@�
= 0 sur R+ � @


((s))

et montrons que � = f(K1; K2)g où K1; K2 sont deux constantes positives; au de fait.

Ajoutons à l�quation (6.11) d2�vs on trouve �d1�us = f (us; vs) + d2�vs
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Multiplions cet équation par us et intégrons sur 
; on obtient

�d1
Z



us�usdx =

Z



usf (us; vs) dx+ d2

Z



us�vsdx

Appliquer la formule de Green :

d1

Z



jrusj2 dx =
Z



usf (us; vs) dx+ d2

Z



jrusj jrvsj dx

Ajoutons à l�quation (6.12) d4�v on trouve �d3�us = �f (us; vs) + d4�vs
Multiplions cet équation par us et intégrons sur 
; on obtient

�d3
Z



us�usdx = �
Z



usf (us; vs) dx+ d4

Z



us�vsdx

Appliquer la formule de Green

d3

Z



jrusj2 dx = �
Z



usf (us; vs) dx+ d4

Z



jrusj jrvsj dx

Supposant d4 = �d2 donc (d1 + d3)
R


jrusj2 dx = 0

en déduit que Z



jrusj2 dx = 0) rus = 0) us = K1 (6.13)

Additionner les deux équations de (s), en multipliant le résultat par vs et intégrant sur


; on trouve

�d1
Z



vs�usdx� d2
Z



vs�vsdx� d3
Z



vs�usdx� d4
Z



vs�vsdx = 0

(�d1 � d3)
Z



jrusj jrvsj dx+ (�d2 � d4)
Z



jrvsj2 dx = 0

donc (�d2 � d4)
R


jrvsj2 dx = 0 c.à.dZ




jrvsj2 dx = 0) rvs = 0) vs = K2 (6.14)

remplaçant u = K1; v = K2 dans l�équation (6.11).

Il est clair que f (K1; K2) = 0

Ci-après, nous allons montrer que w (u0; v0) = � = f(K1; K2)g

86



6.3. Résultat de comportement asymptotique

Nous observons que w (u0; v0) 6= ?, car (us; vs) 2 w (u0; v0) :

Maintenant, 8x 2 
; � 2 ]�1; 1[ et soit

pn(x; �) = u(x; tn + �); qn(x; �) = v(x; tn + �)

multiplier la première équation (6.1) par @u
@t

@u

@t

@u

@t
� d1

@u

@t
�u� d2

@u

@t
�v =

@u

@t
f (u; v)

et intégrer sur 
; on trouveZ



(
@u

@t
)2dx� d1

Z



@u

@t
�udx� d2

Z



@u

@t
�vdx =

Z



@u

@t
f (u; v) dx

comme 



@u@t




2
L2(
)

= d1

Z



@u

@t
�udx+ d2

Z



@u

@t
�vdx+

Z



@u

@t
f (u; v) dx

intégrer résultat plus [t0;+1[, nous avonsZ +1

t0





@u@t




2
L2(
)

dt = d1

Z +1

t0

Z



@u

@t
�udxdt+d2

Z +1

t0

Z



@u

@t
�vdxdt+

Z +1

t0

Z



@u

@t
f (u; v) dxdt <1

donc @u
@t
2 L2 (t0;+1; L2 (
))

8 � 2 ]�1; 1[ nous avons

pn(x; �)� u(x; tn) = u(x; tn + �)� u(x; tn)

=

Z tn+�

tn

@u

@t
(x; t)dt

�
Z tn+1

tn�1

@u

@t
(x; t)dt car tn�1 < tn ; � < 1 tn + � < tn + 1

�
�Z tn+1

tn�1

(1)2dt

� 1
2
�Z tn+1

tn�1

(
@u

@t
(x; t))2dt

� 1
2

(par l�inégalité de Cauchy Schwartz)

�
p
2

�Z tn+1

tn�1

(
@u

@t
(x; t))2dt

� 1
2

Ainsi

jpn(x; �)� u(x; tn)j2 = 2
Z tn+1

tn�1

(
@u

@t
(x; t))2dt

intégrant ces derniers d�inégalité sur 
 donnéZ



jpn(x; �)� u(x; tn)j2 dx � 2
Z



Z tn+1

tn�1

(
@u

@t
(x; t))2dtdx
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nous passons à la limite comme n!1, nous avons

kpn(x; �)� usk2L2(
) � 2 limn!1

Z



Z tn+1

tn�1

(
@u

@t
(x; t))2dtdx = 0

alors

kpn(x; �)� usk2L2(
) ! 0
n!1

Par conséquent, nous allons tous � 2 ]�1; 1[ ;

kpn(x; �)� usk2L2(
) ! 0
n!1

; et sup
�1<�<1

kpn(x; �)� usk2L2(
) ! 0
n!1

et par le même procédé, on obtient

sup
�1<�<1

kqn(x; �)� vsk2L2(
) ! 0
n!1

En outre, nous pouvons avoir

sup
�1<�<1

krpn(x; �)�rusk2L2(
) ! 0
n!1

et sup
�1<�<1

krqn(x; �)�rvsk2L2(
) ! 0
n!1

grâce à la positivité et bornitude de la solution a été

0 � u(x; tn + �) �M

0 � v(x; tn + �) � N

comme f 2 C1(R+) , nous pouvons conclure, en utilisant le théorème de Lebesgue, qui

f(pn(x; �); qn(x; �))! f(us; vs) sur L2 (
� ]�1; 1[) faiblement

Maintenant, Soit �i 2 C1
�


�
de telle sorte que �i = 0 sur @
 où i = 1; 2

et soit 
 2 C1
�


�
de telle sorte que supp
 � [�1; 1] ;

R 1
�1 
(s)ds = 1 et 
(�1) = 
(1)

Nous multiplions la première équation (6.1) par 
(t�tn)�1 et intégrons sur ]tn � 1; tn + 1[�


; nous obtenonsZ tn+1

tn�1

Z




(t� tn)�1
@u

@t
dxdt� d1

Z tn+1

tn�1

Z




(t� tn)�1�udxdt

�d2
Z tn+1

tn�1

Z




(t� tn)�1�vdxdt (6.15)

=

Z tn+1

tn�1

Z




(t� tn)�1f (u; v) dxdt
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Calculer l�intégrale
R tn+1
tn�1 
(t� tn)�1

@u
@t
dt par partie, nous trouvonsZ tn+1

tn�1

(t� tn)�1

@u

@t
dt = �

Z tn+1

tn�1

0(t� tn)�1u(x; t)dt (6.16)

Pour calculer
R



(t� tn)�1�udx en utilisant la formule de GreenZ





(t� tn)�1�udx =

Z
@



(t� tn)�1
@u

@�
d� �

Z



r
(t� tn)�1rudx

= �
Z



r
(t� tn)�1rudx

alors Z




(t� tn)�1�udx = �
Z



r
(t� tn)�1rudx (6.17)

pour calculer
R



(t� tn)�1�vdx en utilisant la formule de GreenZ





(t� tn)�1�vdx =

Z
@



(t� tn)�1
@v

@�
d� �

Z



r
(t� tn)�1rvdx

= �
Z



r
(t� tn)�1rvdx

alors Z




(t� tn)�1�vdx = �
Z



r
(t� tn)�1rvdx (6.18)

injectée (6.16) et (6.17) et (6.18) dans (6.15) est obtenu

�
Z tn+1

tn�1

Z




0(t� tn)�1u(x; t)dxdt+ d1
Z tn+1

tn�1

Z



r
(t� tn)�1rudxdt

+d2

Z tn+1

tn�1

Z



r
(t� tn)�1rvdxdt�
Z tn+1

tn�1

Z




(t� tn)�1f (u; v) dxdt

= 0 (6.19)

Nous multiplions l�équation (6.2) par 
(t� tn)�2 et intégrant sur ]tn � 1; tn + 1[�
, nous

avonsZ tn+1

tn�1

Z




(t� tn)�2
@v

@t
dxdt� d3

Z tn+1

tn�1

Z




(t� tn)�2�udxdt� d4
Z tn+1

tn�1

Z




(t� tn)�2�vdxdt

= �
Z tn+1

tn�1

Z




(t� tn)�2f (u; v) dxdt (6.20)

Calculer l�intégrale
R tn+1
tn�1 
(t� tn)�2

@v
@t
dt par partie, nous trouvonsZ tn+1

tn�1

(t� tn)�2

@v

@t
dt = �

Z tn+1

tn�1

0(t� tn)�2v(x; t)dt (6.21)
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6.3. Résultat de comportement asymptotique

pour calculer
R



(t� tn)�2�udx en utilisant la formule de GreenZ





(t� tn)�2�udx =

Z
@



(t� tn)�2
@u

@�
d� �

Z



r
(t� tn)�2rudx

= �
Z



r
(t� tn)�2rudx

alors Z




(t� tn)�2�udx = �
Z



r
(t� tn)�2rudx (6.22)

pour calculer
R



(t� tn)�2�vdx en utilisant la formule de GreenZ





(t� tn)�2�vdx =

Z
@



(t� tn)�2
@v

@�
d� �

Z



r
(t� tn)�2rvdx

= �
Z



r
(t� tn)�2rvdx

alors Z




(t� tn)�1�vdx = �
Z



r
(t� tn)�1rvdx (6.23)

Injectée (6.21) et (6.22) et (6.23) dans (6.20) est obtenu

�
Z tn+1

tn�1

Z




0(t� tn)�2v(x; t)dxdt+ d3
Z tn+1

tn�1

Z



r
(t� tn)�2rudxdt

+d4

Z tn+1

tn�1

Z



r
(t� tn)�2rvdxdt+
Z tn+1

tn�1

Z




(t� tn)�2f (u; v) dxdt

= 0 (6.24)

En faisant le changement de variable suivant0BBB@
� = t� tn ! d� = dt

si

8<: t = tn � 1

t = tn + 1
!

8<: � = �1

� = 1

1CCCA
par conséquent, l�intégrale (6.19) devientZ +1

�1

Z




0(�)�1pn(x; �)dxd� � d1
Z +1

�1

Z



r
(�)�1rpn(x; �)dxd�

�d2
Z +1

�1

Z



r
(�)�1rqn(x; �)dxdt+
Z +1

�1

Z




(�)�1f (pn(x; �); qn(x; �)) dxdt

= 0 (6.25)
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Cela vaut également pour l�intégrale (6.24)Z +1

�1

Z




0(�)�2qn(x; �)dxd� � d3
Z +1

�1

Z



r
(�)�2rpn(x; �)dxd�

�d4
Z +1

�1

Z



r
(�)�2rqn(x; �)dxdt�
Z +1

�1

Z




(�)�2f (pn(x; �); qn(x; �)) dxdt

= 0 (6.26)

En utilisant le théorème de Lebesgue, nous avons

lim
n!1

Z +1

�1

Z




0(�)�1pn(x; �)dxd� =

Z +1

�1

Z




0(�)�1usdxd� =

Z +1

�1

0(�)d�

Z



�1usdx

= [
 (�)]+1�1

Z



�1usdx = 0 car 
(1) = 
(�1)

et même méthode pour

lim
n!1

Z +1

�1

Z




0(�)�2qn(x; �)dxdt =

Z +1

�1

Z




0(�)�2vsdxd� =

Z +1

�1

0(�)d�

Z



�2vsdx

= [
 (�)]+1�1

Z



�2vsdx = 0 car 
(1) = 
(�1)

de l�inégalité (6.25), nous avons

�d1
Z



r�1rus � d2
Z



r�1rvs +
Z



�1f (us; vs) dx = 0

et l�inégalité (6.26) donne

�d3
Z



r�2rus � d4
Z



r�2rvs �
Z



�2f (us; vs) dx = 0

Mais cette forme est la même chose quand nous multiplions (6.8) par �1 et (6.9) par �2

et intégrant sur 


d�où

w = �

En�n, la combinaison (6.13) et (6.14) avec (6.10) nous obtenonsZ



(K1 +K2) dx =

Z



(u0 + v0) dx

(K1 +K2) j
j =
Z



(u0 + v0) dx

c.à.d

K1 +K2 =
1

j
j

Z



(u0 + v0) dx

la preuve du théorème est terminée.
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