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Résumé

Dans cette thèse, on s�intéresse à l�étude de la stabilisation de la poutre de von Kármán.

Cette théorie est en fait, une amélioration de la théorie d�Euler-Bernoulli qui consiste à

traiter un problème de la mécanique vibratoire dans le cas où l�inertie de rotation et le

cisaillement transversal sont assez signi�catifs. Ces vibrations sont naturellement indési-

rables en raison pour leur endommagement et aussi pour leur nature détruisante. Pour

cela, des amortissements de di¤érents types ont été élaborés et incorporés directement

dans le système, ce qui explique l�ajout de certains termes (termes dissipatifs) dans les

équations ou bien sur la frontière. Les amortissements les plus familiers sont les amortis-

sements de friction et les amortissements viscoélastiques. Ainsi, cette théorie a été d�un

intérêt certain et a conduit à l�obtention de plusieurs résultats concernant l�existence et

le comportement asymptotique des solutions. En particulier, l�étude de la stabilisation

exponentielle ou polynomiale a fait l�objet de plusieurs publications.

Dans ce travail, nous utilisons la technique des multiplicateurs qui se base sur la

construction d�une fonctionnelle de Lyapunov pour montrer la stabilisation exponentielle

d�un système de von Kármán en s�inspirant de la théorie de Green et Naghdi.

Mots-clés : Système de von Kármán, décroissance exponentielle, fonctionnelle de

Lyapunov, e¤et thermal et dissipation thermo-viscoélastique.
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Abstract

In this thesis, we are interested in the study of the stabilization of the beam of von

Kármán. This theory is in fact an improvement of the Euler-Bernoulli theory which is

one of the subjects of the vibratory mechanics used in the case where the rotational

inertia and transverse shear are signi�cant. These vibrations are naturally undesirable

because of their damage and their destroying nature. For this purpose, various types of

damping have been developed and incorporated directly into the system, which explains

the addition of certain terms (dissipative terms) in the equations or on the boundary (or

part of the boundary). The most common depreciation is the friction damping, viscoelastic

depreciation (both are low) and depreciation of the strong type. As a result, this theory

has stimulated many interests and many results concerning the existence and asymptotic

behavior of the solutions have been obtained. In particular, the study of exponential or

polynomial stabilization has been the subject of several publications.

In this work, one uses the technique of multipliers which is based on the construction

of a Lyapunov functional to show the exponential stabilization of one of the von Kármán

system following the theory of Green and Naghdi.

Keywords : Von Kármán system, exponential decay, Lyapunov functional, thermal

e¤ect and thermo-viscoélastic damping.

iii



Résumé

.....................................................................

iv

Imed
Zone de texte
  في الواقع هذه لنظرية تحسن .von Kármán في هذه الأطروحة نركز على استقرارعارضة  
التي تخص إشكالات الاهتزازات الميكانيكية المستخدمة في حالة Euler-Bernoulli  نظرية 
  العطالة الدورانية والانقطاعات العرضية. هذه الاهتزازات ذات طبيعة غير مرغوب فيها بسبب أضرارها. ولهذا تم تطوير ودمج المخفضات ذات أنواع مختلفة مباشرة في النظام، وهو ما يفسر إضافة بعض الأطراف المبددة في المعادلات أو على الحافة
 المخفضات المعروفة هي مخفضات الاحتكاك والمخفضات اللزجة كلاهما من النوع الضعيف.كما يوجد مخفضات من النوع القوي. لذلك، هذه النظرية قد حفزت الكثير من الاهتمام والكثير من النتائج بشأن الوجود وسلوك التقارب. على وجه الخصوص دراسة الاستقرار الأسي أو الكثير الحدودي التي كانت اهتمام العديد من المنشورات
  Lyaponov في هذا العمل نستخدم الطريقة الطاقوية التي تقوم على أساس بناء تابعية 
.Green و Naghdi وفقا لنظرية von Kármán لبيان الاستقرار الأسي لنظام 
 
Lyaponov تابعيةّ ، von Kármán كلمات مفتاحية: نظام 
تأثير الحراري ، التناقص الأسي 

Imed
Zone de texte
الملــخـص



Introduction

Dans le domaine de l�ingénierie, le phénomène des vibrations apparait pratiquement

dans toutes les structures mécaniques, plusieurs types de ces vibrations sont indésirables

car elles ont une in�uence néfaste sur le fonctionnement et la durée de vie de ces structures.

Elles peuvent engendrer des fractures, cassures, mal fonctionnement, usure ou même la

destruction des structures.

De plus, elles peuvent constituer un danger certain pour l�utilisateur lui-même. Les

excitations dynamiques causant ces vibrations sont nombreuses, elles proviennent géné-

ralement, soit de l�environnement extérieur, atmosphère, eau et contacts, soit d�un choc

avec d�autres structures. L�élimination ou la réduction de ces vibrations est un problème

majeur dans les domaines de l�ingénierie, pour cette raison de nombreux appareils tels

que les roues à réaction et à inertie, les systèmes rotatifs et autres moteurs électriques

sont essentiels pour le bon fonctionnement de ces appareils.

Le shéma suivant représente la déformation d�une poutre non linéaire :

Avec u(x; t) = l�oscillation transversale

et '(x; t) = angle de rotation de la poutre.

1



Introduction

Fig. 0.0.1 : Déformation d�une poutre non linéaire

Ainsi, plusieurs techniques sont utilisées pour limiter les e¤ets de ces vibrations dans

ces systèmes. De ce fait, plusieurs travaux ont été réalisés dans ce sens. Par exemple, le

problème de stabilité de la poutre de type Euler-Bernoulli a suscité l�intérêt de nombreux

chercheurs qui sont parvenus à élaborer et à développer plusieurs méthodes de stabilisation

ou de contrôle que ce soit dans le cas linéaire ou non-linéaire. Pour le premier cas, nous

citons les travaux de : M. Rivera [29], Morgül [28] et S. A. Messaoudi et Houari [27]: Pour

le cas non-linéaire de type Euler-Bernoulli, par exemple, Lagnese dans [21; 25], a proposé

le système couplé de deux équations hyperboliques donné par8<: �A�tt(x; t) +
@2

@x2
(EI�xx(x; t))� @

@x
(P (x; t)�x(x; t)) = 0; x 2 (0; L) ; t � 0;

�A�tt(x; t)� @
@x
P (x; t) = 0; x 2 (0; L) ; t � 0;

(0.0.1)

avec des données initiales et des conditions aux limites appropriées. Ici �(x; t) est le

déplacement transversal d�un point générique, �(x; t) le déplacement longitudinal d�un

point générique, EI la rigidité de la poutre, �A le poids par unité de longueur et

P (x; t) := EA

�
�x(x; t) +

1

2
�2x(x; t)

�
; (0.0.2)

2



Introduction

représente la tension axiale, où E correspond au module de Young, A, surface en section

transversale de la poutre et L, longueur de la poutre. Toujours, avec le même principe, à

savoir, supprimer ou atténuer les vibrations indésirables de la structure plusieurs contrôles

ont été utilisés. La plupart de ces dispositifs sont des amortisseurs internes et/ou sur la

frontière. Par exemple, Perla Menzala et al. [32]. Araruna et al. [1] ont étudié le compor-

tement asymptotique du problème suivant :8<: �h tt � �h3

12
 ttxx �  txx �

��
�x +

1
2
 2x
�
 x
�
x
+  xxxx +  t = 0;

�h�tt �
�
�x +

1
2
 2x
�
x
+ �t = 0;

(0.0.3)

dans (0; L) � (0;1) : Ce système est complété par des conditions aux limites et des

conditions initiales

8>>>>>><>>>>>>:

 (0; :) =  (L; :) =  x (0; :) =  x (L; :)

= �x(0; :) = �x(L; :) = 0; t > 0;

 (:; 0) =  0;  t (:; 0) =  1; x 2 [0; L] ;

� (:; 0) = �0; �t (:; 0) = �1; x 2 [0; L] :

(0.0.4)

Ils ont introduit deux dissipations de friction  t et �t (faibles), l�une agissant sur la com-

posante longitudinale et l�autre sur l�élément transversal. Aussi, nous constatons qu�il y

a un troisième amortissement (forte dissipation) "supplémentaire" donné par le terme

� txx dans la composante transversale, cette dissipation est nécessaire lorsque l�inertie de

rotation de la poutre est prise en compte. Ainsi, ils ont démontré que le système (0:0:3)

décroit de façon exponentielle. Un autre type de dissipation se produit par des e¤ets ther-

miques. A cet égard, nous nous référons aux travaux de Benabdallah et Lasiecka [2] et

Benabdallah et Teniou [3] (Voir aussi [33]), où le système de von Kármán complet est

stable de façon exponentielle en couplant le système de deux équations de type équa-

tion de la chaleur, l�une pour la composante longitudinale et l�autre pour la composante

transversale.

Les parties paraboliques des équations de la chaleur impliquent qu�une perturbation

thermique à un point du corps se propage instantanément à travers le corps. Pour faire

face à ce phénomène, Green et Naghdi [13 � 16] ont proposé trois modèles di¤érents,

3



Introduction

qui permettent la transmission de chaleur sous forme d�ondes thermiques à des vitesses

limitées. Ce phénomène est observé quand la poutre est à basse température.

Djebabla et Tatar [7] ont étudié le système de von Kármán suivant :8>>><>>>:
utt �D1

�
ux +

1
2
(wx)

2�
x
+ 
�tx = 0

wtt +K1wt �D1

��
ux +

1
2
(wx)

2�wx�x +D2wxxxx = 0

�tt � l�xx +K2�t + 
utx = 0 ;

(0.0.5)

avec les conditions aux limites et aux bords suivants8>>>>>><>>>>>>:

w (0; :) = w (L; :) = wx (0; :) = wx (L; :) = 0; t > 0

u(0; :) = u(L; :) = �x (0; :) = �x (L; :) = 0; t > 0

u (:; 0) = u0; ut (:; 0) = u1; w (:; 0) = w0; x 2 [0; L] ;

wt (:; 0) = w1; � (:; 0) = �0; �t (:; 0) = �1; x 2 [0; L] :

(0.0.6)

où K1, K2, D1, D2, l, et 
 sont des constantes positives. Ils ont montré que les solutions

énergétiques décroissent exponentiellement en couplant le système (à savoir, la composante

longitudinale) avec une seule équation avec e¤et thermale, et ceci, selon la théorie de Green

et Naghdi.

Dans cette thèse on s�intéresse à l�étude du comportement asymptotique du système

(0:0:5) mais en remplaçant dans la troisième équation la dissipation faible k2�t par une

dissipation plus faible, dite viscoélastique, donnée par le terme convolutionel �
R t
0
g(t �

s)�xx(s)ds; c�est à dire, l�étude du système suivant :8>>><>>>:
utt � k

�
ux +

1
2
(wx)

2�
x
+ 
�tx = 0;

wtt + �wt � k
��
ux +

1
2
(wx)

2�wx�x + �wxxxx = 0;

�tt � l�xx + �
R t
0
g(t� s)�xx(s)ds+ 
utx = 0 ;

(0.0.7)

dans (0; L)�(0;1) ; avec t désignant la variable du temps. Ici, les coe¢ cients k; 
, �, �, l

et � sont des constantes positives. Nous considérons le système (0:0:7) avec des conditions

aux limites de Dirichlet pour u, Dirichlet-Neumann pour w et Neumann pour � :8<: u(0; :) = u(L; :) = w(0; :) = w(L; :) = 0;

wx(0; :) = wx(L; :) = �x(0; :) = �x(L; :) = 0; t > 0;
(0.0.8)

4



Introduction

et les conditions initiales8<: u (:; 0) = u0; ut (:; 0) = u1; w (:; 0) = w0; x 2 [0; L] ;

wt (:; 0) = w1; � (:; 0) = �0; �t (:; 0) = �1; x 2 [0; L] :
(0.0.9)

Pour la fonction de relaxation g nous supposerons dans toute la suite les hypothèses

suivantes :

(H1) g : R+ ! R+ est une fonction di¤érentiable véri�ant

g(0) > 0; � = l � �

Z 1

0

g(s)ds = l � �g > 0:

(H2) Il existe une fonction di¤érentiable et non croissante : & : R+ ! R+ telle que

g0(t) � �& (t) g(t); 8t � 0:

Nous démontrons alors que les solutions énergies sont stables de manière générale et que

la stabilité exponentielle et polynômiale deviennent un cas particulier, et ceci, en utilisant

la méthode des multiplicateurs.

5



Structure de thèse

Cette thèse comporte trois chapitres.

�Chapitre 1 : Nous rappelons de quelques notions de base qui nous seront utiles

dans la suite.

�Chapitre 2 : Ce chapitre contient deux sections, dans la première nous étudions

le problème d�une poutre d�Euler-Bernoulli avec deux dissipations de frictions. Un

résultat de décroissance exponentielle sera établit. Pour la deuxième, nous démon-

trons un autre résultat sur la stabilité exponentielle d�une poutre de von Kármán

avec une dissipation de friction et une autre thermale.

�Chapitre 3 : Dans ce chapitre qui constitue l�essentiel de cette thèse, nous éta-

blissons la stabilisation d�une poutre de von Kármán amortie par une dissipation

qui est, viscoélastique et thermale, moyennant la méthode des multiplicateurs en

prouvant la décroissance générale des solutions énergies. Notre résultat constitue en

fait, une amélioration du résultat établi dans le chapitre 2.

6



CHAPITRE

1 Notions de Base

Dans ce chapitre nous rappelons quelques dé�nitions concernant les espaces de So-

bolev et certains résultats sur les inégalités dans ce même espace. Aussi, nous donnons

brièvement, les dé�nitions et les notations de quelques produits de convolution et quelques

inégalités intégrales qui nous seront très utiles pour la suite de notre travail. Dans ce qui

suit, on désignera par 
 un ouvert borné de Rn.

1.1 Espaces de Sobolev

Nous donnerons tout d�abord un rappelle de quelques dé�nitions concernant les es-

paces de Sobolev. Nous commençons par les espaces de Lebesgue Lp (
).

Espaces Lp (
)

Dé�nition 1.1.1 Soit 
 un ouvert quelconque non vide de Rn et 1 � p � +1; on

dé�nit l�espace Lp (
) comme suit :

Lp (
) = ff :
! R, mesurables telles que (1.1.1)Z



jf(x)jp dx < +1 ; si 1 � p < +1

et sup ess jf(x)j < +1; si p = +1g

7



1.1. Espaces de Sobolev

Théorème 1.1.1 Les espaces Lp (
) ; munis des normes suivantes

kfkLp(
) =

�Z



jf(x)jp dx
� 1

p

; pour1 � p < +1 (1.1.2)

et kfkL1(
) = sup ess jf(x)j ;

sont des espaces de Banach.

Remarque 1.1.1 Pour p = 2; l�espace L2 (
) est un espace de Hilbert.

En e¤et la norme k:kL2(
) émane du produit scalaire

hf; gi =
Z



f(x)g(x)dx; (1.1.3)

et ainsi on a

kfkL2(
) = hf; fi
1
2 (1.1.4)

Théorème 1.1.2 On suppose 
 borné. Pour tous 1 � p � q � +1; on a Lq (
) �

Lp (
).

Espaces de Sobolev Wm;p (
)

Dé�nition 1.1.2 Etant donné m 2 N, 1 � p � +1; nous désignerons par Wm;p (
)

l�espace de Sobolev

Wm;p (
) = ff 2 Lp (
) = 8� 2 Nn, j�j � m;

les dérivées @�f (au sens des distributions) 2 Lp (
)g

:=
@j�jf

@x�11 :::@x
�n
n

avec j�j = �1 + :::+ �n (1.1.5)

Théorème 1.1.3 L�espace Wm;p (
) muni de la norme

kfkpWm;p(
) =
X
j�j�m

k@�fkpLp(
) ; (1.1.6)

est un espace de Banach.

8



1.2. Rappel de quelques inégalités

De plus, pour p = 2; l�espace de Banach Wm;2 (
) devient un espace de Hilbert (sépa-

rable) que l�on note Hm; avec la norme

kfk2Hm(
) =
X
j�j�m

k@�fk2L2(
) (1.1.7)

Théorème 1.1.4 Soit 
 un ouvert de Rn et soit m 2 N. L�espace Hm (
) muni du

produit scalaire (1:1:8) est un espace de Hilbert séparable.

On introduit sur Hm le produit scalaire

hu; vim =
X
j�j�m

h@�u, @�vi (1.1.8)

et la norme associée kukHm =
p
hu; uim

Dans le cas m = 1; en utilisant la densité de C1c (
) dans H
1 (
) ; on dé�nit l�espace

de Sobolev

H1
0 (
) =

�
f 2 H1 (
) tel que f = 0 sur @


	
. (1.1.9)

1.2 Rappel de quelques inégalités

Lemme 1.2.1 (Inégalité de Hölder) Soient p et q deux nombres réels conjugués c�est

à dire : 1
p
+ 1

q
= 1. Alors, pour tous f 2 Lp (
) et g 2 Lq (
) ; on a f:g 2 L1 (
) : En

particulier, on a

a) Si p, q 2 ]1;+1[Z



jf(x)g(x)j dx �
�Z




jf(x)jp dx
� 1

p
�Z




jg(x)jq dx
� 1

q

: (1.2.1)

b) Si p = 1, q = +1 Z



jf(x)g(x)j dx �
�Z




jf(x)j dx
�
kgkL1(
) : (1.2.2)

Remarque 1.2.1 L�inégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de l�inégalité de

Hölder dans le cas p = 2; q = 2.

9



1.3. Produit de convolution

Lemme 1.2.2 (Inégalité de Young) Soient p et q deux nombres conjugués dans ]1;+1[.

Alors, pour tout � et � 2 R+ on a

�� � 1

p
�p +

1

q
�q: (1.2.3)

En particulier pour p = q = 2 on a

�� � "�2 +
1

"
�2:8" > 0 (1.2.4)

Lemme 1.2.3 (Inégalité de Poincaré) Soit 
 � Rn un ouvert borné. Il existe une

constante c > 0 véri�ant :

8f 2 H1
0 (
) : kfkH1(
) � c krfkL2(
) ; (1.2.5)

où rf =
�
@f
@x1
; @f
@x2
; ::: @f

@xn

�
:

Notons qu�à partir de cette inégalité, on montre que krfkL2(
) dé�nit une norme sur

H1
0 (
) équivalente à la norme de H

1 (
), et par conséquent H1
0 (
) est un espace de

Hilbert par rapport au produit scalaire :

hf; giH1
0 (
)

=

Z



rf(x):rg(x)dx; (1.2.6)

où le h ; i signi�e le produit scalaire dans Rn.

Aussi, on donne l�inégalité de Poincaré habituelle dans L2 (
) à partir du lemme

suivant

Lemme 1.2.4 Soit f 2 H1
0 (
). Alors il existe une constante C positive véri�ant

kfkL2(
) � C krfkL2(
) . (1.2.7)

1.3 Produit de convolution

Dé�nition 1.3.1 (Produit de convolution) Le produit de convolution de deux fonc-

tions réelles f , g : [0; L] ! R, h qui se note généralement h = (f � g) et qui est dé�nie

par :

(f � g) (x) =
Z t

0

f(x� t)g(t)dt =

Z t

0

f(t)g(x� t)dt:8x 2 [0; L] (1.3.1)
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1.3. Produit de convolution

Remarque 1.3.1 si f 2 L1 (
) ; g 2 Lp (
) avec 1 � p � +1; on a f � g 2 Lp (
) tel

que 
 = [0; L] et on montre que

kf � gkLp(
) � kfkL1(
) kgkLp(
) : (1.3.2)

Remarque 1.3.2 Soient f et g deux fonctions réelles ou complexes. On dé�nit les opé-

rateurs binaires } et � respectivement par

(f}g) (t) =
Z t

0

jf (t� s)j (jg (t)� g (s)j) ds (1.3.3)

et

(f�g) (t) =
Z t

0

jf (t� s)j jg (t)� g (s)j2 ds (1.3.4)

Proposition 1.3.1 Soient f 2 L1 (0; T ) et g 2 C (0; T ). Alors on a

[(f}g) (t)]2 �
Z t

0

jf(s)j ds (f�g) (t); t 2 [0, T ] . (1.3.5)

Preuve. En utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

[(f}g) (t)]2 �
�Z t

0

jf (t� s)j j(g (t)� g (s))j ds
�2

=

�Z t

0

p
jf (t� s)j

p
jf (t� s)j j(g (t)� g (s))j ds

�2
�

"s�Z t

0

jf (t� s)j ds
�s�Z




jf (t� s)j j(g (t)� g (s))j2 ds
�#2

, t 2 [0, T ]

D�où le résultat.

Lemme 1.3.1 Soient g et ' deux fonctions de C1 [0, T ], alors on a

(g � ') d'
dt
= �1

2
g(t) j'(t)j2+ 1

2

�
dg

dt
�'
�
� 1
2

d

dt

�
g�'�

�Z



g(s)ds

�
j'(t)j2

�
. (1.3.6)

La relation (1:3:6) est un résultat immédiat de la dérivée du terme g�'.
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1.4. Inégalités intégrales

1.4 Inégalités intégrales

On rappelle ici quelques inégalités intégrales connues et largement utilisées dans la

stabilisation des systèmes d�évolution dissipatifs et aussi non dissipatifs. En e¤et, plusieurs

résultats concernant l�estimation de l�énergie de certains problèmes dissipatifs sont basés

sur les lemmes suivants

Lemme 1.4.1 (Haraux [17], Komornik [20] et Martinez [26] )

Soient E : R+ ! R+ une fonction continue décroissante et, � : R+ ! R+ une fonc-

tion strictement croissante de classe C1 (R+) telle que : � (0) = 0 et lim
t!+1

� (t) = +1.

Supposons que : 9p � 0 et d > 0 tels queZ +1

s

�0(t)Ep+1dt � 1

d
Ep (0)E (s) ; 8s > 0: (1.4.1)

Alors 8<: E(t) � E(0)e1�d�(t) 8t > 0 si p = 0

E(t) � E(0)
�

1+p
1+pd�(t)

� 1
p 8t > 0 si p > 0;

(1.4.2)

dans le cas particulier où � (t) = t nous déduisons les inégalités suivantes

a) E(t) � E(0)e1�dt 8t > 0 si p = 0 (1.4.3)

b) E(t) � E(0)

�
1 + p

1 + pdt

� 1
p

8t > 0 si p > 0;

appelées respectivement, estimation exponentielle (voir Haraux [17]) et estimation polyno-

miale (voir Komornik [20]).

Lemme 1.4.2 (M. Eller, J. E. Lagnese et S. Nicaise [10])

Soit E : R+ ! R+ une fonction continue (décroissante) véri�antZ +1

s

�(E(t))dt � 1

d
E (s) ; 8s > 0; (1.4.4)

où d est un réel strictement positif et � : R+ ! R+est une fonction convexe et strictement

croissante véri�ant � (0) = 0. Alors il existe trois réels strictement positifs t0; c0 et c1 tels

que

E(t) � ��1
�
 �1 (c0t)

c1t

�
; 8t > t0, (1.4.5)
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1.4. Inégalités intégrales

où  : R+ ! R+ est dé�nie par

 (s) =

Z 1

s

1

� (t)
dt; 8s > 0: (1.4.6)
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CHAPITRE

2 Stabilité exponentielle

d�une poutre non linéaire

2.1 Stabilité d�une poutre d�Euler-Bernoulli avec deux

dissipations de frictions

Pendant de nombreuses décennies, la dynamique des vibrations des poutres non-

linéaire a été un sujet de grand intérêt dans le domaine de la mécanique des structures.

Il y a eu plusieurs approches classiques employées a�n de résoudre les problèmes des vi-

brations pour les équations di¤érentielles non linéaires. Dans la majorité de ces travaux,

la déformation axiale a été négligée et la force axiale moyenne est supposée constante

sur la longueur de l�élément de poutre. Cependant, pour les équations di¤érentielles non

linéaires l�analyse a démontré que le déplacement axial ne peut être négligé. D�où la néces-

sité au cours de ces dernières années à un développement de modèles plus e¢ caces pour

l�interaction des structures des poutres non linéaires avec des milieux �uides.

Ce chapitre est divisé en deux sous sections principales. Dans la première, nous intro-

duisons le modèle mathématique du comportement dynamique d�une poutre non linéaire

(dite poutre d�Euler-Bernouli) subissant une déformation à la fois transversale et une

autre axiale. Le but est d�obtenir une estimation de l�énergie pour la poutre non linéaire

excitée par rapport aux forces extérieures réparties le long du rayon en utilisant la mé-
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2.1. Stabilité d�une poutre d�Euler-Bernoulli avec deux dissipations de frictions

thode des multiplicateurs. Dans la deuxième sous-section, nous allons la même méthode

des multiplicateurs pour obtenir une estimation de l�énergie du système de la structure à

�uide couplée, en supposant que l�épaisseur de la poutre est constante. Notre but ici, est

de construire une nouvelle fonctionnelle, dite de Lyapunov équivalente à l�énergie classique

et qui décroit d�une manière exponentielle. Dans cette section, nous décrivons le modèle

mathématique non linéaire d�une poutre de longueur L serrée aux points d�extrémité.

On note aussi par u(x; t), w(x; t) et P (x; t) le déplacement longitudinal, le déplacement

transversal et la tension axiale appliquée sur la poutre gouverné par le système suivant :8<: �1utt + C1ut �K [P (x; t)]x = 0; x 2 
; t � 0;

�2wtt + C1wt �K [P (x; t)wx]x + �wxxxx = 0; x 2 
; t � 0,
(2.1.1)

avec

P (x; t) =

�
ux +

1

2
(wx)

2

�
; x 2 
; t � 0;

où 
 = (0; L), t désignant la variable (positive) du temps, C1 le coe¢ cient d�amortis-

sement, K le module de Young, � le moment d�inertie de la poutre, �1 et �2 sont deux

constantes positives. Nous considérons le système (2:1:1) avec des conditions aux limites

de Dirichlet pour u et Dirichlet-Neumann pour w8<: u(0; :) = u(L; :) = w(0; :) = w(L; :) = 0

wx(0; :) = wx(L; :) = 0; t > 0;
(2.1.2)

et les conditions initiales8<: u (:; 0) = u0; ut (:; 0) = u1; x 2 
;

w (:; 0) = w0; wt (:; 0) = w1; x 2 
:
(2.1.3)

Dans ce qui suit, nous rappelons sans démonstration le résultat d�existence et d�unicité

de la solution du système cité ci-dessus.

Théorème 2.1.1 [2] Soit ((u0; u1) ; (w0; w1)) 2 V où

V = (H1
0 (0; L)� L2 (0; L))� (H2

0 (0; L)� L2 (0; L)),

avec

H2
0 (0; L) =

�
v 2 H2 (0; L) : v(0) = v(L) = vx(0) = vx(L) = 0

	
.
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2.1. Stabilité d�une poutre d�Euler-Bernoulli avec deux dissipations de frictions

Alors le système ((2:1:1)� (2:1:3)) admet une unique solution globale au sens faible (va-

riationnelle) avec

(u; ut; w; wt) 2 C([0;1);V ).

Maintenant, pour dé�nir l�énergie E du système ((2:1:1) � (2:1:3)); on multiplie la

première équation par ut et la deuxième par wt respectivement, on intégre par parties sur

l�intervalle [0; L], on trouve :

d

dt

"
1

2

Z



f�1u2t + �2w
2
t + �w2xx +K

�
ux +

1

2
(wx)

2

�2
dx

#
(2.1.4)

= �C1
Z



u2tdx� C1

Z



w2t dx; t � 0;

alors, l�énergie du premier ordre associée au problème ((2:1:1)� (2:1:3)) est dé�nie par :

E(t) =
1

2

Z



f�1u2t + �2w
2
t + �w2xx +K

�
ux +

1

2
(wx)

2

�2
gdx; t � 0: (2.1.5)

Nous remarquons d�après (2:1:5), que le système est dissipatif car d
dt
E (t) < 0. Or, cette

inégalité n�implique pas nécessairement la décroissance exponentielle du système. A cet

e¤et, nous devons construire une autre fonctionnelle, dite fonctionnelle de Lyapunov, notée

F; équivalente à la fonctionnelle E au sens : il existe deux constantes positives m,M telles

que :

mE(t) � F (t) �ME(t); 8t � 0; (2.1.6)

et on a l�inégalité suivante

d

dt
F (t) � �CE(t); 8t � t0; (2.1.7)

avec C > 0 et t0 un instant �xe.

La section suivante contient la preuve du résultat de décroissance de l�énergie du

système ((2:1:1)� (2:1:3)).

2.1.1 Résultat principal

Dans cette section, nous donnons le résultat principal sur la décroissance exponentielle

pour le système non linéaire ((2:1:1)� (2:1:3)).
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2.1. Stabilité d�une poutre d�Euler-Bernoulli avec deux dissipations de frictions

Théorème 2.1.2 Etant donné ((u0; u1) ; (w0; w1)) 2 V: Alors, la fonction d�énergie E(t)

décroit exponentiellement quand t tend vers l�in�ni ; c�est-à-dire, il existe deux constantes

positives � et � indépendantes des conditions initiales telles que

E(t) � �E(0)e��t; 8t � 0:

Avant de démontrer le résultat de ce chapitre, nous commençons par introduire quelques

fonctionnelles et démontrer quelques lemmes qui seront utiles pour la suite de ce chapitre.

Etant donné la fonctionnelle suivante

I1(t) =

Z



(�1utu+
�2
2
wtw +

C1
2
u2 +

C1
4
w2)dx; t � 0; (2.1.8)

la dérivée de cette fonction nous fournira les termes négatifs

�
Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�2
dx et �

Z



(wxx)
2 dx;

qui seront nécessaires pour obtenir �CE(t):

Preuve. Soit (u;w) solution du système ((2:1:1)� (2:1:3)), Alors, la fonctionnelle I1
satisfait l�estimation

d

dt
I1(t) � �K

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�2
dx� �

2

Z



(wxx)
2 dx (2.1.9)

+

Z



�
�1u

2
t +

�2
2
w2t

�
dx:

La dérivée de la fonction I1 donne

I 01(t) =

Z



(�C1ut +K

�
ux �

1

2
(wx)

2

�
x

)udx+ �1

Z



u2tdx

+

Z



(�C1wt +K

��
ux +

1

2
(wx)

2

�
wx

�
x

� �wxxxx)
w

2
dx

+
�2
2

Z



w2t dx+ C1

Z



utudx+
C1
2

Z



wtwdx;

après une intégration par parties, on obtient :

I 01(t) = �K
Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
uxdx�K

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
w2x
2
dx

+�1

Z



u2tdx�
�

2

Z



w2xxdx+
�2
2

Z



w2t dx

= �K
Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�2
dx� �

2

Z



w2xxdx+ �1

Z



u2tdx+
�2
2

Z



w2t dx;
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2.2. Stabilité exponentielle de la poutre de von Kármán avec dissipation thermale et de
frictionnelle

ce qui est exactement la relation (2:1:9)

Preuve. du théorème 3.1.2. Pour N > 0, assez grand, nous dé�nissons la fonction-

nelle de Lyapunov F par

F (t) = NE(t) + I1; t � 0: (2.1.10)

La dérivée de F (t) donne :

F 0(t) � �
h
NC1 �

�2
2

i Z



w2t dx� [NC1 � �1]

Z



u2tdx (2.1.11)

�K
Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�2
dx�K

Z



w2xxdx:

Nous choisissons N assez grand de sorte que (2:1:11) devienne

F 0(t) � ��
Z



"�
u2t + w2t

�
+

�
ux +

1

2
(wx)

2

�2
+ w2xx

#
dx � �CE(t); t � 0: (2.1.12)

Pour certaines positives constantes �; C: Aussi, nous pouvons choisir N encore assez grand

tel que

mE(t) � F (t) �ME(t); (2.1.13)

avec m et M deux constantes positives. En combinant les relations (2:1:12) et (2:1:13),

nous concluons que

F 0(t) � ��F (t); t � 0; (2.1.14)

où � = C
m
: En�n, en utilisant une intégration simple, nous obtenons

F (t) � F (0)e��t; t � 0; (2.1.15)

ce qui donne le résultat.

2.2 Stabilité exponentielle de la poutre de von Kármán

avec dissipation thermale et de frictionnelle

De nombreuses structures dans plusieurs domaines de l�ingénierie sont formées par

une seule ou un grand nombre de poutres. Il existe di¤érents modèles pour ces poutres
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2.2. Stabilité exponentielle de la poutre de von Kármán avec dissipation thermale et de
frictionnelle

en fonction de leur nature et leur type de vibrations. Contrairement à d�autres modèles

de base (comme Euler-Bernoulli, Raleigh ou le modèle Timoshenko) le modèle de von

Kármán est plus adapté car il tient compte des déplacements transversaux, ainsi que des

déplacements longitudinaux pour faire vibrer un corps élancé avec une grande déviation.

Le système suivant est un couplage de deux équations hyperboliques proposé par Lagnese

dans [21; 25] : 8<: �A�tt(x; t) +
@2

@x2
(EI�xx(x; t))� @

@x
(P (x; t)�x(x; t)) = 0;

�A�tt(x; t)� @
@x
P (x; t) = 0; (x; t) 2 (0; L)� (0;+1);

ce système est complété par des conditions aux limites et des conditions initiales. Ici, la

pression axiale est donnée par l�expression :

P (x; t) := EA

�
�x(x; t) +

1

2
�2x(x; t)

�
; t � 0; x 2 (0; L) ;

�(x; t) représente le déplacement transversal d�un point générique, �(x; t) le déplacement

longitudinal d�un point générique, EI la rigidité de la poutre ou la rigidité à la �exion, �A

le poids par unité de longueur, E le module de Young, A la surface en section transversale

de la poutre et L est la longueur de la poutre.

L�objectif de cette section est l�étude de la stabilité exponentielle d�un système non

linéaire, soumis à une dissipation frictionnelle faible donnée par le terme K2�t au lieu de

la dissipation forte citée dans [1], c�est-à-dire8>>><>>>:
utt �D1

�
ux +

1
2
(wx)

2�
x
+ 
�tx = 0

wtt +K1wt �D1

��
ux +

1
2
(wx)

2�wx�x +D2wxxxx = 0

�tt � l�xx +K2�t + 
utx = 0 ; (x; t) 2 (0; L)� (0;+1):

(2.2.1)

Les coe¢ cients K1; K2, D1, D2, l et 
 sont des constantes positives. Nous considérons

le système (2:2:1) avec les conditions aux limites de Dirichlet pour u, Neumann-Dirichlet

pour w et Neumann pour � :8<: u(0; :) = u(L; :) = w(0; :) = w(L; :) = 0; t > 0

wx(0; :) = wx(L; :) = �x(0; :) = �x(0; :) = 0; t > 0;
(2.2.2)
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2.2. Stabilité exponentielle de la poutre de von Kármán avec dissipation thermale et de
frictionnelle

et les conditions initiales8<: u (:; 0) = u0; ut (:; 0) = u1; w (:; 0) = w0;

wt (:; 0) = w1; � (:; 0) = �0; �t (:; 0) = �1:
(2.2.3)

Théorème 2.2.1 [24] Soit ((u0; u1) ; (w0; w1) ; (�0; �1)) 2 V ou

V = (H1
0 (0; L)� L2 (0; L))� (H2

0 (0; L)� L2 (0; L))� (H1 (0; L)� L2 (0; L)),

Alors, la solution globale unique est satisfaite

(u; ut; w; wt; �; �t) 2 C([0;1[ ;V ),

l�énergie associée à ce système est dé�nie par

E (t) =
1

2

Z



fu2t + w2t + �2t +D2w
2
xx + l�2x +D1

�
ux +

1

2
(wx)

2

�2
gdx:

Preuve. Notre objectif dans ce travail est de prouver la décroissance exponentielle des

solutions pour la norme de l�énergie. A cet e¤et, nous multiplions la première équation

par ut, en intégrant par parties sur 
 = (0; L) on obtient,Z



(utt �D1

�
ux +

1

2
(wx)

2

�
x

+ 
�tx)utdx

=

Z



uttutdx�D1

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
x

utdx+ 


Z



�txutdx

=
d

2dt

Z



u2tdx+D1

Z



(ux +
1

2
w2x)utxdx+ 


Z



�txutdx

la seconde par wtZ



(wtt +K1wt �D1

��
ux +

1

2
(wx)

2

�
wx

�
x

+D2wxxxx)wtdx

=

Z



wttwtdx+K1

Z



wtwtdx�D1

Z



��
ux +

1

2
(wx)

2

�
wx

�
x

wtdx+D2

Z



wxxxxwtdx

=
d

2dt

Z



w2t dx+K1

Z



w2t dx+
D2

2dt

Z



w2xxdx+D1

Z



(ux +
1

2
w2x)wxwtxdx
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et la troisième par �tZ



(�tt � l�xx +K2�t + 
utx)�tdx

=

Z



�tt�tdx� l

Z



�xx�tdx+K2

Z



�t�tdx+ 


Z



utx�tdx

=
d

2dt

Z



�2tdx+
d

2dt
l

Z



�2xdx+K2

Z



�2tdx+ 


Z



utx�tdx

en fesant la somme aprés une intégration par partie, on obtient

d

2dt

Z



(u2t +w
2
t +�

2
t +D2w

2
xx+ l�

2
x+D1

�
ux +

1

2
(wx)

2

�2
)dx+K1

Z



w2t dx+K2

Z



�2tdx = 0

d�où

E (t) =
1

2

Z



fu2t + w2t + �2t +D2w
2
xx + l�2x +D1

�
ux +

1

2
(wx)

2

�2
gdx:

Par ailleurs, la dérivée de l�énergie sera donnée par

d

dt
E(t) = �K1

Z



w2t dx�K2

Z



�2tdx < 0; t � 0: (2.2.4)

I l est clair d�après (2:2:4) que le système est dissipatif.

2.2.1 Décroissance exponentielle du système

Dans cette section, nous prouvons notre résultat sur la décroissance exponentielle pour

le système non linéaire ((2:2:1)�(2:2:3)). Nous commençons par l�introduction de quelques

fonctionnelles et par la démonstration de quelques lemmes qui nous seront utiles pour la

suite de ce chapitre.

Tout d�abord, dé�nissons la fonctionnelle suivante :

I1(t) =

Z



(utu+
1

2
wtw +

K1

4
w2)dx; t � 0; (2.2.5)

la dérivée de cette fonction nous fournira les deux termes négatifs

�
Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�2
dx et �

Z



(wxx)
2 dx
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frictionnelle

Lemme 2.2.1 Pour tout "1 > 0, en considérant la fonctionnelle I1 donnée par (2:2:5)

ainsi que les solutions de ((2:2:1)� (2:2:3)), on obtient l�estimation

d

dt
I1(t) � �D1

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�2
dx� D2

2

Z



(wxx)
2 dx (2.2.6)

+

Z



�
u2t +

1

2
w2t

�
dx+ "1

Z



u2xdx+

2

4"1

Z



�2tdx; t � 0;

Preuve. Dérivant la fonction I1 en utilisant la première et la deuxième équation de

(2:2:1) nous obtenonsZ



(utt �D1

�
ux +

1

2
(wx)

2

�
x

+ 
�tx)udx

=

Z



uttudx�D1

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
x

udx+ 


Z



�txudx

=
d

dt

Z



utudx�
Z



u2tdx�
�
(ux +

1

2
w2x)u

�L
0

+D1

Z



(ux +
1

2
w2x)uxdx+ 
[�tu]

L
0 � 


Z



�tuxdx;

de plus Z



(wtt +K1wt �D1

��
ux +

1

2
(wx)

2

�
wx

�
x

+D2wxxxx)
w

2
dx

=

Z



wtt
w

2
dx+K1

Z



wt
w

2
dx�D1

Z



��
ux +

1

2
(wx)

2

�
wx

�
x

w

2
dx

+D2

Z



wxxxx
w

2
dx

=
d

2dt

Z



wtwdx�
1

2

Z



w2t dx+
K1

4

d

dt

Z



w2dx+ (w(ux +
1

2

�
w2x
�
wx)

+
D1

2

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
w2xdx+

D2

2

Z



w2xxdx;

En sommant on obtient

d

dt

Z



(utu+
1

2
wtw +

K1

4
w2)dx

=

Z



u2tdx+
1

2

Z



w2t dx+ 


Z



�tuxdx�
D2

2

Z



w2xxdx

�D1

Z



(ux +
1

2
w2x)uxdx�

D1

2

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
w2xdx
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ou

d

dt
I1(t) =

Z



u2tdx+

Z



�
D1

�
ux +

1

2
(wx)

2

�
x

� 
�tx

�
udx+

1

2

Z



w2t dx

+
1

2

Z



�
D1

��
ux +

1

2
(wx)

2

�
wx

�
x

�D2wxxxx �K1wt

�
wdx+

K1

2

Z



wtwdx

=

Z



u2tdx�D1

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
uxdx+ 


Z



�tuxdx+
1

2

Z



w2t dx

�D1

2

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
w2xdx�

D2

2

Z



(wxx)
2 dx:

Ensuite, l�application de l�inégalité de Young nous donne

d

dt
I1(t) � �D1

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�2
dx� D2

2

Z



(wxx)
2 dx

+

Z



�
u2t +

1

2
w2t

�
dx+ "1

Z



u2xdx+

2

4"1

Z



�2tdx;

d�où le résultat désiré

Lemme 2.2.2 Soit (u;w) solution du système ((2:2:1)� (2:2:3)). Alors, la fonctionnelle

I2 dé�nie par

I2(t) =

Z



�Z x

0

�t (t; y) dy

�
utdx� l

Z



�xudx; t � 0; (2.2.7)

satisfait, pour "2 > 0; l�estimation

d

dt
I2(t) � �


2

Z



u2tdx+ "2

Z



u2xdx+ c1 ("2)

Z



�2tdx (2.2.8)

+"2D
2
1

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
dx+ "2

�
D1u

2
x (L) + �2t (L)

�
;

où

c1 ("2) =
l

4"2
+ 
 +

l2

4"2
+ (

D1

4"2
+


2

4"2
)L+

K2
2

4

L2:
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Preuve. La dérivation de (2:2:7) entraine

d

dt
I2(t) =

Z



�Z x

0

[l�xx �K2�t � 
utx] dy

�
utdx� l

Z



�txudx

�l
Z



�xutdx+

Z



�Z x

0

�t (t; y) dy

��
D1

�
ux +

1

2
(wx)

2

�
x

� 
�tx

�
dx

= �K2

Z



�Z x

0

�t (t; y) dy

�
utdx� 


Z



u2tdx+ 


Z



�2tdx

�D1

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
�tdx+

�Z L

0

�tdx

�
[D1ux (L)� 
�t (L)] + l

Z



�tuxdx;

En appliquant l�inégalité de Young, nous obtenons,

d

dt
I2(t) � �


2

Z



u2tdx+ "2

Z



u2xdx+ c1 ("2)

Z



�2tdx

+"2D
2
1

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
dx+ "2

�
D1u

2
x (L) + �2t (L)

�
;

d�où le résultat.

Maintenant, a�n de traiter les termes frontières dans (2:2:8), nous exploitons la fonc-

tion

q(x) = 2� 4

L
x; x 2 


Lemme 2.2.3 La fonctionnelle I3 dé�nie par

I3(t) =

Z



�tq�xdx+ 


Z



�xquxdx (2.2.9)

+

Z



wtqwxdx+ l

Z



utquxdx;

ainsi que la solution du système ((2:2:1)� (2:2:3)), satisfait l�estimation
d

dt
I3(t) � �

�
�2t (L) + �2t (0)

�
�D1

�
u2x (L) + u2x (0)

�
+
2D1

L

Z



u2xdx (2.2.10)

+

�
6D2

2L
+ k1Cp

�Z



w2xxdx+

�
2l

L
+K2

�Z



�2xdx

+

�
2

L
+K2

�Z



�2tdx+
2

L

Z



u2tdx

+
8D1

L

Z



�
ux +

1

2
w2x

�2
dx+

�
K1 +

2

L

�Z



w2t dx;

où Cp est la constante de Poincaré.
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Preuve. Par une dérivation directe on a :

d

dt

Z



�tq�xdx = l

Z



�xxq�xdx�K2

Z



�tq�xdx

�

Z



utxq�xdx+

Z



�tq�txdx

= �1
2

Z



�2xqxdx�K2

Z



�tq�xdx� 


Z



utxq�xdx

+
1

2
[q�2t ]

x=L
x=0 �

1

2

Z



�2t qxdx

= �
�
�2t (L) + �2t (0)

�
+
2l

L

Z



�2xdx+
2

L

Z



�2tdx

�K2

Z



�tq�xdx� 


Z



utxq�xdx;

de même, nous avons

d

dt

Z



utquxdx = D1

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
x

quxdx

�

Z



�txquxdx+

Z



utqutxdx

= D1

Z



uxxquxdx+D1

Z



wxwxxquxdx




Z



�txquxdx+

Z



utqutxdx

=
D1

2
[qu2x]

x=L
x=0 �

D1

2

Z



qxu
2
xdx+D1

Z



wxwxxquxdx

�

Z



�txquxdx�
1

2

Z



qxu
2
tdx

�D1

�
u2x(L) + u2x(0)

�
� 2D1

L

Z



u2xdx

+D1

Z



wxwxxquxdx� 


Z



�txquxdx+
2

L

Z



u2tdx:
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De plus,

d

dt

Z



wtqwxdx = �K1

Z



wtqwxdx+D1

Z



��
ux +

1

2
(wx)

2

�
wx

�
x

qwxdx

�D2

Z



wxxxxqwxdx+

Z



wtqwtxdx

= �K1

Z



wtqwxdx�D1

Z



��
ux +

1

2
(wx)

2

�
wx

�
(qxwx + qwxx) dx

+D2

Z



wxxx (qxwx + qwxx) dx+
1

2
[qw2t ]

x=L
x=0 �

l

2

Z



qxw
2
t dx

= �K1

Z



wtqwxdx+
4D1

L

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
w2xdx

�D1

Z



wxwxxquxdx�
D1

2

Z



w2xwxqwxxdx�
4D2

L

Z



wxxxwxdx

�D2

�
w2xx (L) + w2xx (0)

�
+
2D2

L

Z



w2xxdx�
�
w2t (L) + w2t (0)

�
+
2

L

Z



w2t dx

= �K1

Z



wtqwxdx+
4D1

L

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
w2xdx

�D1

Z



wxwxxquxdx�
D1

2L

Z



w4xdx�D2

�
w2xx (L) + w2xx (0)

�
+
6D2

L

Z



w2xxdx�
�
w2t (L) + w2t (0)

�
+
2

L

Z



w2t dx

En�n, d�après les trois relations précédentes et l�égalité suivante



d

dt

Z



�xquxdx = 


Z



�txquxdx+ 


Z



�xqutxdx;

on obtient,

d

dt
I3(t) � �

�
�2t (L) + �2t (0)

�
�D1

�
u2x(L) + u2x(0)

�
�
�
w2t (L) + w2t (0)

�
�D2

�
w2xx (L) + w2xx (0)

�
+
2l

L

Z



�2xdx+
2

L

Z



�2tdx

�K2

Z



�tq�xdx+
4D1

L

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
w2xdx

+
2D1

L

Z



u2xdx+
2

L

Z



u2tdx+K1

Z



wtqwxdx

�D1
2L

Z



w4xdx+
6D2

L

Z



w2xxdx+
2

L

Z



w2t dx

Nous concluons par l�utilisation des inégalités de Young et de Poincaré.
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Lemme 2.2.4 La fonctionnelle I4 dé�nie par

I4(t) =

Z



�
�t� +K2�

2 + 
ux�
�
dx; t � 0; (2.2.11)

ainsi que la solution du système ((2:2:1)� (2:2:3)), satisfait pour tout "2 > 0; l�estimation

suivante :

d

dt
I4(t) � �l

Z



�2xdx+ "2

Z



u2xdx+

�
1 +


2

4"2

�Z



�2tdx; t � 0 (2.2.12)

Preuve. Intégrant par parties, nous obtenons

d

dt
I4(t) =

Z



�2tdx� l

Z



�2xdx+ 


Z



ux�tdx

= +

Z



�2tdx� l

Z



�2xdx+ 


Z



ux�tdx;

Grace à l�inégalité de Young, on a




Z



ux�tdx � "2

Z



u2xdx+



4"2

Z



�2tdx;

ainsi,
d

dt
I4(t) � �l

Z



�2xdx+ "2

Z



u2xdx+

�
1 +




4"2

�Z



�2tdx:

Maintenant, pour établir le résultat principal de ce travail, on introduit la fonctionnelle

de Lyapunov

F (t) = NE(t) +



4
I1 + I2 + "2I3 + I4; t � 0: (2.2.13)

Théorème 2.2.2 Supposons que les données initiales sont dans V: Alors, l�énergie E (t)

décroit exponentiellement, i.e, il existe deux constante positive C and d indépendamment

des données initiales de telle sorte que

E (t) � CE (0) e�dt; 8t � 0: (2.2.14)
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Preuve. En tenant compte de (2:2:4); (2:2:6); (2:2:8); (2:2:10); (2:2:12) et de la relationZ



u2xdx =

Z



�
ux +

1

2

�
w2x
�
� 1
2

�
w2x
��2

dx

� 2

Z



�
ux +

1

2

�
w2x
��2

dx+
1

2

Z



w4xdx

� 2

Z



�
ux +

1

2

�
w2x
��2

dx+
L

4

Z



w2xxdx;

nous obtenons

d

dt
F (t) �

�
�
NK1 � 


8
� "2

�
K1 +

2
L

�� R


w2t dx

�
h
NK2 �

�
1 + 
2

4"2

�
� "2

�
2
L
+K2

�
� c1("2)� 
3

16"1

i R


�2tdx

�
�
l � "2

�
2l
L
+K2

�� R


�2xdx

�
�


4
� 2"2

L

� R


u2tdx

�
�


4
D1 � "2

�
D2
1 +

12D1
L
+ 4
�
� 


2
"1
� R




�
ux +

1
2
(wx)

2�2 dx
�
�

D2
8
� "2

�
6D2
L
+K1Cp) + "2

L
2
(1 + D1

L

�
� 
L

16
"1
� R



(wxx)

2 dx

(2.2.15)

Ici, nous devons choisir nos coe¢ cients d�une manière appropriée.

Tout d�abord, nous choisissons

"2 < min

 



8
D1

�
D2
1 +

12D1

L
+ 4

��1
; l

�
2l

L
+K2

��1
;

L

8
;

D2

16

�
6D2

L
+K1Cp +

L

2
+
D1

2

��1!
:

Ensuite, nous prenons "1 assez petit tel que

"1 < min

�
D1

4
;
D2

L

�
:

En�n, nous choisissons N assez grand pour que

N > max

�
K�1
2

�

3

16"1
+ c1("2) + "2(

2

L
+K2) + (


2

4"2
+ 1)

�
; K�1

1

�



8
+ "2(K1 +

2

L
)

��
:

Par conséquent, (2:2:15) prend la forme

F 0(t) � ��
Z



fu2t + w2t + �2t + w2xx + �2x +

�
ux +

1

2
(wx)

2

�2
gdx: (2.2.16)

� �CE(t); 8t � t0;

pour certaines constantes positives � et C. Aussi, on peut véri�er que

�2E (t) � F (t) � �1E (t) ; (2.2.17)
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pour certaines constantes positives �1 et �2. La combinaison de (2:2:16) avec le membre

de droite de (2:2:17), nous donne

F 0 (t) � �dF (t) ; 8t � t0; (2.2.18)

pour une certaine constante d positive. Ensuite, une simple intégration de (2:2:18)

donne

F (t) � F (0) e�dt; 8t � t0:

D�où le résultat désiré.
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CHAPITRE

3 Stabilité générale de la

poutre de von Kármán

avec dissipations

viscoélastique et thermale

3.1 Position du problème

Le comportement asymptotique du couplage entre les phénomènes élastiques et ther-

miques a été étudié par plusieurs auteurs. La plupart de leurs résultats concernent le cas

linéaire, voir [5; 9]. Ils ont montré que les plaques de modèles linéaires thermoélastiques

(couplage de plaque et chaleur) et le système thermoélastique linéaire standard (couplage

entre les équations d�onde et la chaleur) ont des propriétés di¤érentes. Le premier modèle

est toujours stable exponentiellement d�une certaine manière (c�est à dire l�énergie tend

vers zéro de façon exponentielle lorsque le temps s�approche de l�in�ni), tandis que le

second modèle n�a cette propriété que dans certains cas. Contrairement au cas linéaire,

le modèle de von Kármán est adapté aux déplacements transversaux ainsi qu�aux dépla-

cements longitudinaux pour les corps minces vibrants à grande déviation. Les résultats

de divers modèles non linéaires ont été obtenus dans [24; 32; 36]. Pour le cas unidimen-

sionnel d�une poutre de von Kármán avec e¤et thermique, récemment, Djebabla et Tatar

30



3.2. Résultat principal

[7] ont construit une fonctionnelle appropriée de Lyapunov et ont prouvé la décroissance

exponentielle en utilisant la méthode des multiplicateurs

Dans le présent travail, nous décrivons le modèle mathématique de la poutre non

linéaire de longueur L �xée aux points d�extrémité, avec u(x; t) et w(x; t) décrivant les

déplacements transversal et longitudinal respectivement d�un point générique. La fonction

� (x; t) décrit la température a¤ectant le déplacement transversal. Plus précisément, nous

considérons le système suivant :8>>><>>>:
utt � k

�
ux +

1
2
(wx)

2�
x
+ 
�tx = 0;

wtt + �wt � k
��
ux +

1
2
(wx)

2�wx�x + �wxxxx = 0;

�tt � l�xx + �
R t
0
g(t� s)�xx(s)ds+ 
utx = 0 ;

(3.1.1)

dans (0; L) � (0;1). Les coe¢ cients k; 
, �, �, l et � sont des constantes positives.

Nous considérons le système (3:1:1) avec des conditions aux limites de Dirichlet pour u,

Neumann-Dirichlet pour w et Neumann pour � :8<: u(0; :) = u(L; :) = w(0; :) = w(L; :) = 0;

wx(0; :) = wx(L; :) = �x(0; :) = �x(L; :) = 0; t > 0;
(3.1.2)

aussi nous considérons les conditions initiales suivantes :8<: u (:; 0) = u0; ut (:; 0) = u1; w (:; 0) = w0;

wt (:; 0) = w1; � (:; 0) = �0; �t (:; 0) = �1:
(3.1.3)

Avant, d�exhiber le résultat de ce chapitre consacré essentiellement à la preuve du

résultat de la décroissance des solutions énergies du système ((3:1:1) � (3:1:3)), nous

commençons par introduire quelques hypothèses, des fonctionnelles et des résultats donnés

par des lemmes qui nous seront utiles pour la suite de ce chapitre.

3.2 Résultat principal

Dans cette section, nous présentons nos hypothèses et nous établissons, sans démons-

tration, un résultat d�existence globale. Concernant la fonction de relaxation g; nous

supposons :
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(H1) g : R+ ! R+ est une fonction di¤érentiable satisfaisant

g(0) > 0; � = l � �

Z 1

0

g(s)ds = l � �g > 0:

(H2) Il existe une fonction di¤érentiable et décroissante :& : R+ ! R+ satisfaisant

g0(t) � �& (t) g(t); 8t � 0:

Dans toute la suite, c0 sera une constante positive générique et nous utilisons aussi les

notations suivantes

(g � v) (t) =
Z t

0

g(t� s)v(s)ds; (3.2.1)

(g}v) (t) =
Z t

0

g(t� s) (v(t)� v(s)) ds; (3.2.2)

(g � v) (t) =
Z t

0

g(t� s) (v(t)� v(s))2 ds (3.2.3)

pour tout v 2 L2 (
).où 
 = (0; L)

Le problème bien posé de ((3:1:1)� (3:1:3)) est établi dans la proposition suivante.

Proposition 3.2.1 [24] Soit ((u0; u1) ; (w0; w1) ; (�0; �1)) 2 V où

V = (H1
0 (0; L)� L2 (0; L))� (H2

0 (0; L)� L2 (0; L))� (H1 (0; L)� L2 (0; L)),

Supposons que (H1) et (H2) sont satisfaites. Alors le système ((3:1:1)� (3:1:3)) admet

une unique solution globale

(u; ut; w; wt; �; �t) 2 C([0;1[ ;V ),

Maintenant, nous introduisons l�énergie du premier ordre du problème ((3:1:1)� (3:1:3))

donnée par

E (t) =
1

2

Z



fu2t + w2t + �2t + �w2xx +

�
l � �

Z t

0

g(s)ds

�
�2x

+ k

�
ux +

1

2
(wx)

2

�2
gdx+ �

2

Z



(go�x) dx: (3.2.4)
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Proposition 3.2.2 Sous les hypothèses (H1) et (H2), nous avonsZ



�t

Z t

0

g(t� s)�xx(t)dsdx = �
1

2

Z



(g0o�x) dx+
1

2
g(t)

Z



�2xdx

+
1

2

d

dt

�Z



(go�x) dx�
�Z t

0

g(s)ds

�Z



�2x(t)dx

�
; 8t � 0: (3.2.5)

Supposons que (H1) est satisfaite.Alors, il existe une constante positive c0 tel queZ



�Z t

0

g(t� s) (v(t)� v(s)) ds

�2
dx � c0

Z



(gov) dx;

pour tout v 2 L2 (
) :

Preuve. Intégrant par parties et utilisant les conditions aux limites, nous obtenonsZ



�t

Z t

0

g(t� s)�xx (s) dsdx = �
�Z t

0

g(s)ds

�Z



�2x (t) dx

+

Z



�tx

Z t

0

g(t� s) [�x (t)� �x (s)] dsdx

=
1

2

d

dt

�Z



(go�x) dx�
�Z t

0

g(s)ds

�Z



�2x (t) dx

�
�1
2

Z



(g0o�x) dx+
1

2
g(t)

Z



�2x (t) dx:

D�après l�inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avonsZ



�Z t

0

g(t� s) (v(t)� v(s)) ds

�2
dx

=

Z



�Z t

0

g
1
2 (t� s) g

1
2 (t� s) (v (t)� v (s)) ds

�2
dx

�
Z



"�Z t

0

g (t� s) ds

� 1
2
Z



�Z t

0

g (t� s) (v (t)� v (s))2 dsdx

� 1
2

#2
� c0

Z



(gov) dx;

ce qui prouve l�assertion de la proposition

Lemme 3.2.1 Il existe c0; constante positive, telle queZ



(l�x � � (g � �x))2 dx � c0

�Z



�2xdx+

Z



(go�x) dx

�
; t � 0:
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Preuve. En utilisant le fait que (a2 � b2) � 2a2 + 2b2 , on aZ



(l�x � � (g � �x))2 dx � 2l2
Z



�2xdx+ 2�
2

Z



(g � �x)2 dx

� 2l2
Z



�2xdx+ 2�
2

Z



Z t

0

g(t� s) (�x(t)� �x(s)� �x(t))
2 dsdx

�
 
2l2 + 4�2

�Z t

0

g(t� s)ds

�2!Z



�2xdx+ 4�
2

Z



(g}�x)2 dx

� c0

�Z



�2xdx+

Z



(go�x) dx

�
:

Notre résultat principal est le suivant.

Théorème 3.2.1 Etant donné ((u0; u1) ; (w0; w1) ; (�0; �1)) 2 V . Supposons que (H1) et

(H2) sont véri�ées. Alors, il existe deux constantes positives d1 et d2 telles que l�énergie

de la solution du système ((3:1:1)� (3:1:3)) véri�e

E(t) � d1 exp(�d2
tZ

t0

& (s) ds); 8t � t0: (3.2.6)

3.3 Preuve du résultat principal

Dans cette section nous établissons et prouvons notre résultat sur la décroissance expo-

nentielle pour le système non linéaire ((3:1:1)� (3:1:3)). Nous commençons par introduire

quelques fonctionnelles et établir des résultats préliminaires sous forme de lemmes.

Lemme 3.3.1 Sous les hypothèses (H1) et (H2), pour toute solution du système ((3:1:1)�

(3:1:3)), l�énergie véri�e

d

dt
E(t) = ��

Z



w2t dx�
�

2
g(t)

Z



�2xdx+
�

2

Z



(g0o�x) dx; t � 0: (3.3.1)

Preuve. La multiplication de la première équation du système ((3:1:1)� (3:1:3)) par

ut, la seconde par wt et la troisième par �t, puis, utilisant l�intégration par parties sur

(0; L) ainsi que la relation (3:2:5), nous obtenons la relation (3:3:1) pour toute solution

régulière.
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Lemme 3.3.2 Pour tout "1 > 0; la fonctionnelle I1 dé�nie par

I1(t) =

Z



(utu+
1

2
wtw +

�

4
w2)dx; t � 0; (3.3.2)

véri�e l�estimation suivante :

d

dt
I1(t) � �k

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�2
dx� �

2

Z



(wxx)
2 dx (3.3.3)

+

Z



�
u2t +

1

2
w2t

�
dx+ "1

Z



u2xdx+

2

4"1

Z



�2tdx;

pour tout t � 0.

Preuve. En dérivant la fonctionnelle I1 et en utilisant la première et la deuxième

équation du système ((3:1:1)� (3:1:3)), nous obtenons
d

dt
I1(t) =

Z



u2tdx+

Z



�
k

�
ux +

1

2
(wx)

2

�
x

� 
�tx

�
udx+

1

2

Z



w2t dx

+
1

2

Z



�
k

��
ux +

1

2
(wx)

2

�
wx

�
x

� �wxxxx � �wt

�
wdx+

�

2

Z



wtwdx

=

Z



u2tdx� k

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
uxdx+ 


Z



�tuxdx+
1

2

Z



w2t dx

�k
2

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
w2xdx�

�

2

Z



(wxx)
2 dx:

Puis, grace à l�inégalité de Young, on a,

d

dt
I1(t) � �k

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�2
dx� �

2

Z



(wxx)
2 dx

+

Z



�
u2t +

1

2
w2t

�
dx+ "1

Z



u2xdx+

2

4"1

Z



�2tdx:

D�où le résultat (3:3:3).

Lemme 3.3.3 Pour tout "2 > 0; la fonctionnelle I2 dé�nie par

I2(t) =
R



�R x
0
�t (t; y) dy

�
utdx� l

R


�xudx; t � 0; (3.3.4)

véri�e, pour toute solution du système ((3:1:1)� (3:1:3)), l�estimation
d

dt
I2(t) � �


2

Z



u2tdx+ "2

Z



u2xdx+ c0

�
1 +

1

"2

�Z



�2tdx (3.3.5)

+c0

Z



(go�x) dx+ "2k

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
dx

+c0

Z



�2xdx+ "2
�
ku2x (L)� 
�2t (L)

�
;
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Preuve. La dérivée de la fonctionnelle I2 donne

d

dt
I2(t) =

Z



�Z x

0

�
l�xx � �

Z t

0

g(t� s)�xx(s)ds� 
utx

�
ds

�
utdx

+

Z



�Z x

0

�t (t; y) dy

��
k

�
ux +

1

2
(wx)

2

�
x

� 
�tx

�
dx

+l

Z



�tuxdx� l

Z



�xutdx

= ��
Z



�Z t

0

g(t� s) (�x(t)� �x(s)� �x(t)) ds

�
utdx

�

Z



u2tdx+ 


Z



�2tdx� k

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
�tdx

+

�Z L

0

�tdx

�
[kux (L)� 
�t (L)] + l

Z



�tuxdx:

Nous estimons maintenant le premier terme de la dernière identité. En utilisant l�inégalité

de Young,

��
Z



�Z t

0

g(t� s) (�x(t)� �x(s)� �x(t)) ds

�
utdx

� �2

2


Z



Z t

0

g(t� s) (�x(t)� �x(s)� �x(t))
2 dsdx+




2

Z



u2tdx

� �2




Z



(go�x) dx+
�2




�Z t

0

g(s)ds

�Z



�2xdx+



2

Z



u2tdx

� c0

Z



(go�x) dx+ c0

Z



�2xdx+



2

Z



u2tdx:

D�où le résultat désiré.

A�n d�éliminer les termes de la frontière apparaissant dans (3:3:5) nous utilisons la

fonction

q(x) = 2� 4

L
x; x 2 
;

qui satisfait

q(L) = �q(0) = �2

et nous prouvons le lemme suivant.

Lemme 3.3.4 La fonctionnelle I3 dé�nie par

I3(t) =

Z



(�t + 
ux) q

�
l�x � �(

Z t

0

g(t� s)�x(s)ds)

�
dx
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3.3. Preuve du résultat principal

+

Z



wtqwxdx+ l

Z



utquxdx; t � 0; (3.3.6)

véri�e, pour toute solution du système ((3:1:1)� (3:1:3)), l�estimation
d

dt
I3(t) � �

�
�2t (L) + �2t (0)

�
� k

�
u2x (L) + u2x (0)

�
(3.3.7)

+

�
6�

2L
+ kCp

�Z



w2xxdx+

�
2l

L
+ �

�Z



�2xdx

+

�
2

L
+ �

�Z



�2tdx+
2k

L

Z



u2xdx+
2

L

Z



u2tdx

+
8k

L

Z



�
ux +

1

2
w2x

�2
dx+

�
k +

2

L

�Z



w2t dx

+c0

Z



(go�x)dx� c0

Z



(g0o�x)dx;

pour tout t � 0; où Cp est la constante de Poincaré.

Preuve. La dérivée de I3 nous donne

d

dt
I3(t) =

d

dt

Z



(�t + 
ux) q

�
l�x � �(

Z t

0

g(t� s)�x(s)ds)

�
dx (3.3.8)

=

Z



�
l�xx � �

Z t

0

g(t� s)�xx(s)ds

�
q

�
l�x � �(

Z t

0

g(t� s)�x(s)ds)

�
dx

+l

Z



�tq�txdx� �

Z



�tq(

Z t

0

g(t� s)�x(s)ds)tdx

+
l

Z



uxq�txdx� �


Z



uxq(

Z t

0

g(t� s)�x(s)ds)tdx;

et par une simple intégration par parties, nous obtenons

d

dt

Z



(�t + 
ux) q

�
l�x � �(

Z t

0

g(t� s)�x(s)ds)

�
dx

= �1
2

Z



qx (l�x � � (g � �x))2 dx�
l

2

Z



qx�
2
tdx

+
l

2

�
q�2t
�x=0
x=L

� �

Z



�tq (g�x � (g0}�x)) dx

+
l

Z



uxq�txdx� �


Z



uxq (g�x � (g0}�x)) dx

=
2

L

Z



�
l�x � �(

Z t

0

g(t� s)�x(s)ds)

�2
dx+

2l

L

Z



�2tdx

�
�
�2t (L) + �2t (0)

�
� �

Z



�tq (g�x � (g0}�x)) dx

+
l

Z



uxq�txdx� �


Z



uxq (g�x � (g0}�x)) dx:
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De même, on a

l
d

dt

Z



wtqwxdx = +kl

Z



��
ux +

1

2
(wx)

2

�
wx

�
x

qwxdx

�� l
Z



wtqwxdx� �l

Z



wxxxxqwxdx+ l

Z



wtqwtxdx

= �kl
Z



��
ux +

1

2
(wx)

2

�
wx

�
(qxwx + qwxx) dx� � l

Z



wtqwxdx

+�l

Z



wxxx (qxwx + qwxx) dx�
l

2

Z



qxw
2
t dx

= +
4kl

L

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
w2xdx�

kl

2

Z



w2xwxqwxxdx

�kl
Z



wxwxxquxdx� � l

Z



wtqwx �
4�l

L

Z



wxxxwxdx

+�l

Z



wxxxqwxxdx+
2l

L

Z



w2t dx

Ainsi, de la relation,

�kl
2

Z



w2xwxqwxxdx = �kl
4

Z



(wx)
2 q
�
(wx)

2�
x
dx

= � kl

2L

Z



w4xdx;

et

+�l

Z



wxxxqwxxdx = +
2�l

L

Z



w2xxdx� �l
�
w2xx (L) + w2xx (L)

�
� +

2�l

L

Z



w2xxdx;

nous déduisons

l
d

dt

Z



wtqwxdx � +
4kl

L

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
w2xdx (3.3.9)

�kl
Z



wxwxxquxdx�
kl

2L

Z



w4xdx+
2�l

L

Z



w2xxdx

+
2l

L

Z



w2t dx� � l

Z



wtqwxdx:
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Aussi, on a

l
d

dt

Z



utquxdx = kl

Z



uxxquxdx+ kl

Z



wxwxxquxdx (3.3.10)

�
l
Z



�txquxdx+ l

Z



utqutxdx

= �kl
�
u2x(L) + u2x(0)

�
+
2kl

L

Z



u2xdx� 
l

Z



�txquxdx

+kl

Z



wxwxxquxdx+
2l

L

Z



u2tdx:

Ainsi, d�après les trois relations précédentes ((3:3:8)� (3:3:10)); on obtient,

d

dt
I3(t) � 2

L

Z



(l�x � � (g � �x))2 dx+
2l

L

Z



�2tdx

�
�
�2t (L) + �2t (0)

�
� �

Z



�tq (g�x � (g0}�x)) dx

��

Z



uxq (g�x � (g0}�x)) dx+
2l

L

Z



w2t dx

�� l
Z



wtqwx +
4kl

L

Z



�
ux +

1

2
(wx)

2

�
w2xdx+

6�l

L

Z



w2xxdx

�kl
�
u2x(L) + u2x(0)

�
+
2kl

L

Z



u2xdx+
2l

L

Z



u2tdx:

Le résultat s�en déduit d�après les inégalités de Young et de Poincaré,

Lemme 3.3.5 La fonctionnelle I4 dé�nie par

I4(t) =

Z



(�t� + 
ux�) dx; t � 0; (3.3.11)

véri�e, pour toute solution du système ((3:1:1)� (3:1:3)) et pour tout "2 > 0; l�estimation

suivante :

d

dt
I4(t) � ��

2

Z



�2xdx+ "2

Z



u2xdx (3.3.12)

+

�
1 +


2

4"2

�Z



�2tdx + c0

Z



(go�x) dx;

39



3.3. Preuve du résultat principal

Preuve. En dérivant la fonctionnelle I4 et après en intégrant par parties, nous obte-

nons

d

dt
I4(t) =

Z



�2tdx� l

Z



�2xdx

+�

Z



�Z t

0

g(t� s)�x(s)ds

�
�xdx+ 


Z



ux�tdx

=

Z



�2tdx� l

Z



�2xdx+ �

�Z t

0

g(s)ds

�Z



�2xdx

��
Z



Z t

0

g(t� s) (�x(t)� �x(s)) �xdx+ 


Z



ux�tdx:

Ensuite, comptenu de l�inégalité de Young, nous aurons, pour � > 0,

��
Z



Z t

0

g(t� s) (�x(t)� �x(s)) �xdx

� �

Z



�2xdx+
�2

4�

�Z t

0

g(s)ds

�Z



(go�x) dx:

Aussi pour "2 > 0;




Z



ux�tdx � "2

Z



u2xdx+

2

4"2

Z



�2tdx;

on en déduit,

d

dt
I4(t) � � (�� �)

Z



�2xdx+ "2

Z



u2xdx

+

 
1 +


2

4"2

!Z



�2tdx+
�2

4�

�Z t

0

g(s)ds

�Z



(go�x) dx:

La relation (3:3:12) s�en déduit en prenant � = �
2
:

Lemme 3.3.6 La fonctionnelle I5 dé�nie par

I5(t) = �
Z



�t (g � �) dx; t � 0: (3.3.13)

véri�e, pour toute solution du système ((3:1:1)�(3:1:3)) et pour tous �; "2 > 0; l�estimation

suivante

d

dt
I5(t) � �(

Z t

0

g(s)ds� �)

Z



�2tdx+ c0"2

Z



�2xdx+ "2.
Z



u2tdx (3.3.14)

�c0
�

Z



(g
0
o�x)dx+ c0("2 +

1

"2
) (go�x) (t) ;
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Preuve. La dérivation de I5 donne

d

dt
I5(t) = �

Z



�tt (g � �) dx�
Z



�t (g � �)t dx

=

Z



�
�l�xx + �

Z t

0

g(t� s)�xx(s)ds+ 
utx

�
(g � �) dx

�(
Z t

0

g(s)ds)

Z



�2tdx�
Z



�t(g
0 � �x)dx

intégrons par parties, on obtient

d

dt
I5(t) = l

Z



�x(g � �x)dx� �

Z



(

Z t

0

g(t� s)�x(s)ds) (g � �x) dx

�

Z



ut (g � �x) dx� (
Z t

0

g(s)ds)

Z



�2tdx�
Z



�t(g
0 � �)dx.

Maintenant, nous allons estimer les termes de cette dernière identité, en utilisant les

inégalités de Young et de Poincaré. Ainsi, on obtient, pour tout � > 0,

�
Z



�t (g
0 � �) dx � �

Z



�2tdx�
c0
�

Z



(g0o�x)dx:

De même, nous avons pour "2 > 0,

�

Z



ut (g � �x) dx � "2.
Z



u2tdx+
c0
"2

Z



(go�x)dx;

l

Z



�x(g � �x)dx � "2

Z



�2xdx+
c0
"2

Z



(go�x)dx:

Finalement, on obtient

��
Z



(

Z t

0

g(t� s)�x(s)ds) (g � �) dx

� "2
2

Z



(

Z t

0

g(t� s)(�x(s)� �x(t) + �x(t))
2dx

+
1

2"2

Z



(

Z t

0

g(t� s)(�x(t)� �x(s))
2dx

� c0"2

Z



�2xdx+ ("2 +
1

2"2
)

Z



(g � �)2 dx

� c0"2

Z



�2xdx+ c0("2 +
1

"2
)

Z



(go�x) dx;

ce qui prouve le lemme.

Passons à la démonstration du Théorème
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Preuve. Pour N1; N2; N > 0, nous dé�nissons la fonctionnelle de Lyapunov par

F (t) = NE(t) +



4
I1 + I2 + "2I3 +N1I4 +N2I5; t � 0; (3.3.15)

et en tenant compte de (3:3:1), (3:3:3), (3:3:5); (3:3:7); (3:3:12),(3:3:14) et de la relationZ



u2xdx =

Z



�
ux +

1

2

�
w2x
�
� 1
2

�
w2x
��2

dx

� 2

Z



�
ux +

1

2

�
w2x
��2

dx+
1

2

Z



w4xdx

� 2

Z



�
ux +

1

2

�
w2x
��2

dx+
L

4

Z



w2xxdx;

nous obtenons

d

dt
F (t) �

�
�
N� � 


8
� "2

�
k + 2

L

�� R


w2t dx

�
h
N2(
R t
0
g (s) ds� �)�N1

�
1 + 


4"2

�
� "2

�
2
L
+ �
�
� c0

�
1 + 1

"2

�
� 
3

16"1

i R


�2tdx

�
�
�N1
2
� "2

�
N2c0 +

2l
L
+ �
�
� c0

� R


�2xdx

�
�


4
� "2

�
N2 +

2
L

�� R


u2tdx

�
�


4
k � "2

�
k + 12k

L
+ 2 + 2N1

�
� 


2
"1
� R




�
ux +

1
2
(wx)

2�2 dx
�
�

�
8
� "2

�
6�
2L
+ kCp +

k
2
+ L

4
+ L

4
N1
�
� 
L

16
"1
� R



(wxx)

2 dx

+
�
N �

2
� c0

�
N2 � "2c0

� R


(g

0
o�x)dx

+
h
N2c0("2 +

1
"2
) +N1c0 + "2c0 + c0

i R


(go�x) dx:

(3.3.16)

Puisque g est continue positive et g(0) > 0, alors, pour tout t0 > 0, nous avonsZ t

0

g (s) ds �
Z t0

0

g (s) ds = g0; 8t � t0:

Tout d�abord, on suppose que 
 = 1
2N2

:

Ensuite, on choisit

"1 < min

�
1

4
k;



L

�
;

et

"2 < min

 



8

�
N2 +

2

L

��1
;

k

8

�
k +

12k

L
+ 2 + 2N1

��1
;

�

24

�
6�

2L
+ kCp +

k

2
+
L

4
+
L

4
N1

��1!
:

42



3.3. Preuve du résultat principal

Maintenant, nous prenons N1 su¢ samment grand tel que

�N1
2
� "2

�
N2c0 +

2l

L
+ �

�
� c0 > 0:

Ensuite, nous choisissons N2 grand pour que

N2g0 �
1

2
�N1

�
1 +




4"2

�
� "2

�
2

L
+ �

�
� c0

�
1 +

1

"2

�
� 
3

16"1
> 0:

En�n, nous choisissons N assez grand pour que

N� � 


8
� "2

�
k +

2

L

�
> 0;

et

N
�

2
� c0N

2
2 � "2c0 > 0:

Par conséquent, l�inégalité (3:3:16) devient

F 0(t) � �CE(t) + �

Z



(go�x) dx; 8t � t0; (3.3.17)

où C; � sont deux constantes positives.

En multipliant (3:3:17) par &(t) et l�utilisation des hypothèses (H1) et (H2),nous arrivons

à

& (t)F 0 (t) � �C& (t)E (t) + �& (t)

Z



(go�x) (t)

� �C� (t)E (t)� c (g0o�x) (t)

� �C& (t)E (t)� cE 0 (t) ;

qu�on écrit

[& (t)F (t) + cE (t)]0 � & 0 (t)F (t) � �C& (t)E (t) ; 8t � t0:

Maintenant, en utilisant le fait que & 0 (t) � 0; on obtient

(& (t)F (t) + cE (t))0 � �C& (t)E (t) ; 8t � t0:

Aussi, en notant que

R (t) = & (t)F (t) + cE (t) � E (t) ;
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3.3. Preuve du résultat principal

nous obtenons, pour une constante positive �;

R0 (t) � ��& (t)R (t) ; 8t � t0: (3.3.18)

d�après une intégration simple

E(t) � d1 exp(�d2
tZ

t0

& (s) ds); 8t � t0: (3.3.19)

D�où le résultat
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Conclusion

Dans cette thèse, nous avons amélioré le résultat prouvé dans le chapitre 2 dont le but

est d�obtenir une estimation de l�énergie pour la poutre non linéaire de von Kármán avec

deux dissipations, thermale et de frictionnelle. En utilisant la méthode des multiplicateurs

on a démontré la décroissance générale énergies des solutions . Cette amélioration c�est

traduite par l�introduction d�un amortissement plus faible encore à savoir, la dissipation

viscoélastique dans la troisième équation. Toujours en moyennant la méthode de éner-

gie nous avons démontré que lorsque le noyau décroit d�une manière générale, alors les

solutions énergies tendent vers zéro d�une manière générale aussi.
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