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Résumé

Dans cette thése, on s’intéresse a I’étude de la stabilisation de la poutre de von Karman.
Cette théorie est en fait, une amélioration de la théorie d’Euler-Bernoulli qui consiste &
traiter un probléme de la mécanique vibratoire dans le cas ou l'inertie de rotation et le
cisaillement transversal sont assez significatifs. Ces vibrations sont naturellement indési-
rables en raison pour leur endommagement et aussi pour leur nature détruisante. Pour
cela, des amortissements de différents types ont été élaborés et incorporés directement
dans le systéme, ce qui explique 'ajout de certains termes (termes dissipatifs) dans les
équations ou bien sur la frontiére. Les amortissements les plus familiers sont les amortis-
sements de friction et les amortissements viscoélastiques. Ainsi, cette théorie a été d’un
intérét certain et a conduit & 'obtention de plusieurs résultats concernant 1’existence et
le comportement asymptotique des solutions. En particulier, I’étude de la stabilisation
exponentielle ou polynomiale a fait I’objet de plusieurs publications.

Dans ce travail, nous utilisons la technique des multiplicateurs qui se base sur la
construction d’une fonctionnelle de Lyapunov pour montrer la stabilisation exponentielle

d’un systéme de von Kdrmén en s’inspirant de la théorie de Green et Naghdi.

Mots-clés : Systéme de von Kérmaéan, décroissance exponentielle, fonctionnelle de

Lyapunov, effet thermal et dissipation thermo-viscoélastique.
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Abstract

In this thesis, we are interested in the study of the stabilization of the beam of von
Karman. This theory is in fact an improvement of the Euler-Bernoulli theory which is
one of the subjects of the vibratory mechanics used in the case where the rotational
inertia and transverse shear are significant. These vibrations are naturally undesirable
because of their damage and their destroying nature. For this purpose, various types of
damping have been developed and incorporated directly into the system, which explains
the addition of certain terms (dissipative terms) in the equations or on the boundary (or
part of the boundary). The most common depreciation is the friction damping, viscoelastic
depreciation (both are low) and depreciation of the strong type. As a result, this theory
has stimulated many interests and many results concerning the existence and asymptotic
behavior of the solutions have been obtained. In particular, the study of exponential or
polynomial stabilization has been the subject of several publications.

In this work, one uses the technique of multipliers which is based on the construction
of a Lyapunov functional to show the exponential stabilization of one of the von Kéarm&n

system following the theory of Green and Naghdi.

Keywords : Von Kdrmén system, exponential decay, Lyapunov functional, thermal

effect and thermo-viscoélastic damping.
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Imed
Zone de texte
  في الواقع هذه لنظرية تحسن .von Kármán في هذه الأطروحة نركز على استقرارعارضة  
التي تخص إشكالات الاهتزازات الميكانيكية المستخدمة في حالة Euler-Bernoulli  نظرية 
  العطالة الدورانية والانقطاعات العرضية. هذه الاهتزازات ذات طبيعة غير مرغوب فيها بسبب أضرارها. ولهذا تم تطوير ودمج المخفضات ذات أنواع مختلفة مباشرة في النظام، وهو ما يفسر إضافة بعض الأطراف المبددة في المعادلات أو على الحافة
 المخفضات المعروفة هي مخفضات الاحتكاك والمخفضات اللزجة كلاهما من النوع الضعيف.كما يوجد مخفضات من النوع القوي. لذلك، هذه النظرية قد حفزت الكثير من الاهتمام والكثير من النتائج بشأن الوجود وسلوك التقارب. على وجه الخصوص دراسة الاستقرار الأسي أو الكثير الحدودي التي كانت اهتمام العديد من المنشورات
  Lyaponov في هذا العمل نستخدم الطريقة الطاقوية التي تقوم على أساس بناء تابعية 
.Green و Naghdi وفقا لنظرية von Kármán لبيان الاستقرار الأسي لنظام 
 
Lyaponov تابعيةّ ، von Kármán كلمات مفتاحية: نظام 
تأثير الحراري ، التناقص الأسي 
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Introduction

Dans le domaine de l'ingénierie, le phénoméne des vibrations apparait pratiquement
dans toutes les structures mécaniques, plusieurs types de ces vibrations sont indésirables
car elles ont une influence néfaste sur le fonctionnement et la durée de vie de ces structures.
Elles peuvent engendrer des fractures, cassures, mal fonctionnement, usure ou méme la
destruction des structures.

De plus, elles peuvent constituer un danger certain pour l'utilisateur lui-méme. Les
excitations dynamiques causant ces vibrations sont nombreuses, elles proviennent géné-
ralement, soit de I’environnement extérieur, atmosphere, eau et contacts, soit d’'un choc
avec d’autres structures. L’élimination ou la réduction de ces vibrations est un probléme
majeur dans les domaines de 'ingénierie, pour cette raison de nombreux appareils tels
que les roues a réaction et a inertie, les systémes rotatifs et autres moteurs électriques
sont essentiels pour le bon fonctionnement de ces appareils.

Le shéma suivant représente la déformation d’une poutre non linéaire :

Avec u(z,t) = loscillation transversale

et p(z,t) = angle de rotation de la poutre.
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Fig. 0.0.1 : Déformation d’une poutre non linéaire

Ainsi, plusieurs techniques sont utilisées pour limiter les effets de ces vibrations dans
ces systémes. De ce fait, plusieurs travaux ont été réalisés dans ce sens. Par exemple, le
probléme de stabilité de la poutre de type Euler-Bernoulli a suscité 'intérét de nombreux
chercheurs qui sont parvenus a élaborer et a développer plusieurs méthodes de stabilisation
ou de contrble que ce soit dans le cas linéaire ou non-linéaire. Pour le premier cas, nous
citons les travaux de : M. Rivera [29], Morgiil [28] et S. A. Messaoudi et Houari [27]. Pour
le cas non-linéaire de type Euler-Bernoulli, par exemple, Lagnese dans [21, 25], a proposé

le systeme couplé de deux équations hyperboliques donné par

2
pApy(r,t) — 5 P(x,t) =0, z € (0,L), t >0,
avec des données initiales et des conditions aux limites appropriées. Ici n(x,t) est le

déplacement transversal d’'un point générique, u(x,t) le déplacement longitudinal d’un

point générique, F1 la rigidité de la poutre, pA le poids par unité de longueur et

P(z,t) .= FEA (ux(a:, t)+ %ni(z,t}) : (0.0.2)
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représente la tension axiale, ou E correspond au module de Young, A, surface en section
transversale de la poutre et L, longueur de la poutre. Toujours, avec le méme principe, a
savoir, supprimer ou atténuer les vibrations indésirables de la structure plusieurs controles
ont été utilisés. La plupart de ces dispositifs sont des amortisseurs internes et/ou sur la
frontiére. Par exemple, Perla Menzala et al. [32]. Araruna et al. [I] ont étudié le compor-

tement asymptotique du probléme suivant :

ph’wtt - pT]i¢ttxx - ¢t:mc - [(77:1: + %¢§) wx}x + ¢:mcmz + ¢t = 0?

] (0.0.3)
phny, — (n, + 392), +n, =0,

dans (0,L) x (0,00). Ce systéme est complété par des conditions aux limites et des

conditions initiales

¥ (0,.) =v(L,.) =1, (0,.) =1, (L)
=1,(0,.) =n,(L,.) =0, ¢>0,
¥ (,0)=v ¢, (,0) =7, x€][0,L],
n(.,0) =ng, (-, 0) =my, z€][0,L].

IIs ont introduit deux dissipations de friction 1, et 1, (faibles), I'une agissant sur la com-

(0.0.4)

\

posante longitudinale et ’autre sur ’élément transversal. Aussi, nous constatons qu’il y
a un troisitme amortissement (forte dissipation) "supplémentaire" donné par le terme
—,,, dans la composante transversale, cette dissipation est nécessaire lorsque l'inertie de
rotation de la poutre est prise en compte. Ainsi, ils ont démontré que le systéme
décroit de fagon exponentielle. Un autre type de dissipation se produit par des effets ther-
miques. A cet égard, nous nous référons aux travaux de Benabdallah et Lasiecka [2] et
Benabdallah et Teniou [3] (Voir aussi [33]), ou le systéme de von Kérmdan complet est
stable de fagon exponentielle en couplant le systéme de deux équations de type équa-
tion de la chaleur, I'une pour la composante longitudinale et ’autre pour la composante
transversale.

Les parties paraboliques des équations de la chaleur impliquent qu’une perturbation
thermique & un point du corps se propage instantanément & travers le corps. Pour faire

face a ce phénomene, Green et Naghdi [13 — 16] ont proposé trois modeles différents,
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qui permettent la transmission de chaleur sous forme d’ondes thermiques a des vitesses
limitées. Ce phénomeéne est observé quand la poutre est a basse température.

Djebabla et Tatar [7] ont étudié le systéme de von Kdrmén suivant :

Ut — Dl [Ua; + % (wx)ZLC + ’Yem =0
wy + Kywy — Dy [(ug + 3 (ww)Q) wxh + Dowyppr = 0 (0.0.5)
ett - lemm + K20t + YUir = 07

avec les conditions aux limites et aux bords suivants

(

w(0,.) =w(L,.) =w,(0,.) =w, (L,.) =0, t >0

) u(0,.) =u(L,.)=0,(0,.) =0,(L,.)=0,t>0 0.06)
u(.,0) = ug, u (-,0) = ug,w(.,0) = wy, z €[0,L],

we (1, 0) = wr,0(.,0) = g, 0, (.,0) =61, z€[0,L].

(
ou Ky, Ky, Dy, Do, [, et v sont des constantes positives. Ils ont montré que les solutions
énergétiques décroissent exponentiellement en couplant le systéme (& savoir, la composante
longitudinale) avec une seule équation avec effet thermale, et ceci, selon la théorie de Green
et Naghdi.

Dans cette thése on s’intéresse a ’étude du comportement asymptotique du systéeme
(0.0.5) mais en remplagant dans la troisiéme équation la dissipation faible ko6; par une
dissipation plus faible, dite viscoélastique, donnée par le terme convolutionel 3 fg g(t —

$)0.:(s)ds, c’est a dire, 'étude du systéme suivant :

Ut — k [UI + % (’(Ux)2j|x —+ Pyetx = O,
Wit + TWy — k [(um + % (wx)Q) wx}m + OWggrex = 07 (007)
Ou — 10,0 + 5 f; g(t — $)0,:(s)ds + yuy =0,
dans (0, L) x (0, 00) , avec t désignant la variable du temps. Ici, les coefficients k, v, 3, o,

et 7 sont des constantes positives. Nous considérons le systeéme ((0.0.7)) avec des conditions

aux limites de Dirichlet pour u, Dirichlet-Neumann pour w et Neumann pour 6 :

=4
=
I
£
—~
i
|

w(0,.) = w(L,.) =0,

=w
(0.0.8)
0,(0,.) = 0,(L,.) =0, t >0,

=
8
S
I
=
£
i
I
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et les conditions initiales

U(,O) = Ug, Uy (70) = ul,w(.,()) = Wop, T € [OvL] )
Wy (,0) = w1,9(.,0) = 90, 9t (,O) = 91, T € [O,L] .

(0.0.9)

Pour la fonction de relaxation g nous supposerons dans toute la suite les hypothéses
suivantes :

(H1) g : Ry — R, est une fonction différentiable vérifiant
g(0) >0, )\—l—ﬁ/ooog(s)ds—l—6§>0.
(H2) Il existe une fonction différentiable et non croissante : ¢ : R, — R telle que
g(t) <= ()g(t), vt=0.

Nous démontrons alors que les solutions énergies sont stables de maniére générale et que
la stabilité exponentielle et polyndémiale deviennent un cas particulier, et ceci, en utilisant

la méthode des multiplicateurs.



Structure de thése

Cette thése comporte trois chapitres.

— Chapitre 1 : Nous rappelons de quelques notions de base qui nous seront utiles
dans la suite.

— Chapitre 2 : Ce chapitre contient deux sections, dans la premiére nous étudions
le probléme d’une poutre d’Euler-Bernoulli avec deux dissipations de frictions. Un
résultat de décroissance exponentielle sera établit. Pour la deuxiéme, nous démon-
trons un autre résultat sur la stabilité exponentielle d’une poutre de von Kdrmén
avec une dissipation de friction et une autre thermale.

— Chapitre 3 : Dans ce chapitre qui constitue ’essentiel de cette thése, nous éta-
blissons la stabilisation d’une poutre de von Kdrmén amortie par une dissipation
qui est, viscoélastique et thermale, moyennant la méthode des multiplicateurs en
prouvant la décroissance générale des solutions énergies. Notre résultat constitue en

fait, une amélioration du résultat établi dans le chapitre 2.



CHAPITRE

1 Notions de Base

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions concernant les espaces de So-
bolev et certains résultats sur les inégalités dans ce méme espace. Aussi, nous donnons
brieévement, les définitions et les notations de quelques produits de convolution et quelques
inégalités intégrales qui nous seront tres utiles pour la suite de notre travail. Dans ce qui

suit, on désignera par ) un ouvert borné de R".

1.1 Espaces de Sobolev
Nous donnerons tout d’abord un rappelle de quelques définitions concernant les es-

paces de Sobolev. Nous commengons par les espaces de Lebesgue L (Q).

Espaces Lr ()

Définition 1.1.1  Soit Q un ouvert quelconque non vide de R" et 1 < p < 400, on
définit l’espace LP (2) comme suit :

L? () = {f 22— R, mesurables telles que (1.1.1)
/|f(x)|pdx < 400, sil<p<+4oo
Q

et supess|f(z)] < 4o0, sip =400}



1.1. Espaces de Sobolev

Théoréme 1.1.1 Les espaces LP (§2) , munis des normes suivantes

1l = (@vwww{),mm1Sp<+m (1.12)
et [l o) supess |f(x)],

sont des espaces de Banach.

Remarque 1.1.1 Pour p = 2, l’espace L* () est un espace de Hilbert.

En effet la norme |[.[|2q, émane du produit scalaire

mmzlj@mwm,

(1.1.3)
et ainsi on a
[fllL2) = (. F)? (1.1.4)
Théoréme 1.1.2 On suppose Q borné. Pour tous 1 < p < q < 400, on a L1 (Q2) C
LP (Q).

Espaces de Sobolev Wrmr ()

Définition 1.1.2 Etant donné m € N, 1 < p < 400, nous désignerons par W™P ()
I’espace de Sobolev

WP (Q) ={f € L’ (Q)/ Va e N", |a| <m,

les dérivées O°f (au sens des distributions) € L (Q)}

olel
g W llmateta (1.1.5)
Théoréme 1.1.3 L’espace W™P () muni de la norme
1 mny = D 10 FIEpq) (1.1.6)
laj<m

est un espace de Banach.



1.2. Rappel de quelques inégalités

De plus, pour p = 2, l’espace de Banach W™? () devient un espace de Hilbert (sépa-

rable) que l’on note H™, avec la norme

”f”?{m(ﬂ) = Z ||aaf||i2(g) (117)

|a|<m

Théoréme 1.1.4 Soit Q un ouvert de R" et soit m € N. L’espace H™ (2) muni du

produit scalaire (|1.1.8)) est un espace de Hilbert séparable.

On introduit sur H™ le produit scalaire
(u,v),, = Z (0%u, 0%v) (1.1.8)
|a|<m

et la norme associée ||u| ym = +/(u,u),,
Dans le cas m = 1, en utilisant la densité de C° (Q) dans H' (Q), on définit 'espace
de Sobolev
Hy (Q) ={f € H" (Q) tel que f =0 sur 90} . (1.1.9)

1.2 Rappel de quelques inégalités

Lemme 1.2.1 (Inégalité de Holder) Soient p et q deux nombres réels conjugués c’est
a dire : % —i—% = 1. Alors, pour tous f € L (Q) et g € L (Q), on a f.g € L' (Q). En
particulier, on a

a) Sip, q €1, +00]
[it@ewiae < ( [ d:v); (f |g<x>|qu); | (1.2.1)
b) Sip=1, ¢g=+o0

[1r@aas < ([ 1)) ol (1.22)

Remarque 1.2.1 L’inégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de l'inégalité de

Hoélder dans le cas p =2,q = 2.



1.3. Produit de convolution

Lemme 1.2.2 (Inégalité de Young) Soient p et q deux nombres conjugués dans |1, +00|.

Alors, pour tout a et f € Ry on a
1 1
af < —a?f + -1 (1.2.3)
p q
En particulier pour p=q =2 on a
1
aff < ea? + 5/32.\75 >0 (1.2.4)

Lemme 1.2.3 (Inégalité de Poincaré) Soit @ C R" un ouvert borné. Il existe une

constante ¢ > 0 vérifiant :
Ve Hy () : [l < cllVEllzg: (1.2.5)

. _ (oar of  of
ou Vf - (8301’ Oz’ '81:,,,) :

Notons qu’a partir de cette inégalité, on montre que ||V f{| 2oy définit une norme sur
H} (Q) équivalente & la norme de H' (), et par conséquent H} (2) est un espace de

Hilbert par rapport au produit scalaire :

(/.9 m1 0 /Vf Vg(x (1.2.6)

ou le ( ,) signifie le produit scalaire dans R".
Aussi, on donne l'inégalité de Poincaré habituelle dans L? () a partir du lemme

suivant
Lemme 1.2.4 Soit f € H} (). Alors il existe une constante C positive vérifiant

12 < CUIVIlL2 ) - (1.2.7)

1.3 Produit de convolution

Définition 1.3.1 (Produit de convolution) Le produit de convolution de deux fonc-
tions réelles [, g : [0, L] — R, h qui se note généralement h = (f x g) et qui est définie
par :

(f +g) (x /fx—t Dt — /f o —Hdt¥r e 0,L]  (13.1)

10



1.3. Produit de convolution

Remarque 1.3.1 si f € L' (Q),9 € L (Q) avec 1 < p < +o0, on a f*g € LP(Q) tel

que = [0, L] et on montre que

1 = gHLP(Q) < Hf“Ll(Q) HgHLP(Q) : (1.3.2)

Remarque 1.3.2 Soient f et g deux fonctions réelles ou complexes. On définit les opé-

rateurs binaires > et (0 respectivement par

(fo9) ( / (= )] (19 (1) — g ()]) ds (13.3)

et
(fTg) ( / £ (=) lg () — g ()P ds (1.3.4)

Proposition 1.3.1 Soient f € L' (0,T) et g € C(0,T). Alors on a
(700) @ < [ 1761 ds(09) (0. 10,7, (135)
Preuve. En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
. 2

ron @F < | [1re-llia )~ g(Dlas]

o 2
- | [ VISV ST 0 - g6l as

_ 2

< :\/</ﬂt|f(t—s)|ds>\/(/Q\f(t—sﬂ\(g(t)—g(s))\2ds)] e, ]

D’ou le résultat. m

Lemme 1.3.1 Soient g et ¢ deuz fonctions de C* [0, T, alors on a

<gw>cjl—f=—§g<>r F+5 (900) -3 (00— ([ sas) 160 ) 136)

La relation est un résultat immeédiat de la dérivée du terme gClop.

11



1.4. Inégalités intégrales

1.4 Inégalités intégrales

On rappelle ici quelques inégalités intégrales connues et largement utilisées dans la
stabilisation des systémes d’évolution dissipatifs et aussi non dissipatifs. En effet, plusieurs
résultats concernant ’estimation de I’énergie de certains problémes dissipatifs sont basés

sur les lemmes suivants

Lemme 1.4.1 (Harauz [17], Komornik [20] et Martinez [26] )
Soient E : Ry — R, une fonction continue décroissante et, ¢ : Ry — R, une fonc-
tion strictement croissante de classe C* (R,) telle que : ¢ (0) = 0 et tliT o (t) = +o0.

Supposons que : dp > 0 et d > 0 tels que

+oo 1
¢ (t)EPdt < aEP (0)E(s), Vs>0. (1.4.1)
Alors
E(t) < BE(0)e!=%" vt >0sip=0

) 1 (1.4.2)

E(t) < E(0) (#ﬁ@) VE>0 sip>0,

dans le cas particulier ot ¢ (t) =t nous déduisons les inégalités suivantes

a)E(t) < E0)"™ Vt>0sp=0 (1.4.3)

1
1 P
b) E(t) < E(0) (1 :pg» Wt >0 sip >0,

appelées respectivement, estimation exponentielle (voir Harauz [17]) et estimation polyno-

miale (voir Komornik [20]).

Lemme 1.4.2 (M. Eller, J. E. Lagnese et S. Nicaise [10])

Soit E: R, — Ry une fonction continue (décroissante) vérifiant

(Bt < LB (s), s >0 (1.4.4)

ot d est un réel strictement positif et ¢ : R, — R est une fonction convexe et strictement
croissante vérifiant ¢ (0) = 0. Alors il existe trois réels strictement positifs tg, co et ¢ tels

que
¢ (cot)

B(t)< ¢t ( o ) , Vit > 1, (1.4.5)
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1.4. Inégalités intégrales

ot : Ry — Ry est définie par

!
P (s) :/s mdt, Vs > 0. (1.4.6)
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CHAPITRE

2 Stabilité exponentielle

d’une poutre non linéaire

2.1 Stabilité d’une poutre d’Euler-Bernoulli avec deux
dissipations de frictions

Pendant de nombreuses décennies, la dynamique des vibrations des poutres non-
linéaire a été un sujet de grand intérét dans le domaine de la mécanique des structures.
Il y a eu plusieurs approches classiques employées afin de résoudre les probléemes des vi-
brations pour les équations différentielles non linéaires. Dans la majorité de ces travaux,
la déformation axiale a été négligée et la force axiale moyenne est supposée constante
sur la longueur de 1’élément de poutre. Cependant, pour les équations différentielles non
linéaires I’analyse a démontré que le déplacement axial ne peut étre négligé. D’ou la néces-
sité au cours de ces derniéres années a un développement de modeéles plus efficaces pour
I'interaction des structures des poutres non linéaires avec des milieux fluides.

Ce chapitre est divisé en deux sous sections principales. Dans la premiere, nous intro-
duisons le modele mathématique du comportement dynamique d’une poutre non linéaire
(dite poutre d’Euler-Bernouli) subissant une déformation a la fois transversale et une
autre axiale. Le but est d’obtenir une estimation de I’énergie pour la poutre non linéaire

excitée par rapport aux forces extérieures réparties le long du rayon en utilisant la mé-
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2.1. Stabilité d’une poutre d’Euler-Bernoulli avec deux dissipations de frictions

thode des multiplicateurs. Dans la deuxiéme sous-section, nous allons la méme méthode
des multiplicateurs pour obtenir une estimation de ’énergie du systéme de la structure a
fluide couplée, en supposant que I’épaisseur de la poutre est constante. Notre but ici, est
de construire une nouvelle fonctionnelle, dite de Lyapunov équivalente a 1’énergie classique
et qui décroit d’'une maniére exponentielle. Dans cette section, nous décrivons le modeéle
mathématique non linéaire d’une poutre de longueur L serrée aux points d’extrémité.
On note aussi par u(x,t), w(z,t) et P(z,t) le déplacement longitudinal, le déplacement

transversal et la tension axiale appliquée sur la poutre gouverné par le systéme suivant :

prug + Cruy — K [P(x,t)], =0, x € Q, t >0, (2.1.1)
powy + Crw, — K [P(x,t)w,], + 0Wypee =0, 2 €Q, t >0, o
avec
1

P(x,t) = [uw + §(wx)2] , x€Q, t>0,

ou Q = (0, L), t désignant la variable (positive) du temps, C; le coefficient d’amortis-
sement, K le module de Young, o le moment d’inertie de la poutre, p; et p, sont deux
constantes positives. Nous considérons le systéme (2.1.1)) avec des conditions aux limites

de Dirichlet pour u et Dirichlet-Neumann pour w

u(0,.) =u(L,.) = w(0,.) =w(L,.)=0
we(0,.) = wo(L,.) =0, t >0,

(2.1.2)

et les conditions initiales

u(-0) =uo, u(.,0) =w, €, (2.1.3)

w(.,0) =wp, w(.,0)=wy, z €.

Dans ce qui suit, nous rappelons sans démonstration le résultat d’existence et d’unicité

de la solution du systeme cité ci-dessus.
Théoréme 2.1.1 [2] Soit ((ug,uy), (wo,wy)) €V ou

V = (Hj (0,L) x L*(0,L)) x (Hg (0,L) x L*(0, L)),
avec

H§ (0,L) ={ve H?(0,L) : v(0) = v(L) = v,(0) = v,(L) =0} .
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2.1. Stabilité d’une poutre d’Euler-Bernoulli avec deux dissipations de frictions

Alors le systeme ((2.1.1)) — (2.1.3)) admet une unique solution globale au sens faible (va-

riationnelle) avec

(u, up, w,wy) € C([0,00); V).

Maintenant, pour définir I’énergie E du systéme ((2.1.1) — (2.1.3))), on multiplie la

premiere équation par u; et la deuxieme par w; respectivement, on intégre par parties sur

'intervalle [0, L], on trouve :
a
dt

= —Cl/ufd:p—C’l/wfdx, t>0,
Q Q

alors, ’énergie du premier ordre associée au probléme ((2.1.1)) — (2.1.3))) est définie par :

1 1 2
B /{plu? + powi +owl, + K (ux +5 (wm)2> dx] (2.1.4)
Q

1 1 2
E(t) = 3 /{pluf + pywi + ow?, + K (um + 5 (wx)z) tdx, t > 0. (2.1.5)
Q

Nous remarquons d’aprés l’ que le systéme est dissipatif car %E (t) < 0. Or, cette
inégalité n’implique pas nécessairement la décroissance exponentielle du systéme. A cet
effet, nous devons construire une autre fonctionnelle, dite fonctionnelle de Lyapunov, notée

F, équivalente a la fonctionnelle £ au sens : il existe deux constantes positives m, M telles

que :
mE(t) < F(t) < ME(t), ¥t >0, (2.1.6)
et on a l'inégalité suivante
d
EF(t) < —CE(t), Vt=>to, (2.1.7)

avec C' > 0 et ty un instant fixe.
La section suivante contient la preuve du résultat de décroissance de 1’énergie du

systeme ((2.1.1) — (2.1.3))).

2.1.1 Reésultat principal

Dans cette section, nous donnons le résultat principal sur la décroissance exponentielle

pour le systéme non linéaire ((2.1.1)) — (2.1.3)).
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2.1. Stabilité d’une poutre d’Euler-Bernoulli avec deux dissipations de frictions

Théoréme 2.1.2 Etant donné ((ug,u1) , (wo,wq)) € V. Alors, la fonction d’énergie E(t)
décroit exponentiellement quand t tend vers linfini; ¢’est-a-dire, il existe deux constantes

positives « et [ indépendantes des conditions initiales telles que
E(t) < aB(0)e ™", vt >0.

Avant de démontrer le résultat de ce chapitre, nous commencons par introduire quelques
fonctionnelles et démontrer quelques lemmes qui seront utiles pour la suite de ce chapitre.

Etant donné la fonctionnelle suivante

Ch C
L(t) = /(plutu + p2 wyw + 7u + le Ydz, t>0, (2.1.8)

la dérivée de cette fonction nous fournira les termes négatifs

_/Q (uw+%(w$)2>2d;p et —/Q(wm)zd:c,

qui seront nécessaires pour obtenir —CE(t).

Preuve. Soit (u,w) solution du systeme ((2.1.1)) — (2.1.3))), Alors, la fonctionnelle Iy

satisfait 'estimation

d 2 g )

—L(t) < - — = 1.
o 1(t) < K/ (uw Wy > dx 2/Q(wm) dx (2.1.9)

P
+/Q (pluf + §2w752> dz.
La dérivée de la fonction I; donne
1
I(t) = /(—Clut+K (um - §(wx)2) )uda:—l—pI/ufd:c
Q I Q

+ / (—Crwy + K {(um + 1 (wx)2) wxl — awmm)gdsc
Q 2 . 2

C
P2 wfdx—l—C’l/utud:C—i——l/wtwdx,
2 Ja 0 2 Jo

aprés une intégration par parties, on obtient :

! 1 2 wg
Lt = -K Uy + wx uxd:v—K Uy + Q(wx) de
+p / de——/wad:B+—2 wfdx
2/, 2 Jq
2 o
= —K/ Uy 4 = (w,)? da:——/wixda:%—pl/ufdx#—@ wid,
2 Ja Q 2 Ja
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2.2. Stabilité exponentielle de la poutre de von Kdrmén avec dissipation thermale et de
frictionnelle

ce qui est exactement la relation [ ]

Preuve. du théoréme 3.1.2. Pour N > 0, assez grand, nous définissons la fonction-
nelle de Lyapunov F' par
F(t)=NE({t)+ L, t>0. (2.1.10)

La dérivée de F(t) donne :

F'(t) < [N(Jl ,022]/ 2de — [NCy — ]/ 2d (2.1.11)

—K/(uw wx2> dm—K/w dx.

Nous choisissons N assez grand de sorte que (2.1.11]) devienne

Ft)<—n |

Pour certaines positives constantes 7, C'. Aussi, nous pouvons choisir N encore assez grand

2
de < —CE(t), t >0. (2.1.12)

(uf +w}) + <ux + % (wx)2)

tel que

mE(t) < F(t) < ME(t), (2.1.13)

avec m et M deux constantes positives. En combinant les relations (2.1.12)) et (2.1.13)),

nous concluons que

F'(t) < —BF(t), t >0, (2.1.14)

ou = % Enfin, en utilisant une intégration simple, nous obtenons
F(t) < F(0)e P ¢t >0, (2.1.15)

ce qui donne le résultat. m

2.2 Stabilité exponentielle de la poutre de von Karman

avec dissipation thermale et de frictionnelle

De nombreuses structures dans plusieurs domaines de 'ingénierie sont formées par

une seule ou un grand nombre de poutres. Il existe différents modeéles pour ces poutres
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2.2. Stabilité exponentielle de la poutre de von Kdrmén avec dissipation thermale et de
frictionnelle

en fonction de leur nature et leur type de vibrations. Contrairement a d’autres modéles
de base (comme Euler-Bernoulli, Raleigh ou le modéle Timoshenko) le modeéle de von
Karmén est plus adapté car il tient compte des déplacements transversaux, ainsi que des
déplacements longitudinaux pour faire vibrer un corps élancé avec une grande déviation.
Le systéme suivant est un couplage de deux équations hyperboliques proposé par Lagnese

dans [21,25] :

pAMtt($7t) - %P(l’,t) - 07 (l’,t) S (0>L) X (07+OO)7

ce systéme est complété par des conditions aux limites et des conditions initiales. Ici, la

pression axiale est donnée par 1’expression :

1
P(x,t) .= FA (,ux(x,t) + 577§(a:,t)) ,t>0, x€(0,L),

n(x,t) représente le déplacement transversal d’un point générique, p(z,t) le déplacement
longitudinal d’un point générique, E1 la rigidité de la poutre ou la rigidité a la flexion, pA
le poids par unité de longueur, E le module de Young, A la surface en section transversale
de la poutre et L est la longueur de la poutre.

L’objectif de cette section est ’étude de la stabilité exponentielle d’un systéme non
linéaire, soumis & une dissipation frictionnelle faible donnée par le terme K»0; au lieu de

la dissipation forte citée dans [1], ¢’est-a-dire

uy — Dy [ug + 3 (wm)ﬂm + Y0, = 0
wy + Kyw, — Dy [(ugp + 1 (wx)z) wwh + Dowypre = 0 (2.2.1)
Htt — l0$x + K20t + YUty = 0 , (.flf,t) € (0, L) X (0, +OO)

Les coefficients K1, Ky, D1, Do, [ et v sont des constantes positives. Nous considérons
le systéme ([2.2.1]) avec les conditions aux limites de Dirichlet pour u, Neumann-Dirichlet

pour w et Neumann pour 6 :

(2.2.2)
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2.2. Stabilité exponentielle de la poutre de von Kdrman avec dissipation thermale et de
frictionnelle

et les conditions initiales

w(.,0) =wug, u(.,0) =uy, w(.,0)=w,

’ (2.2.3)
wi (.,0) = wi,0(.,0) = o, 6, (.,0) = 6.

Théoréme 2.2.1 [24] Soit ((ug,u1) , (wo,w1), (0o, 01)) € V ou
V = (Hy(0,L) x L*(0, L)) x (H3 (0, L) x L*(0, L)) x (H*(0, L) x L*(0, L)),

Alors, la solution globale unique est satisfaite

(U, U, W, Wy, 07 et) € O([()? OO[ ) V)’
I’énergie associée a ce systéme est définie par

1 1 2
E(t) = 3 /{uf + wt2 + Gf + Dgwfm + ZGi + Dy (um + 5 (wx)2> tdx.
Q

Preuve. Notre objectif dans ce travail est de prouver la décroissance exponentielle des
solutions pour la norme de I’énergie. A cet effet, nous multiplions la premiére équation

par u,, en intégrant par parties sur € = (0, L) on obtient,

1
/(utt - Dl |:u:c + 5 (wx)2:| + 'yetac)utdx
Q T

1
= / ugurdr — Dy / [uz + = (wm)ﬂ udr + 7/ 0 udr
Q Q 2 . Q

d 1
- 5 ; u?dx + Dy /Q(ux + iwg)umdx + y/ngutdx

la seconde par wy

1
/(wtt + Kyw; — Dy [(uz + 3 (wx)2) wm} + Doy )widx
Q x

1
— / wpwdr + Ky / wywedr — Dl/ [(um + = (wz)z) wm} wydr + Do / Wapgpa W dT
Q Q Q 2 z Q

d D, 1
T g wldr + K, /Q w?ds + 2t /. w?, dv + Dy /Q(ugﬁ + §wi)wmwtzdm
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2.2. Stabilité exponentielle de la poutre de von Kdrmén avec dissipation thermale et de
frictionnelle

et la troisiéme par 6,

/(Qtt — l0T$ + Kggt + Vum)@tdx
Q

= /Qttetdx—l/Qmﬁtd:t—i-Kg/0t9tdx+’y/um9tdx
Q Q Q Q

d 2 d 2 2 /
- el 0
St Qﬁtd$+ 5 tl/Q cdx + KQ/QQtda:ij Qumﬁtdz

en fesant la somme aprés une intégration par partie, on obtient

d 1 2
4 @ﬂmﬁwﬂpwiﬂﬁ+m%%+4%ﬂ)m+m/ﬁw%ug/%mzo
d’ol
1 2 ) 1, )’
E(t) = 5 /{u? +w? 4+ 07 + Dow?, +10% + Dy <uz + 3 (w,) > M.
Q

Par ailleurs, la dérivée de I’énergie sera donnée par

iE@zf&/wﬁmJQ/ﬁM<Qt20 (2.2.4)

I1 est clair d’apres (2.2.4) que le systéme est dissipatif. ®

2.2.1 Décroissance exponentielle du systéme

Dans cette section, nous prouvons notre résultat sur la décroissance exponentielle pour

le systéme non linéaire (([2.2.1)) — (2.2.3))). Nous commencons par I'introduction de quelques

fonctionnelles et par la démonstration de quelques lemmes qui nous seront utiles pour la
suite de ce chapitre.

Tout d’abord, définissons la fonctionnelle suivante :

1 K
.Mw:/wm+§mw+z%ﬂMgt2Q (2.2.5)
Q

la dérivée de cette fonction nous fournira les deux termes négatifs

- /ﬂ (um+§<wx>2)2daz et - /Q (y)? da
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2.2. Stabilité exponentielle de la poutre de von Kdrman avec dissipation thermale et de
frictionnelle

Lemme 2.2.1 Pour tout €1 > 0, en considérant la fonctionnelle I; donnée par ([2.2.5)

ainsi que les solutions de ((2.2.1) — (2.2.3), on obtient ’estimation

%[1( t) < —Dl/Q (uw—k % (wz)2>2dx - %/Q(wm)2 dx (2.2.6)

1 2
—i—/ (ut—l— wt)dquel/ 2dx+l 02dx, t>0,
Q 2 Q de1 Jo

Preuve. Dérivant la fonction I; en utilisant la premiére et la deuxiéme équation de

(2.2.1) nous obtenons

1
/(Utt - D, [U:c + B (wx>2} + 701 )udx
Q T

1

= /uttudzp—Dl/ {qur—(wx)ﬂ udm+7/9muda7

Q Q 2 x Q
_ 4 uudm—/qux— (uy + 1w2)u ’
Todt ) 0 ! 9

1
—i—Dl/(ux + S W ugdr + Htu /Htumd:c
Q
de plus

1
/(wtt + Kyw; — Dy [(um + 3 (wx)2) wm} + Dgwmm)%dm‘
Q x

w w 1 w
- /thtgdx + K /thgdx - Dl/Q {(U_@ + 5 (wr)z) wa §dx

Q 2

d 1 K d 1
T thwd$_§/§2 dw+I£ 2dw+(w(ux+§(wi)wx)

D 1
+71 /Q (ux +3 (wx)z) w?dx + B3 /Q w? dr,

En sommant on obtient

d 1
% (utu + §wtw + lez)dx

1 D
= /ufdx+—/wfd.r+’y/9tuxdx——2/w§xdx
Q 2 Ja 2 Ja

1 D 1
—D, /(um + ~w?u,dr — —1/ (ux + = (wx)2) w?dx
o 2 2 /g 2
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ou

1 1
i]l (t) = / uldr + / Dy (up + = (wy)*) — 04| udz + = / w?dx

1 1 K
+—/ [Dl [(ux + = (wx)Q) wx} — DoWypyr — Klwt} wdz + — / wywdx
2 Jq 2 i 2 Jo

1 1
= /ufd:c—Dl/ (ux+§(wm)2> uxdx+’y/6tumd:c+§/wt2d:c
Q Q Q Q
D 1 D
——1/ <ux + = (wx)Q) w2dx — —2/ (Wae)” duz.
2 Jq 2 2 Jq
Ensuite, I'application de I'inégalité de Young nous donne
d 1 5\’ D, )
—L(t) < =D c+ = (wy doe — — wz) d
500 < =01 [ (w3 ) do- 2 [

1 2
+/ (uf—l——w?) dm+51/uidx+7—/9?dx,
Q 2 Q deq Jo

d’otl le résultat désiré m

Lemme 2.2.2 Soit (u,w) solution du systéme ((2.2.1) — (2.2.3))). Alors, la fonctionnelle

L(t) = /Q < /0 "0 (ty) dy> wdz — 1 /Q b udz, t >0, (2.2.7)

satisfait, pour e5 > 0, l’estimation

15 définie par

i[g(t) < —z/ufdx—i-eg/uidx—l—cl (52)/93dx (2.2.8)

Q
1
eyD? / <u s (wx)Q) dz + & [ Dy (L) + 62 (L)]
Q

ol
[ l2 Dl ’)/2 K22 9
= — — — 4+ —) )L+ —=L".
1 (2) 4eq T 4eq + (452 + 452) + 4ry
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2.2. Stabilité exponentielle de la poutre de von Kdrman avec dissipation thermale et de
frictionnelle

Preuve. La dérivation de ([2.2.7) entraine

i]g(t) = / </ (10, — K20y — YUy, dy) udr — l/ 0, udx
dt a \Jo Q
r 1
_l/ 0 udx +/ (/ 0 (t,y) dy) [Dl (ux + = (wx)z) — 'yﬁm} dx
Q Q 0 2 T
= —Kz/ </ 0 (t,y) dy> utda:—’y/ufdm—i-’y/G?da:
o \Jo Q Q

—-D /Q <u + % (ww)Z) 0,dx + ( /0 " th:c) [Dyug (L) —~0, (L)] +1 /Q Oyuydz,

En appliquant I'inégalité de Young, nous obtenons,

i]g(t) < —z/U?dl’—f—gg/Uidl"l‘Cl (52)/¢9§dx

+52Df/ﬂ <um + % (wx)z) dz + &5 [Dyu2 (L) + 67 (L)]

d’ou le résultat.
[ ]

Maintenant, afin de traiter les termes frontiéres dans , nous exploitons la fonc-
tion

4
q(x)zZ—zx, x €}

Lemme 2.2.3 La fonctionnelle I3 définie par

I3(t) = /thexdx+7/9xquxdar (2.2.9)
Q Q

—i—/wtqwxda:le/utquxdx,
Q Q

ainsi que la solution du systéme ((2.2.1)) — (2.2.3)), satisfait l’estimation

i13(15) < —[67 (L) +6;(0)] — Dy [u2 (L) + u2 (0)] +2—Dl / uldr  (2.2.10)
Q

dt - L

602 2l
—i—(iJrlep)/Qwixdan <Z+K2>/Qeidl’
2 2 2 2
+ Z+K2 QQtdx+z Qutdzzc
8D, 1,)\° 2 )
-t - K+ =
+ i /Q(ugfl—2w$> dw—l—( 1—|—L>/thdx,

ot, C, est la constante de Poincaré.
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Preuve. Par une dérivation directe on a :

i 0:q0,.dx = l/qudex—Kg/thé’xdx
Q Q

dt /o,
Q Q

1

= ——/Hiqmdx—Kg/themda:—fy/umqﬁmdx
2 Jo Q Q
1

1
2 2 2l 2 2 2
= —[07(L)+6;(0)]+= [ O2de+ = [ Ojdx
L Jo L Jq

K, / 0uq0,dz — / wnglud,
Q Q

de méme, nous avons

d 1
T QUtC]UmdQ} = D1/Q(Ux—|—§(wm)2>xquxdgj
—W/Gtxquxda:+/utqumda:
Q Q

= Dl/Umrqumdx‘i_Dl/wmwx:pquxdm
Q Q

'7/ thqumd-’ﬂ‘F/thUm:de
Q Q

D _ D
2 2 Q Q
]' 2
—y | Owqu.de — = | quuidx
Q 2 Q

D[ (0) + 20)] = 2P [ e

2
+D1/wzwmquxdx—’y/ﬁmquxda:Jr—/ufdx.
Q Q L Jq
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De plus,

1
i wquwdr = —K; / wiqudx + Dl/ ((ugc + = (ww)Q) wgc) qudx

_D2/wmmquwxdx+/wtqwtmdx
Q Q

1
= K / W qudxr — Dl/ ((uz + 3 (wx)2) wm> (qewy + qg,) dx
Q Q

1 _ )
+D2 / Wrrx <Q:rwac + C]wm) dx + —[qwf]i;g . / Qwad'r
Q 2 2 Jo

4D 1
= K / wyquydx + —1/ <um + = (wx)2) widz
Q L Jg 2

D1 4D
—Dl/wxwquuxda:— —/wgwxqwmdx— —z/wmxwxd:p
Q 2 Jo Q

L
2 2D, 2 2 2
Q
2
+Z/th2d:c
4D
= —Kl/wtqw$dx+—l/<
Q L Jq
D1
—D, / WeWarqUpdr — — [ widr — Dy [w e (0)}
Q 2L
6D 2
+—22 / w? dr — [wt (L) + w? (0)] + — / w?dx
L Jq L Jq

Enfin, d’apres les trois relations précédentes et 1’égalité suivante

d
'y—/QIquxdx :7/ thquxdx—i—v/ 0.qusdr,
dt Jg Q Q

on obtient,

DLty < — (L) +62(0)] — Dy (L) + w2(0)] — [u? (L) + w? (0)]

dt
21 2
—Dy [w?, (L) + w2, (0)] + — / 02dr + — / 02dx
L Jq L Jq

4D 1
—Kg/etq%dx—l——l/ (ux+—(wx)2) wdx
Q L Jg 2
2D1 2
+— / de—l— /utdm+K1/wtqwxdx
L Jq L
D1 w?, w?

Nous concluons par 1'utilisation des inégalités de Young et de Poincaré. m
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2.2. Stabilité exponentielle de la poutre de von Kdrmén avec dissipation thermale et de
frictionnelle

Lemme 2.2.4 La fonctionnelle 14 définie par
Ii(t) = / (0:0 + K20° + yu,0) dz, t >0, (2.2.11)
Q

ainsi que la solution du systeme ((2.2.1) — (2.2.3)), satisfait pour tout 5 > 0, l’estimation

swvante :
d 2 2 72 2
—IL(t) < =l [ 0de + e [ uzde+ (14— Oidx, t >0 (2.2.12)
dt Q Q 4ey Q

Preuve. Intégrant par parties, nous obtenons

d
—L(t) = /Hfdx—l/ﬁidx—i—’y/uxetdx
dt Q Q Q

= —i—/Qfdx—l/Qidx—l—v/uw@tdx,
Q Q Q

Grace a 'inégalité de Young, on a

v/ugﬂtdx < 52/ 2dx+— 92da:
Q Q des Jq

d
—Iy( — 1+ 2
dt4 l/@daz—l—ag/ﬂud:c—ir(—l—%?)/ﬁdx

ainsi,

Maintenant, pour établir le résultat principal de ce travail, on introduit la fonctionnelle
de Lyapunov
F(t) = NE({) + %h + el 1, t>0. (2.2.13)

Théoréme 2.2.2 Supposons que les données initiales sont dans V. Alors, l’énergie E (t)
décroit exponentiellement, i.e, il existe deux constante positive C' and d indépendamment

des données initiales de telle sorte que

E{t)<CE(0)e ™, Vvt>O0. (2.2.14)
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2.2. Stabilité exponentielle de la poutre de von Kdrman avec dissipation thermale et de
frictionnelle

Preuve. En tenant compte de (2.2.4), (2.2.6), (2.2.8)), (2.2.10)), (2.2.12)) et de la relation
2 Lo 150N
uydr = Uy + = (ww) — = (ww) dz
Q Q 2 2
1, ,00\? 1 [
< 2 Uy + = (w2) | de+= [ widz
Q 2 2 Ja

1 2 L
< 2/ uz + = (w3) dx—i——/wixda:,
Q 2 4 Jo

nous obtenons

= [NKy =3 =& (Ki + )] Jpwide
— [NKQ — (1 + %) — & (2 4+ K>) — ca(ea) — %} o 02dx
d —[l—e (2 + K 02d
SF() < =22 (T 4+ 1)) o Oude (2.2.15)
2e
—[3 - %] Jyuide
— D1 =22 (D + 2P 4 4) = Jei] [ (o + 3 (w2)?) da
— [ -2 (B + KiG) + a5 (1+ B) — 5] [ (wee)” do
Ici, nous devons choisir nos coefficients d’'une maniere appropriée.
Tout d’abord, nous choisissons
-1 -1 ~1
. Y 2 12D1 21 ’}/L ’}/DQ 6D2 L D1
< —Dy |D 4 l|—+ K — — | — 4+ K Cy+ -+ — .
€9 mm(8 1{1+L—|— ) L+2 '8 16 L+1p+2—|—2
Ensuite, nous prenons ¢, assez petit tel que
. (D1 Do
< —_—,— ] .
€1 mm( 1T )
Enfin, nous choisissons N assez grand pour que
3 2
Y 2 gl 1 | 2
N K;1 —+ K — 41| ,K; |= K+ — .
>max{ 5 {1651 +c1(52)+52(L + 2)+(4€2 + )] K [8 + e2(Kq + L)H

Par conséquent, (2.2.15)) prend la forme

F(t)

IA

1 2
_n/{uf +wp + 07 + w2, + 02+ (um +5 (wx)Q) Y. (2.2.16)
Q

< —CE(t), Vt >t
pour certaines constantes positives 77 et C. Aussi, on peut vérifier que

B, (1) < F(t) < BE (1), (2.2.17)
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2.2. Stabilité exponentielle de la poutre de von Kdrman avec dissipation thermale et de
frictionnelle

pour certaines constantes positives [3; et 3,. La combinaison de (2.2.16|) avec le membre

de droite de ([2.2.17)), nous donne

F'(t) < —dF (t), Vt > t,, (2.2.18)

pour une certaine constante d positive. Ensuite, une simple intégration de (2.2.18))

donne

F(t)<F(0)e™ ™  Vt>t,.

D’ou le résultat désiré. m
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CHAPITRE

Stabilité générale de la
poutre de von Karman
avec dissipations

viscoélastique et thermale

3.1 Position du probléme

Le comportement asymptotique du couplage entre les phénomeénes élastiques et ther-
miques a été étudié par plusieurs auteurs. La plupart de leurs résultats concernent le cas
linéaire, voir [5,9]. Ils ont montré que les plaques de modéles linéaires thermoélastiques
(couplage de plaque et chaleur) et le systéme thermoélastique linéaire standard (couplage
entre les équations d’onde et la chaleur) ont des propriétés différentes. Le premier modeéle
est toujours stable exponentiellement d’une certaine maniére (c’est a dire ’énergie tend
vers zéro de fagon exponentielle lorsque le temps s’approche de l'infini), tandis que le
second modele n’a cette propriété que dans certains cas. Contrairement au cas linéaire,
le modeéle de von Kédrmén est adapté aux déplacements transversaux ainsi qu’aux dépla-
cements longitudinaux pour les corps minces vibrants a grande déviation. Les résultats
de divers modeles non linéaires ont été obtenus dans [24, 32, 36]. Pour le cas unidimen-

sionnel d'une poutre de von Karmaén avec effet thermique, récemment, Djebabla et Tatar
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3.2. Résultat principal

[7] ont construit une fonctionnelle appropriée de Lyapunov et ont prouvé la décroissance
exponentielle en utilisant la méthode des multiplicateurs

Dans le présent travail, nous décrivons le modéle mathématique de la poutre non
linéaire de longueur L fixée aux points d’extrémité, avec u(z,t) et w(x,t) décrivant les
déplacements transversal et longitudinal respectivement d’un point générique. La fonction
0 (z,t) décrit la température affectant le déplacement transversal. Plus précisément, nous

considérons le systeme suivant :

Ut — k [UI + % (wx)ﬂx —+ Pyet:c = O,
Wyt + TWy — k [(um + % (wx)2) wx}m + OWggae = 07 (311)
O — 10,0 + B [y g(t — 8)050(5)ds +Yue =0,
dans (0, L) x (0,00). Les coefficients k, v, 3, o, [ et 7 sont des constantes positives.

Nous considérons le systeme (3.1.1) avec des conditions aux limites de Dirichlet pour u,

Neumann-Dirichlet pour w et Neumann pour 6 :

u(0,.) =u(L,.) =w(0,.) =w(Ll,.) =0,
(0.) = (L)) = w(0,) = (L) 1)
we(0,.) = w,(L,.) =60,(0,.) =6,(L,.) =0, t >0,
aussi nous considérons les conditions initiales suivantes :
u(.,0) =ug, us (.,0) =ug, w(.,0) = wp,
(40) = o, 1 (,0) = w1, w(-,0) = wy 51
Wt (70) = w1,9 (,0) = 00, Qt (,0) = 01.

Avant, d’exhiber le résultat de ce chapitre consacré essentiellement & la preuve du

résultat de la décroissance des solutions énergies du systeme ((3.1.1) — (3.1.3)), nous

commencons par introduire quelques hypotheéses, des fonctionnelles et des résultats donnés

par des lemmes qui nous seront utiles pour la suite de ce chapitre.

3.2 Reésultat principal

Dans cette section, nous présentons nos hypotheses et nous établissons, sans démons-
tration, un résultat d’existence globale. Concernant la fonction de relaxation g, nous

supposons :
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3.2. Résultat principal

(H1) g : Ry — R, est une fonction différentiable satisfaisant
g(0) >0, )\:l—ﬁ/oog(s)ds:l—ﬂg>0.
0
(H2) 11 existe une fonction différentiable et décroissante :¢ : R, — R satisfaisant
g ) < —<(t)g(t), Vt=>0.

Dans toute la suite, ¢y sera une constante positive générique et nous utilisons aussi les

notations suivantes

(g% v) (t) = /0 ot — $)o(s)ds, (3.2.1)
(g%0) (1) = / g(t — 3) (u(t) — v(s)) ds, (3.2:2)
(gov) (t) = / g(t — 5) (u(t) — v(s))* ds (3.2.3)

pour tout v € L* (Q).ou 2 = (0, L)

Le probléme bien posé de ((3.1.1) — (3.1.3])) est établi dans la proposition suivante.

Proposition 3.2.1 [24] Soit ((ug, u1), (we,w1), (0o,01)) €V ou
V = (Hy (0,L) x L*(0, L)) x (H3 (0, L) x L*(0, L)) x (H*(0, L) x L*(0, L)),

Supposons que (H1) et (H2) sont satisfaites. Alors le systéme ((3.1.1) — (3.1.3)) admet

une unique solution globale

(’U/, Ut, W, W, 07 015) € C([Ov OO[ 3 V),

Maintenant, nous introduisons ’énergie du premier ordre du probléme ((3.1.1)) — (3.1.3]))

donnée par

1 ¢
E(t)zi/g{ufﬂLwt?ﬂL@fﬂLawiw—i— <l—6/0 g(s)ds) 0>

+k (uw + % (wm)2>2}dx + g/g (gob,) da. (3.2.4)
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3.2. Résultat principal

Proposition 3.2.2 Sous les hypothéses (H1) et (H2), nous avons

/et/ dsdx-—%/g(g’o@x) dx+%g(t)/90§dx
+%% [ / (gof,) dz — ( /0 t g(s)ds) /Q Qi(t)dx], > 0. (3.2.5)

Supposons que (H1) est satisfaite. Alors, il existe une constante positive cq tel que

/a </09 (t =) (v(t) = v(s)) ds>

pour tout v € L?(Q).

2
dx < co/ (gov) dx,
0

Preuve. Intégrant par parties et utilisant les conditions aux limites, nous obtenons

Lo [ att=speyasae = ([ <>ds)/02<>d
/em/ (t — ) 6, (s)] dsd
_ M [/ (gof,) dz — (/Otg(s)ds)/gﬁi(t)dm]

—%/Q(g'oﬁm)dxjtég(t)/ﬂei (t) da.

D’apreés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

2

m—

< /Q[(/Otg(ts)ds)é/ﬂ(/otg(ts)(v(t)U(s))2d3d$>2]2

< a [ (gov)ds
Q

=

ce qui prouve ’assertion de la proposition m

Lemme 3.2.1 Il existe ¢y, constante positive, telle que
/ (10, — B (g% 0,)) dz < ¢ (/ 0%dx +/ (gob,) dx) , t>0.
Q Q Q
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3.3. Preuve du résultat principal

Preuve. En utilisant le fait que (a? — b?) < 2a% + 20 , on a

10, — x0,)) de < 212 | 6%dx + 252 x0,)%d
[ =500y < o [ gdor2s [ (g0, as

< /szx+26 // (t —8) (0,(t) — 0,(s) — 0,(t))* dsdx:
<2z2+45 (/0 (t —s)d ))/92dx+45 / (9$0,)°
co (/Qeidx—i—/g(goex) dg;>.

Notre résultat principal est le suivant. m

IN

IN

Théoréme 3.2.1 FEtant donné ((ug,u1) , (wo,w1), (Ao, 01)) € V. Supposons que (H1) et
(H2) sont vérifiées. Alors, il existe deux constantes positives dy et dy telles que l’énergie

de la solution du systéme ((3.1.1) — (3.1.3))) vérifie

t

E(t) <d; exp(—d2/§ (s)ds), Vt=>to. (3.2.6)

3.3 Preuve du résultat principal

Dans cette section nous établissons et prouvons notre résultat sur la décroissance expo-
nentielle pour le systéme non linéaire ((3.1.1)) — (3.1.3))). Nous commengons par introduire

quelques fonctionnelles et établir des résultats préliminaires sous forme de lemmes.

Lemme 3.3.1 Sous les hypothéses (H1) et (H2), pour toute solution du systéme ((3.1.1)—
(3.1.3)), l’énergie vérifie

d
CB() = /Q w2z — gg(t) /Q egdx+§ /Q (g/00,) dz, t > 0. (3.3.1)

Preuve. La multiplication de la premiére équation du systéme ((3.1.1]) — (3.1.3))) par

uy, la seconde par w; et la troisiéme par ;, puis, utilisant I'intégration par parties sur
(0, L) ainsi que la relation (3.2.5)), nous obtenons la relation (3.3.1)) pour toute solution

réguliere. m
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3.3. Preuve du résultat principal

Lemme 3.3.2 Pour tout €1 > 0, la fonctionnelle I, définie par
1
L(t) = /(utu + SWiW + in)d:U, t>0, (3.3.2)
Q

vérifie ’'estimation suivante :
d 1 2 o
Zh(t) < —k:/ﬂ (uw+§(wm)2> dac—g/g(wmfda: (3.3.3)

1 2
+/ (uf%——wf) da:+51/uidx+7—/ﬁfdx7
0 2 Q de1 Jq

Preuve. En dérivant la fonctionnelle I; et en utilisant la premiére et la deuxiéme

pour tout t > 0.

équation du systeéme ((3.1.1)) — (3.1.3])), nous obtenons

d 1 1
—L(t) = / urdx +/ kg + = (we)*) — 0| ude + = / widxr
1 1 2 T
+—/ {k {(uw + = (wy) ) wx] — OWypgy — th} wdx + — / wywdx
2 /g 2 ) 2 Jq
2 1 2 1 2
= uydr — k Uy + 3 (W) ) ugdz + 7y | Oyuydx + 3 [ wi dx
Q Q Q Q
k 1 2 2 g 2
—3 /Q <ux + ) (wy) )wxd:v — 3 /Q(wm) dx.

Puis, grace a I'inégalité de Young, on a,

an@) < [ (e b)) wr-g [ ot

1 2
+/ (uf + —wt2> dr + &, / uldw + L/ 07dx.
Q 2 Q de1 Jo
D’ou le résultat (3.3.3)). =

Lemme 3.3.3 Pour tout e > 0, la fonctionnelle Iy définie par

= [ (f7 6, (t,y) dy) wdx — 1 [, 8,udz, t >0, (3.3.4)

vérifie, pour toute solution du systéme ((3.1.1) — (3.1.3), Uestimation

d 1
—1I(t) < 7 / urdr + & / uldr +co |1+ — / 07 dx (3.3.5)
dt 2 Q 0 €2 Q

+CO/ (gob,) dx + 52k/ <um + ! (ww)z) dx
Q Q 2

o / 02du + e [k (L) — 0 (L)] .
Q
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3.3. Preuve du résultat principal

Preuve. La dérivée de la fonctionnelle /5 donne

20 = [ ([ [ [
([ o) (o) ]
+ / Ou,de — | / 0, udz
_ _5/ (/ (t—s) (0 ()—Qx(s)—é’x(t))ds>utdx
—y/Qufd:ery/Qefdx—k/Q <u$+%(ww)2) 0,dx

) (/OL thx) [k, (L) — A0, (L)]+l/99tuxd:c.

Nous estimons maintenant le premier terme de la derniére identité. En utilisant I'inégalité

—5/ (/ (t—s)(0 ()—Hm(s)—em(t))ds> wdz
< > / / ot = 5) 0u(0) = 0,(5) = 0.(0)" dsd+ [ o
< %2/Q(goex)dx+%2 (/Otg(s)ds) /QGfgd:U—i—%/ﬂufdm
< co/ﬂ(goﬁx) da;+co/90§dx+%/ﬂu§dm.

D’ou le résultat désiré.

de Young,

n
Afin d’éliminer les termes de la frontiére apparaissant dans (3.3.5) nous utilisons la
fonction

4
q(m):2—zx, x € €,

qui satisfait

et nous prouvons le lemme suivant.

Lemme 3.3.4 La fonctionnelle I3 définie par

i) = [ o (10, 5[ ot - 005009

36



3.3. Preuve du résultat principal

—i—/wtqwxdx—i—l/utquwdx, t>0, (3.3.6)
Q Q

vérifie, pour toute solution du systéme ((3.1.1) — (3.1.3), lestimation

—13 L) +06;(0)] — k [u2 (L) +u2 (0)] (3.3.7)

6% (
0;
21
(6 ) w? dx + <— —|—7') / 0%dx
L
/02dx+—/u dx + 2/u2dx
L LJo "
8k 1,)\° 2
+f A (u,; + §w§> dx + <k5 + E) /thzdx
vea [[(goba)do—co [ (400, s
Q Q
pour tout t > 0, ot C, est la constante de Poincaré.

Preuve. La dérivée de I3 nous donne

T = & [0t (zem—m / g<t—s>ex<s>ds>> da (338)

-/ (zem -5 f ol s>em<s>ds) g (zem - ol sm(s)ds)) &
—l—l/@tq@mdx B/th/ (t — $)0,(s)ds)dx

. / waqOhd — B / et / ot — 5)0,(s)ds),dz.
Q Q 0

et par une simple intégration par parties, nous obtenons
d t
pr (6’t + yuy) q (lé’x — B(/ g(t — s)ew(s)ds)) dx
0
1
= —= / Gx (10, — B (g % 0,))* do — i/ q07dx
2 Ja 2 Ja
[ o= ,
+5 [407]72) — ﬁ/ﬂﬁtq (90, — (¢'<0.)) dx
+71 / Uy QO dr — By / Uzq (90, — (9'00,)) da
Q Q
2 ! 2 21
= —/ (l@x —ﬁ(/ g(t — s)Gx(s)ds)) dr + — H?dx
L Jq 0 L
~ [B(L)+ 62(0)) = 8 [ (ot — (500.)) da
—l—’yZ/ UpqOipdr — ﬁ’y/ urq (g0, — (§'¢0,)) dx
Q Q
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3.3. Preuve du résultat principal

(o))

wiqwydr — ol / WeperqWedr + 1 / Wi qWypdx
Q

/
o

= —kl /Q (( Wy > x) (GWy + qWqy) dx — 71 /Q wyquydz
I

l
2 Jo

4kl 1 ki

De méme, on a

d
la/ﬂwtqwacdx = +kl

4ol
—k:l/ WeWap qQUzdxr — Tl/ W qW, — i Wppe W AT
Q Q L Jq
21 9
4ol | WiprqWeedr + — | w;dx
Q L Jq
Ainsi, de la relation,
kl kl
W2 Weqyedr = —— (wa,)zq((wm)z) dx
2 Jgo 4 Jo
kl
= —— [ widz,
2L Jq
et
20l 9 9 9
Q L Jq
2
< 201 w? dx,
L Jq
nous déduisons
d 4kl 1
l% wiquydr < +T i <uw + 3 (wx)z) widz (3.3.9)

kl wh 20l 5
—kl /Q W Wap QU AT — ﬁ Ldxr + T A Wy, dx

2
+ l/ dx Tl/wtqwxdx.
L Jq Q
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3.3. Preuve du résultat principal

Aussi, on a

li/utquwdx = kl/umqumdx—l—kl/wacwmquwda: (3.3.10)
—’yl/emquxdm—l—l/utqumd:v
Q
+

= —kl [uZ(L) +u2(0)] T/uic&—’yl/ﬁmquxdx
Q Q

2l
+kl/wxwmquzdx+f/ufdx
Q Q

Ainsi, d’apres les trois relations précédentes ((3.3.8) — (3.3.10))), on obtient,

) < 3/(@—5(9*9)) da:%l 02

dt L Jq
~ [B(L)+ 620)] = 5 [ Oua (98 = (508.)) d
—ny/ u.q (g0, — (¢'$0,)) do + 7 / w?dx
Q Q
4kl 1 2\ o 60l 9

—Tl/thqwx—l— 7 Q(ux+2(wx)) cdx + 7 meda:
2kl 21

R [a2(L) +2(0)] + 22 / Wdz 4+ 2L / .
L Ja L Jo

Le résultat s’en déduit d’apres les inégalités de Young et de Poincaré, m

Lemme 3.3.5 La fonctionnelle 14 définie par

L(t) = / (00 + 7u.0) dz, >0, (3.3.11)
Q

vérifie, pour toute solution du systéeme ((3.1.1) — (3.1.3)) et pour tout €5 > 0, l’estimation

swvante :

d A
—Li(t) < ——/Hidxjteg/uidx (3.3.12)

2
+ (1—1—7—)/9?(11‘ +co/ (gob,) dz,
de2 ) Ja Q
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3.3. Preuve du résultat principal

Preuve. En dérivant la fonctionnelle I, et aprés en intégrant par parties, nous obte-

%14(15) = /efdx—z/eidx
+5/ (/ (t—s)0 ()ds) Gwda:Jr”y/qu@tdfﬁ
= /9%—1/0201%/3(/; (s)ds>/99§das
—ﬁ// (t— ) (0u(£) — 0 (5))9Id:v—|—’y/9ux0tdx.

Ensuite, comptenu de I'inégalité de Young, nous aurons, pour ¢ > 0,

5[ [ gl — ) (0.(0) — 0,(5)) o
< (5/992dx—|—f—6 </t (s)ds)/g(goex) dr.

2
W/Uthdas §52/uidx+l/9?dx,
Q Q des Jq
on en déduit,

i.ﬁ;() < —()x—(S)/@idI—i—ag/uidx

+ (1 + ;—52> /Qe%zx +f—; </t (s)ds> /Q(gOGw)dx.

La relation (3.3.12) s’en déduit en prenant § = % ]

nomns

Aussi pour g9 > 0,

Lemme 3.3.6 La fonctionnelle I5 définie par

L) = — /Q 0, (g0 0)dz, t>0. (3.3.13)

vérifie, pour toute solution du systéme ((3.1.1)—(3.1.3))) et pour tous d, 5 > 0, U’estimation

sutvante

¢
£I5(t) < —(/ g(s)ds—5)/9§dm+cosg/Qidx—{—@./ufdx (3.3.14)
dt 0 Q 0 Q
Co ’ 1
-5 /(g oly)dx + co(ea + —) (goby) (t),
Q €2
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3.3. Preuve du résultat principal

Preuve. La dérivation de I5 donne

G0 = = [Ou(go0yda= [ 6.(g00),dr

_ / [_zema / tg@_S)@m(s)de] (900)da

~( /0 ' o(s)ds) /Q Pd — /Q 0, ©0,)dx

intégrons par parties, on obtient

CI) = z/ (906, d:v—ﬁ// (t — 5)04(s)ds) (g © 0, da

'y/Qut (go0,) dx—(/o 9(s )ds)/gf)?dfﬂ—/sﬁt(g’oﬁ)da?-

Maintenant, nous allons estimer les termes de cette derniere identité, en utilisant les

inégalités de Young et de Poincaré. Ainsi, on obtient, pour tout § > 0,

—/ 0, (g o 0)dr < 5/93(195— @/(g’oex)dx
Q Q 4 Q

De méme, nous avons pour g5 > 0,

—y/ut (gob,)dr < 52./ufdx—|—c—o/(go€x)dx
Q 0

l/@z(goﬁx)dx < /02d:v+— (gob,)dz.
Q

€2

—5// (t — $)0.(5)ds) (g o 0) da

Finalement, on obtient

< 2/ / 9(t = 5)(0a(5) — 0 (1) + 0,(8)?da
r5 ([ att=900.0) = 0.(5)Pr
< 0052/9 dx—l—(ag—l—%z)/(goﬁfdx

1
< 0062/0md$+00(52+—)/ (gob,) dz,
Q €2 Ja

ce qui prouve le lemme. m

Passons a la démonstration du Théoréme
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3.3. Preuve du résultat principal

Preuve. Pour N;, Ny, N > 0, nous définissons la fonctionnelle de Lyapunov par

F@ZNE®+%A+5+®A+MA+M&

t>0, (3.3.15)

et en tenant compte de (3.3.1), (3.3.3), (3.3.5)), (3.3.7)), (3.3.12)),(3.3.14)) et de la relation

[z = [ (wg(wg)—;(wz))zm
< 2/Q<ux+%(

) t3
1 2 L
< 2 / <uz—i—— ) —
et g (d 1
nous obtenons

— [Nt =3 —ea(k+ )] fowide

’UJ

/ widx
J

LAz,

[NQ s)ds = 8) = Ny (1435 ) — 22 (34 7) — o (14 L) = 5| Jp 0de

>

% €9 (NQCO + 2 =+ 7') ] fQ Gidx

(N2+ )} fQU§d$
EF(t)

NS u>|~z

2 oolé

g — $Ny — 5200} fﬂ g "0, )dx
+ | Naco(e2 + =) 4+ Nico + e2¢0 + co] o, (g08,) d.

-]
- 13-
-]
-]
+]
+|

k—ey (k+122 424 2N) — 2ey] [, (us + —(wm)2)2daﬁ
e (8 +KCy+ 5+ £+ ENy) - Ley] [, (war)?

dx

(3.3.16)

Puisque g est continue positive et g(0) > 0, alors, pour tout ¢y > 0, nous avons

t to
/ g(s)dsZ/ g (s)ds = go, Yt > to.
0 0

Tout d’abord, on suppose que v = ﬁ

Ensuite, on choisit

2 4 4

—1 —1 -1
) ¥ 2 vk 12k 67 k L L
— | No+ = — — N- — [ = —N .
€2<mln<8< 2+L) s (k+ 7 T2+2N 24 2L+kC +-+—-+-M
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3.3. Preuve du résultat principal

Maintenant, nous prenons N; suffisamment grand tel que

AN 2l
71—52 (N200+f+7) —co > 0.

Ensuite, nous choisissons Ny grand pour que

1 ol 2 1 3
Nogo— =~ — Ny (14 L) — e, (2 S T > 0.
290~ 3 1( +4€2> =2 (L+T> c0< +52) 162,

Enfin, nous choisissons N assez grand pour que

2
NT—%—€2 (k:Jrz) >0,

et
B

NE — 00N22 — £9c9 > 0.
Par conséquent, I'inégalité (3.3.16)) devient

F'(t) < —=CE(t) —|—77/ (gob,) dx, ¥t > t,
Q

ou C, n sont deux constantes positives.

(3.3.17)

En multipliant (3.3.17)) par ¢(¢) et I'utilisation des hypothéses (H1) et (H2),nous arrivons

a

COF(t) < ~Ce(t)E(t)+ne(t) / (gob.) (1)
< CEWE() - clgoby) (1)
< —Cs(t)E(t)—cE (1),

qu’on écrit
[C()F(t)+cE @) - (t)F(t) < —Cs(t)E(t), Yt > .
Maintenant, en utilisant le fait que ¢’ (¢) < 0, on obtient
(c(t)F () +cE @) <—Cs(t)E(t), Vt=>t.

Aussi, en notant que



3.3. Preuve du résultat principal

nous obtenons, pour une constante positive c«,

R (t) < —as (t) R(t), Vt > ty. (3.3.18)

d’apreés une intégration simple

B(t) < dy exp(—ds / ¢ (s)ds), ¥t > to. (3.3.19)

to

D’ou le résultat m
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Conclusion

Dans cette theése, nous avons amélioré le résultat prouvé dans le chapitre 2 dont le but
est d’obtenir une estimation de I’énergie pour la poutre non linéaire de von Kérmén avec
deux dissipations, thermale et de frictionnelle. En utilisant la méthode des multiplicateurs
on a démontré la décroissance générale énergies des solutions . Cette amélioration c’est
traduite par I'introduction d’un amortissement plus faible encore a savoir, la dissipation
viscoélastique dans la troisieme équation. Toujours en moyennant la méthode de éner-
gie nous avons démontré que lorsque le noyau décroit d’une maniére générale, alors les

solutions énergies tendent vers zéro d’une maniére générale aussi.

45



Annexe

46



Advanced Studies in Contemporary Mathematics 26 (2016), No. 3, pp. 435 — 445

GENERAL STABILIZATION FOR THE FULL VON
KARMAN SYSTEM WITH A THERMO-VISCOELASTIC
DAMPING AND A FRICTIONAL DAMPING

ABDELHAK DJEBABLA1, DALLEL OUCIF2, AND AHMED BERKANE3

ABSTRACT. In this paper we consider a one-dimensional von Karman
system in the presence of a thermo-viscoelastic dissipation acting on
the longitudinal component and the frictional damping acting on the
transversal component of the beam. by using a suitable Lyapunov func-
tion, we establish a general decay result which is not necessarily of ex-
ponential or polynomial type.

2010 MATHEMATICS SUBJECT CLASSIFICATION. 49K20, 70K20

KEYWORDS AND PHRASES. General decay, Full von Karman beam,
Thermo-viscoelastic damping.

1. INTRODUCTION

The asymptotic behavior of the coupling between the elastic and heat
phenomena has been studied by several authors. Most of the obtained re-
sults concern the linear case, see [6, 8] and references therein. They showed
that the thermoelastic linear models plate (coupling plate and heat) and
the standard linear thermoelastic system (coupling the wave and heat equa-
tions) have different properties. The first model is always exponentially
stable (namely the energy approaches zero exponentially when time goes
to in infinity), while the second model has this property only in certain
case. Unlike the linear case, the full von Karman model is suitable if we
take into account the transversal displacements as well as the longitudinal
displacements for vibrating slender bodies with large deflection. Results for
various nonlinear models have been obtained in [4, 19, 23]. For the one-
dimensional case of a full von Karman beam with thermal effect, recently,
djebabla and Tatar [7] constructed a suitable functional of Lyapunov and
proved the exponential decay using the multipliers method. In the present
work, we describe the mathematical model of a nonlinear beam of length L
clamped at the end points. Let u(x,t) and w(z,t) be the transverse and the
longitudinal displacements of a generic point. The variable @ (x, t) describes
the temperature affecting the transversal displacement. More precisely, we
consider the following system

uy — k [us + %wﬁ]x + v0iz = 0,
(1) wyr + Twe — k [(uI + %w%) ww]m + oWapzr = 0,
Ou — 10, + ﬁf(f g(t — S)GL.L(S)dS + YU =0,
in Q x (0,00), where Q = [0, L] and ¢ denoting the (positive) time variable.
The coeflicients k, ~, 3, o, [, and 7 are positive constants. We consider
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system (1) under Dirichlet boundary conditions for u, clamped ends for w,
and Neumann boundary conditions on @ :

(2) {u—O,w—O, 0 =0, =0, L, t>0

wy =0, 2=0, L, t >0
and the initial data
(3) w (0,.) = up, 1 (0,.) =u1, w(0,.) = wo,
wt (0, ) = wl,H(O, ) = 90, 9; (0, ) = 91.

The plan of the paper is as follows: In the next section we prepare some
material needed to prove our result. We present the diflerent functionals by
which we modify the classical energy to get an equivalent one. Section 3 is
mainly devoted to the statement and proof of the general decay result.

2. PRELIMINARIES

In this section, we present our hypotheses and state, without proof, a
global existence result. For the relaxation function ¢ we assume:

(H1) g : R+ — R4 is a dillerentiable [unction satislying
g(0) >0, N=1—73 [ g(s)ds=1—3g > 0.
(H2) There exists a nonincreasing differentiable function ¢ : Ry — Ry
satisfying
gt < —¢(®)g(t), vt>0.
Along this paper, ¢p is a generic positive constant and we also use the fol-
lowing notations

(4) (g *v) (t) = [y gt — s)v(s)ds,
(5) (gOv) (t) = [5 g(t — 5) (v(t) — v(s)) ds,
(6) (gov) (t) = [y g(t — s) (v(t) — v(s))? ds,

for all v € L2 ().

The well-posedness of (1)-(3) is stated in the following proposition.
Proposition 2.1. ([19])Let ((uo,u1), (wo, w1),(60,01)) € V where
V =HL(0,L) x L2(0,L) x H2(0,L) x L2 (0,L) x H' (0, L) x L2 (0, L),
and
HE(0,L) ={v e H?(0,L) : v(0) = v(L) = vz(0) = vz(L) =0} .

Assume that (H1) and (H2) are satisfied; then problem (1)-(3) has a unique
global solution (u,ws,w,w, 8,0;) € C([0,00); V).

Now, we introduce the first-order energy of problem (1)-(3) given by
E(u,w,0) =1 [, [u? +wi + 07 + ow2, + (Z - BJ; g(s)ds) 02

() +h (u + 3 (ww)zﬂ dr + 3 [o (9002) dx.
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Lemma 2.2. Under assumptions (H1) and (H2), we have

Jo 0 fg g(t — $)0qa(t)dsdx = —3% [, (g'00,) dx + 3g(t) [, 02dx

&) +%% |:IQ (gobz) dz — (fotg(s)dS) fﬂ 9%(t)da:j| , Vt>0.

Proof. Integrating by parts and using the boundary conditions, we get

j fotg(t — 8)0zyx (8) dsdr = — (fot g(s)ds) Jo 02 () d=
+ [ 0tz [ gt — 8) [0z (1) — 0, (s)] dsdx
= %% f” (gob) dx — (fg g(s)ds) fsz 02 (t) d:r}
—32Ja (g'00:) dx + %g(t) fQ 03 (t) dz.

Lemma 2.3. Assume that (H1) holds. Then, there exists a positive constant
co such that

Jo (Ji 9t = 9) (0(8) = v(s)) ds) " do < o [ (gov) d,
for any v € L?(Q).

Proof. By Cauchy-Schwarz inequality, we have

Jo (9t = ) (w(t) — 0(s)) ds)” da
— o (K =93 (1= 9) w(®) — v (s)ds) da 2
< [ {(J’J g(t—s) ds)% Jo (J5 9t =) (0 (8) = v (s))? dsdx) }
< <o [, (gov) dz,
which proves the assertion of the lemma.
Lemma 2.4. There exists a positive constant co such that
[oy (102 — B (g * 02))% da < co ([, 02dz + [, (9002) dz), >0

Proof. Using the fact that (a2 + b2) < 2a? + 2b? and lemma 2, we get

Joy 102 — B (g % 0,)) dx < 202 [, 602dx + 252 [, (g * 02)% da
<202 [,02dx + 232 [, [ g(t — 5) (0(t) — 6.(s) — 6,(¢))? dsdx
< (212 + 432 (fg g(t — s)ds)2 [ 2da + 432 [, (900,)% da
< co (Jo O2dx + [, (g00z) dx) .

Our result reads as follows.

Theorem 2.5. Let ((ug,u1), (wo,w1), (6o, 1)) € V, be given. Assume that
(H1) and (H2) hold. Then, there exist two positive constants di and da for
which the solution of Problem (1)-(3) satisfies

ot
9) E(t) < die” 0@ vy >
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3. PROOF OF THE MAIN RESULT

In this section we state and prove our result on the general decay, for
the nonlinear system (1)-(3). We start by introducing some functionals and
stating some lemmas

Lemma 3.1. Under assumptions (H1) and (H2), the energy satisfies, along
the solution of (1)-(3)

(10) %E(t) =—7 fq widx — %g(t) o 02dx + gfﬂ (g'00;)dx, t > 0.
Proof. Multiplying the first equation of (1)-(3) by wu¢, the second by wy

and the third by #; then we integrate over (0, L) and using the relation (8),

we get (10) for any regular solution.

Lemma 3.2. For any 1 > 0,the functional I; defined by

(11) L(t) = fQ(utu + %wtw + £w2)da:, t >0,

satisfies, along the solution of (1)-(3), the estimate

Il(z‘)< —k [ (ug + w ) 2fﬂw dx
—|—fQ (1Lt+2wt)d$+£1fg 2d1+4€ fQHth.L

for allt > 0.

Proof. Differentiating the functional I1 and using the first and the second
equation of (1)-(3), we get

1 (t) = fQ uZdx + fQ [ (uz + %wi)m — V()tz] udxr + % fQ widx
%f [ [(ugc + wz) wx] — OWgzrs — th} wdx + %fQ wirwdz
f uzdx — kfﬂ (u,z + 5 w2) Ugdr + 7y fQ Orupdr + %fn wfd.L
—& fo (ue + 511'2) widr — § [ w2, dx.

Then, the application of Young’s inequality yields,

Il(t) < —k [ (uz + 3w ) de—§ fﬂ w2, dx
+fQ (uf + 3wi) dz +e1 fuide + 5 [ 07dz

which is exactly (12).
Lemma 3.3. For any e2 > 0, the functional Iy defined by
(12) L(t) = [o (Jy 0 (t,y) dy) wedx — 1 [, Ozudz, t >0,

satisfies, along the solution of (1)-(3), the estimate

L1(t) < -3 [quidr + g2 [quldr +co (1 + L) Jo 02dz
(13) —H“oj (g08z) dx + g2k [, (u;r + sw2) dzx
+co [ 02dx + &3 [ku (L) — 07 (L)], t>0
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Proof. The differentiation of (13) gives

210t = [, (fom [l@m -3 fg g(t — 8)0,z(s)ds — Y ds) urdx

+ Jo (Jo 0: (¢ y) dy) [k (Um + 3 (wx)Z)m — v0s | dx
+l fQ Orugdr — lfQ Orurdx

-8/, (fg gt — ) (0:() — 02(5) — 0.(2)) ds) iy den
— Jouidz + fo 03dz — k fo (ur + } (ws)?) Orda
+ ( JE tha:) kug (L) — ~0; (L)) + 1 fo, Oruzda,

We now estimate the first term in the last identity, using Young’s inequality
and lemma 2,

—8 o (Jo 9(t = ) (02() — 62(5) — 02(t)) ds ) widx
<& [0 Ji gt — ) (02(t) — 0a(5) — 0:(1))* dsdz + § [ uidz
= %2 Jo (gobz) dz + %2 (fotg(s)ds) Jo 02dx + % [, uidx
< o [ (goby) dz + co [, 02dx + § [, uida.

Whence our conclusion follows.
In order to deal with the boundary terms appearing in (14) we exploit the
function

a(z) =2— %z, z€Q,
to prove the following lemma.

Lemma 3.4. The functional I3 defined by
(14) I3(t) = [q (6t +yuz) q (mm . [)’(fot g(t — S)H:c(s)ds)) dx
fQ weqwzdr + 1 fQ urqugdr, t> 0.
satisfies, along the solution of (1)-(3), the estimate
Fls(t) < — [07 (L) + 67 (0)] — & [u3 (L) + 3 (0)]
+ (5% + kCp) [qwidz+ (3 +7) [, 02dx
(15) + (2 +7) [,07dx + % Jouidx + 2 [, uidx

+88 [ (up + Jw2)’ do + (k + 2) [owide
+co fﬂ(goﬁz)dm —co fﬂ(g’oam)d:v, t>0,

for all t > 0, where C,, is the Poincaré constant.
Proof: A straightforward differentiation leads to
& Jo 0+ ua) q (162 — B(Jy 9t — $)02(s)ds) ) d
= [q (lez — 5[3 g(t — s)OIz(s)ds) q (10 — ,B(fotg(t - s)O;,;(s)ds)) dx

H [, 0:q0sdx — B [ 0tq(fy g(t — $)0z(s)ds)sdx
+1 fQ uzqbizdr — By fQ “’z‘J(f(f g(t — 5)0z(s)ds)ed.

o1

439



A. Djebabla, D. Oucif and A. Berkane

A simple integration by parts, gives

% Ja (B0t i) g (162 — BUJY 9t — 5)62(s)ds) ) da
= 2 5 Jo (19 — B(g*0.))dr — L [, q.0%dx
L[a02)22) — B [ 010 (96 — (§'<02)) dx
(16) +1 _fgz qugmdx — B f&z uzq (g0, — (g'$0)) dx
= 2 J, (16— B(J5 9t - s)@z(s)ds)) do+ 2 [ 63da
— [63(L) + 62(0)] — B fo, Ovq (g0 — (o' <>em) ) dz
+1 fQ Uy qOipdx — By fQ Uz q (99.70 - (g’<>9m)) dzx.

Similarly,

1% [owiquedr = +kI [, ((“r +3 (wm)2) wm)x quzdzx
—7l f wiqwydr — ol f WarreqWedx +lfQ weqWigdr
= —kl fn (CZJ,J; +1 (wL)Q) wy ) (gewy + qwlm) dx — 7l fn wiqwdT
+ol fQ W (qmw + qQWgz) dT — 2 a Gewidx
= "“%l Ji (u:c + 5 L (wyg) ) w2dx — fQ W2 W qWppdr

—kl fQ WeWepeqUuodr — TI fQ wtqwx — l‘ fQ WyprWedL
—Hflf wwmqwmda:—l— I fQ fd.r

so, from the relation,

kl 2 _ _ Kkl 2 2
—Z [q wwwwquggdg =7 Jowia (wJ“)I dz
= ~a3n Jo wzd;v,

and
“+al fQ urmmmqwmwdT — —+—2‘7l f§2 ?1)2 dx
—ol [ Wyy (L) + wzz (L)] < _'_26 fQ wzde
we deduce

l% fﬂ wiqudr < —l—‘—%—l fﬂ (uw + 35 w ) 2da:
(17) —kl fQ wxw?mqumdm — ;—i ~ widr + 22 QUI fg w?mdx
—|—% fg 711?(1.77 — 7l fQ wtqmzn'T

Also,

l% fﬂ urqupdr = kl fQ Uz qupdr + ki fQ Wy Wa g QU AT
—~I fﬂ Orrquedr + 1 f QUi dx

= —kl [u2(L) +u2(0)] + 2 [, Zdr 'yl Jq requadx
—+kl fQ wmwwzquwdaz—{— T fQ 2dx.

(18)

Finally, from the previous three relations (17) — (19) we obtain,

13(t) <2 [ (10, —B(g*0z)dx+ 2 [ 03dx
— [62(L) + 67 (0)] — B [g, rq (96 — (g<>9 ) dx
—By o uzq (gH 4 <>0$)) de + 2% f% widz
—7l fQ WU g + 2 5 fQ (uz + %m )1172r]7' _|_ al fg 1172 dr
—kl [u2(L) + u2(0)] + 22 [ uidx + S o U &
We conclude by applying the Young and Poincaré inequalities, lemma 2 and
lemma 3.
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Lemma 3.5. The functional 14 defined by
(19) I4(t) = [, (0:0 + vu,0)dz, t >0,
satisfies, along the solution of (1)-(3), and for any 2 > 0, the following

estimate:
F1a(t) < —3 [q03dz + e2 [ uidz

20
(20) + (1 + %) fQ 62dx + co fQ (gob.)dx, t=>0.

Proof: By Differentiating the functional I; and integrating by parts, we
obtain
L14(t) = [y 03dx — 1 [, 02da

+8 [q (fgg(t - s)@x(s)ds) Ozdz + 7 [ uzOidx
=+ Jo 63dx — 1 [, 02dx + B (J5 9(s)ds) [, 02da
-3 fQ fgg(t —5) (02(t) — 0x(5)) Ozdx + 'ny U Ordx
Next, by Young’s inequality, and lemma 2 we obtain, for § > 0,
—f fQ foL g(t - S) (ex(t) - Hm(é)) Opdr < 5fQ Hﬁdl'
2
+55 (fs 9()ds) [, (g00s) da.
Also, for eo > 0
+y fﬂ U Bidr < 2 fQ uZdx + & fQ 07dx,
we deduce,
LI(t) < —(A— 51)2f Ozdx + e2 [ uzdz
+ (1 + %) Jg Odx + le zfgg(s)ds) Jo, (goby) dx.

The relation (21) is established by taking 61 = 3.

Lemma 3.6. The functional Is defined by

(21) Is(t) = — [ 0: (g0 8)dx, t>0.

satisfies, along the solution of (1)-(3), and for all 6, e > 0, the following
estimate

LI5(t) < —(fy g(s)ds — 8) [, 02dx + coea [, 02da + e [, uida

622} —2 [o(g 08 )dz + co(ea + L) (gob) (), t> 0.

Proof Direct differentiation, using (22), leads to
LI5(t) = — [ 0u (g0 0)dx — [, 0:(go0),dx
— fQ —10,, + ;ﬁ’fot g(t — 8)0(s)ds + wutw} (go8)dx
—(fo 9(5)ds) Jo Opdz — [o 0u(g" o 0u)dx

=1 [, 0.(g00;)dx — ﬁtfg(fot g(t — 5)0,(s)ds) (g © 0,) dx
— Jqut (g< 0z)dx — ([ g(s)ds) [ 0}dx — [, 0:(g" © 0)dx.

We now estimate the terms in the last identity, using Young and Poincaré
inequalities and lemma 2, for all § > 0,

— [0 (g 00)dx <6 [, 02dx — L [,(g 08)dx.
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Similary, we have for o > 0,
— JQ 1w (go0z)dr < 2o jﬂ uZdr + g—g fQ(goé)m)d.T,,

(g o b0z)dx < &2 [, 03dx + 22 [, (gobz)dx.

Finally,
=8 Jo(Js 9(t = $)02(5)ds) (g © ) dx
< % JoUy 90t = 5)(02(5) = 02(8) + 0:(1))*da
+50 Jo(fy 9(t — 9)(02() — 0.(s5))2da

< coea [ 02dx + (s2 + =) Ja(lgo 0) dz

< coes Jo O3z + co(er + 1) [ (g00) d,
which proves the assertion of the lemma.

Proof of Theorem For Nj, N2, N3 > 0, we define the Lyapunov func-
tional by
(23) F{)=NE(t)+ I+ Io +e2l3+ N1Is + Nols, t>0,
and taking into account (10), (12), (14), (16), (21) and (23) and the relation
2
fQ ulids = fQ (uw —0—2% (w%) — % (wg)) dx
£ 2fg (ua: + % (wg))zdm‘ -+ % fQ wédw
< ZJQ (ugC + % (w%)) dr + % jn w2, dx,
we arrive at
(24) ]
Nt — 3 —e2 (k+ %)] [qwidz
I 3
No(fyg(s)ds —8) — N (1+ %) —e2 (3 +7) —eo (1+ L) — 7| Sy 03d
— % — &9 (NQCO+ %—i—T) —C()] fﬂegd.’z‘
@ ~[Eme (ot )] fuds 2
GFT O _[Jh—eo (k+ 24 242N) — Ze1] [, (uo + Ju2)  da
—|F e (3% +ka+§+ B g ) — %51} Jo wizdx
—+ -Ng — %Nz — 6260} fQ(g'oel.)dﬂ’)
+ [ Naco(e2 + %) + Nicg + g9co + co} Jo (gob,) dz.

Since g is continuous, positive and ¢g(0) > 0, then for any ¢y > 0, we have

Lg(s)ds > [ g(s)ds = go, Vt>to.
0 0

First, suppose that § = ﬁ
Next, we pick

e <min (3k,Z).
and
ep<min (3 (Ne+3)7", % (k+%+2+21v1)‘1,;—g(g—;+kcp+g+%+§zv1)‘l).
Now, we choose N7 large enough such that

%—EQ(NQCO+%+T)—CO>D.
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Then, we select Vo large so that
3

Nago — 5 — V1 (1+%) — &9 (%+r)—c0(1+%) — g >0
Finally, we choose N a large enought so that
Nt —%—e(k+ %) >0,
and
N8 _ ¢gN3 — e3¢0 > 0.

Therefore, (25) becomes
(25) F'(t) < —CE(t) +n [ (gobz) dz, Vt > to,
where C, nare two positive constants.
By multiplying (26) by ((#) and using (H1) and (H2), we arrive at

() P (8) < —kaC (8) B (2) — eC (1) (g0) (2)

< —koC (t) E(t) — 1 (g' o) ()

< —koC(t)E(t) — 1 E (1),
thus

COF @) +cE®] —¢ @) L) <~k ) E®E), V= to.
Now, by using the fact that ¢’ (¢) < 0, we have
(C()F () +cE 1) < —koC (D E (1), Vit > to.
Again, by noting that
R(#)=C@E) F () +cE@) ~ E (1),

we obtain for some positive constant «,
(26) R (t) < —a((t) R(t), VYt > to.
A simple integration of (27) over (g, t) leads to

(27) R(t) < R(0) e~ i €O gy > 40

Finally, the assertion of Theorem 5 is then obtained by virtue of the bound-
edness of F and ¢ and the fact that R ~ FE.O
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