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RESUME

Dans le présent travail on étudie une classe de problemes aux limites pour une équation
différentielle abstraite avec conditions non-locales. En se basant sur la méthode des inégalités
énergétiques, on établit des résultats d'existence et d'unicité de la solution sa dépendance

continue par rapport aux données ainsi que sa continuité par rapport aux parametres.

Mots clés : équation différentielle abstraite, inégalité énergétique, conditions non-

locales.



ABSTRACT

In this work we study a class of abstract differential equation with non-local conditions. For
the considered problem, we establish the existence and uniqueness of the strong solution
and its continue dependence on the data. The proofs are based on energy inequalities and

on the density of the range of the operator generated by the considered problem.

Key words : abstract differential equation, a priori estimate, non-local conditions.
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INTRODUCTION

0.1 Analyse Bibliographique

La théorie des équations différentielle a coefficient opérationnels non bornés, dans les
espaces de Banach est apparue et a commencé a se developper intensivement dans les
années cinquante dans les travaux fondamentaux de E. Hill [31] et K. Yoside [62].
Par une méthode de la théorie des semi-groupes qui se développait remarquablement
pendant cette période, a été construire de résolution du probleme de Cauchy pour
une équation différentielle homogene de premier ordre a coefficient opérationnel A ne
dépendant pas de t.

Dans ces travaux et afin d’assurer 'existence de la solution ainsi que la dépendance
continue par rapport aux données initiales, certaines conditions ont été imposées sur
Iopérateur A.

Les premiers théoremes d’existence de la solution du probleme de Cauchy pour les
équations différentielles a coefficient opérationnels non-bornés ont été établis dans
larticle de T. Kato [56].

Les équations différentielles opérationnelles dans les espaces de Banach dans le cas ou
le domaine de définition de l'opérateur A dépendait de ¢, ont été étudiées par P.E.
Sobolevski [54].

De nouveaux résultats sur ’existence de la solution du probleme de Cauchy avec des co-
efficients opérationnels variables ont été obtenus par H. Tanabe [55] pour les équations
d’évolution de type parabolique.

Dans les travaux de P.E. Sobolevski, M.A. Krasnoselslki et S.G. Krein [35, [36] ont été

étudiées les conditions pour lesquelles la formule qui donne la solution de I’équation
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non homogene a partir de I’équation homogene, définie la solution classique. Une par-
tie importante de ces résultats est décrite dans la monographie de S.G Krein [37].
Indépendamment de la théorie des semi-groupes, les équations différentielles a opérateurs
non-bornés dans les espaces de Banach ont été étudiées dans les travaux de M.I. Visik
[59] O.A. Ladyzenskaia [58].

Leurs recherches étaient basées sur les inéquations de types variationnel qui lient les
normes énergétiques des solutions aux normes correspondantes du membre droit de

I’équation. Cette approche a permis de définir une nouvelle notion de solution faible.

Les principaux résultats dans cette section sont décrits dans les monographies de J.L.
Lions, E.Magenes [42].

Il aussi important de citer les travaux de Chazarain [I5] qui a introduit la théorie
spectrale des opérateurs dans des espaces de distributions pour ’étude des problemes
de Cauchy pour des équations d’évolutions abstraites.

Les futures recherches sur 'existence de la solution des équations différentielles opération
nelles ainsi que sur ’étude de leurs propriétés spectrales furent poursuivies dans

différentess directions e par plusieurs auteurs.

Parmi les principaux résultats nous citons les r ésultats de Y.M. Berezanski [5], V.I.
Gorbatchuk [29].

Il est important de signaler les travaux de J.A. Dubinski [20, 21] dans lesquels on
donne une classification des équations différentielle opérationnelles d’ordre quelconque
a coefficient constants, ainsi que les positions correctes des problemes et ou on étudie
I’existence de la solution.

Dans les travaux de N.Y. Yurchuk [63] 64] et V.I. Chesalyn [16l [I7] grace a la méthode
des estimations énergétiques est étudiée une classe assez large d’équations différentielles
opérationnelles d’ordre supérieur avec une seule variable, sont établis les positions cor-
rectes de ces problemes et sont démontrées I'existence et 'unicité des solutions fortes

des problemes considérés.
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Dans les travaux de F. Rebbani [48] [49] sont généralisés les résultats de N.Y. Yurchuk
et V.I Chesalyn équations différentielles dépendants de deux variables indépendantes,
ce qui a élargi considérablement de classe des équations étudiées.

Le cas n variables a été traité dans le mémoire de B. Labed [39]. Toujours grace a la
méthode des inégalités énergétiques a été traitéde probleme de Goursat dans [50] pour
une équation hyperbolique de second ordre a coefficients opérationnels non bornés
dépendant de t.

Ce travail a été inspiré par l'article de N.Y. Yurchuk- N.I. Brich [65] qui ont traité la
meme équation mais pour des coefficients opérationnels bornés.

D’autre part des problemes aux limites avec des conditions initiales non locales ont
été étudiés toujours pour une équation hyperbolique de second ordre a coefficient
opérationnel par U. Engelman [22]. Ce mémoire est un prolongement de ces résultats
dans cette direction.

La signification physique des conditions aux limites non locales a servi de base pour
I'intérét croissant porté a ce type de probleme. La modélisation mathématique de
probléemes mixtes avec conditions intégrales est rencontrée en théorie de transmission
de la chaleur, en théorie des populations, en élasticité, et métallurgie [34) [38].

Les questions liées a ces problemes sont tellement récentes et variées, que 1’élaboration
d’une théorie générale est encore prématurée.

Et par conséquent 1’étude de ces problemes exige chaque fois une étude individuelle
d’ou l'actualité du sujet.

Plusieurs auteurs ont étudié dans leurs travaux [14], toujours avec comme outils la
méthode du potentiel des problemes mixtes avec conditions non locales pour certaines
équations paraboliques de second ordre quasi-linéaires.

Plusieurs résultats ont été obtenus dans les travaux [6] dans lesquels les auteurs ont
montré 'existence et I'unicité de la solution pour des problemes mixtes combinant une
condition de Dirichlet et une condition intégrale pour certaines équations paraboliques
du second ordre en utilisant la méthode des estimations a priori.

IL est aussi intéressant de citer les trevaux de V.I Chesalyn qui a étudié dans [16] un



0.1 Analyse Bibliographique 4

probleme aux limites pour une équation différentielle d’ordre impaire avec conditions
aux limites, et dans [I7], I’équation de Liav, toujours avec des conditions aux limites

non-locales.
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Conditions non locales

Durant les dernieres années, parmi les probléemes aux limites non classiques pour les
équations différentielles aux dérivées partielles une place importante est occupée par
les problemes avec des conditions non locales, en particulier les conditions qui relient
les valeurs des solutions et leurs dérivées en deux ou plusieurs points intérieurs ou
frontieres du domaine considéré. Une définition générale de ces conditions et leur clas-
sification ont été données, en particulier, par NAKHUSHEV dans [45].

Dans [19] DEZIN a montré pour la premiere fois que pour certaines équations aux
dérivées partielles dans certains domaines, le probleme aux limites n’est correctement
posé que seulement si les conditions utilisées sont non locales. Ce type de conditions
non standard reflete une grande réalité dans la modélisation mathématique de quelques
problemes naturels dans plusieurs domaines comme la biotechnologie [52] et la biologie
[46].

Ces conditions ont été associées a des problemes paraboliques et hyperboliques et ont
été étudiées par plusieurs auteurs. Quant aux problemes engendrés par des équations
multi-temporelles a conditions aux limites non locales, ils ont été traités une partie

par F. REBBANI et al. [48, [49] [50].



0.2 Contenu du mémoire 6

0.2 Contenu du mémoire

I e but de la présente these est d’étudier certains probléemes aux limites pour des
équations opérationnelles de second ordre, elle est composée d’une introduction

et de trois chapitres.

Dans l'introduction, on rappelle quelques résultats d’analyse fonctionnelle ainsi que

les outils mathématiques nécessaires pour 1’étude des problemes posés.

Le premier chapitre est consacré a I’étude d'un probleme aux limites avec des condi-
tions non locales. L’étude est basée sur ce qu’on appelle la méthode des inégalités
énergétiques.

On considere dans D=]0, T;[x]0, T5[ un rectangle borné de R? I’équation suivante :

0*u , o Ou o OU
= dio + sign(1 — | o] )8_751 + sign(1 — | |*) =

ot M)
+sign[(1 — [ ) (1 — [paf?)]Au = f(2),

avec les conditions non locales :

Lu

l,ulu = u|t1:0 - M1U|t1:T1 - @(tQ)v lmu = u|t2:0 - ,u2u|t2:T2 = ¢(t1)7 (2)

ou A est un opérateur non-borné, u = (1, p2) est un parametre complexe.

Pour ce probleme, on établit des théoremes d’existence, d unicité de la solution forte,
sa dépendance continue par rapport aux données (f, , 1) ainsi que sa continuité par
rapport aux parametres pq et ps.

Ces résultats sont obtenus grace a la méthode des estimations a priori (méthode des
inégalités énergétiques) qui est une méthode efficace pour 1'étude de beaucoup de
problemes de la physique mathématique. Elle résulte des idées introduites par J. LE-
RAY [40] et L. GARDING [26] et de celles développées dans les travaux de N.I. YUR-

CHUK [67, [68], [69].
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Elle est caractérisée de la maniere suivante :

le probleme posé est reécerit sous la forme opérationnelle :
Lu = (Lu,lu,lu) = F.

Pour l'opérateur L agissant d’un espace de Banach B dans un espace de Hilbert E, on

établit une estimation a priori de la forme :
ulle < ¢l Lulle, Vu e D(L). (3)

Cette inégalité est obtenue en général par une étude détaillée de la forme obtenue en
multipliant scalairement 1’équation (1) par u ou ses dérivées et une certaine fonction
poids.

On montre ensuite que Iopérateur L admet une fermeture L. La solution de I’équation :

Lu=F, (4)

est appelée solution forte du probleme considéré.

Par passage a la limite, on prolonge 'estimation (3) aux solutions fortes :
lullz < e[| Lulls, Vu € D(L). (5)

A partir de (5) on déduit :

1) L’unicité de la solution forte et sa dépendance continue des données quand elle

existe ;

1) l'ensemble des images de 1'opérateur L, noté R(L) est égal & R(L).

La derniere étape consiste a démontrer I'existence de la solution forte et donc établir

la densité de R(L) dans E.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Opérateurs linéaires

On désigne par :
E et I des espaces de Banach.

Z(E, F) espace vectoriel des opérateurs linéaires continus de F dans F, muni de la

Azl
lzlls

norme HA”g(E,F) = sup

x#0
Z(FE) espace vectoriel des opérateurs linéaires continus dans E .
H : espace de Hilbert.

Opérateurs bornés

Théoréme 1.1.1 [Banach-Steinhaus].
Soient (A;)ier une famille (non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires et

continus de E dans F'. On suppose que

5161? [Aiz|| g(pr) < 00, Ve € E.

Alors

sup || Ail o g,y < o0
iel

Théoréme 1.1.2 Soit A un opérateur linéaire continu et bijectif de E sur F. Alors

A1 est continu de F dans E.
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Théoréme 1.1.3 Soit A un opérateur linéaire continu de E dans F. A™' existe et

est continu si et seuleument si il existe une constante m > 0 tel que :
[Az[| = m ||z], Ve e E

Opérateurs linéaires non-bornés.

Définition 1.1.1 On appelle opérateur linéaire non-borné de E dans F' toute appli-

cation linéaire A définie sur un sous-espace vectoriel D(A) C E, d valeurs dans F.

D(A) est le domaine de A.

1.2 Operateurs fermés

Définition 1.2.1 On dit qu’un opérateur A est fermé si son graphe G(A) est fermé
dans E x F.

Remarque L’opérateur fermé A peut étre considéré comme un opérateur borné de

son domaine D(A) muni de la norme du graphe dans F.

Théoréme 1.2.1 [Théoréme du graphe fermé] Soit A un opérateur linéaire de E

dans F. Supposons que le graphe de A est fermé dans E x F. Alors A est continu.

Définition 1.2.2 On dit que A est fermable s’il admet un prolongement fermé. Autre-

ment dit A est fermable si l’'adhérence G(A) de son graphe est un graphe. L’opérateur

fermé A dont le graphe G(A) = G(A) est appelé fermeture de A.

Définition 1.2.3 Soit A un opérateur non-borné a domaine dense. On va définir un

opérateur non-borné A* : D(A*) C E* — F * comme suit. On pose
D(A*) ={v € F*; Jc >0 tel que |(v, Au)| < c|lu|| Yu € D(A)}.
FEtant donné v € D(A*), on considére l'application g : D(A) — R définie par :

g(u) = (v, Au), u € D(A).
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La fonctionnelle g peut étre prolongée de facon unique en une application linéaire
f: E — F telle que :
|f(w)| < cllull, Yu € E.

Par suite f € E*. On pose : A*v = f.
L’opérateur A* est appelé l'adjoint de A. La relation qui lie A et son adjoint A* est

donnée par :
(v, Au) o o = (A"v,u) . i, Yu € D(A), Yo € D(AY).

Proposition 1.2.1 Soit A : D(A) C E — F un opérateur non-borné a domaine

dense. Alors A* est fermé i.e. G(A*) est fermé dans F* x E*.

Théoréeme 1.2.2 Soit A un opérateur fermé de domaine D(A) dense dans E. Si A

admet un inverse A~* € ZL(F,E), alors (A*)™" eiste et est borné de plus :
(A = ()

Corollaire 1.2.1 Soit A : D(A) C E — F un opérateur non-borné, fermé, avec

D(A) = E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) D(A) =

(17) A est borné
(17i) D(A*) = F*
(iv) A* est borné.

Dans ces conditions on a :

||A||z(E,F) = ||A*||,2’(F*,E*)

Théoréme 1.2.3 Soit A: D(A) C E — F un opérateur non-borné, fermé, avec m
= FE. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) R(A) est fermé,

(17) R(A*) est fermé,

(ii7) R(A) = N(A*) +
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(iv) R(A*) = N(A) *.

Théoréme 1.2.4 Soit A : D(A) C E — F un opérateur non-borné, fermé, avec

D(A) = E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
)

(

1) A est surjectif,
(1) il existe une constante C > 0 telle que :

[o]] < CllA™]}, Yo € D(AY),

(ii1) N(A*) = {0} et R(A*) est fermé.

Théoréme 1.2.5 Soit A: D(A) C E — F un opérateur non borné, fermé, avec D(A)
= FE. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A* est surjectif,
(1) il existe une constante C' > 0 telle que :
lull < C"[|Aull,  Vu € D(A),
(iti) N(A) = {0} et R(A) est fermé.

Corollaire 1.2.2 Soit A un opérateur non-borné dans E, fermé, avec D(A) = E.
Lopérateur A admet un inverse borné A= sur E si et seuleument s’il existe deux

constantes ky et ko telles que :
Jul| < Ey[[Aull, Vu e D(A),
[ull < k2 [|A%ull, Vu € D(AY).
Opérateurs auto-adjoints

Définition 1.2.4 Soient H un espace de Hilbert et A un opérateur dans H de domaine
dense D(A).On dit que A est auto-adjoint si A* = A .i.e. D(A) = D(A*) et (v, Au) =
(Av,u),Vu,v € D(A).

Proposition 1.2.2 Un opérateur auto-adjoint est fermé.

Proposition 1.2.3 Soit A un opérateur auto-adjoint inversible. Alors A=' est auto-

adjoint.
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Méthode de prolongement par rapport au parametre

Théoreme 1.2.6 Soient Ey et Fy deux espaces de Banach et Lo, L1 deux opérateurs

linéaires bornés de Ey dans FEy. Pour tout r € [0,1], on pose :
L.=1—r)Ly+rL.
On suppose qu’il existe k > 0 telle que :
lullp, < Kl Lrullg, .

our € [0,1]. Alors Ly est un isomorphisme entre Ey et Ey si et seulement si Ly est un

isomorhisme entre E, et E,.

D’autres notions et inégalités seront utilisées telle que 1'e inégalité :

2|Re(z,y)| <elal* +e7 yl", >0



Chapitre 2

Inégalité de I’énergie et corollaires

2.1 Position du probleme

Soit D =]0,T1[x]0, T5[ un rectangle borné R* de variable ¢t = (t1,t2) et soit H un

espace de Hilbert ou la norme et le produit scalaire sont respectivement notés par |.|

et (.,.).

On considere dans H 1’équation suivante :

_ Q%u u
Ot10ty oty
+sign((1 — | ]*) (1 — |pa]?)]Au = f(2),

ou u et f sont des fonctions de variables t = (t1,t3) € D et a valeurs dans H, py et po

i ou
+ sign(1 — |M1|2)a—t2 1)

Lu + sign(l — |ua|?)

sont des parametres complexes, avec |u;| # 1, (i = 1,2).
A est un opérateur linéaire, non-borné dans H et a domaine de définition D(A) partout
dense dans H. De plus A est auto-adjoint et vérifie la condition :
Condition (A) :
(Av,v) > colv)?, Vv € D(A), Vt € D,

ou ¢ est une constante positive indépendante de w.
A D'équation (1.1) on associe les conditions aux limites non locales suivantes :
{ l/—LIu = u|t1=0 - Nlu’t1=T1 = (p(t2>7

Lyt = ulgy=0 — pott]py=r, = P (t1).
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La fonction ¢ (resp. ¢) est définie de [0,T7] (resp. [0,T3]) a valeurs dans H.

Les fonctions ¢ et 1 vérifient la condition de compatibilité suivante :
2(0) — p2p(T2) = (0) — ) (Th). (2.3)

2.2 Inégalité de I’énergie et corollaires

Introduisons tout d’abord certains espaces fonctionnels nécessaires pour 1’étude du
probleme considéré.

On définit dans I'espace vectoriel D(A) la norme
july = [Aul,

on obtient I'espace de Hilbert W1,

De maniére analogue, on définit dans 'espace D(A'/?) la norme
’ull/2 = |A1/2u‘7

on obtient ainsi I'espace de Hilbert W1/2,
Remarques
Les opérateurs A et AY? sont bornés de W' et W'/2 respectivement dans H.

D’apres les propriétés de 'opérateur A on a les inclusions topologiques suivantes :
wlcw'?cH.

W1 est partout dense dans W'/2 et dans H.

De plus, on a les inclusions suivantes :
Lo(D; WYY € Ly(D; WY?) € Ly(D; H).

On note par H™!' (D;W1) T'espace obtenu en complétant I'espace C* (E; Wl) par

rapport a la norme

i = [ || oo
Y L1 81518252
D

2 2+ Ou 2+|u|2
1 Ot 1 '

ou

— dt.
oty

1
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Soit H'([0, T1]; W'/2) I'espace obtenu par complétion de I'espace C°([0, T1] ; W'/?)
par rapport a la norme

T

oit=/ (

0

1/]/

2 2

De maniere analogue on construit 'espace H'([0, T3] ; W*'/2?) muni de la norme

Ts

2 |2 2
lelz = [ (|o] +1eh2 ) dts.

0

En complétant 1'espace C*° (5; Wl) par rapport a la norme

lalll; = (8 () sup[llu (71, ) + llu (. m)17]

7=(11,72)ED

ou 2 2
min (}1 — | | ) |1 — |pe] D
(1+ ul) (1+ [l

B () =

on obtient 'espace E,,.

Notons par E 1'espace de Hilbert
E = Ly (D; H) x H" ([0, T3] ; W?) x H ([0,T1]; W'/?)
composé des éléments F' = (f, p, ) tels que la norme

2 2 2 2
I = 1A+ Nl + 11l

est finie.
Lo(D; H) est 'espace des fonctions définies de D a valeurs dans H et a carré intégrable,

muni du produit scalaire (.,.) = [(.,.)dt et de la norme correspondante notée par ||.|| .
D

H ([0, To] ; W/2) x H ([0, T1]; W1/2) est le sous-espace fermé de
H' ([0, T3] ; W) x H' ([0,T1]; W'/?) composé des éléments (p, ), vérifiant (1.3).

Estimation a priori
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Soit L, = (£, li,,12,) opérateur engendré par I'équation (1.1) et les conditions aux
limites (1.2), agissant de E}, dans E et & domaine de définition D(L,) = H"' (D; W').

Pour l'opérateur L, on établit le théoreme suivant :
Théoréme 2.2.1 Pour tout élément u € HY (D; W1 | on a linégalité :
2 2
wllly < ClILyulll”, (2.4)
ou C' est une constante positive indépendante de u et de pu.

Pour démontrer le théoreme 1.3.1 on introduit le lemme suivant :

Lemme 2.2.1 Soient |.| la norme de H (ou de W' ou de W'/2), g une fonction de
variable t € [0,T] a valeurs dans H, p est un nombre complexe de module |u| # 1 et

soit h tel que :
h = g(0) — ng(T). (2.5)

Alors pour |u] < 1, on a

l'inégalité : ,
1 (L +[ul")
9(0)[* — 5 1+ 1) 19(T)* < 5T |h[*, (2.6)
(1= ul)
et pour |p| > 1, on a l'inégalité :
1 1+ |uf?
L+ P gm0y < S e 27)
2 (™ = 1)

Preuve.

Si|p| <1, de (1.5) on a Iinégalité :
9(0)* < [l (L4 2) [g(T)]* + (L + 1) [,

en prenant )
_ 1y

€= 2

2 |ul

, on obtient 'inégalité (1.6).
Si |u| > 1, de (1.5) on a I'inégalité :

1l g(T)* < (L +¢) |g(0)]* + (L +=71) [n)*,
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en prenant

, on obtient 'inégalité (1.7). O

Démonstration du théoréme 1.3.1.

Multipliant scalairement dans H ’équation (1.1) par I'expression

. ou ou
Mu = sign (1 — | 2| ) o + sign (1 — |M1|2) oy’
on obtient :
o (|ou o [|oul?
sign (1 — | o ) (’a_t + |u|1/2> +sign (1 — |l ) (’(f)t + |u|?/2>
= 2Re(Lu, Mu) — 2| Mul? (2.8)

Intégrant 'inégalité (1.8) dans les rectangles |0, 71 X |0, 7o[, |71, T1[ X |72, I3[, |0, 74| X
|72, To[ et |1y, T1[ x |0, 5[ respectivement, (0 < 73 < T3, 0 < 75 < T3), on obtient les

égalités :

T1

T2 T2 Tl
/Fl(tly 7'2) dtl + /F2<7-17t2) dtl = 2Re//(£u, Mu)dt
0 0 0

0
+/F1(t1,0) dt, + /FQ(O,tQ) dt, —2//|Mu|2dt, (2.9)
0 0 0 0
T T> Ty Ty
- / Fi(t1, m) dt1 — / Fy(m, ) dts = 2Re / / (Lu, Mu)dt
7 T Ty Ty
—/Fl(tl,Tg)dtl— /Fg(Tl,tg)dtg—2//]Mu]2dt, (2.10)
1 To To 11
_/Fl(tl,@) dt1+/F2(Tl,t2)dt2—2Re// (Lu, Mu)dt
0 b 2
. T T

/Fl(tl,TQ dt1+/ (0, t5) dt2—2//|Mu| dt, (2.11)
0
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T 7 ™ T
/Fl(tl,TQ) dt, —/FQ(Tl,tg)dtg :2Re//(£u, Mu)dt
m 0 0 ™
T 5 ™ T
+/F1(t1,()) dt, —/Fg(Tl,tg)dt2—2//\Mu\th, (2.12)
a1 0 0 m

2
ol Fy(t) = sign (1 — ]u3,2-|2) ( g + \uﬁm) , (1=1,2).
On multiplie 'égalité (1.10) par 2(1+ |u1|*)(1+ |p2]?), (1.11) par 2(1+ |u2]?) et (1.12)

par £(1 + |11|?) puis, on somme les trois égalités obtenues avec 1’égalité (1.9), on

obtient :

T1 Ty

1 1

5(1— |12 /Fl(t1772)dt1+5(1+|M1|2)/F1(t1772)dt1
0 T1

T2 Ts

1 1
+§ (1 — ‘/111‘2) /FQ(TI,tQ) dtg + 5 (1 + |,L62‘2) /F2(717t2) dtg
0

T2 Tl Ty Ty

:2Re//(£u, Mu)dt+;1(1—|—|u1|) 1—|—|u2 //Eu Mu)dt
0 0 o
T ™ Ty
;(1+\u2 Re//ﬁu Mu)dt—i— —i—],ul Re//ﬁu Mu)d
7 0

T1

+/ |:F1(t1,0) - %(1 + |,U2‘2)F1<t1’T2)1 dt,
—l—%(l + |N1|2)/ {F1(t1,0) — %(1 + |,U2|2)(F1(t1,T2)} it

T1

T2

1
+ [ [mom - 0 PR |
0
T>

50+ f) [ [F2<o,tz> oy |u1|2>F2<T1,t2>} .

T2
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Ty T1 Te Ty

2//|Mu| dt+ (Lt ) (1 + s //yMuy i
T T T T

+(1 4+ || //]Mu| dt + (1 + |/ //|Mu| dt| . (2.13)
70 0

On pose

1 n 1 n
H1 (11, T2) 25(1—|M2|2) (/0 Fl(t1772)dt1+§(1+|/£1|2)/ F1(t1,7'2)d751) ;
T1

1 1 =
Io(T1,T2) = 3 (1 - |M1|2) <F2(7'1,752)dt2 + 3 (1 + |,u2|2) / Fz(ﬁ,tz)dt2> ;

T2

y(r1,7) = 2Re (/ / (Lu, M) dt+1(1+|u1|2) (1+ [n2l?) / / (Lu, Mu) dt

1 Ty T
5 1+|,u2 / / (Lu, Mu) dt—l— 1—|—|,u1 / / (Lu, Mu)d

Iy(11,72) = /O [FQ(O,tQ) ;( +|u1|)FQ(Tl,tQ)]dt2

1 e 1
+3 (1+ |u2|2)/ {1@(0,1&2) -3 (1+ |m]?) F2(T1,t2)} dts,

T2

T1 1
j5(7'1,7'2) = / |:F1(t1,0> — 5 (1 + ],u2|2) Fl(tl,T2>:| dt1+
0

1 i 1
+5 (L+ | f?) / |:F1(t170) 3 (14 [p2]?) F1(t1,T2)} dty,

T1

™o T T
Is(T1,T2) = //|Mu| dt+;(1—|—|u1| 1—|—|u2 //|Mu| dt
S
T 7 ™ Ty

(1+|/L1 //|MU| dt+ 1+|M2 //|MU| dt

T2

L’égalité (1.13) peut étre écrite sous la forme :
(11, 72) + So(T1,T2) = F3(11, 72) + Iu(11,72) + I5(11, 72) — Fs(11,72),  (2.14)
comme .% est positif, (1.14) devient :

I+ Iy < I3+ I+ s, (2.15)
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On minore le membre gauche et on majore le membre droit de (1.15), en utilisant des

estimations élémentaires ainsi que le lemme 1.3.1, on a :

SAGRIIEBAGRIE

1 , ™
5 (1=l ") sign (1 — | ) {/

0

1 o (2|0

#3004 baP) | [aT

L 2) sign (1 2 ™ (|2e)f 2 dt

+§( — |p2]”) sign (1 — |pual") o + [uly 1

1 oy [l]ouff L e ]
+5 (14 |l )/ tluliy| o dh,
1 dto=1o

(11, 72) + A1 (11, T2) =

1 =2 | ou
Sl {/

+% (1+ |nal?) /TB [

0_u
oty

d’ou

2
+ |u|f/2] dt,

t1=T71

2
5| t M?/z] dt?}
2 t1=T71

2
! to=To

Oty

Comme 1 (1+ |;L,-|2) > 1 (i=1,2) il résulte :

T2 1 ou

1— |pa” / —
|/~bz| |) ; [8752
+/T1 %
0 Oty

1
S+ Sy > Zmin(‘l — |u1]2|,

2
ti1=71

) ]
+Jul? dt1> . (2.16)
dto=1o
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Revenant au membre droit.

on a :
1 T Ty

23 < 21+ )+ o) / / 2 (L, Mu)| dt. (2.17)
Pour majorer les termes .7, et %5, considerons les deux cas suivants :
(1) |pof <1,

(o P o | Ou|?
Sy = — —=(1 —
' /0 (am (4 Il |5
to=T5

1
to=0 2
1
2

o (1+ |/ﬁ2’2) |U|?/2 N

) it
=Ty

ou |?

1 5
—5(1+|M2|) ot

2
+ |U|1/2 "

1 o [T ou |’
+§(1+|N1| )/T1 (8_151

2
+ |U|1/2 a0

2=0 to=T5

]- 2 2
3 (1 + |p2l”) uly)y N

) dt.
=T5

En utilisant I'inégalité (1.6) du lemme 1.3.1, il vient :

2
1 + |N2| / ou )
- +ul, _,— ul, dt
1 — ’Mz 8t1 to=0 P2 5~ atl ty=Th ‘ |t2—0 M2 |t2—T2|1/2 1
by (1t |2)1+|“2|2 "] 2u u 2+| | 0 | dt
il 1 {H2] ou - ou . s
2 i 1-— |,ug|2 otq 19—0 f2 oty . ta=0 — M2 Ulg—1y |4 1

d’apres les conditions (1.2) on obtient :

1 2 T Ty
Sy < (HW)LMQUO (11 + o) dta + / ('l + ol ) d@]lé%)

I
+|M2|
< (4l —=5 ¥l3-
1 — | o]
(ii) [pe| > 1.

En utilisant I'inégalité (1.7) du lemme 1.3.1, on obtient :

2
(1) < (L+ | *) —5— I¥l} . (2.19)
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De (1.18) et (1.19) il en résulte que pour |us| # 1,

1+ ||

m [k (2.20)

Ii(ri,m) < (1+ )
D’une maniere similaire, on obtient la majoration :

) < (1 ) T ol 221)

En sommant les inégalités (1.20) et (1.21) membre a membre on obtient :

gl + Nl

n(’l - ‘Mlﬂ ) ’1 - ‘M?E‘).

2
+ |u|§/2] dtl)
to=T2

(2.23)

2
+ |ul? /2] dt1>
to=To

(1, 72) + I5(r1, 1) < (L4 | l?) (1+ |p2]?) (2.22)

En combinant les inégalités (1.16), (1.17) et (1.22), il résulte :

1 . Ll ou |? Bt ou
ot (5 ] [2

T T>
< (Lt l?) (1+ \u2|2)/ / (Lo, M)t
0 0

(Il + N1yull3)

n(}l - ’Mlﬂ ) |1 - ’Mzﬂ)‘
En utilisant 1’e-inégalité on obtient :
1 ou |? Tl ou
it ([ ]| 22 e ["]|22
|) 0 atQ . 0 atl
2 2 ot 2
< (14 1) (U4 |ma) (& +52>/ | 1eara

+ (1 + [ l?) (1 + |paf® ( /TQ/TI dt+ /TQ/T1

el + ol
+ (1w P) (1+ ) mm((}lilmllﬂ |lf— |2A)02|2‘).

Divisant 'inégalité (1.24) par (1 + [u1|*) (14 |u2|?) , et choisissant :

2
+ |U|1/2]

t1=

+ (1 ) (14 af®) —

1 .
Zmln(‘l— ]u1]2|, —|—|u|?/2]

t1=

oty

Dty

(2.24)

2 2 ‘
€ = 8(.H|M1| ) (QHM )TS_Z, (i=1,2),
min(|1 — |z l12]”|)
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on obtient :

B(u) /Tl /T2 oul® |
I i . dt; + i o +|uyl/2 - dts

(1““#1‘2) (1““#2 (T, + 1) /TQ/leu’ 0
mm(\l—lull E \1—!uzl |

ou |?

2
ot + |uli/

T T T, T
8T2 / / 8_251 dt+ 8T / / Dty
(gl ) 025)
min(|1 — [pul*|, [T = |pal*])
Pour majorer le terme
Ty Ty T, T
8T2 / / 8_751 dt+ 8T / / Oty

on integre l'inégalité (1.25) par rapport a 7; de 0 a T, (i = 1,2) puis, on divise par
11T, on obtient :

dt

2
D) Ju
1

Ty Ty T> /A
4T2/ / 0_151 4T, /0 Ot,

1 (Ty + 1) T T
( +|,LL1|)( +|,u2| 1+ 2 (/ / |,Cu] gt

min ( \1—|/~01| | }1—|M2| |

Ty Ty T> T
dt

(9_251 8152
Lyull7+ ||
' (H u u||1 . H M2u||2) — (2.26)
mln(|1 — |7, |1 — |p=]7))
d’ot, il vient :
Ty T T T
— dt
8T2 / / oty + 8Ty / / at?
8 (14 |ml’) (1 + |wel) (T + To) ([T (%
(L5 lal’) (1 + lal’) (T 2(/ | euar
m1n(|1—|,u1 |1—|M2| ‘
(0 ul? + ([l 2) (2.27)

min(|1 — ]MW ; |1 - ‘N2’2’)‘
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En utilisant I'inégalité (1.27), l'estimation (1.25) devient :

B(u) /T2 /Tl oul® |
I i . dts + i . +|uyl/2 . dt,

? (Ty+Ty) ([T [T
6 (1+ |pa|*) (1+ |p2l?) (Ty + T (/ / Cuf? di

min (|1 — [ l?], 1 — |p2f*|)
2 (|[Zu ]|+ |ull?)

% 2
Oty

2
+ |U|1/2

win([1— sl 1~ L)) 229
Multipliant (1.28) par
4min (|1 — ||’ 2]
(L4 lml) (L + el
on obtient :
T 2 T 2
Bu)* (/0 S_Z "‘W?/z]t dt2+/0 US—IZ +|U|?/2]t dh)
) Tll_n —
< 64(T +T2)/0 /O Cuf?dt +8 ([l ul® + lull?) (2.29)

Le membre droit de (1.29) ne dépend pas de 7, donc en passant au sup sur 7 € D, on
obtient ainsi I'inégalité (1.4), ou C' = 64(T} + T + 1).

Ce qui acheve la démonstration du théoreme 1.3.1.
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2.3 Fermeture de 'opérateur L,

Proposition 2.3.1 L’opérateur L, admet une fermeture de domaine de définition

D(L,) = D(L,).

Preuve. Soit (u,), oy une suite de D(L,,) telle que :

u, — 0 dans Ei et Lyu, = F = (v1,p1,9¢1) dans E, quand n — oo.

On montre que F' = (0,0, 0).

Comme les opérateurs [y, et Iy, sont continus, on a alors :
Lipu, — 0 et lyu, — 0, quand n — oo,

ce qui entraine que @7 = ¥ = 0.
Il reste a montrer que v; = 0.

Soit w un élément de C5°(D; W), on a :

n—o0

T, T
(v, w) = /(vl,w)dt = lim / (Luy, w)dt =
o Jo
D

lim T2/Tl u az—w—Mw—l—sin[(l—\ \2)(1—] ]2)}Aw dt =0
oo Jo g " Bt, 0ty 9 H2 H1 )

310 ) 81[)
U 4 sign(1— Sy
ar, T sign (L= lml%) 5
Donc (vy,w) = 0, pour tout w € C§°(D; W), qui est dense dans Lo(D; H), ce qui

ot Mw = sign (1 — |,LL2|2)

implique que v; = 0.
D’ou l'opérateur L, est fermable, ce qui acheéve la démonstration de la proposition
1.3.1. OJ

Comme les fonctions u € D(L,,) sont des limites des fonctions u,, € D(L,), alors on

peut prolonger I'inégalité (1.4) aux solutions fortes par passage a la limite, soit
2 — 2 —
Ty < Cl[[Zwull]"s YueD(Ly). ()

D’ou on déduit :
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Corollaire 2.3.1 La solution forte du probléme (1.1)-(1.2) quand elle existe est unique

et dépend continument du second membre F' € E.

Preuve. L’unicité de la solution est die a 'inégalité (KC).
Pour la dépendance continue de la solution forte des F' € [E, on suppose qu’il existe
une solution forte u = (L, )71 F du probléme L,u = F et si de plus u = (L, )71 F
est une autre solution du méme probleme, avec second membre F ,ona:

2

-l < C|I|E -]’ =cl|r -7

ce qui signifie qu'une faible variation du second membre F' n’entraine qu’une faible

variation de la solution. O

Corollaire 2.3.2 L’opérateur L, admet un inverse borné sur son image R(L,,).

Corollaire 2.3.3 L’ensemble R(L,) est fermé dans E et R(L,) = R(L,).

Preuve. D’apreés la définition de L,, on a R(L,) C R(L,).
On établit I'inclusion inverse.

Soit F' € R(L,), alors il existe une suite (u,) € E}, telle que :

|| Lyun — F||| = 0, quand n — oo.

ety — wll, < VC Lty — L), quand pet g — oo,

Ainsi u,, converge vers un élément u € IE}L et L_u u=F. O
Ce corollaire nous permet d’affirmer que pour établir ’existence de la solution forte

du probleme (1.1)-(1.2), il suffit de démontrer la densité de I’ensemble R(L,,) dans E.



Chapitre 3

Existence de la solution forte

3.1 Existence de la solution forte

Théoréme 3.1.1 L’ensemble R(L,) est dense dans E.

Preuve. Soit V = (v,¢1,11) un élément orthogonal a R(L,), alors pour tout u €

HYY(D;W') on a:
(L#u, V>E = <£u7v> + <lu1u7 901>1 + <l#2u7 w1>1 = 0.

On démontre que V = (0,0,0).
l

Comme [ sont indépendants et les ensembles des images de ces opérateurs sont

By bz

partout denses dans les espaces correspondants, alors pour démontrer que V' = (0,0, 0),

il suffit de démontrer le lemme suivant :
Lemme 3.1.1 Si pour tout v € Ly(D; H), on a
(Lu,v) =0, Yue Hy'(D;W) ={ue H(D;W") 1 l,,u=0, l,,u=0}.
Alors v = 0.
Preuve. on a

2
(Lu,v) = < O + Mu + sign [(1 — |u2|2) (1- ]u1|2)} Au,v> =0, (3.1)
Ot1 0ty

on pose &; = (1 — |pi|2) , (i=1,2) et

*h 0?Ah

V= As o = Bhon,

Ah = w,
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ou h peut étre considéré comme une fonction arbitraire de f[& 1(D; W) avec
A D W) = {u e HY(D;WY) : L u=0, lu= o}

et w est la solution du probleme :

9*w
= 3.2
Ot,0ts ’ (3:2)
lmw me’tl—o w|t1_T1 0,
_ (3.3)
Ly = Tz wly, o — wly,_o =0

2

0t10t,

En remplacant v par A dans (1.30), on a :

0%u ou ou 0*h 11/ . il
<8t18t2 + sign (d2) o + sign (1) o, + sign (6102) Au A8t18t2> =0, Yue Hy (D;W+).
(3.4)
D’apres les égalités :
0%u 0?h Pu  9%*h
A =(A—— ——— 3.5
(8751(9752’ (9751(%2) ( Ot 0ty 82518152) ’ (3:5)

ou  h\ 0 (Ou Oh Pu &h
(Slgn(é?)am Aatlam) ot (atl S’g”(52)‘46_h> - (8t18t2 sign(3z) 8t18t2)

ou . 0%h o [ du oh *u
(szg"((sl)atm atlam) oty <0t2’szg"(5l) 8t2) (0t1<9t2 oo &‘1(%2)

3.7)
. *h 0 oh
(szgn(§152)Au, A8t18t2> BT (Au 829”(5152)A8t1>
_ 9 Aa (0102) Ah A——r Ou (0102)Ah (3.8)
8'[;1 a 2 szgn 102 a 18 , szgn 102 .

on obtient :

d%u . ou , ou 0%h
<8t18t2 + sign (9) ot + sign (01) — . + sign (8102) Au A6t16t2>

a0t
u
:/ / (Amm) dt-+
0 0
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T>
(Au sign(d109) A— Oh ) dt,

8251 8t1 8tl

ou | on\ |~
+/ <8_752 Slgn((51>A8—t2) dtg—
T
// (5,) dt—// an(6) -2 ar
atlatg 819102 atlatQ atlatQ SO 5y ot
//( szgn(515g)Ah> dt = 0. (3.9)
132

Comme u € HY'(D; W) et h € Hy'(D; W), alors on a :

1 (ou on\ |
—i—/( sign(éﬂA—) dty +

0

Ts

(A Ou , 3@gn(5152)Ah> dts
Oty

u’tlzo = M1 u’tlle ) u‘tgzo = M2 u‘tQZTQ

IU/1 h”tl =0 h"t1 =T IU/Z h|t2 =0 h’tz =T

d’ou

ou Oh
((%1 szgn(ég)Aa—tl) N

(8“ sign(6,) AL ) L (a“ sign(ég)A%)

oty ot oty

ou . oh ou

= <3_h’SZgn(62)Aa_h) . - <M2 8_151
ou oh ou

pr— — 1 A— pR— E—
(81?1 ) Sflgn(52) atl) i (atl

ou oh ou . oh
((9 i szgn((Sg)Aa—tl) - <8 - szgn(§2)Aa—t1)

to=T5

) SZgn<52)EA a9

to=T5

to=T5

il résulte :

ou oh
(8151 sign(dqg) A 8251) B 0 (3.10)
Par un calcul similaire on obtient :
(Au szgn((5152)Aah) =0, (3.11)
0t Y
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Ou on\|*~"

' A— = 12

(5 siomenagi )| =o (3.12)
ou =

(Aa szgn(6152)Ah> = 0. (3.13)
t2 to=0

Alors de (1.38)-(1.42) il vient :

2 1 9 9
// (Aﬂ, Oh _ sign () — oh sz’gn(él)g—th + sign(5152)Ah) =0. Yu e Hy' (D; WY
2
0

6t18t2 8t18t2 a 1
(3.14)
2
Comme u € HYY(D; W1) alors 'ensemble {A825 gt } est dense dans Ly(D; H), ce qui
10ty
nous permet de déduire a partir de (1.43) :
0?h oh oh
- 0. ign (1) =— + sign(6,02)Ah =0 3.15
ot 0t sign( 2)6 m — sign( 1)8152 + sign(d162) (3.15)
Soit EH I'opérateur engendré par I’'équation
~ 0? 0 0
Lu = atl(‘;; szgn(ég)aul sign(51)a—;: + sign(6102) Au, (3.16)
et les conditions aux limites suivantes :
ljiu = m u‘tlzo - u’|t1=T1 = SO(tQ), (317)

by = Tig uly,—g = uly,—g, = (1),

et [E; est 'espace de Hilbert
E, = Ly(D, H) x HY([0, T3], W) x HY([0,T;], W)
ot HY([0,Ty], W) x HY([0,T1], W) est le sous-espace fermé de H([0,T1], W) x
HY[0,T1], W) composé des éléments (i, 1)) vérifiant la condition :
F20(0) — @(13) = e (0) — (Th).

Pour 1'opérateur Z = (L, lm,l ,) de domaine de définition D(L ) = HY(D; W)

agissant de EL dans [E;, on établit le lemme suivant :

Lemme 3.1.2 Pour tout élément uw € HY'(D; W) on a Uestimation :

l[ulll, < G

( . Yue HY(D; WY, (3.18)

uu

ou C' est une constante positive indépendante de u et de pi.
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Preuve. Multipliant scalairement dans H 1’équation (1.45) par I’expression

ou

. 0 .
Myu = —sign (1 — |ua|?) o — sign (1 — |m[?) o

Oty
Puis intégrant 1’égalité obtenue dans les rectangles |0, 7| x [0, 7|, |71, Th[ X |72, T3],

10, [ X |72, To] et |7y, T1[ % ]0, 2| respectivement, on obtient les quatre égalités suivantes

—/Fl(tl,Tg)dtl —/Fg(n,tg)dt1 = 2Re//(Zu,M1u)dt
0 0 0 0
—/Fl(tl,O) dty — /F2(o,t2)dt2 —2//]M1u|2dt, (3.19)
0 0 0 0
T Ty Ty T,
+/F1(t1,T2)dt1 +/F2(T1,t2)dt2 = 2Re//(Eu, Myu)dt
s T, T Ty
+/F1(t1,0) dty + /FQ(O,tg)dtg—2//]M1u\2dt, (3.20)
1 T> > n
+/F1(t1,72)dt1 - /Fg(ﬁ,tz) dty = 2Re//(2u, Myu)dt
0 [y o 0
- T ™ n
+/F1(t1,T2) dtl—/Fg(O,tz)dtg—2//|M1u|2dt, (3.21)
0 L) ™ 0
T [P 1o T1
_ / Fu(ty, =) dt, + / Fy(m, 1) dts = 2Re / / (Bu, Myu)dt
1 0 0 7
Ty T T T

—/Fl(tl,O) dt, +/F2(T1,t2) dt2—2//|M1u]2dt, (3.22)
0 0

T1
Multipliant (1.48) par $(1 + [ |*)(1 + |p2]?), (1.50) par 3(1 + |ui|*) et (1.51) par

T(1+| p1]?), en sommant les quatre égalités obtenues, on obtient

Tl T

1
(1— |M2|2) 5(1"'|ﬂ1|2)/F1(t1772)dt1+/F1(t1,7'2)d7f1

0 1

DN | —
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T
—1—% (1 — ‘M1|2) % (1 + |,u2 /F2 Ty, to) dts + /FQ(T]_,tQ)dtQ
0 T2
T T, T
= %(1 + ) (1+ \,u2|2) Re// (Lu, Myu)dt + 2Re// (Lu, Myu)dt
0 T T
T T T Ty

+(1+ \uﬁ)Re//(Zu, Miw)dt + (1 + |p2]?) Re//(zu, Myu)dt
72 0 0 7

71

"’%(1 + |M1|2)/ |:(F1(t17T2) — %(1 + |M2|2)(F1(t170)] dt

# [ | = 50+ P )E L0

T1

T2

1 1
by baf) [ | Rt = S0+ lP) o) di
0
T

+/ |:F2(T1,t2) - %(1+ |/¢1]2)F2(0’t2)] dts.

T2

1 T2 Tl Ty Ty
_5(1+|M1|2) (1+|M2 //|M1u|dt—//|M1u|dt

T 7y T2 Ty

1 1

T2

Puis, en utilisant des technlques analogues a celles utilisées pour démontrer le théoreme
1.3.1 on établit I'inégalité (1.47).

On revient a (1.44), de (1.47) on déduit que h =0 d’ott v = 0.

Ce qui acheve la démonstration du théoreme 1.4.1. 0

D’ou le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.1 Pour tout élément F' = (f,¢,v) € E, il existe une seule solution

forte du probléme (1.1)-(1.2) et est vérifié l'inégalité suivante :
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llulll, < CllILuulll, Yu e HY(D; W),

ou C est une constante positive indépendante de u et de p.

(3.23)
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3.2 Continuité de la solution par rapport aux pa-
rametres

Soit fi, = (f41n, f2n) Une suite convergente vers ,& = <p?1, p%) avec || # 1, pour tout
i # 1, (i=1,2).

Soit B! I'espace obtenu en complétant espace C>(D; W) par rapport a la norme

7] ouf (o
2 u 2 u
- - dt o
s =sup | | (' o +|u|1/2) o+ f (' o
0 t2=72 0

- -1
Théoréme 3.2.1 Soit (p1n, pon) — </?1,;?2), alors (Lun) ! — <L2> au sens de la

n—o0

n et

2
+ |U|?/2) dty
t1=71

convergence simple.

Preuve. Pour démontrer ce théoreme, il suffit d’établir les propriétés suivantes :
i)

sup ||(L,M)71 < 00

Z(EE)
i)

o SN
(L“n) g (L2> dans un espace .# dense dans E.

D’apres I'inégalité (KC) pour I'opérateur L, on a I'estimation : :

lull} < [Tl Vue D). (3.24)

Comme la constante C' ne dépend pas de pu, et la norme de ELTL est minorée par la
norme de E! avec une constante qui ne dépend pas de p,, alors & partir de (1.53) on

obtient :

e < O NZuul[* . Yue DT, (3.25)

ou (" est une constante positive indépendante de u et de p,.

Posant . = R(Lg). Pour FF' € 4, on a:

(L.) " F-(L,) Fep@)
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De l'inégalité (1.54) on déduit :

2

— —\ 1 I N |
’H(Lun) "Fo (LO) Fll| <c||F-T. <L0> Fll| | (3.26)
I B 1
N1
Posant (Lﬁ ) F' = h. Alors pour n suffisamment grand, on a :
1 S | . - 2
‘ (L) ' F- (L) Fl| <c ‘Loh ~ T h ’
1 = I El
17,0 2 2 0 2 2
< '~ pon WAl + [ = ] NARlepers) (3.27)

De l'inégalité (1.56) on déduit :

2
— 0 quand ,uln_>/i)1 et uzn—>/?2 VF € /.

I

e

El

Ce qui acheve la démonstration du théoreme 1.5.1.
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3.3 Exemple

Soit I’équation

0*u ou o OU
Lu=o o + sign(l — |uo|? )a—tl+swn(1 — [ >a_z52 "

Fsignl(L— i) (L~ [al?)] 7y s ai(@) 2 = fa,b),

avec les conditions non locales :
Liyu = uly =0 — puly =1, = ¢(ta),

(2)
out=(t,ts) € D =(0,T7) x (0,T3), et © = (21, ..., x,) € £ un ouvert borné de R,,,
(z,t) € (2 x D).
Posons H = Ly(€2) espace des fonctions a carré inté grable sur .
D(A) = CZ(2) l'espace des fonctions deux fois continument différentiables nulle sur la
frontiere de (2.
D(A) est dense dans 'espace de Hilbert Ly(€2).

Les fonctions a;; sont telles que :
ia;eC(Q),

ii a;j(x) = a;i(x), Vi,j =1,n.
La propriété (1.2) devient :

n

S @) = a0y &2
=1

ij=1

Co1/2 ) 1/2 o S . s g S
Ou ao/ | au»/ | . Définissons a présent les espaces nécessaires a 1'étude du probleme
consideré.

On munit D(A) de la norme :

8u
w:/\za oo(@)5p) [ e
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on obtient I'epace de Hilbert W1,

De méme on obtient 'epace de Hilbert W1/2, en munissant D(A'/?) de la norme :

1/2 au 2 8u ou
\u]l/Q—Z/] y dx + 2 Z /% axlaxjd

i,7=1,1<j
Dans ce cas l'opérateur L, = (£, 1,,,1,,) agit de D(L, C E}.

ou E}L est 'espace obtenu par complétion de C°°(D, W) par rapport a la norme.

Ty
muuﬁzsup// Ity )

+Z’ 1/2 :1: Tl,t2)|

- ou Ou
+2 ) ay(r)o— o 5, )t
( J

i)j:1)1<.7

" ou 9
23 ayl)gs ! u)dxdtl]

D(L,) = H"(D,W) est le compl ete de 'epace C°°(D, W) par rapport a la norme

noot Pu )
| u Hl 1= | )m) |* dxdtydts
T T
- / / | (=) ;’g ) [ dedt,dty
T
T T 52
/ / / | azj )a gt ) |2 d%dtldtg
2
T T
/ / / | Z . (ai;(z )|2 drdt,dts

L’espace des données E est ’espace

E = Ly(D, Ly(Q)) x HY([0,T), W) x H'([0,Ty), W"?)
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composé des éléments F' = (f, ¢, ) telle que la norme :

T T
I F = / / / | F@,) [ dedtydts
0 0 Q
T
/ /| |2dx++22/| 12, W [ da

dp Oy
+ Z 4/Qa (z )8%8%0{ ) dts

i,j=17i<j

Jr/oTl(/|(%1 |2dx+Z/| V2 (x

+2. Z /a](z)gf gf.dx)dtl

est finie.

Pour le probleme posé, on établit le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.1 Pour tout élément F' = (f,p,v) € E, il existe une seule solution
u= (L, )_l F = (L_;l ) F du probléme (3)-(4) et est réalisée l'inégalité suivante :

T
sup/ / (x, 71,1t | )
TeD

+Z’ 1/2

ty) °

ou 0
+2 Z ay(a )a“a“mxdtl}

T Ts
<C/ / /|f:ct ) |? dadt,dts



3.3 Exemple 39

To a
/ /| ‘2d$—|——|—22/|1/2 90|2

dp Oy
+ Z ./Qa (z )axzaxzd ) dts

§,j=174<

TR0 S AR
. o 0
+2“Z -/Qaz]( )%%d@dtl

ou (' est une constante positive indépendante de u, f, ¢, ¥, 1 et uo.
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Conclusion Dans le travail considéré on s’est intéressé & une équation différentielle
hyperbolique de second ordre endtheorem a coefficient opérationnel non borné avec
conditions aux limites non locales, dépendant de deux parametres complexes ce qui
a permis d’étudier de maniere globale une classe tres large d’équations aux dérivées

partielles.

Pour cette famille de problémes, on a pu établir des théoremes d’existence, d’uni-
cité, de dépendance continue de la solution par rapport au second membre et par

rapport aux parametres.

Pour ce type d’équations les recherches peuvent se poursuivre en considérant A comme
un opérateur dépendant de la variable ¢ et aussi en introduisant dans les conditions

aux limites des opérateurs qui dépendent des parametres complexes.
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