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Résumé

Résumé

SYSTEMES ELLIPTIQUES DANS DES

ESPACES DE LEBESGUE-SOBOLEV
GENERALISES.
Par
TAMRABET Sameh

Dans cette theése, nous étudions des systémes elliptiques non-linéaires faisant
intervenir 'opérateur p(z)—Laplacien défini sur des ouverts bornés de R". La non
homogénéité de I'opérateur rend 1’étude délicate et fait appel a des espaces fonc-
tionnels non classiques. Ces espaces sont des cas particuliers des espaces d’Orlicz
dits espaces de Sobolev généralisés et notés WP dont la topologie est induite
par une norme de manipulation ardue, appelée norme du Luxemburg. Les tech-
niques d’approche restent la théorie des points critiques.

Dans cette thése, nous étudions quelques systémes d’équations aux dérivées par-
tielles non linéaires du type elliptique faisant intervenir 'opérateur p (z) —Laplacien
défini dans les espaces de Lebesgue-Sobolev généralisés, appelés aussi espaces de
Lebesgue-Sobolev & exposant variable. Nous rappelons dans le premier chapitre le
cadre fonctionnel le plus approprié pour la résolution de ces systémes. Le chapitre
2 est consacré a ’étude de D'existence de solutions pour une classe de systémes
de transmission elliptiques & terme non local. En effet nous montrons qu’il existe
au moins une solution faible non triviale & 1’aide du théoréme de Passe-montagne.
Dans le troisiéme chapitre, nous établissons un résultat sur ’existence de multiples
solutions non triviales pour une classe particuliere de systémes. Ici ’approche s’ap-

puie sur une variante du théoréme de Passe-montagne.

Mots clés : Espaces de Lebesgue-Sobolev a exposant variable; norme de
Luxemburg ; opérateur p(x)—Laplacien ; systémes elliptiques de transmission ; théo-

reme de Passe-Montagne symétrique.
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Abstract

Abstract

ELLIPTIC SYSTEMS IN
GENERALIZED
LEBESGUE-SOBOLEV SPACES
B
TAMRBET Sameh

In this thesis, we study some systems of nonlinear partial differential equa-
tions of the elliptic type involving p(x)—Laplacian operators in variable-exponent
functional spaces, in particular, generalized Lebesgue and Sobolev spaces or with
variable exponent. We recall in the first chapter the most appropriate functional
framework for the rest of our work. In chapter 2 is devoted to the study of the
existence of solutions for a class of elliptic transmission systems with nonlocal
term. Using the appropriate variational approach, more precisely the Mountain
pass theorem, we obtain at least one non-trivial weak solution. In the third chap-
ter, we establish a result on the existence of multiple non-trivial solutions for a
class of p(x)—Laplacian elliptic systems. Our approach relies on the theory of va-
riable exponents of generalized Lebesgue-Sobolev spaces, combined with adequate

variational methods and a variant of the Mountain pass lemma.

Keywords : Lebesgue-Sobolev spaces with variable exponent ; Luxemburg norm ;
p(z)—Laplacian operator ; elliptic transmission systems ; symmetric Passe-montagne

theorem.



Plan de Travail

Dans le chapitre I, nous rappelons les propriétés des espaces de Lebesgue-
Sobolev ; nous apprenons qu'’ils préservent presque toutes les propriétés des espces
de Sobolev classiques, notamment sur les injections et les inégalités. Nous prétons
une attention particuliére a la théorie de points critiques ; a cet effet nous énongons
le théoréme de Passe-montagne et le principe variationnel d’Ekeland.

Le chapitre II est consacré a 1’étude de systemes elliptiques non linéaires de

transmission avec un terme non locale, de la forme :

(
_ 1 p(x) : p()-2 _
M, (/p(x) |Vul dm‘) div <|Vu] Vu) = f(x,u) dans ()

1 )
— — _|Vylp@) v (IVolP@ 2y, =
M; (7/ (x)| vl dx) di (! V| v) g (z,v) dans €,

v=20 sur I

(1.1)

la condition de transmission étant

u v,
1 1
et M, /—|Vu|p(m) dx Qu - _ M, /—|Vv|p($)dx ov sur X.
p(z) n p(x) o

Ici Q est un domaine borné de RY, avec N > 2. D’autre part, étant donné
Q; C Q un sous-domaine de frontiere ¥ satisfaisant Q; C Q, on note I' = 99 et
Qo =0\Q;. Onadonc Q =0, UQy et 90 =S UT.

On suppose que les fonctions M; et M, sont continues et p € C (ﬁ) On
désigne par 7 la normale extérieure a )y dirigée vers l'intérieur a €. L’opé-
rateur Ay = div <|Vu|p (@)=2 Vu) représente le p(x)-Laplacien. Sans rien en-
lever a la difficulté du probléme (pour une meilleure présentation) nous choi-
sissons My = My, = M, f(z,u) = A |ul'™ 2w, g(z,0) = A |v|"™%v. Les

vi



parameétres A1, Ao sont supposés strictement positifs. Les fonctions p, ¢ vérifient
1 <p_ =infreqp(x) < p(zr) < py =sup,eqp(z) < 0o et 1 < g = inf,eqq(zr) <
q(z) < g4 = sup,eqq(z) < oo et appartiennent a l’espace C (5), telles que

1<q(z)<p*(z) (p"(z) = ]\],V_p;f;) si p(z) < N ou p* () = oo sinon).

Sous certaines conditions sur les termes non locaux, nous montrons que la fonc-
tionnelle d’énergie associée au probléme (1.1) satisfait les conditions géométriques
du théoréme de Passe-Montagne, d’ou I'existence de solution non triviale.

Le chapitre III traite d’un systéme elliptique du type p (x) —Kirchhoff :

Apytt = w2y | dans Q
, (3.1)
Ao = |0]*@2y | dans Q
avec le couple non linéaire a la frontiére donné par
VP2 g—z = F, (z,u,v), sur 09
| (32)

Vo[22 g—j; = F, (z,u,v), sur 0

ot  est un domaine borné dans RY (N > 1) de frontiére réguliere 9 et p, q €
C (ﬁ) et 1 < p_ =infyeqp(x) < p(r) < pp = sup,eap(z) < o et 1l < ¢ =
infeeq q(z) < ¢(z) < g4 = sup,eq q(z) < .

La nous utilisons le théoréme de Passe-Montagne symétrique pour montrer

I’existence et la multiplicité de solutions non triviales.
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Introduction

Introduction

Dans les derniéres années, la théorie des équations aux dérivées partielles a
connu un développement considérable. Notamment les problémes elliptiques non
linéaires avec des opérateurs homogenes quasi-linéaires de type p—Laplace, ces
problémes elliptiques non linéaires ne sont en général pas intégrables, ce qui signifie
qu’on ne peut pratiquement pas trouver de solutions explicites, cela donne une
grande importance & la recherche de solutions faibles en se basant sur la théorie
des espaces de Sobolev ; ces solutions peuvent étre des points critiques ou des points
fixes d’une fonctionnelle, ou bien se ramener au concept de sous et sur-solution.
Ainsi, lorsqu’il s’agit des problémes qui font intervenir 'opérateur p(x)—Laplacien,
les espaces de Lebesgue-Sobolev généralisés s’avérent le cadre fonctionnel le plus
approprié pour une meilleure approche. Ces espace sont apparus dans la littérature,
pour la premiére fois en 1931 par W. Orlicz [68], puis en 1950-1951 Nakono[66], [67]
a développé la théorie des espaces modulaires en généralisant les espaces d’Orlicz
tout en expliquant que I’espace de Lebesgue a exposant variable LP(*) constitue un
cas particulier.

Suite aux travaux de Nakano, plusieurs chercheurs se sont intéressés a 1’étude
des espaces modulaires, plus particulierement, ceux évoluant dans les écoles japo-
naise, russes et néerlandaise. Un peu plus tard, une version beaucoup plus explicite
de ces espaces, les espaces des fonctions modulaires, a été introduite par les mathé-
maticiens polonais, tels que Hudzik, Kami-ska et Musielak. Pour une présentation
complete des espaces des fonctions modulaires, voir le livre de Musielak [59]

Par la suite, dans les années 1970 et 1980, avec une version plus élaborée,
I'étude des espaces LP(*) a été reprise par I’école polonaise (voir Hudzick). Les
résultats sont produits au cours des années 80 et 90, fruits des travaux de ces
recherches réalisés essentiellement par Kovacik et Rékosnik [54], Ces auteurs ont
fourni la référence de base standard des espaces LP(®) (RN ) et ont établi notamment
les propriétés de base telles que la réfléxivité, la séparabilité, les injections et la
densité.

L’opérateur p(x)—Laplacien est apparu apres le développement de nombreux
phénomeénes physiques concernant les caractéristiques des matériaux non homo-

génes, comme 1’élasticité non linéaire, les fluides électro-rhéologiques (interaction



Introduction

entre fluides et champs électro-magnétiques) et thermo-rhéologiques, la propaga-
tion a travers les milieux poreux. L’introduction de cet opérateur dans les équations
aux dérivées partielles est trés récent. Les premiers travaux concernant 1’étude des
équations aux dérivées partielles avec des exposants variables sont dus & Kovéck et
Rakosnik au début des années 1990. Par la suite, le champ des espaces fonctionnels

A exposant variable a connu une croissance accrue.



CHAPITRE 1

Cadre fonctionnel

1 Rappels généraux

Nous rappelons sommairement dans ce chapitre certaines définitions et résultats
de I’analyse fonctionnelle. Dans tout ce qui suit, € désignera un domaine de R¥
avec N un entier naturel non nul. Toute fonction p : Q@ — |1, +o00[ mesurable, est
appelée exposant variable.

Posons

LT (Q) = {h th e L*(9Q),ess 1r€1£h(:c) > 1}.
Pour tout h € LY (€2), on définit

h* = esssuph(x) et h~ = ess inf h(z)
zeQ e}

2 Espaces de Lebesgue a exposant variable

Pour tout p € LY (), 'espace de Lebesgue a exposant variable est défini par :

L (Q) = { u: Q — R mesurable tel que / lu (x)|p($) dr < 0o
Q



2. Espaces de Lebesgue a exposant variable

On munit L™ (Q) de la norme, dite norme de Luxemburg (cf [59], page 7),
définie par :

p(z)

m dr <1

A

Q

Remarque : Dans le cas constant (p (z) = p, une constante), LP) (Q) coincide
avec l'espace de Lebesgue classique LP (£2). En outre, par la définition de |.| p(z)? il

est clair que

= lull, = | [ fu(@)ds
Q

On définit
o (z,5) = s"@ Yz eQ,s>0.

On a, pour tout z € €2, la fonction
s — @ (z,s)

est continue, croissante, convexe, o (z,s) > 0 pour tout s > 0 avec ¢ (z,0) =0
et lim ¢ (x,s) = +o0. De plus, (cf [59], page 33) pour tout s > 0,¢(.,s) est

mesurable.
On définit de méme la fonction p : LP(®) (Q) — R* par :

pla) = [ alul)dz = [ u@)P® do.

Q Q

En vertu de la définition donnée dans (cf [59],page 1), p est un modulaire convexe
sur LP(™®) (), c’est a dire

L.plu)y=0<=u=0

2. p(=u) = p(u),

3. pau+ pv) < ap(u) + Bp(v),Yu,v € LP@ (Q) Va, B3 > 0,a+ 3 =1.

Remarque 2.1 On peut écrire

u

Ul = inf {)\ >0:p (X> < 1} .

2



2. Espaces de Lebesgue a exposant variable

Le modulaire joue un réle important dans la manipulation des espaces LP*) (Q).
Ses propriétés principales sont regroupées dans la proposition suivante dont la

démonstration se trouve dans ([54])

Proposition 2.1 Pour tout u,,u € L*® (Q), on a
1. |ul :a<:>p<g) =1, pouru#0 et a > 0.
a
2. |ulyy > 1(=1<1) <= pu) >1(=1<1).
8. |ulymy — 0 (resp. — +00) <= p(u) — 0 ( resp. — +00).
4. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) limyoeo [un — uly,) =0,
(17)  limy_ oo p (U, —u) =0,
(731)  lim, 0 Uy, = u en mesure dans ) et lim,, o p (u,) = p (u) .
Si pt < 00,alors
- +
5. lulyggy > 1= lullyy < p(u) < [0l

p(z)
+ —
6. |u|p($) <1l= |u|£(z) <pu) < |u|§(x).

Les espaces de Lebesgue a exposant variable jouissent (presque) des mémes
propriétés que les espaces de Lebesgue classiques; notamment les propriétés de
séparabilité, de réfléxivité, de densité et d’immersion. Toutes ces propriétés sont

résumées dans la proposition suivante :

Proposition 2.2 1. L’espace (Lp(“’) (Q), ].|p(x)) est de Banach (c.f. ([54], Théo-
réme 2.5)), son dual est L1®) (Q); q () étant la fonction conjuguée de p (x), c’est

a dire ) )
+ ——=1Vr e
p(x)  q(z)

2. De plus, l’espace (Lp(“”) (), |.|p($)> est :
- séparable si 1 < p~ < p* < oo (cf. ([41], Théoréme 1.6)),
- uniformément convexe si 1 < p~ < pt < oo (cf. ([41], Théoréme 1.10))
- réflexif si et selment si 1 < p~ < p*t < oo (cf. ([54], Corollaire 2.7)).
3. On suppose mes (2) < 0o. Si p1,p2 € L (Q)sont telles que

p1(z) < ps(z) pour tout x € €,



3. Espaces de Sobolev a exposant variable

alors
p2(@) Q) — pi(@) (Q),

Uingection étant continue (cf.([54], Théoréme 2.8))
4. Inégalité de Holder (cf. ([54], Théoréme 2.8)) :
Pour u € LP@ (Q) et v € L™ (Q), on a

5. sipT < oo, alors

i) O est dense dans LP®) (Q) (cf. ([54], Théoréme 1.8))

ii) L ensemble des fonctions continues est dense dans LP™ (Q) (cf. (/54], Théo-
réme 2.11)).

3 Espaces de Sobolev a exposant variable

Soient a = (1, g, ..., ) un multi-indice d’entiers ay, |a] = SN | o et D*u =
olal
R (
1.0y
Pour tout entier k > 1 et p € LY (), I'ensemble défini par

la dérivation est prise au sens des distributions).

Wh@ () .= {u € L@ (Q) : D € L) (Q), |a] < K},

s’appelle espace de Sobolev a exposant variable (ou généralisé). Son dual est noté
W—ka@) (Q)). Muni de la norme

Hqu,p(x) = Z ’Dau’p(w),

<k

WkP() (Q) est un Banach, séparable et réflexif (cf.([41], théoréme 2.1)).
Comme pour le cas constant, We*™ (Q) désigne le complété de C° (€2) dans

W) (Q) pour la norme ||, . -

Remarque 3.1 Dans le cas constant (p (z) = p), WHP@) (Q) coincide avec I'es-



4. Théorie de Ljusternik-Schnirelmann

pace de Sobolev classique W*? (), voir [3].

Proposition 3.1 (Théoréme d’injections)
Supposons que € est borné.

1. Sip1,p2 € LT () avec py (x) < ps () pour tout x € Q, alors
Whp@) (Q) — WhnE ()

et linjection est continue (cf.([41], Théoréme 2.2)).

2. Soit p,r € C (ﬁ) avec p,r € L (). On note pj; (v) := NJXZ(;():C) pour tout
r €.

Si kp(z) < N etr(z) <pj;(z), alors Uinjection

W) () < L) (Q)

est continue et compacte (cf.([41], Théoréme 2.3)).

4 Théorie de Ljusternik-Schnirelmann

La théorie de Ljusternik-Schnirelmann est une extention de la théorie hil-
bertienne sur des espaces de Banach. D’une maniére générale, il s’agit de mini-
maximiser des fonctionnelles définies sur des variétés pour montrer ’existence de
points et valeurs critiques (cf. [74]). En ce qui nous concerne, nous nous limitons
exclusivement & énoncer une variante du principe du mini-max. Pour cela, nous
allons introduire quelques objets mathématiques indispensables.

Soit X un espace de Banach et soit Sym (X) l’ensemble de tous les sous-
ensembles symétriques de X.

Pour A € Sym (X), on définit le genre de A, notée v (A), par :

v(A)=inf{k €N /3f: A—R"/{0} continue et impaire} .

Si une telle application n’existe pas, alors 7 (A) = +o0o . On convient de poser

7(0) =0.

Proposition 4.1 (cf. [79])



4. Théorie de Ljusternik-Schnirelmann

Soient A et B € Sym (X), on a :

1. v (A) =0 si et selement si A =1).

2.7(S)=dim X ou S = {ue X/ ||ul|x =1} est la sphére unité de X.

3. 87l existe une application continue et impaire f : A — B, alors v (A) <
v(B).

4. 81 AC B, alors v (A) <~ (B).

5.7 (AUB) < (4)+7(B).

6. Si K est compact, alors v (K) < 400 et il existe U € Sym (X) un voisinage
de K tel que v (K) =~ (U).

7. SiY est un sous-espace vectoriel de X de co-dimension K et siy(A) > K,
alors ANY # (.

Théorémes de points critiques

Soit ® : X — R une fonctionnelle de classe C''. Un point v de X est dit point
critique de ® si &' (u) = 0. La valeur correspondante ¢ = ® (u) est appelée valeur

critique de .

Définition 4.1 Une suite (u,) de X sera dite de Palais-Smale de niveau ¢ (en
abrégé (PS).),c € R si :

1. ® (u,) — c.

2. &' (u,) — 0.

Nous dirons que ® satisfait la condition de Palais-Smale de niveau ¢ si toute
suite de (PS). posséde une sous-suite convergente.

On dira que ® satisfait la condition de Palais-Smale (en abrégé (PS)) si elle
vérifie (PS). pour tout ¢ € R.

Définition 4.2 [22] Nous dirons que ® vérifie la condition (C) au point ¢ (en
abrégé (C).), si et seulement si

i)— ® satisfait (PS). sur les parties bornées, c’est a dire, pour toute suite bornée
(un) telle que @ (u,) — 0 et @ (u,) — ¢ posséde une sous suite convergente.

it)— Il existe R,d, a0 > 0 tel que

19" ()l llull > @, ¥ € @7 (e — 8¢+ 8) avee ully > R



4. Théorie de Ljusternik-Schnirelmann

On dira que ® satisfait la condition (C) si elle vérifie (C), pour tout ¢ € R.

Lemme 4.1 (Principe de Ljusternik-Schnirelmann, cf. ([74], Corollaire 4.1))
Soit V' une sous-vartiété fermée, symétrique, de classe C* d’un espace de Ba-
nach réel et 0 ¢ V. Supposons que ® € C' (V,R) est une fonctionnelle paire et
bornée inférieurement.
Posons

¢, = inf sup® (x),
KEZnCEEK ( )

avec Y, ={K CV; K symétrige, compact et vy (K) > n}.
Sty # 0 pour un certain n > 1 et ® satisfait la condition de Palais-Smale
(PS). pour ¢ =c¢j,j =1,2,...,n, alors ® a au moins n paires de points critiques

distincts associés aux valeurs critiques C,Cy, ..., C,,.

Théorémes de points critiques

Le théoréme ci-dessus va jouer un role fondamental. nous rappelons qu’un point
u de X est dit point critique de ® si ' (u) = 0 et la valeur correspondante ¢ = @ (u)

est appelée valeur critique de ®.

Théoréme 4.1 (Théoréme de passe-montagne, cf. [6])
Soient ® € C' (X,R),e € X,r > 0 tel que |le|| > r. Si ® vérifie la condition
(PC) et
max {® (0),® (e)} < inf ®(u)=p,

llull=r

alors, ® posséde une valeur critique ¢ > 3 caractérisée par

¢ =inf sup @ (v (t)),
V€L te(0,1]

ouT'={yeC(0,1],X):7(0)=0ety(1) =e}.

Théoréme 4.2 [[6]/, Théoréme 3.5

Soient ® € C' (X, R) satisfaisant la condition (C) et Q une partie fermée non
vide telle que Q) est connezxe et 0Q N (—IQ) # 0. Supposons que :

. VK € Ay, Jvg € K, 3 e R:

O (vi) >, et P (—vk) 2> 5,
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1. sup ® < .
oQ
iii. sup @ () < oo.
Q

Alors, ® admet une valeur critique ¢ > [ caractérisée par :

c= ;Zglﬁilelg@(h(w),

ot Ay = {K fermé et symétrique : v (K) > 2} | v est le genre de Krasnosel’skii,
et T = {h € C(X,X): hlyy = z’d}.

Théoréme 4.3 (Lemme de Passe-montagne symétrique, cf [[58], Théoréme 1|
Soit X un espace de Banach de dimension infinie et ® € C* (X, R) satisfaisant
les conditions suivantes :
i1— P est paire, bornée inférieurement, satisfait la condition (PS) et ® (0) = 0.
io— Pour chaque n € N, il existe H, € T, tel que sup ® (u) < 0 avec

UEHTL

I, ={H C X; fermé, symétrique, 0 ¢ H et v(H) > n},
Alors, ® admet une suite de points critiques (u,,) tel que
® (u,) <0,u, #0 et limu, = 0.

Principe variationnel d’Ekeland

Théoréme 4.4 (cf.[38])
Soit (X,d) un espace métrique complet et ® : X — R U {+oo} une fonction
s.c.1, bornée inférieurement et non identiquement égale o +oo. Alors, pour chaque

e >0, chaque 6 > 0 et chaque u € X tel que
® (u) <infd + ¢,
X

il existe v € X ayant les propriétés suivantes :
i. ®(v) <P (u),
it. d(u,v) <0,

iii. ® (v) < @ (w) + %d (v,w), pour tout w # v dans X.
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Corollaire 4.1 (cf [38])

Soient X un espace de Banach et ® : X — R une fonction dérivable au sens de
Gateauz, s.c.i et bornée inférierement. Alors, pour chaque € > 0 et chaque u € X
tel que

¢ (u) < i%fCIDJrs,

ilexiste v € X wérifiant :
i @ (0) <@ (u),
ii. [0 —ull < VE,
iii. || @' (v) || < VE.

Opérateur p (z)-Laplacien
Soient R™ un ouvert et p € C'y. (ﬁ) L’opérateur p (x)-Laplacien est un opéra-

teur aux dérivées partielles qui a toute fonction u : {2 — R associe la fonction
Apyu (z) :=div <|Vu ()P 2 Vu (93)) ; pour tout x € Q.
Si p(x) = p est une constante, on retrouve l'opérateur p—Laplacien
Apu (z) := div (|Vu (2)["> Vu(z)) , pour tout x € Q,
et si p = 2, on retrouve 'opérateur de Laplace
Agu () :=div (Vu (z)) = Au(x), pour tout x € Q,

L’opérateur p (z)-Laplacien posséde des structures beaucoup plus compliquées
que 'opérateur p-Laplacien, par exemple, il est inhomogéne. Cette inhomogénéité
constitue un obstacle pour la généralisation de certains résultats dans le cas d’'un
exposant constant. Dans la suite, nous présenterons 1'opérateur p (x)-Laplacien
comme un opérateur abstrait entre deux espaces de Banach. Nous utiliserons les
méthodes variationnelles de ’analyse fonctionnelle pour étudier les problémes liés

aux équations aux dérivées partielles dans lesquelles intervient cet opérateur.

Définition 4.3 Soient Q C RY un ouvert et p € C. (ﬁ) L’opérateur p(z)-

Laplacien peut étre vu comme une application de dualité entre [’espace de Sobolev
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WPl (Q) et son dual de la facon suivante :

Dy o WHO(Q) - WO (Q) (1.1)

(—Dpwyu,v) = / Vu'"2 VuVvda — / |Vu|p(x)_2?vda,
n
Q o0

pour tous u,v € W),

Remarque 4.1 Siu,v € Wol’p(') alors

(= Apyu,v) = / V"2 VuVodzs (1.2)
Q

Proposition 4.2 ([40]). L’opérateur p (x)-Laplacien satisfait les propriétés sui-
vantes :

(1) —Apea) : Wol’p(') (Q) — W20 (Q) est un homéomorphisme.

(i) —Dp() Wol’p(’) (Q) — WP (Q) est un opérateur strictement monotone,

1.6.,— <Ap(r)u — Ap)v, u — v> > 0, pour tous
Lp(.)
uFve W, (Q)
(iii) —Apy : WP () = W=LP'0) (Q) est une application de type (S,), i.e.,

8i U, — u dans Wol’p(') (Q) et lim sup <—Ap(x)un, Uy — u> <0,

n—oo

alors u, — u dans W (Q)

Proposition 4.3 ([19]). La fonctionnelle ¥ : Wol’p(') (Q2) — R définie par

u) = L ulP® dz
¥ (u) Q/p(x)|V| d

est continiment différentiable au sens de Fréchet et V' (u) = —Ayyu, pour tout
ue Wt ().

Opérateurs de Nemytskii et leurs potentiels

10
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Soient 2 un sous-ensemble ouvert de RY, N > 1, et M ’ensemble de fonctions

mesurables définies dans €2 a valeur réelle.

Définition 4.4 Une fonction f : Q x R¥ — R est dite de Carathéodory si
(1) pour tout s € R¥, la fonction x — f (x,s) est mesurable (Lebesgue),

(2) pour p.p. x € Q, la fonction x — f (x,s) est continue.

Proposition 4.4 ([45]). Siu e M et f: QxR — R est de Carathéodory, alors

la fonction x — f(x,u(x)) est mesurable.

Définition 4.5 L’opérateur de Nemytskii associé a la fonction [ est défini par
Nf : ./\/lk—> M
(ug,y ey ug) = f (ur () ug (1),

Nous rappelons a présent certaines propriétés fondamentales de 'opérateur de

Nemytskii.

Proposition 4.5 (/78]). Supposons que f : Q2 x R — R est une fonction de Ca-

rathéodory et satisfait la condition de croissance suivante
a(z) —
|f (x,t)] < c|t|P® + h(z), pour tous x € ), t € R,

ou a,p € C (ﬁ), a(x),B(z) > 1 pour tout x € Q et ¢ > 0 est une constante
et h € LP® (Q). Alors Ny (L) (Q)) C LP@ (Q). De plus, Ny est continu de
LY@ (Q) dans L@ (Q) et envoie un ensemble borné dans un ensemble borné.
En particulier, si « = p et B = q avec zﬁ + Tlm) =1, Vx € Q, alors la
fonctionnelle 1 : LP@ (Q) — R définie par

ot F(x,s) = fos f(x,t)dt est appelée le potentiel de [ est bien définie et de classe
C* sur LP®) (Q) et ¢’ (u) = f (z,u) pour tout u € LP@ ().

11
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Proposition 4.6 (/78]). Supposons que f : Q2 X R — R est une fonction de Ca-

rathéodory et satisfait la condition de croissance
f (2, 0)] < ct|* " + h(z), pour tout x € Q,t € R,

ot ¢ > 0 est une constante ,o, 3 € C'y. (ﬁ) Jhoe LA®) (ﬁ) avec 3 ’exposant conju-

gué de a d’expression B (x) = a‘("m(;pzl Soit F : 2 x R — R le potentiel de Ny ,

alors :

(i) La fonction F est de Carathéodory et il existe une constante c; > 0 et
o€ L'(Q) tels que

|F (2,8)] < e |t + o (x), pour tout z € Q,t € R.
(it) La fonctionnelle ® : L*® (Q) — R définie par ® (v) = [, F (z,u(z))ds

est continiment différentiable au sens de Fréchet et @' (u) = Ny (u); pour tout
u € L@ (Q).

12



CHAPITRE 2

Existence de solutions pour une classe de systémes de

transmission elliptiques non locaux

1 Introduction

Soit 2 un domaine borné de RV, avec N > 2, soit 2; C € un sous-domaine de
frontiere X satisfaisant Q; C Q. En écrivant T’ = 9Q et Qy = Q\ﬁl ona = QU

Considérons le systéme elliptique non linéaire de transmission avec un terme

non locale

(
—M, / LV da | div (IVu!p(’”‘ZVu) = f(z,u)  dans{h
p(z)

1 Y
—M, <7/p @ |Vol|P@dz | div (|Vv|p(9”)_2 Vv) =g(z,v) dans Q

v=20 sur I

(1.1)

13



1. Introduction

avec la condition de transmission

u = v,
1 ou 1 ov

et M /— VulfPdr | == = M /— VolP@dy | == sur X.
(ﬁ p@ R VI R

IcipeC (5) avec 1 < p_ = inf,eqp(z) < p(z) < py = sup,eqp(x) < oo, My
et M, sont des fonctions continues. 77 est la normale extérieure & {2y dirigée vers
I'intérieur a 2;. Nous placons dans le cas ou M; = My = M.

Le probléme (1.1) est lié au probléme stationnaire de deux équations d’onde

de type Kirchhoff suivant :

;

uy — My /|Vu]2 dr | Au= f(x,u) in
1

vy — Mo /|VU|2dx Av = g (x,v) in
L 2

qui modélise les vibrations transversales de la membrane composée de deux
matériaux différents en €2; et {25. La controlabilité et la stabilisation des problémes
de transmission pour les équations d’onde peuvent étre trouvées dans [65],[70].
Nous renvoyons le lecteur & [4] pour les problémes stationnaires de type Kirchhoff,
a [23] pour I’équation elliptique de type p—Kirchhoff, et & [1] pour 'équation de
type p(x)—Kirchhoff dans un domaine non borné.

Nous étudions le probleme (1.1) dans le cas f (z,u) = M\ [u|"™ % u, g (z,v) =
Ao \UIQ(JC)_Q v ol A, Ay > 0 et p,g € C (Q) tels que 1 < g (z) < p* (). La fonction

M (t) est supposée vérifiées les deux assertions suivantes :

(M;) Il existe mqy > 0 tel que my < M (t).
(M) Il existe 0 < p < 1 tel que M(t) > (1 — p)M(t)t.

avec M = Jy M (s) ds.

14



2. Résultats préliminaires

Nous allons chercher les solutions du probléme (1.1) dans l’espace
E = {(u,v) e W@ (Qy) x Wll’p(x) (Q): u=vsur X } :
ou
Wll’p(z) () ={ve WP@ (Qy): v=0 sur I},

muni de la norme [|(u, )|z = [[Vull .0, + 1VV]pw).0

Définition 1.1 On dit que (u,v) € E est une solution faible de (1.1) si

(7/ IVulP™ da /]Vu]p VuVzdx

1
+M /— IVo[P da /|Vv|p(x) VoVwdz
p(z)

—>\1/ |u|? @ yzde — >\2/ 07 ywda = 0,

Ql QZ

pour tout (z,w) € E.

2 Reésultats préliminaires

Lemme 2.1 (/21]) Soit E est un sous-espace fermé de WP (Q;) x W) ()
et

||(U U)H - ||u||p(az + ||v||p(x |vu|p(x),ﬂl + |vv|p(x),ﬂz

définie une norme dans E équivalente o la norme standard de WP () x
WP Q).

15



3. Résultat principal

3 Reésultat principal

Il est clair que la fonctionnelle de Fuler-Lagrange I : F — R associée au

probléme (1.1) a pour expression :
I (u,v) =J (u,v) — K (u,v),

avec

_ 1 —~ 1
_ p(a) / p(a)
J(u,v) =M /p(x) |Vu"'™ dx +M(7 e |Vl da

1

et

1 1
K (u,v :/\/— uqmdmjt)\/ |1 dz.
=AM )

Q1 Qo

Lemme 3.1 [21] La fonctionnelle I est bien définie sur E, de classe C* (E,R).

De plus, sa dérivée équivaut a :
I'(u,v) (z,w) = J (u,v) (z,w) — K" (u,v) (2, w),

ol

J (u,v) (z,w) = M Q/%Vup(x) dx /|Vu|p(x)2 VuVzdx
p(z

951

1
+M /— V[P da /|Vv|p(m)2 VoVwdz,
p(z) ¥

et
K' (u,v) (z,w) = )\1/ |u| ™ wzda + )\2/ 07 ywda.
Ql QQ

Lemme 3.2 Sous les hypothéses (M1) et (M2), et si p* > ¢, alors il existe
A" > 0 tel que pour tout Ay + Ay € (0, \"), il existe n,b tels que I (u,v) > b pour
(u,v) € E sur la sphére de rayon n, notée S(0,n).

16



3. Résultat principal

Preuve. Il est clair que I est pair et (0,0) = 0.
En utilisant I'injection compact de W@ (Q) dans LY® (Q), on en déduit

que :
’u‘q(:p),Ql <Ci ”qu(x),Ql )
et
|,U‘q(x),92 <Gy ”UHp(;g),ﬂ2 :

Autrement dit

|“|q(x),91 + |v|q(m)7ﬂg < O ||u||p(x)791 + Cy ||U||p(x),ﬂz
< Cll(u,v)|lg-

1
Fixons 7 € ]0, 1] tel que n < rok Alors la relation ci-dessus implique
|u|‘1($)791 + |v|q(z),(22 < ]-7 <u7?j) e k.

En tenant compte des propositions 2.1 chapitre 1 et 2.1 chapitre 2, nous obte-

nons

T + - x
/|u|q( )d.CE <y <||u||g(z),91 + ||u||g(x),ﬂl> ) u < Wl,p( )(Ql)a
971

et
x + - T
/|U|q( Vdz < Cs (||U||Z(z),92 + ||U||g(m),92> g ve W )(Qz)-
Qo

Ensuite, pour tout (u,v) € E

S do [ o1 do < G5 (Il + I,
Ql Q2

Par conséquent, nous en déduisons que

/|UIW) d:c+/|v|q(x) dr < Cr || (u,v)| -
o s

17



3. Résultat principal

En utilisant (M1) et (M2), et compte tenu de I'inégalité élémentaire

ja+ b <2771 (Jal” + [B]°),

18



3. Résultat principal

nous obtenons

J (u,v)

v

AV

v

Y

v

vV

(7/ IVul™ da +M (7/ V[P da

—)\/—uq )\/ 0| 4z
Saw T wm

1 1
(1—pu)M /ﬂ IVulP™ da /— |V ulP™ d
p(z

p(z)

951

1 1
M /— VP da /— Vo) da
p(z) p ()

Q2

1 1
- /—qu)dx—)\/ v]7® dy
Y RTEA R e

1—
M (ﬁ/ Tu"® di + / o da
p
1 Q2
A A
___1/ |u|q(w) dr — _E/ |U|Q($) dx
q q
Ql QQ

mo (1

%OV |px)91+|vv|1’($ )
A+ A

c“ 2 ), )

mo (1l —p

P0Gl + ol )
A+ A

c“ 2 ) (u, )

217" mg (1 — ) pt
o (b, + 1ol 00)
A+ A

c“ 2 |, )

21=r im0 (1 — A+ A
o )||< DI o“ ) 0,

p+

e



3. Résultat principal

Il suffit donc de prendre

27 g (1 — ) "

A\ =
Crpt

en déduire le résultat. m

Lemme 3.3 Supposons que les hypothéses (M1) et (M2) sont vérifiés. Alors il
existe (e1,e2) € E avec ||(e1, e2)|| > n tels que I (eq,e3) < 0.

Preuve. Soit #;, une constante arbitraire, strctement positive. En vertu de ’hypo-

these (M2), nous pouvons montrer que pour ¢t > t,

— ]/\Zt 1 1
M(t) < E“%ﬂ < CtTn.

Ici C est une constante.
Choisissons 1y € W@ (Qy) et vg € W@ (Qy) , ug, vo # 0 et || (ug, vo) ||z > -

Il s’ensuit que pour t > 0 I (tug, tvg) = (7/ IVtuo["™ da | +M (7/ |Vitvo [P da

1 1
—)\1/— |tU0|q(x) dr — )\2/— |tvo|q(x) dx

q () q ()
e
<C /—|Vtu0|”>dx +c /—|vw P gy
—)\/ || dx—)\/ Itvo| "™ d
(@) *) q(@)
e o
C’tl n o o
/|Vu0]p + /|Vv0|p(x) dx
2
Mﬁ o) gy Mot 0 ]"® d
_ . } |uol T — = ; Vg x
Ct% — T p_ P
=1 >¢ {max{|Vu0|p(w o ,|Vu0| }—I—max{|Vvo| (.05 |Vvo|p(x H
p)t+

20



3. Résultat principal

At Aot

m1n{|vo| )01 |vo|q 1}— m1n{|v0| )0 |v0| 2}.
I est facile de voir que pour ¢ suffisamment petit et ¢t < £— Sona I (tuo, tvo)
0. m

Lemme 3.4 La fonctionnelle I satisfait la condition de Palais-Smale (PS). pour

tout ¢ € R.

Preuve. Soit (u,,v,) C F une suite de Palais-Smale de niveau ¢ € R, satisfaisant
I (up,v,) — c et I' (uy,v,) — 0. Nous allons montrer que (u,,v,) est une suite
bornée. En effet,

c+ 1> 1 (up,vy,) — q% (I" (Un,vp) , (Un, vp))

_ 1 e
> 8 (Jo, gy V0P d) + 37 ( f, 5 [ )—Al/mw”dx

951
A2/ o] 1) dx— (/W |V, [P da /\vun|p ?) dz
(W/ o | Vol do /yvvn\”(‘” dx+—/y @) g 4 E/qudm
W m>
1
_)\2 |U|qm)d9§— IVu n|px)d$ mo |V |p(x
q(x)
/| ’qm)d +—/\v|q
1— 1 .
> mg <( - __) /|vun|p(x) dx + mq (( +M) _ __) /|an|p(x) da
p vy v oy
1 1 1 1
+A1/ — - —) R dx+)\2/ <_ _ _) [0]"® d
¢ q(z) e q(2)

I\/

Ql Q2
(1—p) 1 v @
> g (28 LY (9o, + Ot
(1—p) 1
> o (S22 = L) (Il + o)

21



3. Résultat principal

- 1—p) 1 _
>2l-r (( — —> Un, Up)||”
2 s p= I( )|l

Puisque p™ < ¢, par passage a la limite lorsque n — oo, on obtient une
contradiction.

La suite (u,,v,) étant bornée, on peut extraire une sous-suite notée encore
(un, v,) faiblement convergente dans Wo(2),q()- Nous allons prouver que cette sous-
suite (un,v,) est fortement convergente vers (u,v) dans E.

Tout d’abord, on rappelle I’inégalité bien connue dans RY. Pour tout ¢, € RV,

on a :

{ 227 ¢ —p” < (ICP72¢ — I[P 20) (¢ —m)., if p>2
(p=1)1C—nl* (1<l + )" < (K¢ =P n) (C—mn) if 1<p<?2

En outre, la suite (u,,v,) contient une sous-suite de Cauchy. Pour le montrer,
nous allons commencer par décomposer le domaine d’intégration en quatre sous

domaines :

Upo, ={z €Q1, p(z) 22} Voo, ={ze, 1<p(x)<2}
Upgo = {2 € Qo,p(z) > 2} Vo, = {2 € W1 <p(z) <2}

Ainsi pour p (z) > 2, compte tenu de I'inégalité ci-dessus, nous obtenons

2 M (7/ @) |vun|p dx (”/ |V, | @) dg / \Vu, — Vum|p(m) dx
Upay
<M (7/ L VP da | M (n/ VP do / Va2 Vi, (Vi — Vi) d
1 1 UPvQI
M (nfL |Vt [P d:v) M (’7/L |V 1t [P )
p(x) p(x)
<M (7/% |V, [P d:c) (ﬁ/ﬁ |Vt [P ) / IV, P72 Vu, (Vu, — Vu,) do

Up,0
(7/ 5 (V[ dm) (ﬁ/ 5 V[ da

22

/ V|2 Vi, (Vi — V) d

Up

/ |Vum|p(gﬁ)_2 Vi, (Vu, — Vu,) de



3. Résultat principal

<M (7/% IV u|P® dz | T’ (tn, vn) (tn — i, 0)
1

—M (’7/1% \Vun’p(x) de | J' (um, Um) (un — U, 0)
1

=M (ﬁ/ﬁ |Vum|p(z) dr | I' (un, Un) (un — Uy, 0)

-M /zﬁ |Vun|P(x) dx | I (U, Um) (Uy — U, 0)

1

Y k/ VP d | K (1, 00) (1 = 1, 0)
1

[ [ 190 e ) K ) (= 0, 0).

i

Puisque la suite numérique

1
X, =M /— IV, /™ da
p(z)

est positive et bornée, nous pouvons écrire

22-r" X X, / |Vu, — Vum\p(x) dr < X' (g, vy) (Uy — U, 0)

Up,a;
_Xn[, (uma Um) (un — Um, 0) + XmK, (una Un) (un — Um, 0)
— X0 K (W, U) (U, — U, 0) .
Dans le cas ou 1 < p () < 2, nous utilisons la deuxiéme inégalité pour obtenir
p@)(p(x)=2)

/ IV, — V[P de < / IVt — Vi [P (V| + [Vun|) ™ 2

Vp 21 Vo,
p(z)(2—p(z))

(IVu,| + |Vun,|) 2 do
p(x) p(@)(p(=)=2)
< 2||Vu, = Vug " |Vu, + V| 2

p(z)(2—p(z))

2 ><)|vun V|
p(z)

23




3. Résultat principal

p’ 2—p

2 2

< 2max / [Vt = Vit |* [Vt + Vi [ da | xmax / Vit + Vi, '@ da

1=+

< 2max (p~ —1)_2? max /]Vun\p(x Vu, (Vu, — Vuy,) dx

p' 2-—p"
2

— / \Vum]p(x)_Q Vg (Vu, — Vu,)de X max / |Vu, + Vum]p

En prenant en compte la Proposition 2.3., la Proposition 2.4., le fait que
|I" (tn,vn)|| — O lorsque n — oo et le fait que opérateur K’ est compact, on
en déduit que :

lim IVt — Vg, [P dz = 0.

951

De maniére analogue, nous montrons que

lim IV — Vo [P de = 0.

,1M—00

Qo

Par conséquent, (u,,v,) contient une sous-suite de Cauchy. La preuve est ter-

minée. m
Théoréme 3.1 Le systéme (1.1) a au moins une solution non triviale (u,v).

Preuve. Compte tenu des lemmes 3.1, 3.2, 3.3 et 3.4, nous pouvons appliquer
le théoréme de Passe-montagne pour conclure que le systéme (1.1) admet une

solution faible non triviale dans F. =
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CHAPITRE 3

Existence et multiplicité des solutions pour un systéme

elliptique a frontiére non linéaire

1 Introduction

Dans cette partie, nous considérons le systéeme elliptique non linéaire

Ap@yu = |u]p(35)_2 v , dans
) (1.1)
Ay = 0] | dans Q
avec le couple non linéaire & la frontiére donné par
) (1.2)

V|12 g—z =F, (z,u,v), sur O

ou  est un domaine régulier borné dans RY (N > 1) de frontiére 9 et p,q €
C’(ﬁ), tel que 1 < p_ < p(x) < py < oo avec p_ = infyeqp(r) et py =
Sup,e (), et 1 < q- < q(z) < qp < oo avec q— = infreqq(z) et ¢y =
SUP,cq P(T)-

Ces derniéres années, 1’étude des problemes aux limites non linéaires avec des

exposants variables a recu beaucoup d’attention. Nous les retrouvons dans des
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1. Introduction

applications telles que la modélisation électro-rhéologique des fluides [10], [33], [54]
et le traitement d’images [23], car ces problémes méritent d’étre étudiés également
d’un point de vue purement mathématique.

L’étude de I'existence d’une infinité de solutions pour les problémes aux limites
et les systémes a suscité un grand intérét ces derniéres années. Nous renvoyons ici
A quelques auteurs qui ont étudié ces types de problémes dans RY [30].

Dans [14], les auteurs ont démontré a ’aide du théoréme de Passe-montagne,

I’existence de solutions non triviales du probléme suivant :

Au=wu , dans )

Av=v , dans

avec le couple non linéaire a la frontiere donné par

u — B (z,u,v) , sur O

% — B, (z,u,v) , sur O

En utilisant le théoréme du point fixe, les auteurs dans [15] ont obtenu I’exis-

tence de solutions pour le probléme suivant :

( Au=wu , dans

Av=v , dans
9 — f(x,u,v), sur Of)

L 8—n:g(x,u,v), sur 0f)

Dans [16], les auteurs ont considéré 'existence de solutions faibles pour le

systéme p—laplacien suivant :
~Ayu=|u"?u  dans Q

~Ap=1v"%v  dans Q
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3. Existence et multiplicité de solutions

avec les conditions aux bords

|Vl g—”; = F, (z,u,v) , sur 0f)
|Vo|9? %} = F, (z,u,v) , sur 0f

2 Notions préliminaires

Nous adoptons de prime abord les mémes notations déja introduites aux cha-

pitres précédants. Par suite, on pose :

Il est alors possible de rappeler la proposition suivante sur les injections de

Sobolev.

Proposition 2.1 ([52]) Siqe Cy (Q) et q(z) < pj(x) pour tout x € Q, alors
Vinjection de W@ (Q) dans L1®) (98) est compacte et continue.

Théoréme 2.1 ([58]) Soit E un espace de Banach de dimension infinie et I €
C' (E,R) satisfait les deux hypothéses suivantes :

(A1) I (u) est pair, borné inférieurement, I (0) = 0 et I (u) satisfait la condition
de Palais-Smale (PS);

(Ay) Pour tout k € N, il existe un Ay, € Ty, tel que sup I (u) < 0.

u€EAg
Alors I (u) admet une suite de points critiques uy, tels que I (ug) < 0; wuy # 0

et up, — 0, quand k — oo.

ou I'y désigne la famille des sous-ensembles fermés symétriques A de E tels
que 0 ¢ Aety(A) > k.

3 Existence et multiplicité de solutions

Nous cherchons la solution de (1.1) —(1.2) dans 'espace produit W) ¢(z) (©2) =
WP (Q) x W@ (Q) équipé de la norme ||(u, v)[| = [ully .0 + V]l 400

27



3. Existence et multiplicité de solutions

Pour plus de commodité, nous écrivons Wy ), Ul » [Vl au lieu de

p(z
Wo@y.a@) (@) 1ully pay 0 101l 40).0 respectivement..

Définition 3.1 On appelle (u,v) € Wy q@) une solution faible de (1.1) — (1.2)
si pour tout (z,w) € Wy q(x),

/|Vu|p(x)2 VuVzdr + / P72 uzda
Q 0

+/|Vv|q<w)_2 Vvadx+/]v|q<x)_2 vwdx
Q Q

OF OF
—/% (x,u,v) zdx —/% (x,u,v)wdx =0,
o9 o9
La fonctionnelle d’énergie associée & (1.1) est définit par 1 : Wy 42) — R
I (u,v) =J(u,v) + F(u,v),
ou

1 1
J (u,v) :/ (‘Vu‘p(x) + |u|p(:v)> dx+/— <’vv|q(z) n ”U|q(gg)> dz.
Q

p(x) q(z)

)

et

On peut vérifier facilement que pour tout couple (u,v) et tout couple (i, 1)) dans

Wo(a),q(z)s on & :
J' (u,v) (0,¢) = D1J (u,v) (¢) + DaJ (u,v) (¥)

F' (u,v) (¢, ¥) = D1 F (u,v) (@) + D2 F (u, v) (¢)

avec
D1J (u,v) () = / (\Vu\p(x)_Q VuVedz + |uff™~2 ugo) dx
Q
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3. Existence et multiplicité de solutions

Do J / |Vv]q<x)*2 VoVipdz 4 |v]7 2 vzb) dx
D F /8 T, u,v) pdr
F
Dy F (u,v) (¢) = / 86—1} (x,u,v)dx
o0

De plus, la fonctionnelle I (u,v) est bien définie et C* (Wp(xm(x),R) et nous

avons
I' (u,v) (¢, ¢) = Dl (u,v) () + Dol (u,v) (¢) .
Nous remarquerons au passage que si F' (z,0,0) = F, (x,0,0) = F, (,0,0) =0

pour tout x € 9f, alors u = v = 0 est une solution triviale du systéme (1.1)—(1.2).
Pour montrer I'existence et la multiplicité de solutions, nous introduisons les

hypothéses suivantes :

(H)) F e C' (09 x R%,R) et F (x,0,0) = 0.

(Ha) |F (z,u,v)] < 1 + ¢ [uf"™ + ¢3 0| ¥ (z,u,0) € (90, R2) avec py,q €
Cy(Q), m<py a<a p>pt @ >qt

(H) F(x,—s)=—F(z,s), x € 99, et s € R%

Théoréme 3.1 Si les hypothéses (Hy) — (H3) sont vérifiées, alors le systéme

(1.1) — (1.2) admet une infinité de solutions non triviales.

Afin de prouver le théoréme, nous allons vérifier que toutes les conditions du
théoréme de Passe-montagne symétrique sont satifaites. Il revient de fait de vali-

diter les lemmes suivants :

Lemme 3.1 Sous les hypothéses (Hy) — (Hs), la fonctionelle I est borné inférieu-

rement.

Preuve. Il est clair que la fonctionnelle I est pair et I (x,0,0) = 0. En outre, nous
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3. Existence et multiplicité de solutions

avons

p (@) q(z)

@ Q
—/F(:p,u,v)da

oN
1 1
= FP(W + qu(v) — [ F(z,u,v)do.
o

L’injection de Sobolev de W*(®) (Q) dans L'® (9Q) telle que t < s, nous

conduit & l’existence de deux constantes A; et Ay inclues dans |0, 1] telles que
||uHWl’S(I)(Q) <M= Hu“Lt(z)(aQ) < Ay,

En utilisant le méme argument que dans [35], on obtient :

[ Fwuydo < (Jullf + o).

o0

Alors, pour (u,v) sufficientely small, we get

p+ 1 at Py a
Jully + 2l =€ (Il + Il )
Comme p; > pt et ¢ > ¢", I est borné inférieurement et coercive.

Maintenant, soit (u,, v,) une suite de Palais-Smale pour la fonctionnelle d’Euler-

Lagrange /. m

Lemme 3.2 Si les hypothéses (Hy) — (Hj3) sont satisfaites, alors (u,,v,) est bor-

née.

La suite (u,,v,) étant de Palais-Smale, cela signifie que I (uy,,v,) est bornée et
| I’ (tn, vn)||« — O lorsque n — +o00. En vertu de la coercivité de la fonctionnelle

I, on en déduit que la suite (u,,v,) est bornée.

Lemme 3.3 Avec les mémes conditions (H1) — (Hs) la suite (un,v,) admet une

sous-suite convergente.
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3. Existence et multiplicité de solutions

Preuve. D’apres le lemme 3.4 la suite (up,v,) est bornée dans Wy(z) @) ; par
conséquent on peut extraire une sous-suite notée & nouveau (uy,,v,) qui converge

faiblement vers (u,v). Cependant

(T (s 00) — T (1, 0) , (1 — ,0)) = / (19072 — (9P 2 Tu) V(1 — )

Q
+ <|un|p($)_2 Uy — |ufP) 72 u) (un, — u)) dx
_/ (88_}7 (T U, V) — g—F (x,u, v)) (u, —u)do.
U U
a0

Il en résulte que :

(I' (up,vn) — I (u,v), (uy, —u,0)) — 0,

OF
/%(x,u,v)(un—u)da — 0,

o0
u, — u dans L@ (Q), u, — u dans LP® (9Q) lorsque n — oo, alors

/ (|7vtn|p(g”)_2 Uy — ]u|p(x)_2 u) (uy, —u)dx — 0,
Q

quand n — oo, nous obtenons

oF
5 (2, Up, vp) (U, — u) do
89
< / e+ e [u™ + e [o] ™| |u, — u| do
80
< cilu, —u —|—‘up1($) Up — U x—l—‘u(“(””) Up — Ul (0 s
i =l = 9| i = g+ B i =

1 1 _1 1 —

Nous obtenons |u,, — u|, — 0, |u|p1(z) |u|q1(x) .

, sont bornés et |u,, — u
o) ‘ ¢ () = o
0, [un —uly,m — 0.

Q1($
Il reste & montrer que Vu,, — Vu. Pour cela, on écrit :
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3. Existence et multiplicité de solutions

U={xeQp(z)>2} V,={reQ1<p(z) <2},
U ={reQqx)>2} V,={reQ1<q(z) <2},

Pour p (z) > 2, en utilisant I'inégalité élémentaire introduite dans le précédant

chapitre, nous obtenons :
fUp IV, — VulP™ dz < chp (\Vun|p(x)f2 Vu, — |Vu|® 2 Vu) (Vu, — Vu)dx —

0.
Ceci entraine que :
[ |V, — Vu"'™ dz — 0.
D’autre part, pour 1 < p(z) < 2, nous avons
. . p(2) (p(2)~2) p(2)(2=p()
o, IVt = V™ de < [ [Vup = Val™ (V| + [Vu) 2 ([Vu| +[Va) 2 de
() p(2) (p(2)~2) p(2)(2=p()
§2‘|Vun—Vu| |V + Va X’|Vun+Vu| : 2
< 2max ( Jo IVt — Vul? [V, + V@2 d:c) max ( Iy [Vt + Vit @ d:c>
i=+ i=%
< 2max (-1 max [fQ V|2V, (Vu, — V) da
- Jq IVul'7% Vu (Vu, — Vu) dw} max <f9 \Vu, + Vum|p(x)>
Donc [, [Vu, + Vit [P® — 0.
En conséquence u, — u, dans W@ (Q).
Nous procédons de la méme maniére pour pouver que v, — v, dans W4 (Q).
[

Lemme 3.4 Supposons que les hypothéses (Hy)—(Hs) sont satisfaites. Alors pour
chaque k € N, il existe un Ay, € T'y, tel que

sup I(u,v) <0.
uEA

Preuve. Soit wy, ws, ..., w, € C(Q) tels que

{x € 00 w;(x) #0}N{zx € % w;(x) #0} =0, sii#j,

et
[{z € 09 w;(x) # 0} > 0,
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3. Existence et multiplicité de solutions

Vi, j € {1,2,...k}.

Considérons le sous-espace Fj en gendré par wi, ws, ..., wy ; il est clairement
dimension k.

Désignons par S = {w € Wy qw); [|[w]| = 1} et par Ay(t) = t(F, N .S) pour
t > 0. Bien évidemment 7 (A, (t)) = k. Maintenant nous allons montrer que pour
tout k£ € N* il existe t > 0 tel que

sup 1 (u,v) <O0.
u,v€ A (t)
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3. Existence et multiplicité de solutions

En effet, nous avons

sup I (u,v)
u€ A (t)

Si on pose a = [, luoP'™ do et B = Lo || dor, alors sup I (u,v) < 0

<

IN

IN

sup I (tw)= sup I (tug,tvp)

weF,NS u0,v0E€FLNS

1
sup / <|Vtu0]p(m) + ]tuolp(m)) dx
ug,vo€FLNS o p (I)

1
+/ﬂ (|Vtvo\q(x) + |tv0\q(x)> dr — /F(x,tuo,tvo)do
q(x
Q

oN

p(e)
sup / (|Vu P g [P ) dx

u0,v0€ FNS p ()
Q
ta(x)
+/ (|V00|q(x) + |vo|q(x)> dr = C/ [t do
q(x)
Q o9

—c/|tvo|q1(x) do — ¢ |Q|
o0

il M o) — et [ @ g
sup p(uo) + —p(vo) — ct |uol o
ug,vo€FLNS p q 50

—ct97 / vo| ™) do — ¢ |9

o

P 19
sup — —i— — — et /|u 1@ dg — o /|v 17 o

ug,voEFLNS Y2

u€Ag

pout t assez grand. m

Preuve.

De toute évidence, 1(0,0) = 0 et I est une fonctionnelle paire. Alors, d’apres les
(3.4), les conditions (A;) et (As) du théoreme 4.1 sont

satisfaites. Par conséquent, le probléeme (1.1)-(1.2) admet une infinité de solutions

lemmes (3.1), (3.2), (3.3) et

(uk, k) € W) q) qui convergent vers (0,0) et (uy,vy) peuvent étre supposées
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3. Existence et multiplicité de solutions

positives puisque I (ug, vg) = I(|ug|, |vg]). =
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CHAPITRE 4

Annexe 1 : Quelques résultats utilisés dans les

démonstrations

Théoréme 0.2 (convergence monotone) Soit { fi.}r une suite de fonctions de

L tel que
sup/fk < 00.
" w

Alors f, (x) converge p.p. sur 2 vers une limite finie notée f (x), de plus f € L*
et

an - fHLl — 0.

Théoréme 0.3 (convergence dominée de Lebesgue) Soit f,, une suite de fonc-
tion de L'. On suppose que

. fn— f p.p. surl,

ii. il existe une fonction g € L' telle que, pour chaque n, |f,| < g(z) p.p. sur
Q. Alors

felr () et |fa—flp—0.

Théoréme 0.4 Soit f une fonction positive intégrable sur E. Pour tout € > 0, il
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CHAPITRE 4. ANNEXE 1 : QUELQUES RESULTATS UTILISES DANS LES
DEMONSTRATIONS

existe n > 0 tel que pour tout sous-ensemble A C E avec m,(A) <n, on a

A/f<e.

Théoréme 0.5 (du Dois-Reymond) Soit Q un ouvert de RY.
Si fe L. () tel que

loc
/fu:O, Vu € Cg° ()
Q
alors f =0 p.p. dans €2

Preuve. Pour la démonstration voir [13] m
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Conclusion

Conclusion

Dans cette thése, nous avons traité des systémes elliptiques non linéaires
faisant intervenir des opérateurs non homogénes. Nous avons établi des théo-
remes d’existence ainsi d’existence et multiplicité des solutions en utilisant la
théorie des points critiques, précisément nous avons utilié le théoréme de Passe-
Montagne pour montrer ’existence d’au moins une solution, puis le théoréme de
Passe-Montagne symétriques pour la multiplicité des solutions.
En perspective, nous envisageons d’étudier des systémes de méme nature en

appliquant le théoréme de la fontaine et prouver aussi ’existence d’'une multitude

de solutions.
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