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لابلاس p(x)- مؤثر في هذه الأطروحة، قمنا بدراسة الأنظمة الإهليلجية غير الخطية التي تتضمن 

يجعل الدراسة حساسة  ؤثر إن عدم تجانس الم .  Rⁿ على مجموعات مفتوحة محدودة من عرفالم

 أورليتش فضاءاتهي حالات خاصة من  فضاءاتغير كلاسيكية. هذه ال دالية فضاءاتوتستدعي 

طوبولوجيتها بواسطة  تولد ، والتي يتم  p(x)W,1ـ  سوبوليف المعممة ويرمز لها ب فضاءاتتسمى ب

 .هي نظرية النقاط الحرجة حللوكسمبورج. وتظل تقنيات ال نظيمصعب يسمى  نظيم

في هذه الأطروحة، قمنا بدراسة بعض أنظمة المعادلات التفاضلية الجزئية غير الخطية من النوع 

سوبوليف المعممة، والتي -المحدد في فضاءات ليبيجلابلاس p(x)-مؤثر الإهليلجي التي تتضمن 

ا فضاءات ليبيج
ً

الأكثر  ليادذكر الإطار اللأس المتغير. وفي الفصل الأول، نسوبوليف ذات ا-تسمى أيض

من أنظمة النقل ملاءمة لحل هذه الأنظمة. الفصل الثاني مخصص لدراسة وجود حلول لفئة 

ظهِر أنه يوجد على الأقل حل ضعيف غير تافه باستخدام غير  حد الإهليلجية ذات 
ُ
محلي. في الواقع، ن

هة لفئة غير تاف. وفي الفصل الثالث، نصل إلى نتيجة مفادها وجود حلول متعددة الممر الجبلينظرية 

 ة الممر الجبلي التناظرية. نظريمعينة من الأنظمة. هنا يعتمد النهج على أحد 

 

 p(x)-ؤثر ملوكسمبورج؛  نظيمسوبوليف ذات الأس المتغير؛ -فضاءات ليبيج الكلمات المفتاحية: 

 .الممر الجبلي التناظرية ؛ أنظمة النقل البيضاوية؛ نظرية  لابلاس

 

 

 

 

 



Résumé

Résumé
SYSTEMES ELLIPTIQUES DANS DES
ESPACES DE LEBESGUE-SOBOLEV

GENERALISES.
Par

TAMRABET Sameh

Dans cette thèse, nous étudions des systèmes elliptiques non-linéaires faisant

intervenir l�opérateur p(x)�Laplacien dé�ni sur des ouverts bornés de Rn: La non
homogénéité de l�opérateur rend l�étude délicate et fait appel à des espaces fonc-

tionnels non classiques. Ces espaces sont des cas particuliers des espaces d�Orlicz

dits espaces de Sobolev généralisés et notés W 1;p(x), dont la topologie est induite

par une norme de manipulation ardue, appelée norme du Luxemburg. Les tech-

niques d�approche restent la théorie des points critiques.

Dans cette thèse, nous étudions quelques systèmes d�équations aux dérivées par-

tielles non linéaires du type elliptique faisant intervenir l�opérateur p (x)�Laplacien
dé�ni dans les espaces de Lebesgue-Sobolev généralisés, appelés aussi espaces de

Lebesgue-Sobolev à exposant variable. Nous rappelons dans le premier chapitre le

cadre fonctionnel le plus approprié pour la résolution de ces systèmes. Le chapitre

2 est consacré à l�étude de l�existence de solutions pour une classe de systèmes

de transmission elliptiques à terme non local. En e¤et nous montrons qu�il existe

au moins une solution faible non triviale à l�aide du théorème de Passe-montagne.

Dans le troisième chapitre, nous établissons un résultat sur l�existence de multiples

solutions non triviales pour une classe particulière de systèmes. Ici l�approche s�ap-

puie sur une variante du théorème de Passe-montagne.

Mots clés : Espaces de Lebesgue-Sobolev à exposant variable ; norme de
Luxemburg ; opérateur p(x)�Laplacien ; systèmes elliptiques de transmission ; théo-
rème de Passe-Montagne symétrique.
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Abstract

Abstract

ELLIPTIC SYSTEMS IN
GENERALIZED

LEBESGUE-SOBOLEV SPACES
By

TAMRBET Sameh

In this thesis, we study some systems of nonlinear partial di¤erential equa-

tions of the elliptic type involving p(x)�Laplacian operators in variable-exponent
functional spaces, in particular, generalized Lebesgue and Sobolev spaces or with

variable exponent. We recall in the �rst chapter the most appropriate functional

framework for the rest of our work. In chapter 2 is devoted to the study of the

existence of solutions for a class of elliptic transmission systems with nonlocal

term. Using the appropriate variational approach, more precisely the Mountain

pass theorem, we obtain at least one non-trivial weak solution. In the third chap-

ter, we establish a result on the existence of multiple non-trivial solutions for a

class of p(x)�Laplacian elliptic systems. Our approach relies on the theory of va-
riable exponents of generalized Lebesgue-Sobolev spaces, combined with adequate

variational methods and a variant of the Mountain pass lemma.

Keywords : Lebesgue-Sobolev spaces with variable exponent ; Luxemburg norm ;

p(x)�Laplacian operator ; elliptic transmission systems ; symmetric Passe-montagne
theorem.
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Plan de Travail
Dans le chapitre I, nous rappelons les propriétés des espaces de Lebesgue-

Sobolev ; nous apprenons qu�ils préservent presque toutes les propriétés des espces

de Sobolev classiques, notamment sur les injections et les inégalités. Nous prêtons

une attention particulière à la théorie de points critiques ; à cet e¤et nous énonçons

le théorème de Passe-montagne et le principe variationnel d�Ekeland.

Le chapitre II est consacré à l�étude de systèmes elliptiques non linéaires de
transmission avec un terme non locale, de la forme :

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

�M1

0@Z

1

1

p (x)
jrujp(x) dx

1A div �jrujp(x)�2ru� = f (x; u) dans 
1

�M2

0@Z

2

1

p (x)
jrvjp(x)dx

1A div �jrvjp(x)�2rv� = g (x; v) dans 
2

v = 0 sur �

;

(1:1)

la condition de transmission étant

u = v;

et M1

0@Z

1

1

p (x)
jrujp(x) dx

1A @u

@�
= M2

0@Z

2

1

p (x)
jrvjp(x)dx

1A @v

@�
sur �:

Ici 
 est un domaine borné de RN ; avec N � 2: D�autre part, étant donné


1 � 
 un sous-domaine de frontière � satisfaisant 
1 � 
; on note � = @
 et


2 = 
n
1: On a donc 
 = 
1 [ 
2 et @
2 = � [ �:
On suppose que les fonctions M1 et M2 sont continues et p 2 C

�


�
. On

désigne par � la normale extérieure à 
2 dirigée vers l�intérieur à 
1: L�opé-

rateur �p(x) = div
�
jrujp(x)�2ru

�
représente le p(x)-Laplacien. Sans rien en-

lever à la di¢ culté du problème (pour une meilleure présentation) nous choi-

sissons M1 = M2 = M , f (x; u) = �1 jujq(x)�2 u; g (x; v) = �2 jvjq(x)�2 v. Les

vi



paramètres �1, �2 sont supposés strictement positifs: Les fonctions p; q véri�ent

1 < p� = infx2
 p(x) � p(x) � p+ = supx2
 p(x) < 1 et 1 < q� = infx2
 q(x) �
q(x) � q+ = supx2
 q(x) < 1 et appartiennent à l�espace C

�


�
; telles que

1 < q (x) < p� (x) ( p� (x) = Np(x)
N�p(x) si p (x) < N ou p� (x) =1 sinon).

Sous certaines conditions sur les termes non locaux, nous montrons que la fonc-

tionnelle d�énergie associée au problème (1:1) satisfait les conditions géométriques

du théorème de Passe-Montagne, d�où l�existence de solution non triviale.

Le chapitre III traite d�un système elliptique du type p (x)�Kirchho¤ :

8><>:
�p(x)u = jujp(x)�2 u ; dans 


�q(x)v = jvjq(x)�2 v ; dans 


; (3.1)

avec le couple non linéaire à la frontière donné par8><>:
jrujp(x)�2 @u

@�
= Fu (x; u; v) ; sur @


jrvjq(x)�2 @v
@�
= Fv (x; u; v) ; sur @


; (3.2)

où 
 est un domaine borné dans RN (N � 1) de frontière régulière @
 et p; q 2
C
�


�
et 1 < p� = infx2
 p(x) � p(x) � p+ = supx2
 p(x) < 1 et 1 < q� =

infx2
 q(x) � q(x) � q+ = supx2
 q(x) <1:

Là nous utilisons le théorème de Passe-Montagne symétrique pour montrer

l�existence et la multiplicité de solutions non triviales.
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Introduction

Introduction
Dans les dernières années, la théorie des équations aux dérivées partielles a

connu un développement considérable. Notamment les problèmes elliptiques non

linéaires avec des opérateurs homogènes quasi-linéaires de type p�Laplace, ces
problèmes elliptiques non linéaires ne sont en général pas intégrables, ce qui signi�e

qu�on ne peut pratiquement pas trouver de solutions explicites, cela donne une

grande importance à la recherche de solutions faibles en se basant sur la théorie

des espaces de Sobolev ; ces solutions peuvent être des points critiques ou des points

�xes d�une fonctionnelle, ou bien se ramener au concept de sous et sur-solution.

Ainsi, lorsqu�il s�agit des problèmes qui font intervenir l�opérateur p(x)�Laplacien,
les espaces de Lebesgue-Sobolev généralisés s�avèrent le cadre fonctionnel le plus

approprié pour une meilleure approche. Ces espace sont apparus dans la littérature,

pour la première fois en 1931 par W. Orlicz [68], puis en 1950-1951 Nakono[66], [67]

a développé la théorie des espaces modulaires en généralisant les espaces d�Orlicz

tout en expliquant que l�espace de Lebesgue à exposant variable Lp(x) constitue un

cas particulier.

Suite aux travaux de Nakano, plusieurs chercheurs se sont intéressés à l�étude

des espaces modulaires, plus particulièrement, ceux évoluant dans les écoles japo-

naise, russes et néerlandaise. Un peu plus tard, une version beaucoup plus explicite

de ces espaces, les espaces des fonctions modulaires, a été introduite par les mathé-

maticiens polonais, tels que Hudzik, Kami-ska et Musielak. Pour une présentation

complete des espaces des fonctions modulaires, voir le livre de Musielak [59]

Par la suite, dans les années 1970 et 1980, avec une version plus élaborée,

l�étude des espaces Lp(x) a été reprise par l�école polonaise (voir Hudzick). Les

résultats sont produits au cours des années 80 et 90, fruits des travaux de ces

recherches réalisés essentiellement par Kovácik et Rákosnik [54], Ces auteurs ont

fourni la référence de base standard des espaces Lp(x)
�
RN
�
et ont établi notamment

les propriétés de base telles que la ré�éxivité, la séparabilité, les injections et la

densité.

L�opérateur p(x)�Laplacien est apparu après le développement de nombreux
phénomènes physiques concernant les caractéristiques des matériaux non homo-

gènes, comme l�élasticité non linéaire, les �uides électro-rhéologiques (interaction

1



Introduction

entre �uides et champs électro-magnétiques) et thermo-rhéologiques, la propaga-

tion à travers les milieux poreux. L�introduction de cet opérateur dans les équations

aux dérivées partielles est très récent. Les premiers travaux concernant l�étude des

équations aux dérivées partielles avec des exposants variables sont dus à Kováck et

Rakosník au début des années 1990. Par la suite, le champ des espaces fonctionnels

à exposant variable a connu une croissance accrue.

2



CHAPITRE 1

Cadre fonctionnel

1 Rappels généraux

Nous rappelons sommairement dans ce chapitre certaines dé�nitions et résultats

de l�analyse fonctionnelle. Dans tout ce qui suit, 
 désignera un domaine de RN

avec N un entier naturel non nul. Toute fonction p : 
 ! ]1;+1[ mesurable, est
appelée exposant variable.

Posons

L1+ (
) =

�
h : h 2 L1 (
) ; ess inf

x2

h (x) > 1

�
:

Pour tout h 2 L1+ (
), on dé�nit

h+ = ess sup
x2


h (x) et h� = ess inf
x2


h (x)

2 Espaces de Lebesgue à exposant variable

Pour tout p 2 L1+ (
), l�espace de Lebesgue à exposant variable est dé�ni par :

Lp(x) (
) =

8<:u : 
! R mesurable tel que
Z



ju (x)jp(x) dx <1

9=; :

1



2. Espaces de Lebesgue à exposant variable

On munit Lp(x) (
) de la norme, dite norme de Luxemburg (cf [59]; page 7),
dé�nie par :

jujp(x) = inf

8<:� > 0 :
Z



����u (x)�
����p(x) dx � 1

9=; :

Remarque : Dans le cas constant (p (x) = p, une constante), Lp(x) (
) coïncide

avec l�espace de Lebesgue classique Lp (
). En outre, par la dé�nition de j:jp(x), il
est clair que

jujp(x) = kukp =

0@Z



ju (x)jp dx

1A 1
p

On dé�nit

' (x; s) = sp(x);8x 2 
; s > 0:

On a, pour tout x 2 
, la fonction

s! ' (x; s)

est continue, croissante, convexe, ' (x; s) > 0 pour tout s > 0 avec ' (x; 0) = 0

et lim
s!1

' (x; s) = +1: De plus, (cf [59]; page 33) pour tout s � 0; ' (:; s) est

mesurable.

On dé�nit de même la fonction � : Lp(x) (
)! R+ par :

� (u) =

Z



' (x; juj) dx =
Z



ju (x)jp(x) dx:

En vertu de la dé�nition donnée dans (cf [59];page 1), � est un modulaire convexe

sur Lp(x) (
), c�est à dire

1. � (u) = 0() u = 0

2. � (�u) = � (u) ;

3. � (�u+ �v) � �� (u) + �� (v) ;8u; v 2 Lp(x) (
) ;8�; � � 0; �+ � = 1:

Remarque 2.1 On peut écrire

jujp(x) = inf
n
� > 0 : �

�u
�

�
� 1

o
:

2



2. Espaces de Lebesgue à exposant variable

Le modulaire joue un rôle important dans la manipulation des espaces Lp(x) (
).

Ses propriétés principales sont regroupées dans la proposition suivante dont la

démonstration se trouve dans ([54])

Proposition 2.1 Pour tout un; u 2 Lp(x) (
), on a
1. jujp(x) = a() �

�u
a

�
= 1; pour u 6= 0 et a > 0:

2. jujp(x) > 1 (= 1;< 1)() � (u) > 1 (= 1;< 1) :

3. jujp(x) ! 0 ( resp. ! +1)() � (u)! 0 ( resp.! +1) :
4. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) limn!1 jun � ujp(x) = 0;
(ii) limn!1 � (un � u) = 0;

(iii) limn!1 un = u en mesure dans 
 et limn!1 � (un) = � (u) :

Si p+ <1;alors

5. jujp(x) > 1 =) jujp
�

p(x) � � (u) � jujp
+

p(x) :

6. jujp(x) < 1 =) jujp
+

p(x) � � (u) � jujp
�

p(x) :

Les espaces de Lebesgue à exposant variable jouissent (presque) des mêmes

propriétés que les espaces de Lebesgue classiques ; notamment les propriétés de

séparabilité, de ré�éxivité, de densité et d�immersion. Toutes ces propriétés sont

résumées dans la proposition suivante :

Proposition 2.2 1. L�espace
�
Lp(x) (
) ; j:jp(x)

�
est de Banach (c.f. ([54], Théo-

rème 2.5)), son dual est Lq(x) (
) ; q (x) étant la fonction conjuguée de p (x), c�est

à dire
1

p (x)
+

1

q (x)
= 1;8x 2 
:

2. De plus, l�espace
�
Lp(x) (
) ; j:jp(x)

�
est :

- séparable si 1 � p� � p+ <1 (cf. ([41],Théorème 1.6)),

- uniformément convexe si 1 < p� � p+ <1 (cf. ([41], Théorème 1.10))

- ré�exif si et selment si 1 < p� � p+ <1 (cf. ([54], Corollaire 2.7)).

3. On suppose mes (
) <1: Si p1; p2 2 L1+ (
)sont telles que

p1 (x) � p2 (x) pour tout x 2 
;

3



3. Espaces de Sobolev à exposant variable

alors

Lp2(x) (
) ,! Lp1(x) (
) ;

l�injection étant continue (cf.([54],Théorème 2.8))

4. Inégalité de Hölder (cf. ([54], Théorème 2.8)) :

Pour u 2 Lp(x) (
) et v 2 Lq(x) (
) ; on a������
Z



u (x) v (x) dx

������ �
�
1

p�
+
1

q�

�
jujp(x) jvjq(x) :

5. si p+ <1; alors

i) C10 est dense dans Lp(x) (
) (cf. ([54], Théorème 1.8))

ii) L�ensemble des fonctions continues est dense dans Lp(x) (
) (cf. ([54], Théo-

rème 2.11)).

3 Espaces de Sobolev à exposant variable

Soient � = (�1; �2; :::; �N) un multi-indice d�entiers �i; j�j =
PN

i=1 �i et D
�u =

@j�j

@x�11 :::@x
�N
N

u; ( la dérivation est prise au sens des distributions).

Pour tout entier k � 1 et p 2 L1+ (
), l�ensemble dé�ni par

W k;p(x) (
) :=
�
u 2 Lp(x) (
) : D�u 2 Lp(x) (
) ; j�j � k

	
;

s�appelle espace de Sobolev à exposant variable (ou généralisé). Son dual est noté

W�k;q(x) (
). Muni de la norme

kukk;p(x) :=
X
j�j�k

jD�ujp(x);

W k;p(x) (
) est un Banach, séparable et ré�exif (cf.([41], théorème 2.1)).

Comme pour le cas constant, W k;p(x)
0 (
) désigne le complété de C10 (
) dans

W k;p(x) (
) pour la norme k:kk;p(x) :

Remarque 3.1 Dans le cas constant (p (x) � p) ; W k;p(x) (
) coïncide avec l�es-

4



4. Théorie de Ljusternik-Schnirelmann

pace de Sobolev classique W k;p (
), voir [3]:

Proposition 3.1 (Théorème d�injections)
Supposons que 
 est borné.

1. Si p1; p2 2 L1+ (
) avec p1 (x) � p2 (x) pour tout x 2 
, alors

W k;p2(x) (
) ,! W k;p1(x) (
)

et l�injection est continue (cf.([41], Théorème 2.2)).

2. Soit p; r 2 C
�


�
avec p; r 2 L1+ (
) : On note p

�
k (x) :=

Np(x)
N�kp(x) pour tout

x 2 
:
Si kp (x) < N et r (x) � p�k (x) ; alors l�injection

W k;p2(x) (
) ,! Lr(x) (
)

est continue et compacte (cf.([41], Théorème 2.3)).

4 Théorie de Ljusternik-Schnirelmann

La théorie de Ljusternik-Schnirelmann est une extention de la théorie hil-

bertienne sur des espaces de Banach. D�une manière générale, il s�agit de mini-

maximiser des fonctionnelles dé�nies sur des variétés pour montrer l�existence de

points et valeurs critiques (cf. [74]). En ce qui nous concerne, nous nous limitons

exclusivement à énoncer une variante du principe du mini-max. Pour cela, nous

allons introduire quelques objets mathématiques indispensables.

Soit X un espace de Banach et soit Sym (X) l�ensemble de tous les sous-

ensembles symétriques de X.

Pour A 2 Sym (X), on dé�nit le genre de A, notée 
 (A) ; par :


 (A) = inf
�
k 2 N = 9f : A! Rk= f0g continue et impaire

	
:

Si une telle application n�existe pas, alors 
 (A) = +1 . On convient de poser


 (;) = 0:

Proposition 4.1 (cf. [79])
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4. Théorie de Ljusternik-Schnirelmann

Soient A et B 2 Sym (X), on a :
1. 
 (A) = 0 si et selement si A = ;:
2. 
 (S) = dimX où S = fu 2 X= kukX = 1g est la sphère unité de X.
3. S�il existe une application continue et impaire f : A ! B; alors 
 (A) �


 (B) :

4. Si A � B; alors 
 (A) � 
 (B) :

5. 
 (A [B) � 
 (A) + 
 (B) :

6. Si K est compact, alors 
 (K) < +1 et il existe U 2 Sym (X) un voisinage
de K tel que 
 (K) = 
 (U) :

7. Si Y est un sous-espace vectoriel de X de co-dimension K et si 
 (A) � K;

alors A \ Y 6= ;:

Théorèmes de points critiques

Soit � : X ! R une fonctionnelle de classe C1. Un point u de X est dit point

critique de � si �0 (u) = 0: La valeur correspondante c = �(u) est appelée valeur

critique de �:

Dé�nition 4.1 Une suite (un) de X sera dite de Palais-Smale de niveau c (en

abrégé (PS)c),c 2 R si :
1. � (un)! c:

2. �0 (un)! 0:

Nous dirons que � satisfait la condition de Palais-Smale de niveau c si toute

suite de (PS)c possède une sous-suite convergente.

On dira que � satisfait la condition de Palais-Smale (en abrégé (PS)) si elle

véri�e (PS)c pour tout c 2 R:

Dé�nition 4.2 [22] Nous dirons que � véri�e la condition (C) au point c (en

abrégé (C)c), si et seulement si

i)� � satisfait (PS)c sur les parties bornées, c�est à dire, pour toute suite bornée
(un) telle que �0 (un)! 0 et � (un)! c possède une sous suite convergente.

ii)� Il existe R; �; � > 0 tel que

k�0 (u)kX0 kukX � �; 8u 2 ��1 ([c� �; c+ �]) avec kukX � R:
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4. Théorie de Ljusternik-Schnirelmann

On dira que � satisfait la condition (C) si elle véri�e (C)c pour tout c 2 R:

Lemme 4.1 (Principe de Ljusternik-Schnirelmann, cf. ([74], Corollaire 4.1))
Soit V une sous-vartiété fermée, symétrique, de classe C1 d�un espace de Ba-

nach réel et 0 =2 V . Supposons que � 2 C1 (V;R) est une fonctionnelle paire et
bornée inférieurement.

Posons

cn = inf
K2

P
n

sup
x2K

� (x) ;

avec
P

n = fK � V ; K symétriqe, compact et 
 (K) � ng :
Si
P

n 6= ; pour un certain n � 1 et � satisfait la condition de Palais-Smale
(PS)c pour c = cj; j = 1; 2; :::; n, alors � a au moins n paires de points critiques

distincts associés aux valeurs critiques C1; C2; :::; Cn.

Théorèmes de points critiques

Le théorème ci-dessus va jouer un rôle fondamental. nous rappelons qu�un point

u deX est dit point critique de � si �0 (u) = 0 et la valeur correspondante c = �(u)

est appelée valeur critique de �:

Théorème 4.1 (Théorème de passe-montagne, cf. [6])
Soient � 2 C1 (X;R) ; e 2 X; r > 0 tel que kek > r: Si � véri�e la condition

(PC) et

max f� (0) ;� (e)g < inf
kuk=r

� (u) = �;

alors, � possède une valeur critique c � � caractérisée par

c = inf

2�

sup
t2[0;1]

� (
 (t)) ;

où � = f
 2 C ([0; 1] ; X) : 
 (0) = 0 et 
 (1) = eg :

Théorème 4.2 [[6],Théorème 3.5]
Soient � 2 C1 (X;R) satisfaisant la condition (C) et Q une partie fermée non

vide telle que @Q est connexe et @Q \ (�@Q) 6= ;. Supposons que :
i. 8K 2 A2; 9vK 2 K; 9� 2 R :

� (vK) � �; et � (�vK) � �;

7



4. Théorie de Ljusternik-Schnirelmann

ii. sup
@Q
� < �.

iii. sup
Q
� (x) <1.

Alors, � admet une valeur critique c � � caractérisée par :

c = inf
h2�
sup
u2Q

� (h (u)) ;

où A2 = fK fermé et symétrique : 
 (K) � 2g ; 
 est le genre de Krasnosel�skii,

et � =
n
h 2 C (X;X) : hj@Q = id

o
:

Théorème 4.3 (Lemme de Passe-montagne symétrique, cf [[58],Théorème 1]
Soit X un espace de Banach de dimension in�nie et � 2 C1 (X;R) satisfaisant

les conditions suivantes :

i1� � est paire, bornée inférieurement, satisfait la condition (PS) et � (0) = 0:
i2� Pour chaque n 2 N, il existe Hn 2 �n tel que sup

u2Hn
� (u) < 0 avec

�n = fH � X; fermé, symétrique, 0 =2 H et 
 (H) � ng ;

Alors, � admet une suite de points critiques (un) tel que

� (un) � 0; un 6= 0 et lim
n
un = 0:

Principe variationnel d�Ekeland

Théorème 4.4 (cf.[38])
Soit (X; d) un espace métrique complet et � : X ! R [ f+1g une fonction

s.c.i, bornée inférieurement et non identiquement égale à +1. Alors, pour chaque
" > 0, chaque � > 0 et chaque u 2 X tel que

� (u) � inf
X
� + ";

il existe v 2 X ayant les propriétés suivantes :

i. � (v) � � (u) ;
ii. d (u; v) � �;

iii. � (v) < � (w) +
"

�
d (v; w) ; pour tout w 6= v dans X:
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4. Théorie de Ljusternik-Schnirelmann

Corollaire 4.1 (cf [38])
Soient X un espace de Banach et � : X ! R une fonction dérivable au sens de

Gateaux, s.c.i et bornée inférierement. Alors, pour chaque " > 0 et chaque u 2 X
tel que

� (u) � inf
X
� + ";

ilexiste v 2 X véri�ant :

i. � (v) � � (u) ;
ii. kv � ukX <

p
";

iii. k�0 (v)kX0 <
p
":

Opérateur p (x)-Laplacien
Soient Rn un ouvert et p 2 C+

�


�
. L�opérateur p (x)-Laplacien est un opéra-

teur aux dérivées partielles qui à toute fonction u : 
! R associe la fonction

�p(x)u (x) := div
�
jru (x)jp(x)�2ru (x)

�
; pour tout x 2 
:

Si p (x) � p est une constante, on retrouve l�opérateur p�Laplacien

�pu (x) := div
�
jru (x)jp�2ru (x)

�
; pour tout x 2 
;

et si p = 2, on retrouve l�opérateur de Laplace

�2u (x) := div (ru (x)) = �u (x) ; pour tout x 2 
;

L�opérateur p (x)-Laplacien possède des structures beaucoup plus compliquées

que l�opérateur p-Laplacien, par exemple, il est inhomogène. Cette inhomogénéité

constitue un obstacle pour la généralisation de certains résultats dans le cas d�un

exposant constant. Dans la suite, nous présenterons l�opérateur p (x)-Laplacien

comme un opérateur abstrait entre deux espaces de Banach. Nous utiliserons les

méthodes variationnelles de l�analyse fonctionnelle pour étudier les problèmes liés

aux équations aux dérivées partielles dans lesquelles intervient cet opérateur.

Dé�nition 4.3 Soient 
 � RN un ouvert et p 2 C+
�


�
. L�opérateur p (x)-

Laplacien peut être vu comme une application de dualité entre l�espace de Sobolev

9



4. Théorie de Ljusternik-Schnirelmann

W 1;p(:) (
) et son dual de la façon suivante :

��p(x) : W 1;p(:) (
)! W 1;p(:) (
) (1.1)

��p(x)u; v

�
=

Z



jrujp(x)�2rurvdx�
Z
@


jrujp(x)�2 @u
@�
vd�;

pour tous u; v 2 W 1;p(:).

Remarque 4.1 Si u; v 2 W 1;p(:)
0 alors



��p(x)u; v

�
=

Z



jrujp(x)�2rurvdx (1.2)

Proposition 4.2 ([40]). L�opérateur p (x)-Laplacien satisfait les propriétés sui-
vantes :

(i) ��p(x) : W
1;p(:)
0 (
)! W�1;p0(:) (
) est un homéomorphisme.

(ii) ��p(x) : W
1;p(:)
0 (
)! W�1;p0(:) (
) est un opérateur strictement monotone,

i.e.,�


�p(x)u��p(x)v; u� v

�
> 0; pour tous

u 6= v 2 W 1;p(:)
0 (
)

(iii) ��p(x) : W
1;p(:)
0 (
)! W�1;p0(:) (
) est une application de type (S+), i.e.,

si un * u dans W 1;p(:)
0 (
) et lim

n!1
sup



��p(x)un; un � u

�
� 0;

alors un ! u dans W 1;p(:)
0 (
)

Proposition 4.3 ([19]). La fonctionnelle 	 : W 1;p(:)
0 (
)! R dé�nie par

	(u) =

Z



1

p (x)
jrujp(x) dx

est continûment di¤érentiable au sens de Fréchet et 	0 (u) = ��p(x)u, pour tout

u 2 W 1;p(:)
0 (
).

Opérateurs de Nemytskii et leurs potentiels
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4. Théorie de Ljusternik-Schnirelmann

Soient 
 un sous-ensemble ouvert de RN ; N � 1, etM l�ensemble de fonctions

mesurables dé�nies dans 
 à valeur réelle.

Dé�nition 4.4 Une fonction f : 
� Rk ! R est dite de Carathéodory si
(1) pour tout s 2 Rk, la fonction x! f (x; s) est mesurable (Lebesgue),

(2) pour p.p. x 2 
, la fonction x! f (x; s) est continue.

Proposition 4.4 ([45]). Si u 2M et f : 
�R! R est de Carathéodory, alors
la fonction x 7! f (x; u (x)) est mesurable.

Dé�nition 4.5 L�opérateur de Nemytskii associé à la fonction f est dé�ni par
Nf :Mk!M
(u1; :::; uk) 7! f (:; u1 (:) ; :::; uk (:)) ;

Nous rappelons à présent certaines propriétés fondamentales de l�opérateur de

Nemytskii.

Proposition 4.5 ([78]). Supposons que f : 
 � R ! R est une fonction de Ca-
rathéodory et satisfait la condition de croissance suivante

jf (x; t)j � c jtj
�(x)
�(x) + h (x) ; pour tous x 2 
; t 2 R;

où �; � 2 C
�


�
; � (x) ; � (x) > 1 pour tout x 2 
 et c > 0 est une constante

et h 2 L�(x) (
). Alors Nf
�
L�(x) (
)

�
� L�(x) (
). De plus, Nf est continu de

L�(x) (
) dans L�(x) (
) et envoie un ensemble borné dans un ensemble borné.

En particulier, si � = p et � = q avec 1
p(x)

+ 1
q(x)

= 1; 8x 2 
; alors la

fonctionnelle  : Lp(x) (
)! R dé�nie par

 (u) =

Z



F (x; u (x)) dx

où F (x; s) =
R s
0
f (x; t) dt est appelée le potentiel de f est bien dé�nie et de classe

C1 sur Lp(x) (
) et  0 (u) = f (x; u) pour tout u 2 Lp(x) (
) :
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Proposition 4.6 ([78]). Supposons que f : 
 � R ! R est une fonction de Ca-
rathéodory et satisfait la condition de croissance

jf (x; t)j � c jtj�(x)�1 + h (x) ; pour tout x 2 
; t 2 R;

où c � 0 est une constante ,�; � 2 C+
�


�
; h 2 L�(x)

�


�
avec � l�exposant conju-

gué de � d�expression � (x) = �(x)
�(x)�1 . Soit F : 
 � R ! R le potentiel de Nf ,

alors :

(i) La fonction F est de Carathéodory et il existe une constante c1 � 0 et

� 2 L1 (
) tels que

jF (x; t)j � c1 jtj�(x) + � (x) ; pour tout x 2 
; t 2 R:

(ii) La fonctionnelle � : L�(x) (
) ! R dé�nie par � (u) =
R


F (x; u (x)) dx

est continûment di¤érentiable au sens de Fréchet et �0 (u) = Nf (u) ; pour tout

u 2 L�(x) (
) :
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CHAPITRE 2

Existence de solutions pour une classe de systèmes de

transmission elliptiques non locaux

1 Introduction

Soit 
 un domaine borné de RN ; avec N � 2; soit 
1 � 
 un sous-domaine de
frontière � satisfaisant 
1 � 
: En écrivant � = @
 et 
2 = 
n
1 on a 
 = 
1[
2
et @
2 = � [ �:
Considérons le système elliptique non linéaire de transmission avec un terme

non locale8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

�M1

0@Z

1

1

p (x)
jrujp(x) dx

1A div �jrujp(x)�2ru� = f (x; u) dans 
1

�M2

0@Z

2

1

p (x)
jrvjp(x)dx

1A div �jrvjp(x)�2rv� = g (x; v) dans 
2

v = 0 sur �

;

(1:1)
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1. Introduction

avec la condition de transmission

u = v;

et M1

0@Z

1

1

p (x)
jrujp(x) dx

1A @u

@�
= M2

0@Z

2

1

p (x)
jrvjp(x)dx

1A @v

@�
sur �:

Ici p 2 C
�


�
avec 1 < p� = infx2
 p(x) � p(x) � p+ = supx2
 p(x) < 1; M1

et M2 sont des fonctions continues. � est la normale extérieure à 
2 dirigée vers

l�intérieur à 
1. Nous plaçons dans le cas où M1 =M2 =M .

Le problème (1:1) est lié au problème stationnaire de deux équations d�onde

de type Kirchho¤ suivant :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

utt �M1

0@Z

1

jruj2 dx

1A�u = f (x; u) in 
1

vtt �M2

0@Z

2

jrvj2dx

1A�v = g (x; v) in 
2

;

qui modélise les vibrations transversales de la membrane composée de deux

matériaux di¤érents en 
1 et 
2. La contrôlabilité et la stabilisation des problèmes

de transmission pour les équations d�onde peuvent être trouvées dans [65],[70].

Nous renvoyons le lecteur à [4] pour les problèmes stationnaires de type Kirchho¤,

à [23] pour l�équation elliptique de type p�Kirchho¤, et à [1] pour l�équation de
type p(x)�Kirchho¤ dans un domaine non borné.
Nous étudions le problème (1:1) dans le cas f (x; u) = �1 jujq(x)�2 u; g (x; v) =

�2 jvjq(x)�2 v où �1, �2 > 0 et p; q 2 C
�


�
tels que 1 < q (x) < p� (x). La fonction

M(t) est supposée véri�ées les deux assertions suivantes :

(M1) Il existe m0 > 0 tel que m0 �M (t) :

(M2) Il existe 0 < � < 1 tel que cM(t) � (1� �)M(t)t:

avec cM =
R t
0
M (s) ds:
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2. Résultats préliminaires

Nous allons chercher les solutions du problème (1:1) dans l�espace

E :=
n
(u; v) 2 W 1;p(x) (
1)�W

1;p(x)
� (
2) : u = v sur �

o
;

où

W
1;p(x)
� (
2) =

�
v 2 W 1;p(x) (
2) : v = 0 sur �

	
;

muni de la norme k(u; v)kE = krukp(x);
1 + krvkp(x);
2 :

Dé�nition 1.1 On dit que (u; v) 2 E est une solution faible de (1:1) si

M

0@Z

1

1

p (x)
jrujp(x) dx

1AZ

1

jrujp(x)rurzdx

+M

0@Z

2

1

p (x)
jrvjp(x) dx

1AZ

2

jrvjp(x)rvrwdx

��1
Z

1

jujq(x)�1 uzdx� �2

Z

2

jvjq(x)�1 vwdx = 0;

pour tout (z; w) 2 E:

2 Résultats préliminaires

Lemme 2.1 ([21]) Soit E est un sous-espace fermé de W 1;p(x) (
1)�W 1;p(x) (
2)

et

k(u; v)k = kukp(x);
1 + kvkp(x);
2 = jrujp(x);
1 + jrvjp(x);
2

dé�nie une norme dans E équivalente à la norme standard de W 1;p(x) (
1) �
W 1;p(x) (
2) :
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3. Résultat principal

3 Résultat principal

Il est clair que la fonctionnelle de Euler-Lagrange I : E ! R associée au

problème (1:1) a pour expression :

I (u; v) = J (u; v)�K (u; v) ;

avec

J (u; v) = cM
0@Z

1

1

p (x)
jrujp(x) dx

1A+ cM
0@Z

2

1

p (x)
jrvjp(x) dx

1A
et

K (u; v) = �1

Z

1

1

q (x)
jujq(x) dx+ �2

Z

2

1

q (x)
jvjq(x) dx:

Lemme 3.1 [21] La fonctionnelle I est bien dé�nie sur E, de classe C1 (E;R).
De plus, sa dérivée équivaut à :

I 0 (u; v) (z; w) = J 0 (u; v) (z; w)�K 0 (u; v) (z; w) ;

où

J 0 (u; v) (z; w) = M

0@Z

1

1

p (x)
jrujp(x) dx

1AZ

1

jrujp(x)�2rurzdx

+M

0@Z

2

1

p (x)
jrvjp(x) dx

1AZ

2

jrvjp(x)�2rvrwdx;

et

K 0 (u; v) (z; w) = �1

Z

1

jujq(x)�1 uzdx+ �2

Z

2

jvjq(x)�1 vwdx:

Lemme 3.2 Sous les hypothèses (M1) et (M2), et si p+ > q�, alors il existe

�� > 0 tel que pour tout �1 + �2 2 (0; ��) ; il existe �; b tels que I (u; v) � b pour

(u; v) 2 E sur la sphère de rayon �; notée S(0,�).
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3. Résultat principal

Preuve. Il est clair que I est pair et I (0; 0) = 0:
En utilisant l�injection compact de W 1;p(x) (
) dans Lq(x) (
) ; on en déduit

que :

jujq(x);
1 � C1 kukp(x);
1 ;

et

jvjq(x);
2 � C2 kvkp(x);
2 :

Autrement dit

jujq(x);
1 + jvjq(x);
2 � C1 kukp(x);
1 + C2 kvkp(x);
2
� C k(u; v)kE :

Fixons � 2 ]0; 1[ tel que � < 1

C
: Alors la relation ci-dessus implique

jujq(x);
1 + jvjq(x);
2 < 1; (u; v) 2 E:

En tenant compte des propositions 2.1 chapitre 1 et 2.1 chapitre 2, nous obte-

nons Z

1

jujq(x) dx � c4

�
kukq

+

q(x);
1
+ kukq

�

q(x);
1

�
; u 2 W 1;p(x) (
1) ;

et Z

2

jvjq(x) dx � c5

�
kvkq

+

q(x);
2
+ kvkq

�

q(x);
2

�
; v 2 W 1;p(x) (
2) :

Ensuite, pour tout (u; v) 2 E

Z

1

jujq(x) dx+
Z

2

jvjq(x) dx � C6

�
kukq(x);
1 + kvkq(x);
2

�
:

Par conséquent, nous en déduisons queZ

1

jujq(x) dx+
Z

2

jvjq(x) dx � C7 k(u; v)kE :
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3. Résultat principal

En utilisant (M1) et (M2), et compte tenu de l�inégalité élémentaire

ja+ bjs � 2s�1 (jajs + jbjs) ;
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3. Résultat principal

nous obtenons

J (u; v) = cM
0@Z

1

1

p (x)
jrujp(x) dx

1A+ cM
0@Z

2

1

p (x)
jrvjp(x) dx

1A
��1

Z

1

1

q (x)
jujq(x) dx� �2

Z

2

1

q (x)
jvjq(x) dx

� (1� �)M

0@Z

1

1

p (x)
jrujp(x) dx

1AZ

1

1

p (x)
jrujp(x) dx

+(1� �)M

0@Z

2

1

p (x)
jrvjp(x) dx

1AZ

2

1

p (x)
jrvjp(x) dx

��1
Z

1

1

q (x)
jujq(x) dx� �2

Z

2

1

q (x)
jvjq(x) dx

� m0 (1� �)

p+

0@Z

1

jrujp(x) dx+
Z

2

jrvjp(x) dx

1A
��1
q�

Z

1

jujq(x) dx� �2
q�

Z

2

jvjq(x) dx

� m0 (1� �)

p+

�
jrujp

+

p(x);
1
+ jrvjp

+

p(x);
2

�
�C7

(�1 + �2)

q�
k(u; v)kE

� m0 (1� �)

p+

�
kukp

+

p(x);
1
+ kvkp

+

p(x);
2

�
�C7

(�1 + �2)

q�
k(u; v)kE

� 21�p
+
m0 (1� �)

p+

�
kukp(x);
1 + kvkp(x);
2

�p+
�C7

(�1 + �2)

q�
k(u; v)kE

� 21�p
+
m0 (1� �)

p+
k(u; v)kp

+

E � C7
(�1 + �2)

q�
k(u; v)kE
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3. Résultat principal

Il su¢ t donc de prendre

�� =
21�p

+
m0 (1� �) �p

+�1

C7p+

en déduire le résultat.

Lemme 3.3 Supposons que les hypothèses (M1) et (M2) sont véri�és. Alors il
existe (e1; e2) 2 E avec k(e1; e2)k > � tels que I (e1; e2) < 0:

Preuve. Soit t0 une constante arbitraire, strctement positive. En vertu de l�hypo-
thèse (M2), nous pouvons montrer que pour t > t0

cM (t) �
cM (t0)

t
1

1��
0

t
1

1�� � Ct
1

1�� :

Ici C est une constante.

Choisissons u0 2 W 1;p(x) (
1) et v0 2 W 1;p(x) (
2) ; u0; v0 6= 0 et k(u0; v0)kE > �:

Il s�ensuit que pour t > 0 I (tu0; tv0) = cM
0@Z

1

1

p (x)
jrtu0jp(x) dx

1A+cM
0@Z

2

1

p (x)
jrtv0jp(x) dx

1A
��1

Z

1

1

q (x)
jtu0jq(x) dx� �2

Z

2

1

q (x)
jtv0jq(x) dx

� C

0@Z

1

1

p (x)
jrtu0jp(x) dx

1A 1
1��

+ C

0@Z

2

1

q (x)
jrtv0jp(x) dx

1A 1
1��

��1
Z

1

1

q (x)
jtu0jq(x) dx� �2

Z

2

1

q (x)
jtv0jq(x) dx

� Ct
p�
1��

(p�)
1

1��

264
0@Z

1

jru0jp(x) dx

1A 1
1��

+

0@Z

2

jrv0jp(x) dx

1A 1
1��
375

��1t
q+

q+

Z

1

ju0jq(x) dx�
�2t

q+

q+

Z

2

jv0jq(x) dx

� Ct
p�
1��

(p�)
1

1��

�
max

�
jru0j

p�
1��
p(x);
1

; jru0j
p+

1��
p(x);
1

�
+max

�
jrv0j

p�
1��
p(x);
2

; jrv0j
p+

1��
p(x);
2

��
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3. Résultat principal

��1t
q+

q+
min

n
jv0jq

�

q(x);
1
; jv0jq

+

p(x);
1

o
��2t

q+

q+
min

n
jv0jq

�

q(x);
2
; jv0jq

+

p(x);
2

o
:

Il est facile de voir que pour t su¢ samment petit et q+ < p�

1�� on a I (tu0; tv0) <

0.

Lemme 3.4 La fonctionnelle I satisfait la condition de Palais-Smale (PS)c pour
tout c 2 R:

Preuve. Soit (un; vn) � E une suite de Palais-Smale de niveau c 2 R; satisfaisant
I (un; vn) ! c et I 0 (un; vn) ! 0. Nous allons montrer que (un; vn) est une suite

bornée. En e¤et,

c+ 1 � I (un; vn)� 1
q� hI

0 (un; vn) ; (un; vn)i

� cM �R

1

1
p(x)

jrujp(x) dx
�
+ cM �R


2

1
p(x)

jrvjp(x) dx
�
� �1

Z

1

1

q (x)
jujq(x) dx

��2
Z

2

1

q (x)
jvjq(x) dx� 1

q�
M

0@Z

1

1
p(x)

jrunjp(x) dx

1AZ

1

jrunjp(x) dx

� 1

q�
M

0@Z

2

1
p(x)

jrvnjp(x) dx

1AZ

2

jrvnjp(x) dx+
�1
q�

Z

1

jujq(x) dx+ �2
q�

Z

2

jvjq(x) dx

� (1� �)m0

p+

Z

1

jrunjp(x) dx+
(1� �)m0

p+

Z

2

jrvnjp(x) dx� �1

Z

1

1

q (x)
jujq(x) dx

��2
Z

2

1

q (x)
jvjq(x) dx� m0

q�

Z

1

jrunjp(x) dx�
m0

q�

Z

2

jrvnjp(x) dx

+
�1
q�

Z

1

jujq(x) dx+ �2
q�

Z

2

jvjq(x) dx

� m0

�
(1� �)

p+
� 1

q�

�Z

1

jrunjp(x) dx+m0

�
(1� �)

p+
� 1

q�

�Z

2

jrvnjp(x) dx

+�1

Z

1

�
1

q�
� 1

q (x)

�
jujq(x) dx+ �2

Z

2

�
1

q�
� 1

q (x)

�
jvjq(x) dx

� m0

�
(1� �)

p+
� 1

q�

��
jrunjp(x)p(x);
1

+ jrvnjp(x)p(x);
2

�
� m0

�
(1� �)

p+
� 1

q�

��
kunkp

�

1;p(x);
1
+ kvnkp

�

1;p(x);
2

�
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3. Résultat principal

� 21�p�m0

�
(1� �)

p+
� 1

q�

�
k(un; vn)kp

�

Puisque p+ < q�; par passage à la limite lorsque n ! 1; on obtient une

contradiction.

La suite (un; vn) étant bornée, on peut extraire une sous-suite notée encore

(un; vn) faiblement convergente dansWp(x);q(x). Nous allons prouver que cette sous-

suite (un; vn) est fortement convergente vers (u; v) dans E.

Tout d�abord, on rappelle l�inégalité bien connue dans RN . Pour tout �; � 2 RN ;
on a :(

22�p j� � �jp �
�
j�jp�2 � � j�jp�2 �

�
(� � �) ;

(p� 1) j� � �j2 (j�j+ j�j)p�2 �
�
j�jp�2 � � j�jp�2 �

�
(� � �)

if p � 2
if 1 < p < 2

En outre, la suite (un; vn) contient une sous-suite de Cauchy. Pour le montrer,

nous allons commencer par décomposer le domaine d�intégration en quatre sous

domaines :

Up;
1 = fx 2 
1; p (x) � 2g Vp;
1 = fx 2 
1; 1 < p (x) < 2g
Up;
2 = fx 2 
2; p (x) � 2g Vp;
2 = fx 2 
2; 1 < p (x) < 2g

Ainsi pour p (x) � 2; compte tenu de l�inégalité ci-dessus, nous obtenons

22�p
+
M

0@Z

1

1
p(x)

jrunjp(x) dx

1AM

0@Z

1

1
p(x)

jrumjp(x) dx

1A Z
Up;
1

jrun �rumjp(x) dx

�M

0@Z

1

1
p(x)

jrunjp(x) dx

1AM

0@Z

1

1
p(x)

jrumjp(x) dx

1A Z
Up;
1

jrunjp(x)�2run (run �rum) dx

�M

0@Z

1

1
p(x)

jrumjp(x) dx

1AM

0@Z

1

1
p(x)

jrumjp(x) dx

1AZ
Up

jrumjp(x)�2rum (run �rum) dx

�M

0@Z

1

1
p(x)

jrunjp(x) dx

1AM

0@Z

1

1
p(x)

jrumjp(x) dx

1A Z
Up;
1

jrunjp(x)�2run (run �rum) dx

�M

0@Z

1

1
p(x)

jrunjp(x) dx

1AM

0@Z

1

1
p(x)

jrumjp(x) dx

1AZ

1

jrumjp(x)�2rum (run �rum) dx
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3. Résultat principal

�M

0@Z

1

1
p(x)

jrumjp(x) dx

1A J 0 (un; vn) (un � um; 0)

�M

0@Z

1

1
p(x)

jrunjp(x) dx

1A J 0 (um; vm) (un � um; 0)

=M

0@Z

1

1
p(x)

jrumjp(x) dx

1A I 0 (un; vn) (un � um; 0)

�M

0@Z

1

1
p(x)

jrunjp(x) dx

1A I 0 (um; vm) (un � um; 0)

+M

0@Z

1

1
p(x)

jrumjp(x) dx

1AK 0 (un; vn) (un � um; 0)

�M

0@Z

1

1
p(x)

jrunjp(x) dx

1AK 0 (um; vm) (un � um; 0) :

Puisque la suite numérique

Xn :=M

0@Z

1

1

p (x)
jrunjp(x) dx

1A
est positive et bornée, nous pouvons écrire

22�p
+
XnXm

Z
Up;
1

jrun �rumjp(x) dx � XmI
0 (un; vn) (un � um; 0)

�XnI
0 (um; vm) (un � um; 0) +XmK

0 (un; vn) (un � um; 0)

�XnK
0 (um; vm) (un � um; 0) :

Dans le cas où 1 < p (x) < 2; nous utilisons la deuxième inégalité pour obtenirZ
Vp;
1

jrun �rumjp(x) dx �
Z

Vp;
1

jrun �rumjp(x) (jrunj+ jrumj)
p(x)(p(x)�2)

2

(jrunj+ jrumj)
p(x)(2�p(x))

2 dx

� 2
���jrun �rumjp(x) : jrun +rumj p(x)(p(x)�2)2

���
2

p(x)

�
���jrun +rumj p(x)(2�p(x))2

���
2

2�p(x)
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3. Résultat principal

� 2max
i=�

0@Z

1

jrun �rumj2 jrun +rumjp(x)�2 dx

1A
pi

2

�max
i=�

0@Z

1

jrun +rumjp(x) dx

1A
2�pi
2

� 2max
i=�

(p� � 1)
�pi
2 :max

i=�

24Z

1

jrunjp(x)�2run (run �rum) dx

�
Z

1

jrumjp(x)�2rum (run �rum) dx

35
pi

2

�max
i=�

0@Z

1

jrun +rumjp(x)
1A

2�pi
2

:

En prenant en compte la Proposition 2.3., la Proposition 2.4., le fait que

kI 0 (un; vn)k ! 0 lorsque n ! 1 et le fait que l�opérateur K 0 est compact, on

en déduit que :

lim
n;m!1

Z

1

jrun �rumjp(x) dx = 0:

De manière analogue, nous montrons que

lim
n;m!1

Z

2

jrvn �rvmjp(x) dx = 0:

Par conséquent, (un; vn) contient une sous-suite de Cauchy. La preuve est ter-

minée.

Théorème 3.1 Le système (1.1) a au moins une solution non triviale (u; v).

Preuve. Compte tenu des lemmes 3.1, 3.2, 3.3 et 3.4, nous pouvons appliquer
le théorème de Passe-montagne pour conclure que le système (1:1) admet une

solution faible non triviale dans E.
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CHAPITRE 3

Existence et multiplicité des solutions pour un système

elliptique à frontière non linéaire

1 Introduction

Dans cette partie, nous considérons le système elliptique non linéaire8><>:
�p(x)u = jujp(x)�2 u ; dans 


�q(x)v = jvjq(x)�2 v ; dans 


; (1.1)

avec le couple non linéaire à la frontière donné par8><>:
jrujp(x)�2 @u

@�
= Fu (x; u; v) ; sur @


jrvjq(x)�2 @v
@�
= Fv (x; u; v) ; sur @


; (1.2)

où 
 est un domaine régulier borné dans RN (N � 1) de frontière @
 et p; q 2
C
�


�
; tel que 1 < p� � p(x) � p+ < 1 avec p� = infx2
 p(x) et p+ =

supx2
 p(x), et 1 < q� � q(x) � q+ < 1 avec q� = infx2
 q(x) et q+ =

supx2
 p(x):

Ces dernières années, l�étude des problèmes aux limites non linéaires avec des

exposants variables a reçu beaucoup d�attention. Nous les retrouvons dans des
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1. Introduction

applications telles que la modélisation électro-rhéologique des �uides [10], [33], [54]

et le traitement d�images [23], car ces problèmes méritent d�être étudiés également

d�un point de vue purement mathématique.

L�étude de l�existence d�une in�nité de solutions pour les problèmes aux limites

et les systèmes a suscité un grand intérêt ces dernières années. Nous renvoyons ici

à quelques auteurs qui ont étudié ces types de problèmes dans RN [30].
Dans [14], les auteurs ont démontré à l�aide du théorème de Passe-montagne,

l�existence de solutions non triviales du problème suivant :8><>:
�u = u ; dans 


�v = v ; dans 


avec le couple non linéaire à la frontière donné par8><>:
@u
@�
= Fu (x; u; v) ; sur @


@v
@�
= Fv (x; u; v) ; sur @


En utilisant le théorème du point �xe, les auteurs dans [15] ont obtenu l�exis-

tence de solutions pour le problème suivant :8>>>>>><>>>>>>:

�u = u ; dans 


�v = v ; dans 

@u
@�
= f (x; u; v) ; sur @


@v
@�
= g (x; u; v) ; sur @


Dans [16], les auteurs ont considéré l�existence de solutions faibles pour le

système p�laplacien suivant :

��pu = jujp�2 u dans 


��qv = jvjq�2 v dans 
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3. Existence et multiplicité de solutions

avec les conditions aux bords8><>:
jrujp�2 @u

@�
= Fu (x; u; v) ; sur @


jrvjq�2 @v
@�
= Fv (x; u; v) ; sur @


2 Notions préliminaires

Nous adoptons de prime abord les mêmes notations déjà introduites aux cha-

pitres précédants. Par suite, on pose :

p�@ =

(
(N�1)p(x)
N�p(x) ; si p (x) < N

1; si p (x) � N
:

Il est alors possible de rappeler la proposition suivante sur les injections de

Sobolev.

Proposition 2.1 ([52]) Si q 2 C+
�


�
et q (x) < p�@ (x) pour tout x 2 
, alors

l�injection de W 1;p(x) (
) dans Lq(x) (@
) est compacte et continue.

Théorème 2.1 ([58]) Soit E un espace de Banach de dimension in�nie et I 2
C1 (E;R) satisfait les deux hypothèses suivantes :
(A1) I (u) est pair, borné inférieurement, I (0) = 0 et I (u) satisfait la condition

de Palais-Smale (PS) ;

(A2) Pour tout k 2 N, il existe un Ak 2 �k tel que sup
u2Ak

I (u) < 0.

Alors I (u) admet une suite de points critiques uk tels que I (uk) < 0; uk 6= 0
et uk ! 0, quand k !1.
où �k désigne la famille des sous-ensembles fermés symétriques A de E tels

que 0 =2 A et 
 (A) � k.

3 Existence et multiplicité de solutions

Nous cherchons la solution de (1:1)�(1:2) dans l�espace produitWp(x);q(x) (
) =

W 1;p(x) (
)�W 1;q(x) (
) équipé de la norme k(u; v)k = kuk1;p(x);
 + kvk1;q(x);
 :
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3. Existence et multiplicité de solutions

Pour plus de commodité, nous écrivons Wp(x);q(x); kukp(x) ; kvkq(x) au lieu de
Wp(x);q(x) (
) ; kuk1;p(x);
 ; kvk1;q(x);
 respectivement.:

Dé�nition 3.1 On appelle (u; v) 2 Wp(x);q(x) une solution faible de (1:1) � (1:2)
si pour tout (z; w) 2 Wp(x);q(x);Z




jrujp(x)�2rurzdx+
Z



jujp(x)�2 uzdx

+

Z



jrvjq(x)�2rvrwdx+
Z



jvjq(x)�2 vwdx

�
Z
@


@F

@u
(x; u; v) zdx�

Z
@


@F

@v
(x; u; v)wdx = 0;

La fonctionnelle d�énergie associée à (1:1) est dé�nit par I : Wp(x);q(x) ! R

I (u; v) = J (u; v) + F (u; v) ;

où

J (u; v) =

Z



1

p (x)

�
jrujp(x) + jujp(x)

�
dx+

Z



1

q (x)

�
jrvjq(x) + jvjq(x)

�
dx;

et

F (u; v) = �
Z
@


F (x; u; v) d�:

On peut véri�er facilement que pour tout couple (u; v) et tout couple (';  ) dans

Wp(x);q(x); on a :

J 0 (u; v) (';  ) = D1J (u; v) (') +D2J (u; v) ( )

F 0 (u; v) (';  ) = D1F (u; v) (') +D2F (u; v) ( )

avec

D1J (u; v) (') =

Z



�
jrujp(x)�2rur'dx+ jujp(x)�2 u'

�
dx
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3. Existence et multiplicité de solutions

D2J (u; v) ( ) =

Z



�
jrvjq(x)�2rvr dx+ jvjq(x)�2 v 

�
dx

D1F (u; v) (') =

Z
@


@F

@u
(x; u; v)'dx

D2F (u; v) ( ) =

Z
@


@F

@v
(x; u; v) dx

De plus, la fonctionnelle I (u; v) est bien dé�nie et C1
�
Wp(x);q(x);R

�
et nous

avons

I 0 (u; v) (';  ) = D1I (u; v) (') +D2I (u; v) ( ) :

Nous remarquerons au passage que si F (x; 0; 0) = Fu (x; 0; 0) = Fv (x; 0; 0) = 0

pour tout x 2 @
, alors u � v � 0 est une solution triviale du système (1:1)�(1:2).
Pour montrer l�existence et la multiplicité de solutions, nous introduisons les

hypothèses suivantes :

(H1) F 2 C1 (@
� R2;R) et F (x; 0; 0) = 0:

(H2) jF (x; u; v)j � c1 + c2 jujp1(x) + c3 jvjq1(x) ; 8 (x; u; v) 2 (@
;R2) avec p1; q1 2
C+
�


�
; p1 < p�@; q1 < q�@; p�1 > p+; q�1 > q+:

(H3) F (x;�s) = �F (x; s) ; x 2 @
; et s 2 R2:

Théorème 3.1 Si les hypothèses (H1) � (H3) sont véri�ées, alors le système

(1:1)� (1:2) admet une in�nité de solutions non triviales.

A�n de prouver le théorème, nous allons véri�er que toutes les conditions du

théorème de Passe-montagne symétrique sont satifaites. Il revient de fait de vali-

diter les lemmes suivants :

Lemme 3.1 Sous les hypothèses (H1)� (H3), la fonctionelle I est borné inférieu-

rement.

Preuve. Il est clair que la fonctionnelle I est pair et I (x; 0; 0) = 0. En outre, nous
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3. Existence et multiplicité de solutions

avons

I (u; v) =

Z



1

p (x)

�
jrujp(x) + jujp(x)

�
dx+

Z



1

q (x)

�
jrvjq(x) + jvjq(x)

�
dx

�
Z
@


F (x; u; v) d�

� 1

p+
� (u) +

1

q+
� (v)�

Z
@


F (x; u; v) d�:

L�injection de Sobolev de W 1;s(x) (
) dans Lt(x) (@
) telle que t < s�@, nous

conduit à l�existence de deux constantes �1 et �2 inclues dans ]0; 1[ telles que

kukW 1;s(x)(
) � �1 ) kukLt(x)(@
) � �2;

En utilisant le même argument que dans [35], on obtient :Z
@


F (x; u; v) d� � C
�
kukp

�
1
p + kvkq

�
1
q

�
:

Alors, pour (u; v) su¢ cientely small, we get

I (u; v) � 1

p+
kukp+p(x) +

1

q+
kukq

+

q(x) � C
�
kukp

�
1

p(x) + kvk
q�1
q(x)

�
:

Comme p�1 > p+ et q�1 > q+, I est borné inférieurement et coercive.

Maintenant, soit (un; vn) une suite de Palais-Smale pour la fonctionnelle d�Euler-

Lagrange I.

Lemme 3.2 Si les hypothèses (H1)� (H3) sont satisfaites, alors (un; vn) est bor-

née.

La suite (un; vn) étant de Palais-Smale, cela signi�e que I(un; vn) est bornée et

kI 0(un; vn)k� ! 0 lorsque n ! +1. En vertu de la coercivité de la fonctionnelle
I, on en déduit que la suite (un; vn) est bornée.

Lemme 3.3 Avec les mêmes conditions (H1)� (H3) la suite (un; vn) admet une

sous-suite convergente.
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3. Existence et multiplicité de solutions

Preuve. D�après le lemme 3.4 la suite (un; vn) est bornée dans Wp(x);q(x) ; par

conséquent on peut extraire une sous-suite notée à nouveau (un; vn) qui converge

faiblement vers (u; v) : Cependant

hI 0 (un; vn)� I 0 (u; v) ; (un � u; 0)i =

Z



��
jrunjp(x)�2run � jrujp(x)�2ru

�
r (un � u)

+
�
junjp(x)�2 un � jujp(x)�2 u

�
(un � u)

�
dx

�
Z
@


�
@F

@u
(x; un; vn)�

@F

@u
(x; u; v)

�
(un � u) d�:

Il en résulte que :

hI 0 (un; vn)� I 0 (u; v) ; (un � u; 0)i ! 0;Z
@


@F

@u
(x; u; v) (un � u) d� ! 0;

un ! u dans Lp(x) (
) ; un ! u dans Lp(x) (@
) lorsque n!1; alorsZ



�
junjp(x)�2 un � jujp(x)�2 u

�
(un � u) dx! 0;

quand n!1; nous obtenonsZ
@


@F

@u
(x; un; vn) (un � u) d�

�
Z
@


���c1 + c2 jujp1(x) + c3 jvjq1(x)
��� jun � uj d�

� c1 jun � uj1 +
���jujp1(x)���

p01(x)
jun � ujp1(x) +

���jujq1(x)���
q01(x)

jun � ujq1(x) ;

tel que 1
p1(x)

+ 1
p01(x)

= 1; 1
q1(x)

+ 1
q01(x)

= 1:

Nous obtenons jun � uj1 ! 0;
���jujp1(x)���

p01(x)
;
���jujq1(x)���

q01(x)
sont bornés et jun � ujp1(x) !

0; jun � ujq1(x) ! 0:

Il reste à montrer que run ! ru: Pour cela, on écrit :
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3. Existence et multiplicité de solutions

Up = fx 2 
; p (x) � 2g Vp = fx 2 
; 1 < p (x) < 2g ;
Uq = fx 2 
; q (x) � 2g Vq = fx 2 
; 1 < q (x) < 2g ;

Pour p (x) � 2; en utilisant l�inégalité élémentaire introduite dans le précédant
chapitre, nous obtenons :R

Up
jrun �rujp(x) dx � c

R
Up

�
jrunjp(x)�2run � jrujp(x)�2ru

�
(run �ru) dx!

0:

Ceci entraine que :R


jrun �rujp(x) dx! 0:

D�autre part, pour 1 < p (x) < 2; nous avonsR
Vp
jrun �rujp(x) dx �

R
Vp
jrun �rujp(x) (jrunj+ jruj)

p(x)(p(x)�2)
2 (jrunj+ jruj)

p(x)(2�p(x))
2 dx

� 2
���jrun �rujp(x) : jrun +ruj p(x)(p(x)�2)2

���
2

p(x)

�
���jrun +ruj p(x)(2�p(x))2

���
2

2�p(x)

� 2max
i=�

�R


jrun �ruj2 jrun +rujp(x)�2 dx

� pi

2
max
i=�

�R


jrun +rumjp(x) dx

� 2�pi
2

� 2max
i=�

(p� � 1)
�pi
2 :max

i=�

hR


jrunjp(x)�2run (run �ru) dx

�
R


jrujp(x)�2ru (run �ru) dx

i pi
2
max
i=�

�R


jrun +rumjp(x)

� 2�pi
2
:

Donc
R


jrun +rumjp(x) ! 0:

En conséquence un ! u; dans W 1;p(x) (
) :

Nous procédons de la même manière pour pouver que vn ! v; dansW 1;q(x) (
).

Lemme 3.4 Supposons que les hypothèses (H1)�(H3) sont satisfaites. Alors pour

chaque k 2 N , il existe un Ak 2 �k tel que

sup
u2Ak

I(u; v) < 0:

Preuve. Soit w1; w2; :::; wk 2 C1(
) tels que

fx 2 @
;wi(x) 6= 0g \ fx 2 @
;wj(x) 6= 0g = ;; si i 6= j;

et

jfx 2 @
;wi(x) 6= 0gj > 0;
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3. Existence et multiplicité de solutions

8i; j 2 f1; 2; :::kg :
Considérons le sous-espace Fk en gendré par w1; w2; :::; wk ; il est clairement

dimension k.

Désignons par S =
�
w 2 Wp(x);q(x); kwk = 1

	
et par Ak(t) = t(Fk \ S) pour

t > 0. Bien évidemment 
 (Ak (t)) = k. Maintenant nous allons montrer que pour

tout k 2 N�, il existe t > 0 tel que

sup
u;v2Ak(t)

I (u; v) < 0:
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3. Existence et multiplicité de solutions

En e¤et, nous avons

sup
u2Ak(t)

I (u; v) � sup
w2Fk\S

I (tw) = sup
u0;v02Fk\S

I (tu0; tv0)

= sup
u0;v02Fk\S

8<:
Z



1

p (x)

�
jrtu0jp(x) + jtu0jp(x)

�
dx

+

Z



1

q (x)

�
jrtv0jq(x) + jtv0jq(x)

�
dx�

Z
@


F (x; tu0; tv0) d�

9=;
= sup

u0;v02Fk\S

8<:
Z



tp(x)

p (x)

�
jru0jp(x) + ju0jp(x)

�
dx

+

Z



tq(x)

q (x)

�
jrv0jq(x) + jv0jq(x)

�
dx� c

Z
@


jtu0jp1(x) d�

�c
Z
@


jtv0jq1(x) d� � c j
j

9=;
� sup

u0;v02Fk\S

8<:tp
�

p�
� (u0) +

tq
�

q�
� (v0)� ctp

+
1

Z
@


ju0jp1(x) d�

�ctq
+
1

Z
@


jv0jq1(x) d� � c j
j

� sup
u0;v02Fk\S

8<:tp
�

p�
+
tq
�

q�
� ctp

+
1

Z
@


ju0jp1(x) d� � ctq
+
1

Z
@


jv0jq1(x) d� � c j
j

9=;
Si on pose � =

R
@

ju0jp1(x) d� et � =

R
@

jv0jq1(x) d�; alors sup

u2Ak
I (u; v) < 0

pout t assez grand.

Preuve.
De toute évidence, I(0; 0) = 0 et I est une fonctionnelle paire. Alors, d�après les

lemmes (3.1), (3.2), (3.3) et (3.4), les conditions (A1) et (A2) du théorème 4.1 sont

satisfaites. Par conséquent, le problème (1.1)-(1.2) admet une in�nité de solutions

(uk; vk) 2 Wp(x);q(x) qui convergent vers (0; 0) et (uk; vk) peuvent être supposées
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3. Existence et multiplicité de solutions

positives puisque I(uk; vk) = I(jukj ; jvkj).
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CHAPITRE 4

Annexe 1 : Quelques résultats utilisés dans les

démonstrations

Théorème 0.2 (convergence monotone) Soit ffkgk une suite de fonctions de
L1 tel que

sup
k

Z
E

fk <1:

Alors fn (x) converge p.p. sur 
 vers une limite �nie notée f (x) ; de plus f 2 L1

et

kfn � fkL1 ! 0:

Théorème 0.3 (convergence dominée de Lebesgue) Soit fn une suite de fonc-
tion de L1: On suppose que

i. fn ! f p.p. sur 
;

ii. il existe une fonction g 2 L1 telle que, pour chaque n; jfnj � g (x) p.p. sur


. Alors

f 2 L1 (
) et kfn � fkL1 ! 0:

Théorème 0.4 Soit f une fonction positive intégrable sur E. Pour tout " > 0, il
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CHAPITRE 4. ANNEXE 1 : QUELQUES RÉSULTATS UTILISÉS DANS LES
DÉMONSTRATIONS

existe � > 0 tel que pour tout sous-ensemble A � E avec mn(A) < �, on aZ
A

f < ":

Théorème 0.5 (du Dois-Reymond) Soit 
 un ouvert de RN :
Si f 2 L1loc (
) tel que Z




fu = 0; 8u 2 C10 (
)

alors f = 0 p.p. dans 


Preuve. Pour la démonstration voir [13]
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Conclusion

Conclusion

DDans cette thèse, nous avons traité des systèmes elliptiques non linéaires

faisant intervenir des opérateurs non homogènes. Nous avons établi des théo-

rèmes d�existence ainsi d�existence et multiplicité des solutions en utilisant la

théorie des points critiques, précisément nous avons utilié le théorème de Passe-

Montagne pour montrer l�existence d�au moins une solution, puis le théorème de

Passe-Montagne symétriques pour la multiplicité des solutions.

En perspective, nous envisageons d�étudier des systèmes de même nature en

appliquant le théorème de la fontaine et prouver aussi l�existence d�une multitude

de solutions.
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