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Résumé en Anglais

This thesis is devoted mainly to the study of quantitative and qualitative pro-
perties of certain class of différential equation functional with delay of neutral type.
The existence results are proved using theorems of fixed point of schauder, krasno-
selskii and the contraction principle with which we conclude uniqueness.

The study of stability and asymptotic stability of solutions of differential equations
with delay is of great importance in quantitative analysis. We tried to give new
conditions of asymptotic stability to study ours problems by means of fixed point
technique. Some examples are proveded to illustrate our claims.

The obtained results extend and improve some works recently published.

Key words and phrases : Fixed points, periodic solutions, stability, nonoscilla-
tory solutions, neutral differential equations, iterative differential equations.
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Résumé en Francais

Cette these est consacrée principalement a 1’étude des propriétés quantitative
et qualitative de certaines classes d’équations différentielles a retard fonctionnelle
de type neutre. Les résultats d’existence sont prouvés en utilisant les théoremes de
point fixe de Schauder et Krasnoselskii et par le principe de contraction on conclure
I"unicité.

L'étude de la stabilité et la stabilité asymptotique de solutions d’équations diffé-
rentielles a retard a un grande importance dans 'analyse quantitative. On a essayé
de donner de nouvelles conditions de stabilité asymptotique de nos problemes étu-
diés en se basant sur la technique de point fixe. quelques exemples sont fournis pour
illustrer nos revendications.

Nos résultats obtenues étendent et améliorent certains travaux récemment publiés.

Mots clés : Point fixe, solutions périodiques, stabilité, solutions non oscilla-
toires, équations différentielles de type neutre, équations différentielles itératives.
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Chapitre 1

Introduction générale

es équations différentielles ont une importance fondamentale dans les problémes
L pratiques. Ceci est di au fait qu'un grand nombre de lois et de relations se
traduisent mathématiquement sous forme d’équations différentielles, elles appa-
raissent souvent dans la modélisation de processus de phénomeénes naturels, elles
sont présentes dans les différentes sciences.

Parmi les équations différentielles en cite les équations différentielles a retard qui
surviennent dans certains modéles dont 1’état & un moment donné, est une fonc-
tion qui dépend de son passé. On peut rencontrer ces équations dans plusieurs
domaines d’applications, notamment en physique, économie, médecine, biologie,
écologie,...etc, voir la monographie [22, 63] et les papiers [6], [12], [21], [29]-[31],
[34]-[37], [39], [40], [42], [48], [50], [65], [66], [79], [82], [85], [86] et les références
qu’il contient.

En effet, dans certains phénomeénes, on s’est apercu que la connaissance de la so-
lution en un point ne suffit pas pour décrire 1’évolution sur un intervalle de temps
donné. La signification du retard dans un tel ou tel modele peut étre différente,
période d’incubation d’une maladie contagieuse en épidémiologie, temps d’accu-
mulation, temps nécessaire pour la maturation des cellules ou la transformation
d’un type de cellules en un autre,...etc. On considére par exemple I'équation de
Mackey-Glass suivante

y(t—1)

y'(t) = vy(t) + i)
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cette équation a été utilisé par Mackey et Glass [52] pour décrire la production des
globules blancs. La densité de ces derniéres en circulation dans le sang est notée
y(t). Ces cellules sont détruites avec un taux 7. Le taux maximal de production est
noté o, et n désigne la sensibilité du taux de production. Enfin, T décrit le temps
nécessaire a la production effective des globules blancs au temps t en réponse a une
demande effectuée au temps t — 7.

L'étude de la stabilité des systemes a fait 1’objet au cours des ces derniers siecles
d’un tres large développement dans la qualité des résultats ainsi que leurs appli-
cations. Plusieurs de ces résultats concernent des systémes décrits mathématique-
ment par des équations différentielles ordinaires linéaires ou non linéaires. Dans la
littérature, plusieurs chercheurs ont étudié la stabilité de systemes linéaires et non
linéaires. En effet, la stabilité au sens de Lyapunov est bien développée pour les
systémes linéaires, par contre, la stabilité des systémes non linéaires reste encore
largement inconnue, bien que des méthodes de linéarisation permettent d’obtenir
dans certains cas de bons résultats.

Les théoremes du point fixe sont les outils mathématiques de base en montrant
I'existence des solutions dans divers genres d’équations. La théorie du point fixe
est au cceur de I’analyse non linéaire puisqu’elle fournit les outils nécessaires pour
avoir des théoremes d’existence dans beaucoup de problémes non linéaire. L'étude
de la stabilité par la méthode de point fixe a été utilisé dans un certain nombre de
travaux récents comme [8], [9], [14], [20], [25], [41], [59]. Cette méthode a montré
des avantages significatifs sur celle de Lyapunov. En particulier lorsque les coeffi-
cients sont non bornés et si le retard est non borné la méthode directe de Lyapunov
a montré ses limites contrairement a celle du point fixe. De plus, les conditions de
la méthode de point fixe sont en moyenne par contre celle de la deuxiéme sont tou-
jours ponctuelles.

Le but principal de cette theése est d’étudier quelques propriétés qualitatives et
quantitatives comme l’existence de solutions périodiques, la stabilité et la stabilité
asymptotique. Les résultats établis dans ce projet constituent, ce que l'on souhaite,
une étape avancée dans ce domaine de recherche car I'étude que nous proposons ici
prend en charge des équations différentielles non linéaires de type neutre non trai-
tées jusqu’ici. En outre notre méthode de point fixe améliore nettement les résultats
antérieurs particuliérement ceux de Ding et Li [43], Kong [61], Ren, Siegmund et
Chen [73], Zhao et Feckan [88] avec beaucoup moins de restrictions et avec plus de
rigueurs.

L'objectif de cette thése est multiple, il s’agit principalement d’étendre et améliorer

B. MaNsourr: mansouri.math@yahoo.fr
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certains travaux récemment publiés et d’apporter une contribution dans 1'étude
de l'existence et 'unicité de solutions non oscillatoires d'une classe d’équations
différentielles a retard de type neutre et on s’intéresse de donner des conditions
suffisantes pour que ces équations aient un point fixe. Ainsi que 1’étude de la pé-
riodicité et la stabilité de solutions et de solutions positives pour certaines classes
d’équations différentielles itératives utilisant le théoreme de Banach, Schauder ou
de Krasnoselskii.

Cette these est présentée a travers six chapitres :
Chapitre 1 : Une introduction générale.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre on rappelle quelques définitions et résultats utiles
pour la suite de cette these. On donne les contextes de théorémes de point fixe
de Banach, Schauder et de Krasnoselskii ainsi que des rappels sur les équations
différentielles a retards et les équations différentielles de type neutre.

Chapitre 3 : Ce chapitre est un exposé sur I'existence et unicité de solutions
non oscillatoires d'une classe d’équations différentielles de premier ordre de type
neutre. Il s’agit de 1’équation

& L) + PO (2t~ 1(8))) + Ba(O)ha(x(t + a(0)]

+81(tx(t—01(t))) = ga(t, x(t + (1)) = O.
En utilisant le théoreme de point fixe de Banach sous quelques nouveaux critéres on

démontre I'existence et l'unicité des solutions non oscillatoires de cette équation.

Chapitre 4 : On étudie dans ce chapitre 1'existence, 1'unicité et la stabilité de
solutions périodiques de 1’'équation différentielle itérative

V() = 32 3 Con) (571(0) + L (6600, 120, #(0) + (1),

m=11=1
ou, la fonction g (¢, x1,xp,...,xN) est continue globalement Lipschitzienne pour ¢,

X1, X2, ..., XN-

Chapitre 5 : On étudie 'existence de solutions positives w-périodiques pour les
deux types d’équations différentielles neutres de troisiéme ordre suivantes

(x(t) —c(t)x(t —7))" = a(t)x(t) — f(t,x(t — 1)),
et

(x(t) —e(®)x(t = 1))" = —a(t)x(t) + f(t,x(t — 7)),

B. MaNsourr: mansouri.math@yahoo.fr
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ouc € C(R,R),a € C(R,(0,00)), f € C(RxR,R), T,w >0, etc, asontdes fonc-
tions w-périodiques, f est w-périodique par rapport a la premiere variable. Les ré-
sultats de ce chapitre constituent deux contributions. En effet, au lieu de ¢ constante,
on prend un coefficient variable c¢(f). Deuxiéemement, en plus de |c(t)| < 1, on
considere les intervalles |c(t)| > 1 pour c(t), ce qui est nouveau dans la littérature.

Chapitre 6 : On s’intéresse dans ce chapitre a 1’existence et la stabilité asympto-
tique de solutions périodiques de 'équation différentielle neutre non linéaire sui-
vante

Lat) () Sgult — (1))
= p(t) — a(t)u(t) — alg()g(u(t — r(t))) ~ B F(u(t))
(g0 f(u(t —r (1))

ol r est une fonction positive différentiable, et g, p, a, b, f et g sont des fonctions
continument différentiable.

On conclut cette theése par des perspectives et problemes a résoudre dans le
futur, et une bibliographie associée au sujet de notre travail.

B. MaNsourr: mansouri.math@yahoo.fr



Chapitre 2

Préliminaires et rappels

CE chapitre a pour but d’introduire quelques définitions et résultats et de rap-
peler certaines théorie de point fixe, qui seront utilisées dans la suite de cette
these. Pour plus de détails voir [19] et [51].

2.1 NOTIONS PRELIMINAIRES

2.1.1 NORMES ET ESPACE DE BANACH

Définition 2.1.1 Le couple (E, p) est dit un espace métrique si E un ensemble arbitraire
non vide et p : E x E — R4 une application vérifiant pour tout x,y et z de E,

(d1) p(xy) =0=x=y,

(d2) p(x,y) = p(y, x) (Symétrie),

(d3) p(x,y) < p(x,z)+ p(z,y) (Inégalité triangulaire).

Définition 2.1.2 Un espace métrique (E, p) est dit complet si toute suite de Cauchy de
points de E est convergente dans E.
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Proposition 2.1.1 Dans un espace métrique (E, p), toute suite convergente est une suite
de Cauchy.

Remarque 2.1.1 La réciproque est fausse en général.

Définition 2.1.3 Soit E un espace vectoriel. On appelle norme sur E toute application de
E dans R habituellement notée ||-|| vérifiant pour tout x,y € E et tout A € K, (K = R
ou C),

(N1) 5] =0 x =0,

(N2) ||[Ax|| = |A] ||x|| (Homogénéité),

(N3) [|x+y| < ||x|| + ||y|| (Inégalité triangulaire).

Définition 2.1.4 Un espace vectoriel normé est un couple (E,||-||) ot E est un espace
vectoriel sur K (K = R ou C) et ||-|| est une norme sur E.

Remarque 2.1.2 Si (E, ||-||) est un espace vectoriel normé alors

p(xy) = [lx —y|

définit une distance sur E.

Définition 2.1.5 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (E, ||-||) complet pour
la métrique associée a cette norme.

Exemple 2.1.1 L'espace C([a, b],R") de fonctions continues de [a, b] dans R" muni de la

norme || f|| = g[aa)b(] |f(t)| est un espace de Banach.

Exemple 2.1.2 Soit ¢ : [a,b] — R" une fonction continue donnée avec a,b € R. Soit S
I'espace de fonctions continues et bornées f : [a,00) — R", telles que f(t) = p(t) pour
a<t<b. Pour f,g €8S, on définit

p(f.g)= sup [f(t) =)= IIf —8lle-

te[a,00)

Alors (S, p) est un espace métrique complet.

B. MaNsourr: mansouri.math@yahoo.fr
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Dénotons par C = C (51, S,) l'espace de fonctions continues allant de S; a S;. Po-
sons

M= {¢:[0,00) — R/ ¢eC, |p(t) <1, ¢(t) — 0quand t — oo},

et

Q={¢:[0,00) >R/ peC, |p(t)] <1}.

Soit ||-|| la norme du supremum et soit |- |, une norme poids définie par la donnée
d’une fonction /1 : [0,00) — [1,00), h(0) =1, h(t) — oo quand t — oo, et pour
@ € M ou Q on pose
[9(t)]
|9l = sup (t)|

t>0

Exemple 2.1.3 (M, ||-||) est un espace de Banach.
Exemple 2.1.4 (Q, |-|,,) est un espace de Banach.
Exemple 2.1.5 (M, |-|;,) n'est pas un espace de Banach.

Preuve. Soit {¢, } la suite de fonctions continues définie par

Pa(t) =1, 0<t<m,
Pn(t) =0, n+1<1t< oo,

¢n est linéaire et continue sur [n, n + 1].

Soit € > 0 un nombre choisi arbitrairement. On doit trouver un indice N tel que
sin,m > N ett € Rimplique que

() = P (£)] < eh(t). 21)

On choisit T tel que ¢h(T) > 2. De toute évidence, pour tout 1, m et pour toutt > T
on a (2.1). Le choix de N > T implique que pour n,m > Net0 <t < N on aura
¢Pn(t) = ¢m(t) = 1 de sorte que (2.1) est valide. Cela démontre que la suite est de
Cauchy. Cependant pour un ¢ fixé on a ¢, (t) — 1 lorsque n — oo, or 1 nest pas
un élément de M. D’ou la conclusion. m

B. MaNsourr: mansouri.math@yahoo.fr
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2.1.2 COMPACITE ET APPLICATIONS COMPACTES

Définition 2.1.6 Soit (S, d) un espace métrique. Un sous ensemble M de S est dit compact
si et seulement si de tout recouvrement ouvert de IM on peut extraire un sous recouvrement
fini. D'une maniere équivalente, un sous ensemble M de S est compact si et seulement si
tout suite de IM admet une sous suite convergente dans IM.

Définition 2.1.7 Un sous ensemble M de S est dit totalement borné si pour tout € > 0, il
existe un ensemble fini de points x1,xy,...,x, dans S tels que

M C U™, Be(x;).

Remarque 2.1.3 (1) Tout sous ensemble d’un ensemble totalement borné est totalement
borné.

(2) Tout ensemble totalement borné est borné. Cependant, un sous ensemble borné n’est pas
totalement borné en général.

Proposition 2.1.2 Soit S un espace métrique. Alors, les conditions suivantes sont équiva-
lentes,

(i) S est compact,

(ii) Toute suite de S admet une sous suite convergente,

(iii) S est complet et totalement borné.

Proposition 2.1.3 Soit M un sous ensemble d"un espace métrique complet S. Alors,
(i) M est compact si et seulement si IM est fermé et totalement borné,
(ii)) M est compact si et seulement si IM est totallement borné.

Définition 2.1.8 Un sous ensemble M d'un espace métrique est dit relativement compact
si son adhérence est compacte, c’est a dire, M est compact.

En particulier, on a la proposition suivante.

Proposition 2.1.4 Soit IM un sous ensemble fermé d'un espace métrique complet. Alors,
M est compact si et seulement si il est relativement compact.

B. MaNsourr: mansouri.math@yahoo.fr
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Définition 2.1.9 Soit {f,} une suite de fonctions réelles f, : [a,b] = R, a,b € R. {f,}
est uniformément bornée sur [a, b s’il existe un 1 > 0 tel que |f,(t)| < I pour tout n et
tout t € [a, ).

Définition 2.1.10 Soit M un sous ensemble de E = C([a,b],R), M est dit équicontinu
si et seulement si
Ve > 0,Vx € [a,b],36 > 0,Vy € [a,b],

[x—yll <d=VfeM,|f(x)—f(y)| <e

Ci-dessous on rappelle un outil classique et puissant pour montrer quune par-
tie de I’espace des fonctions continues sur un compact est relativement compacte.

Théoreme 2.1.1 (d’Ascoli-Arzela) Soit C([a,b],R), —o0o < a < b < +o0, I'espace de
fonctions continues définies sur le compact [a, b] et a valeurs réelles muni de la norme

= .
1Al argggxbw( )|

Une partie F de C([a, b], R) est relativement compacte dans C([a, b], R) si et seulement si
elle est uniformément bornée et équicontinue.

Remarque 2.1.4 Le théoréme d’Ascoli-Arzela ne permet de caractériser que les ensembles
relativement compacts de C(E1, K), (avec E1 compact et métrique, K = R ou C), et non les
ensembles relativement compacts de n’importe quel espace de Banach.

Exemple 2.1.6 Soient ky et ko deux réels strictement positifs. Le sous ensemble F des fonc-
tions réelles continues sur [a, b], dérivables sur |a, b| qui vérifient

f(t)] < ky, et sup|f'(t)] < k2,

pour tout t € [a, b], est relativement compact dans C([a, b], R).

En effet, pour tout f € F, le théoréme des accroissements finis, prouve que pour tout
to, t € [a, b] il existe c €|ty, t[ tel que

f(t) = f(to)| = | f'(0)] |t — to] .
Donc | f(t) — f(to)| < ka [t — to|. Fixons to € [a,b]. Soite > O et p = £, alors

vt e [ab] [t —to| <y = |f(t) - f(b)| <&

B. MaNsourr: mansouri.math@yahoo.fr
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Ce qui est exactement I'équicontinuité de F en to. Comme on peut prendre pour to n'importe
quel point de [a, b], on en déduit que F est équicontinu.
Ona |f(t)| < ki pour tout f € F ce qui implique que || f|| < kj et partant de

VfeF, feB (0k),

c’est d dire,
F C B (0,kq),

d’ont la bornitude de F. Finalement, Comme F est borné et équicontinu, alors le théoréme
d’Ascoli-Arzela assure que F est relativement compact.

Définition 2.1.11 Soit X et Y deux espaces vectoriels normés et () un sous ensemble de
X.

(i) Une application continue T : X — Y est dite compacte si lorsque () est borné
implique T(Q)) est relativement compact, c’est a dire T(Q)) est compact. Cest a
dire si pour toute suite bornée {x, } dans X, la suite T (x, ) posséde une sous suite
convergeant dans 'Y,

(ii) T est dite complétement continue si elle est compacte et continue.

2.2 THEOREMES DE POINT FIXE

Les théoremes de point fixe sont des outils précieux et tres intéressants en ma-
thématiques, ils ont un role crucial dans le domaine des applications, surtout ils
interviennent dans la résolution de plusieurs équations différentielles non linéaires
en particulier, et pour les problémes d’existance et d’unicité. Dans ce paragraphe
on rappelle les théoremes de point fixe qu'on va utiliser dans ce travail.

Définition 2.2.1 Soit (E, ||-||z) un espace de Banach, T : E — E une application. On
appelle point fixe de T tout point x € E tel que T(x) = x, Ce qui est équivalent a dire que
I"équation T (x) — x = 0 posséde une solution.

Exemple 2.2.1 La fonction f : R — R donnée par f(x) = x* admet {0,1} comme
points fixes.

B. MaNsourr: mansouri.math@yahoo.fr



Chapitre 2. Préliminaires et rappels 11

Exemple 2.2.2 Si f : [a,b] — [a, b] est une fonction continue alors f admet au moins
un point fixe.

Pour résoudre un probléme de point fixe on doit identifier trois éléments fonda-
mentaux, a savoir,

1. Un ensemble convenable S apte pour contenir les solutions du probleme,

2. Une application P : S — S ayant la particularité qu'un point fixe est solu-
tion du probléme,

3. Un théoréme de point fixe qui assure 'existence d"un tel point fixe de P sur
S.

On va voir maintenant trois théoremes de point fixe, le théoréme de point fixe de
Banach qui donne un critére général dans les espaces métriques complets, celui de
Schauder qui est plus topologique et affirme qu'une application continue sur un
convexe compact admet au moins un point fixe, et finalement le théoréme hybride
de Krasnoselskii.

2.2.1 THEOREME DE POINT FIXE DE BANACH

En 1922, le mathématicien polonais Stefan Banach a prouvé son célébre théo-
réme (connu aussi sous le nom de théoréme d’application contractante ou théoréeme
de Banach-Picard) qui garantit 1’existence et 1'unicité d"un point fixe d’une appli-
cation contractante d’un espace métrique complet dans lui-méme. Ce théoréme a
fait preuve d'une grande utilité en analyse. En outre, il est basé sur un processus
itératif assurant que ce point fixe peut étre obtenu comme limite d"une suite itérée
et qu'il est possible d’estimer la précision avec laquelle cette limite est atteinte.

Théoreéme 2.2.1 ([75]) Soit (E, ||-|| ) un espace de Banach et T : E — E une application
contractante de constante k € [0, 1[. Alors il existe un point unique x € E tel que T (x) = x.

Remarque 2.2.1 Si A est une application Lipschitzienne (pas nécessairement une contrac-
tion) mais 'une de ces itérées A" est une contraction, alors A a un seul point fixe.
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En effet, soit x 'unique point fixe de A” on a
AP(A(x)) = A(AP(x)) = A(x),
ce qui convient a dire que A(x) est aussi un point fixe de A” et grace a 'unicité

A(x) = x. Ce résultat est valable pour tous les types de contractions qui assurent
I"unicité du point fixe.

2.2.2 THEOREME DE POINT FIXE DE SCHAUDER

Le théoreme de point fixe de Schauder élaboré en 1930, assure 1'existence d'un
point fixe, qui n’est pas nécessairement unique, pour une application continue sur
un convexe compact dans un espace de Banach. Il n’est donc pas nécessaire d’établir
des estimées sur la fonction, mais simplement sa continuité, ceci nous donne la
possibilité de traiter plus de cas qu’avec le théoréme de Banach.

Théoreme 2.2.2 ([75]) Soit M un sous ensemble convexe fermé borné et non vide d’un
espace de Banach E et T : M — E une application compacte. Alors T posséde un point

fixe.

Remarque 2.2.2 Si M est compact et convexe, il suffit que T soit continue pour avoir un
point fixe pour T.

2.2.3 THEOREME DE POINT FIXE DE KRASNOSELSKII

En 1955, Krasnoselskii a élaboré son théoreme du point fixe qui affirme que
dans un convexe compact, toute application qui se met sous la forme d"une somme
de deux applications dont I'une est contractante et 'autre compacte admet un point
tixe. Ce théoréme est tres efficace dans la résolution des équations différentielles
non linéaires.
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Théoreme 2.2.3 ([75]) Soit IM un sous ensemble convexe fermé non vide d'un espace de
Banach (E, ||-||). On suppose que A, B : M — E sont deux applications satisfaisant

(i) Ax+ By € M, Vx,y € M,
(ii) A est complétement continue,
(iii) B est une application contractante.

Alors il existe z € M avec z = Az + Bz.

Preuve. D’une part, la 3*™¢ condition donne

I(I=B) (x) = (I=B) ()| = lI(x =y) = (Bx = By)]|
< [lx = y[| + [|Bx — By]|
< [l =yl +klx =yl
< (14K [lx=yll, (2.2)

et d’autre part
I(1 = B) (x) = (I=B) ()|l = I(x —y) — (Bx — By)||
> [I(x =)l - [|Bx — By]|
> |lx =yl =kllx =yl
> (1=K [lx=yl, (23)

de (2.2) et (2.3), il résulte que

=k llx =yl <I(I=B) (x) = (I=B) (Nl < (A +Kk) [lx =yl

Cette double inégalité montre que (I — B) : M — (I — B)M est continue et bijective.
Dong, (I — B) ! existe et elle est continue. Posons U = (I — B) !4, il est clair que
U est une application compacte, puisque U est une composition d"une application
continue et une application compacte. En vertu du théoreme de Schauder, U admet
un point fixe, c’est a dire

dxcM: (I-B) 'Ax = x,

ceci équivaut a dire
Ax + Bx = «x,

et la preuve est achevée. m
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2.3 EQUATIONS DIFFERENTIELLES A RETARD ET EQUATIONS
DIFFERENTIELLES DE TYPE NEUTRE

Une équation différentielle a retard est une équation différentielle dont la dé-
rivée par rapport au temps présent de la solution dépend d'une donnée (de cette
solution) sur un temps postérieur. Une équation différentielle a retard est un mo-
déle spécifique d’équations différentielles fonctionnelles, dans lesquelles la partie
fonctionnelle de I'équation est I’évaluation d"une fonctionnelle sur une étape pos-
térieur (le passé) du processus ([45], [56], [57], [63]).

2.3.1 EQUATIONS DIFFERENTIELLES A RETARD

Etant donné un nombre r > 0. Soit C([a, b], R") I'espace de Banach de fonctions
continues définies sur l'intervalle |4, b] & valeurs dans R"” muni de la topologie de
la convergence uniforme. Pour [4,b] = [—7,0] on pose

Co = C([-r,0],R"),
et on désigne la norme d’un élément ¢ de Cy par
[l = sup {|(s)|, —r <s <0},
ol |-| est une norme sur R”. Soient ) € R, L > 0 et soit
x € C([to—r,to+ L),R") et t € [to, to + L].
On définit la fonction x; de Cy par
x¢(s) = x(t+s), s € [-r,0].

Remarque 2.3.1 Pour tout t fixé, la fonction x; est obtenue en considérant la restriction
de la fonction x sur l'intervalle [t — r,t|, translatée sur [—r,0].

Exemple 2.3.1 x(t) = t?+2,tg = 0,L = 2,r = lalorst € [0,2],s € [-1,0],
xi(s) = x(t+s) = (t+5)2+2,pourt =lonax(s) = (s+1)* +2.
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Définition 2.3.1 Soit U un ouvert de R x Cy et soit f : U — IR" une fonction continue.
On appelle équation différentielle fonctionnelle a retard égal v sur U une relation de la forme

x'(t) = f(t,xt), (2.4)
x¢(s) = x(t+s), s € [-r,0].

On la désigne parfois EDR(f). Le nombre r est appelé le retard. En clair, le cas v = 0
correspond au cas des équations différentielles ordinaires.

Définition 2.3.2 On dit que I'équation (2.4) est autonome si la fonction f ne dépend pas
de t. On note dans ce cas f(u) au lieu de f(t,u).

Il est évident qu'une condition initiale appropriée au temps t = t( exige la déter-
mination de la fonction x sur tout l'intervalle [t — 7, t(], ’est a dire,

x(t)=vy(t), t€fto—rto],

ol ¢ : [tg —1,tp] —> R”" est une fonction donnée supposée continue appelée la
condition initiale de I'équation a retard (2.4). Ainsi, I'équation (2.4) peut se mettre
sous la forme

X'(t) = f(t,xt), t >ty
x(t) = (b), t€to—1,t0], (2.5)

avec § une fonction donnée continue sur tout l'intervalle [ty — 7, fo].

L'équation (2.4) est dite linéaire si f(t, ¢) = L(t)¢, ot L(t) est linéaire. L'équation
(2.4) est dite non homogene si f(t, ) = L(t)¢ + h(t), ott h(t) # 0. L'équation (2.4)
est dite autonome si f(t,¢) = g(¢), ¢ indépendante de t. A titre d’exemple, les
équations suivantes sont des équations différentielles a retard

x'(t) = 3x(t)+2x(t—1), (2.6)
xX'(t) = a(t)x(t) +b(t)x'(t—r(t)) +h(t), (2.7)
x'(t) = /0 x(t+ s)ds, (2.8)

a(t),b(t), r(t) sontdes fonctions continues. L'équation (2.6) représente une équation
différentielle linéaire autonome a retard constant r = 1, I'équation (2.7) est une
équation différentielle linéaire a retard fonctionnelle non homogene non autonome,
et I’équation (2.8) représente une équation intégro-différentielle linéaire a retard.
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Définition 2.3.3 Etant donnés p € Cy et tg € R, une solution du probléme a valeur
initiale

X' = f(t,x), t > to, xy = 9, (2.9)
est une fonction notée x(t) telle que x(t) = (t) si t € [to — 1, to] et satisfait (2.4) pour
t € [to, to+ L], L > 0. Une telle fonction x(-) est dite solution de (2.4) a travers (to, ) et
est notée souvent par x(-) = x(-, to, P).

Etant données une fonction ¥ € Cy, tp € R et f(t,¢) une fonction continue. La
recherche d’une solution de I'équation (2.4) a travers (to,{) est équivalente a la
résolution de I’équation intégrale

t
x(t) = ¢(to) +/t fu, xy)du, t > ty, x1y = 9.
0
On définit I'application A par I'expression
Ax(t) = f(t,xe), t > to,
xto = lP

Pour démontrer 1’existence d"une solution de cette équation a travers (tp, ) € R x
Co, on consideére un nombre L > 0, et toutes les fonctions définies sur [to —r, to + L]
qui sont continues et qui coincident avec ¥ sur [to —7, to], c’est a dire, x, = .
On demande que les valeurs de ces fonctions sur [y, tg + L] répondent a la condi-
tion |x(t) — ¢ (0)| < B. La fonction obtenue A correspondant a 1’équation intégrale
est définie et on démontre que L et B peuvent étre choisis de sorte que A envoie
cette classe (de fonctions continues) dans elle-méme, qu’elle est continue et a image
compacte. Dans ce contexte, le théoreme du point fixe de Schauder peut s’appli-
quer pour conclure l'existence d"une solution (pour de amples détails on renvoi
aux livres [56] et [63]).

L'équation (2.4) est d'un type qui inclut aussi bien les EDO

x' = fi(t,x),

que les équations différentielles a retard

x'(t) = fo(t, x(t), x(t — 11 (t)), . x(t — T (t)))

avec 0 <r;(t) <r,i=1,..,npuisqu’il suffit de poser

f(tu) = f2(0,u(0), u(=11(t)), - u(=Tu(t)))-

B. MaNsourr: mansouri.math@yahoo.fr



Chapitre 2. Préliminaires et rappels 17

On rappel, les théoremes de base sur 'existence et 1'unicité des solutions de
I’équation (2.4).

Théoreme 2.3.1 (Existence) Considérons I’équation (2.4) et supposons que () est un sous
ensemble ouvert de R x Cy et f(t, @) une application continue sur Q). Si (to, ) € Q, alors
il existe une solution de I'équation (2.4) passant par (to, ).

Définition 2.3.4 On dit que la fonction f(t, @) est Lipschitzienne par rapport a ¢ sur un
compact K de R x Cy sl existe une constante k > 0 telle que, pour tout (t, ¢;) € K,
i=1,20na

f(t 1) = f(t, 92)] < kg1 — o]

Théoreme 2.3.2 (Unicité) Supposons que Q) est un sous ensemble ouvert de R x Co, f :
Q) — R" est continue, f(t, @) est Lipschitzienne par rapport d ¢ sur tout sous ensemble
compact de Q). Si (to, ) € Q, alors il existe une unique solution pour I'équation (2.4)

passant par (to, P).

2.3.2 EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE TYPE NEUTRE

On donne ici la définition d'une équation différentielle de type neutre avec
quelques exemples. Pour plus d’informations sur ce type d’équations voir [56] et
[63].

Définition 2.3.5 Supposons que () est un sous ensemble ouvert de R x Co, D : Q) —
R"™ et f : O — R" sont deux fonctions continues données. La relation

%D(t,xt) — f(tx), (2.10)

est dite une équation différentielle de type neutre EDTN.

Définition 2.3.6 Une fonction x est dite solution de I'équation (2.10) sur [ty —r, tp + L],
sil existe un ty € Ret L > 0 tels que

X E C([i’o—i’,to—f—L],]Rn), (t,xt) ec0),te [to,t()+L],
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D(t, x;) est continument différentiable et satisfait (2.10) sur [to, to + L].

Etant donnés ty € Ret ¢ € Cp et (to, ) € Q, on dit que x(t,ty, ) est une solution
de (2.10) passant par (to, ) s’il existe L > 0 telle que x(t, to, ) est une solution de (2.10)
sur [ty —r,to + L] et x4, (to, ) = ; on dit que x(t, ty, P) est une solution de (2.10) sur
[tg — 7, 00) si pour tout L > 0, x(t, to, ) est une solution de (2.10) sur [to — r,to + L] et

Xty (to, ¥) = .

Théoréeme 2.3.3 (Existence) Si () est un sous ensemble ouvert de R x Cyet (ty, ¢) € Q,
alors il existe une solution pour I'équation (2.10) passant par (to, ).

Théoreme 2.3.4 (Unicité) Si Q) est un sous ensemble ouvert de R x Cy et f(t, @) est
Lipschitzienne sur tout sous ensemble compact de Q), alors pour tout (to, ) € Q il existe
une solution unique pour I'équation (2.10) passant par (to, P).

2.3.3 MODELES D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES A RETARD

Les problémes a retard sont innombrables en littérature. On donne dans cette
sous section trois modéles intervenant dans des domaines différents du monde réel.

PROIES PREDATEURS DE LOKTA-VOLTERRA

Le modele prédateur-proie classique a été proposé par Volterra et Lotka en
1920, dans un ouvrage intitulé Théorie mathématique de la lutte pour la vie qui est
probablement le premier traité d’écologie mathématique. Le modele s’écrit sous la
forme

x'(t) = ayx(t) — byx(t)y(t),
y'(t) = agy(t) — bax(t)y(t), (2.11)

avec la condition initiale

x(0) = xo, ¥(0) = yo, (2.12)
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ol x(t) représente la population de proies et y(t) la population de prédateurs a
I'instant t et ay, a, by, by sont des constantes positives. Si on suppose que le fait
d’un changement dans la population de proies n’affectera pas immédiatement la
population des prédateurs, et inversement, le systéme (2.11) avec la condition ini-
tiale (2.12) devient un systeme d’équation différentielle a retard de la forme

x'(t) = ayx(t) — byx(t)y(t —ry),
y'(t) = agy(t) — bax(t — ra)y(t),

avec les conditions initiales

x(0) = xo, x(s) = ¥(s), y(0) = yo, y(s) = ¢(s), =T <s <0,

our; > 0etry, > 0, sont des retards et les fonctions () et ¢(-) sont les fonctions
initiales de I'histoire antérieure, T = max{ry,r2} (pour de amples détails, exemples
et informations, on conseille de consulter [45], [53] et [63]).

MODELES DEMOGRAPHIQUES

Le choix d’équations a retards pour modéliser 'évolution d'une population
permet de prendre en compte la notion d’espérance de vie. Par exemple, on consi-
dere le modeéle tres simple suivant, avec les notations :

x(t) = nombre d’individus a 'instant t,

T = temps de gestation,

a = taux de natalité,

o = espérance de vie d'un individu.
On suppose que T, 4, et 0 sont constants, le taux de variation de la population est
alors donné par 1’'équation

x'(t) =alx(t—1)—x(t—T—0)],

puisque ax(t — 7) représente le nombre d’individus nés, par unité de temps, a l'ins-
tant ¢, et ax(t — T — o) le taux d’individus morts a l'instant .

On peut citer de nombreux autres exemples, comme par exemple le modele déve-
loppé par Hutchinson (1948) :

x'(t) = [a — yx(t — o)]x(t),

ou encore ceux de Wangersky et Cunningham (1956).
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LIGNE DE TRANSMISSION SANS PERTES

Maintenant, en vertu de la transformation de D’Alembert, on va voir comment
peut on réécrire une équation différentielle partielle hyperbolique en tant que sys-
teme a retard de type neutre.

Cet exemple traite une ligne de transmission sans pertes, a une extrémité (x = 0),
il y a source de tension constante E et a 'autre extrémité (x = [), une capacité est
branchée en parallele avec une diode tunnel. Le courant i(-, -) et la tension v(-, -)
sont des fonctions de t et x qui satisfont I’équation de télégraphe, donc on obtient
les deux équations aux dérivées partielles du premier ordre de type hyperbolique
suivantes :

Jdi Jv Jv  0di
J— — —_— _— = < < .
L8t+8x O,etCat—l—ax 0,t>00<x<]I, (2.13)
avec les conditions aux limites
E = Ri(t,0) +o(t,0), et i(t,1) = c%(t,z) Fig(o(t1), (2.14)

ot/ estlalongueur delaligne, L et C sont l'inductance et la capacité du conducteur
par unité de longueur, R est la résistance a 1'entrée, C; est la capacité en parallele
avec la diode tunnel, i;(v) est la courbe caractéristique courant-tension de la diode
(une fonction polyndémiale non linéaire) donnée. Les points d’équilibre (v, ip) sa-
tisfont une équation linéaire donnée par

E = vg + Rip, ig = iy(vo).

On suppose que le point de fonctionnement est donné par I’approximation du pre-
mier ordre

i(vg) = i(vg) +m(vg — vo),

ou m est une constante positive. La formule de D’Alembert et les conditions aux
limites (2.14) nous permettent d’obtenir I'équation différentielle linéaire de type
neutre suivante :

dy
¢

dy

@) -

(6 —7) = Ap(0) + By(¢ — 1), (2.15)
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Avec

7=2VLClet& =t— bl

Ce qui prouve une transformation du systeme de deux EDP de type hyperbolique
(2.13) en une équation a retard de type neutre.

2.4 STABILITE DE SOLUTIONS POUR LES EQUATIONS DIFFE-
RENTIELLES A RETARD

La théorie de la stabilité a été crée a la fin du dix-neuvieme siécle par Lyapunov.
Cette théorie a trouvé une large application dans divers domaines de la physique
et des sciences mathématiques. D'un point de vue mathématique, la théorie de la
stabilité présente un cas particulier de la théorie qualitative des équations différen-
tielles.

Pour vérifier la convergence d"une trajectoire vers un équilibre donné, il suffit d’étu-
dier I’évolution de la distance séparant le point courant de cet équilibre. C’est sur
ce principe que sont basées la premiere et la seconde méthode de Lyapunov dans
lesquelles on consideére des distances généralisées appelées fonctions de Lyapunov.
Dans le cas des systémes a retard, la différence revient dans le choix des distances
utilisées, c’est a dire la recherche d"une fonction ou d'une fonctionnelle de Lyapu-
nov dont on pourra montrer la croissance vers zéro.

La stabilité d"un point d’équilibre d"un systeme avec ou sans retard consiste tou-
jours a observer que son évolution reste proche du point d’équilibre lorsqu’on s’en
écarte d"un certain voisinage - le domaine de stabilité. La stabilité asymptotique, en
plus de garantir la condition précédente, indique que le systéme reviendra exac-
tement au point d’équilibre, au bout d’'un temps éventuellement infini, si on s’en
écarte légerement. Notons que la notion de stabilité asymptotique est la plus exigée
en pratique.
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On revient sur les définitions liées a la stabilité des systemes a retards. Pour r > 0,
On considere le systéme retardé suivant

x,(t) = f(t/ xt)/ t 2 to,
x(t) = ¢(t), to—r <t <ty (2.16)

ou ¢ : [tg —r,tg] — R" est une fonction donnée, supposée continue et f : R X
Co — R”" une fonction continue. La fonction f(,x) est supposée satisfaire les
conditions nécessaires qui garantissent 1’existence de la solution x(t, ty, {) a travers
(to, ) du probleme (2.16) et d’étre continue en (¢, fp, ) du domaine de définition
de f (voir Hale [57]).

Définition 2.4.1 Supposons que f(t,0) = 0 pour tout t € R. La solution triviale x = 0
de (2.16) est dite stable en to (ty € R) si pour tout e > 0il existe un nombre 6 = (¢, tg) > 0
tel que si || || < &, la solution de (2.16) existe sur [ty — r,00) et |x(t, o, )| < € pour tout
t > to. Dans le cas contraire on dira que la solution est instable en to. La solution x = 0 de
(2.16) est dite uniformément stable si le nombre 6 est indépendant de t.

Définition 2.4.2 La solution triviale x = 0 de (2.16) est dite asymptotiquement stable en
to si elle est stable en tg et s'il existe 5y = 61(tg) > O tel que toutes les fois que ||| < J1,
la solution du probléme (2.16) satisfait

limx(t, ty, ) = 0, quand t — oo.

La solution triviale x = 0 de (2.16) est dite uniformément asymptotiquement stable si elle
est uniformément stable et si il existe un &1 > 0 (indépendant de to) tel que pour tout tg et
@l < &1 la solution x du probléme (2.16) satisfait la condition x(t,ty, ) — 0 quand
t — oo de la maniére suivante : pour tout y > 0 il existe un T = T(y) > 0 tel que
|x(t,to, P)| <y pourt > to+T.

2.5 STABILITE PAR LA METHODE DE POINT FIXE

La méthode de Lyapunov a été 1'ultime objet permettant d’étudier la stabilité
pour les équations différentielles ordinaires et les équations aux dérivées partielles.
Néanmoins, cette méthode a rencontré de sérieuses difficultés car il existe encore un
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tas de problemes qui résistent a cette technique. Récemment, un nombre d’investi-
gateurs dans ce domaine, comme Burton, Furumuchi, Zhang, Djoudi, Ardjouni, Jin
et autres, se sont penchés sur le probleme dans ’espoir de trouver une autre issue
pour contourner ces difficultés. Ils ont constaté, en utilisant des exemples concrets,
que la technique de point fixe peut servir comme alternative a la méthode directe.
IIs ont remarqué aussi que cette derniére méthode ne résout pas uniquement les
problémes rencontrés dans 'application de la méthode directe de Lyapunov, car
la méthode en elle méme possede d’autres avantages, en particulier, les conditions
de la derniere méthode qui sont souvent exprimés en moyenne, par contre ceux de
Lyapunov se présentent sous des formes ponctuelles (voir [2], [4], [5], [7], [10], [11],
[13], [18], [23], [24], [26], [44], [58]).

Lorsqu’on veut étudier la stabilité de la solution triviale d"une équation différen-
tielle a retard par la méthode de point fixe il va falloir procéder comme suit

(i) Une équation différentielle a retard exige avant tout une donnée (une fonc-
tion) initiale i définie sur un intervalle initiale approprié Iy, c’est a dire
¢ : I, — R On doit choisir aussitdt aprés un espace convenable S de
fonctions ¢ : I, U [ty, +00) — R" qui coincident sur I;, avec . Selon les
cas de besoins on peut toujours ajouter d’autres restrictions aux fonctions ¢
de S comme la bornitude par exemple ou la condition ¢(t) — 0 lorsque
t — oo. Cette derniére condition s"impose si on souhaite étudier la stabilité
asymptotique.

(ii) Ensuite on doit inverser 1'équation différentielle a retard pour définir ce
quon appelle une application de point fixe, c’est a dire une application
P : S — S dont le point fixe est solution de 1'équation a retard don-
née (I'équation originale). Néanmoins, cette inversion est inévitable pour
la méthode de point fixe et elle peut s’avérer une tache délicate dans plu-
sieurs cas. Par exemple si 1’équation ne posséde pas un EDO terme linéaire
dans sa structure on ne pourra pas utiliser la variation des parameétres. Il
est donc indispensable d’agir autrement et essayer si une transformation de
cette équation est possible.

(iii) Al'image del’application P : S — S obtenue en (ii), un théoréme de point
fixe doit étre choisi permettant a 'équation Px = x d’avoir une solution.
En particulier si P est une contraction on pourra appliquer le théoreme de
point fixe de Banach, si P est compacte alors on appliquera le théoreme de
Schauder, et si P se met sous forme de somme de deux applications 1'une
contraction et I’autre compacte alors le théoreme hybride de Krasnoselskii
peut donner satisfaction.
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Il devient donc clair que la méthode de stabilité par la méthode de point fixe
repose sur trois choses essentielles, la variation des parameétres, un espace complet
et un théoreme de point fixe. En une étape on peut conclure l'existence et la stabilité.
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Mots clés : Point fixe, solutions non oscillatoires, équations différentielles de
type neutre.

ANs ce chapitre, on examine l'existence et 1'unicité de solutions non oscillatoires
de la classe d’équations différentielles de premier ordre suivante

% [x (8) + Py (8) by (x (£ = 71 (£))) + Po (8) ha (x (£ + 2 ()))]

t81(bx(t—o1 () —g(tx(t+o2(t))) =0,

ayant des termes qui sont a la fois a retard et d’avance appelées équations mixtes.
On utilise le principe de contraction de Banach et on donne des conditions suffi-
santes pour conclure 1'existence et l'unicité de solutions non oscillatoires.
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3.1 INTRODUCTION

Ces dernieres années, le probleme de 'existence de solutions non oscillatoires
d’équations différentielles neutres a été étudié par plusieurs auteurs. Pour les ré-
sultats en relation, on renvoit le lecteur a [28], [32], [33], [90] et aux références qui
y sont citées. On renvoit le lecteur aux livres [1], [17], [47], [55] sur le sujet de la
neutralité d’équations différentielles.

Zhang, Feng, Yan et Song [87] ont récemment étudié 'existence de solutions non
oscillatoires d’équation différentielle neutre a retard de premier ordre a coefficients
variables suivante

d
g x(8) + P(D)x(t = 7))

+ Qi(t)x(t —01) — Qo(t)x(t —02) = 0, t > to.
IIs ont obtenu des conditions suffisantes pour 'existence de solutions non oscilla-
toires dépendant des quatre intervalles différents de P(t). Par 1'utilisation de théo-
réme du point fixe de Banach Candan [29] a discuté 1'existence de solutions non
oscillatoires pour 'équation différentielle neutre de premier ordre suivante

d
E[X(t) + P (H)x(t—1) + Po(t)x(t + 1)]
+Q1(H)x(t—01) — Qa()x(t+02) = 0,

avec P; € C ([tp,0),R), Q; € C([tp,0),[0,00)), T; > 0eto; > 0 pouri = 1,2. Dans
[61], Kong considere I'équation différentielle neutre de premier ordre

d

T x(H)+Pr(H)x(t—11) + P (t) x(t+ )]

+ Qi(t)g1 (x (t—01)) = Qa(t)g2 (x (t+02)) =0,
et pour des cas différents des coefficients P; et P,, il a discuté 'existence de solu-
tions non oscillatoires.

Inspiré et motivé par les travaux mentionnés ci-dessus et en utilisant le théoreme
de point fixe de Banach, on étudie dans ce chapitre 1’équation différentielle neutre
de premier ordre suivante

% (e () + Po(8) b (x (8 =7 (£))) + Po (8) B2 (x (£ + 12 (£)))]
+81(tx(t—o1(t)) —g(Lx(t+02(t)) = 0. 3.1)
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Nous fournissons de nouveaux critéres pour 'existence et 'unicité des solutions
non oscillatoires de (3.1). Tout au long de ce chapitre on suppose que les conditions
suivantes sont vérifiées,

(1) P, € C([tg,0),R),i=1,2.
(2) hy,hy € C([0,00),]0,00)) vérifient les conditions
0< hl (x) < le, 0< hz (X) < sz,

et supposons que Hj la fonction inverse de /i1 existe et qu'il existe des constantes
positives L et L, telles que

Lix < Hy(x) < Lpx.

(3) gi € C([tp,00) x [0,00),[0,00)), et g;(t, x) satisfait
0<g1(tx) < qu(t)x+ fi(t), 0 < ga(t, x) < q2(t)x + fa(t),
ot g;, fi € C([tg,0),[0,00)),i=1,2.

(4) Ty est différentiable et la fonction inverse ¢ de t — 7y () existe, avec ¢(t) > ¢,
ett — 1 (t), t — oy (t) sont des fonctions croissantes.

(5) Ti(t) > 0eto;(t) > 0pouri=1,2.

3.2 REsurraTts PRINCIPAUX

Pour montrer qu'un opérateur S satisfait les conditions du principe de contrac-
tion, on considére les différents cas pour les intervalles des coefficients P; et P,.

Théoreme 3.2.1 Supposons que 0 < Pi(t) < p1 <1,0 < Py(t) < pr <1— pyetqu’il
existe une constante positive M telle que

/: 1 ()M + fi(s)] ds < oo, /t:’ [92()Ma + fo(5)] ds < co. (32)

Alors (3.1) posséde une solution non oscillatoire bornée.
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Preuve. Soit A I’ensemble de toutes les fonctions continues et bornées sur [t(, o)
muni de la norme supremum. On considere I'ensemble

Q:{XEAIMlg.X(t)SMz,tZt()}.

Il est clair que () est un sous ensemble borné, fermé et convexe de A. Due a la
condition (3.2), On peut choisir un #; > ¢,

t1 > to+max< sup 1 (t), supoy(t) o, (3.3)
t>tg t>tg

suffisamment grand tel que

| )Mz + fis)]ds < Mo~ £ 2 1, (3.4)

/t [q2(s) Mz + fa(s)]ds < & — (p1Ky + p2Ko) Mo — My, t > 1, (35)
et
| 06+ g2 ds < 1= piKi — paKa = 31, £ 2 1y ©6)
ou M; et M, sont des constantes positives vérifiant
(p1K1 + p2K2) Mz + My < My,

et
N e ((lel + szz) M, + My, Mz) .

Définissons l'opérateur S : (3 — A donné par

(Sx)(t) = a—Pi(t)h (x(t —7u(t))) = Pa(t)h2 (x(t + 1a(t)))
+J; 181 (s, x(s — 01(5))) — &2 (5, x(s + 02(s)))lds, t =1,

et
(Sx)(t) = (Sx)(t1), to <t < 1.

Clairement, Sx est continu. Pour t > t; et x € (), & partir de (3.4) et (3.5), il s’ensuit
que

(S0 S a+ [ gils,x(s—or(s))ds
<ot [ n(s)x(s—ai(s) + Ails)] ds

<at [T InEM+ () ds < My,
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et
(Sx)(t) = a = P(t)hy (x(t = 1a(t))) — Pa(t)hz (x(t + 72(t)))
- /too 22 (s, x(s +02(s)))ds
>a — p1Kix(t— 1 (t)) — pKox(t 4+ (t))
~ [ [926)5(s + 02(6)) + fals)] ds
> o — p1KiMa — paKoMsp — /too [q2(5) M2 + fa(s)] ds > M.

Cela implique que SQ) C Q). Il reste a montrer que S est une contraction sur (). En
effet,si x1,xp € Qett > 1y,

|(Sx1)(£) — (Sx2)(t)| < Pi(t) [y (x1(t — 7 (t))) — Iy (x2(t — T (t)))]
+ Po(t)[ha (x1(t + 12(t))) — ha (x2(t + 12(t))) |

[l x -0 )~ g (sxs-a )

+ 182 (8, x1 (s +02(5))) — g2(s,x2 (s + 02 (5)))]) ds
< Py (8)Ky [xi(t—1i(t)) — x2(t — ()]
+ Py (£)Ka [x1(t + 12(t)) — x2(t + (1)) |

[T @) s = (5) — 12 (s = o (5)
+q2(s) [x1 (s + 02 (s)) — 22 (s + 02 (5))]) ds,

et par (3.6)
(530 = (550 < (ks +pakat [ 1a(s) +02(6) s ) 1 = ]
< Aqlx = xal,
NP M, Y
ou = ( - m) Cela implique que
||SX1 - SX2|| <M ||X1 - XQH .

Puisque A; < 1, S est une contraction sur (), on en déduit que S a un point fixe
unique qui est une solution positive et bornée de (3.1). m
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Théoréme 3.2.2 Supposons que 0 < Py(t) < p1 <1, p1 —1 < pp < Po(t) < 0et qu'il
existe une constante positive N, tel que

KWM@ﬂb+ﬁ@ﬂ%<aLmeﬁﬂb+ﬁ@ﬂ%<mx (3.7)

Alors (3.1) posséde une solution non oscillatoire bornée.

Preuve. Soit A I'ensemble de toutes les fonctions continues et bornées sur [tp, o)
muni de la norme supremum. Soit I’ensemble

Q:{XEAZng.X(t)SNz,tZto}.

Il est clair que ) est un sous ensemble borné, fermé et convexe de A. Due a la
condition (3.7), on peut choisir un ¢; > ty, suffisamment grand satisfaisant (3.3) tel
que

l[%@M+ﬁ@MﬁquﬂﬁM—mt2m (3.8)

| 820N+ (o)) ds Sa—prKiNa = Ny, £ 2 b, 39
et . N

z)mw+@®wﬁﬂ—m&+m&—ﬁ»zm (3.10)

ou N; et N, sont des constantes positives telles que
p1KiNy + Ny < (1 + Psz) N>,
et
S (lelNZ + Ny, (1 + szz) Nz) .
Définissons l'opérateur S : (2 — A donné par
(Sx)(t) = a—Pi(t)h (x(t = a(t))) = Pa(t)h2 (x(t + 72(1)))
+ ;181 (s, x(s — 01(5))) — g2 (5, x(s + 02(s)))]ds, t > 1,

et
(SX)(t) = (Sx)(tl), to <t < H.

Clairement, Sx est continu. Pour t > t; et x € (), a partir de (3.8) et (3.9) il s’ensuit
que

(53)(6) < = Dot (x(t+ 2(0) + [ 1 5, x(5 - 0n(5))) ds
ga—&umﬂu+ma»+lmm@n@—m@»+ﬁ@n%

ga—&&M+Z[%@M+ﬁ@Wk§M,
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et
(S2)(8) 2 &~ Pt (x(t —11(6)) — [ 25,6 + 02(s))
> a—piKix(t—n(t)) — /too [92(8)x(s + 02(5)) + fa(s)] ds
> a—p1KiNy — /too [72(s)N2 + fa(s)] ds > Ni.

Cela implique que SQ) C ). Il reste a montrer que S est une contraction sur (). Pour
cela soient x1, x, € Q et t > tq, par l'utilisation de (3.10), on peut conclure que

|(Sx1)(8) = (Sx2)(£)] < (PlKl — 2Ky +/t [91(s) + 42(s)] ds) [0 = 2|
< Az [lxr — x2f,
N _ ( Ny . .
oAy = (1— m) Cela implique que
[Sx1 = Sxaf| < Az f|lx1 — 22|

Puisque A, < 1, S est une contraction sur (2, on en déduit que S a un point fixe
unique qui est une solution positive et bornée de (3.1). m

Théoréme 3.2.3 Supposons que 1 < p1 < Py(t) < p1, <00, 0 < Po(t) < pp<p1—1
et qu’il existe une constante positive My telle que

/t°° 141 ()M + f1(s)] ds < oo, /t°° 92()My + fos)]ds < oo, (3.11)

Alors (3.1) posseéde une solution non oscillatoire bornée.

Preuve. Soit A I’ensemble de toutes les fonctions continues et bornées sur [t(, o)

muni de la norme supremum. On considere 1'ensemble
QZ{XEAZMgSX(f)SM;},foQ}.

Il est clair que () est un sous ensemble borné, fermé et convexe de A. Due a la
condition (3.11), on peut choisir un t; > t,

p(t1) —1(e(t)) = to, (3.12)
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suffisamment grand tel que

/t [g1(s)My + f1(s)]ds < Z—lMLL —a, t >R, (3.13)
/t [72(s) My + f2(s)] ds < & — (14 paKy) My — ﬂMg, t> 1, (3.14)

et - M
| )+ ds < P (1t paka) - BT b2, (335)

ou M3 et M, sont des constantes positives vérifiant

(1+ paKa) My + ’;—1101\/13 < zl M,,

et

e (14 paKo) My + Py, P, )
Ly L,

Définissons l'opérateur S : (3 — A donné par
(Sx)(t) = Hi <m [ = x(o(£)) = P2(@(t) )2 (x(9(t) + T2(o(1))))
i 81 (5,x(s = 01(5)) = g2 (5, x(s +oa(s))))ds| ), £ 21y,
et
(Sx)(t) = (Sx)(tl), to <t< tq.

Clairement, Sx est continu. Pour t > t; et x € (), a partir (3.13) et (3.14) il s’ensuit
que

(Sx)() < Lo (m [x = x(@(t)) = Pa(o(t)) 2 (x((t) + 22(9(t))))

7 31 56 = n(6)) = 2 (5 305+ on(s))lds |
< ;—j <(x—|—/oo Q1 (s, x(s —Ul(S)))dS)

(1)

= (o [T In(©xs =) + Ao s )

<2 (ar [T+ (o) as) <
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et
(Sx)(t) > Ly (Pl(;(t)) [ = x((£)) = P (8) )12 (x(op(£) + (9 (£))))
= 7 L 56 = 3(8))) = 2 (5 5(s-+ o2 (5) )l
> pL—ll (& = x(e(t)) = P2 (£) )12 (x(op(£) + 2(00(1))))

_ /°° @2 (5, 2(s + 02(5))) ds)

¢(t)
p—ll (o — x(@(t)) — P2Kox(@(t) + 2(@(t)))
— /too [72(s)x(s — 01(5)) + fa(s)] ds)

L 00
> P_11 (oc — My — ppKoMy — /t [92(s) My + f2(s)] ds) > M.
0

Cela montre que SQ) C Q). Il reste a montrer que S est une contraction sur (). Vers
cette fin, soient x1,x, € QQett > tq, alors

[(Sx1)(t) — (Sx2)(8)] < ACIO)) (|x1(@(t)) — x2(9(t))]
+ Po(1)Kz [x1(p(t) + 2(9(t))) — x2(@(t) + 2(9(t)))]
[ @@ -0 6) - x - a©)]
+q2(s)[x1 (s + 02 (s)) —x2 (s +02(5)) |) ds),
et par (3.15)
(532)() = (Sx)(1)] < 32 (14 paka + [ s+ aafe) ds) 11 =]

L [ee]
<2 (14 pket [ )+ s ds ) - o

< Az |[x1 — x2||,

ou A3 = (1 - r;lloLLz 2]\12 2 > Cela implique que

||SX1 — Sx2|| S )\3 ||X1 — X2|| .

Comme A3 < 1, On en déduit que S est une contraction sur ). Par conséquent S a
un point fixe unique qui est une solution positive et bornée de (3.1). m
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Théoréme 3.2.4 Supposons que 1 < p1 < Py(t) < py, < oo, 1—p1 <pp < P(t) <0
et qu’il existe une constante positve Ny telle que

/: (1(s) Ny + f(s)] ds < oo, /: [32(s)Ny + fo(s)]ds < 0. (3.16)

Alors (3.1) posséde une solution non oscillatoire bornée.

Preuve. Soit A I’ensemble de toutes les fonctions continues et bornées sur [tg, o)
muni de la norme supremum. Soit I'ensemble

QZ{XEAZNy,SX(t)SN;;,tZto}.

Il est clair que Q) est un sous ensemble borné, fermé et convexe de A. Due a la
condition (3.16), on peut choisir un t; > t(, suffisamment grand satisfaisant (3.12)
tel que

/t [lh (S)N4 + f1 (S)] ds < (% + szz) Ny—w, t> 1, (3.17)
[ 260N + ) ds < =Ny = Fong, 1> 1, (3.18

et - N
[ ) +aae))ds < Dt paig -1 - B g (3.19)

t 2 11V4

ou N3 et N4 sont des constantes positives telles que
Ny + Pon, < (ﬂ + P2K2> Ny,
Ly L,

et

s N4+&N3, ﬂ—f—szz Ny ).
Ly Ly

Définissons l'opérateur S : (2 — A donné par

(Sx)(t) = Hi <m [ = x(o(£)) = Pa(@(t)) 2 (x(9(t) + T2(o(1))))

[ty (81 (5,x(5 = 01(5))) = g2 (s, x(s + 02(s)))] ds] ) £ > 1y,

et
(Sx)(t) = (Sx)(t1), to < t < t.
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Clairement, Sx est continu. Pour t > t; et x € (), compte tenu des conditions (3.17)
et (3.18) il s’ensuit que

(52)() < La (s 15— *(0(0) — () (x(0(0) + a(0(1))
[l (s vl = 01(5)) = 2 (5x(s +0a(9)1 s
L

< 22 (= PaglD (x(o(t) + mlgl)) + [ 1 (5x(s = n(5)) s

T n
< % (“ — p2Kox(g(t) + n2(@(t))) + /too [q1(s)x(s — 01(s)) + f1(s)] ds)
< % (oc — p2KoNy + /too [91(s)Ng + f1(s)] ds) < Ny,
et
(S90) 2 L1 (g o= ¥0(0)) = Palp(t)s (xl(0) + o g(0))

" [g1<s,x<s—al<s>>>—gz<s,x<s+az<s>>>1dsD

> L (a=rlg) = [ galsxts+oa(e)) s

P1, (1)
> L (= xto0) - [ lnlo)x(s = or(s) + fae)) s )
> 15_110 <1x Ny — /t°° 02(5)Na + fo(5)] ds) > N,

Cela montre que SQ2 C Q). Il reste a montrer que S est une contraction sur (). En
effet, si x1, x, € Q ett > t1, par l'utilisation (3.19), on peut conclure que

(532)(0) - (Sx)(1)] < 22 (1 ket [ 10a(s) +020) ds) 21—

<2 (1-pakact [ I+ ga(s)) s ) 1 -l

< Agl|xg — 22|,

ou Ay = (1 - r;lloLLl 21\1\,13 ) Cela implique que

ISx1 — Sxz|| < Agl|xg — x2]|
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Puisque A4 < 1, on en déduit que S est une contraction sur ). Ainsi, S a un point
fixe unique qui est une solution positive et bornée de (3.1). m

Théoreme 3.2.5 Supposons que —1 < p1 < Pi(t) < 0,0 < Py(t) < pp < 1+ pjet
qu’il existe une constante positive Mg telle que

[ @M+ Ai)]ds <o [Clga(s)Mst (o) ds <o (320

Alors (3.1) posséde une solution non oscillatoire bornée.

Preuve. Soit A I’ensemble de toutes les fonctions continues et bornées sur [t(, o)

muni de la norme supremum. Soit ’ensemble
Q:{XEAIM5§x(t)§M6,tZtO}.

Il est clair que () est un sous ensemble borné, fermé et convexe de A. A cause de
(3.20), on peut choisir un t; > ty, suffisamment grand qui satisfait (3.3) tel que

/t [q1(s)Ms + f1(s)]ds < (14 p1K1) Mg —, t > 1, (3.21)

/t [qz(S)M6 +f2(5)] ds < a — p2K2M6 —Ms, t > 1, (3.22)
et - M

/t [g1(s) +g2(s)] ds < 1+ p1Ky — paKp — Mz, t>tq, (3.23)

ol Ms et Mg sont des constantes positives telles que
szzM(, + M5 < (1 + lel) Mg,

et
S (p2K2M6 + Ms, (1 + PlKl) M6) .
On considere 'opérateur S : (3 — A définit par
(Sx)(t) = a—Pi(t)h (x(t = 7(t))) = Pa(B)h2 (x(t +12(t)))
+[17[81 (5, x(s = 01())) — 82 (5, x(s + 02(s)))ds, ¢ >t,

et
(Sx)(t) = (Sx)(t1), to <t <ty
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Clairement, Sx est continu. Pour t > t; et x € (), les conditions (3.21) et (3.22)
montrent que

(S2)(t) <« — Py(t)n (x(t— 71 (1)) +/w&SJ@—m@DMS
<~ Pi(HKpx(t— 7 (t) +/ [1(5)x(s — o1(5)) + fu(s)] ds
Sa-— P1K1M6+/t [91(s) Mg + fi(s)] ds < M,
et
(Sx)(t) = a = Po(t)ha (x(t + 72(t))) — / 2 (5, (s + 02(s))) ds
> a— poKox(t+ ot /too x(s+02(s)) + fa(s)] ds
> o — p2KaMg —/t [92(8) M + f2(s)] ds > Ms.

Cela prouve que SQ) C (). Il reste a montrer que S est une contraction sur (). En
effet, si x1,xo € QY ett > t;, par l'utilisation (3.23), on peut obtenir

[(Sx1)(£) — (Sx2)(8)] < (—pﬂq Fpakat [ 1(s) +2(6)] ds) 1 — 2l
< As [|lx1 = x2|,
ou A5 = (1 - %) Cela implique que
[Sx1 — Sxa| < As [lx1 — x2] -

Puisque A5 < 1, S est un contraction sur (). Donc S a un point fixe unique qui est
une solution positive et bornée de (3.1). m

Théoréme 3.2.6 Supposons que —1 < p; < Pi(t) <0, =1 —p; < pr < Po(t) < Oet
qu’il existe une constante positive N telle que

ﬂjm@M+MM%<&AmW®M+MM%<w (3.24)

0

Alors (3.1) posséde une solution non oscillatoire bornée.
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Preuve. Soit A I’ensemble de toutes les fonctions continues et bornées sur [t(, o)
muni de la norme supremum. On considere I'ensemble

Q:{XGAZN5§x(t)§N6,tZt0}.

Il est clair que () est un sous ensemble borné, fermé et convexe de A. Due a la
condition (3.24), on peut choisir un ¢t; > ty, suffisamment grand satisfaisant (3.3)
tel que

/t [lh (S)N6 —|—f1(5)] ds < (1 + ]91K1 + szz) Ng—uwa, t > 1y, (3.25)

/too [q2(s)Ne + fa(s)]ds < a — Ns, t > 1, (3.26)
et
/too [91(s) +q2(s)] ds < 1+ p1Ky + p2Ko — %2 t>t, (3.27)
ot N5 et Ny sont des constantes positives telles que
N5 < (1 + p1Kq + p2K3) N,

et
S (N5, (1 + p1K1 + szz) N6) .

Définissons l'opérateur S : () — A par
(Sx)(t) = a—Pi(t)h (x(t —7(t))) — Pa(t)ha (x(t + (1))
+[i7 (81 (5, x(s = 01(s))) — g2 (5, x(s + 0a(s)))]ds, =t

et
(5x)(1) = (Sx)(1), to < t < H.

Clairement, Sx est continu. Pour t > 1 et x € (), des conditions (3.25) et (3.26) on
obtient

(53)() < o = Pr () (x(t = 1())) = Pa(t)ha (x(t + ()
+ [ (s,x(s — ar(s)) ds
<a—p1Kix(t— 7 (t)) — paKox(t + .2(t))
+ [ I3©x6 — ar(s) + fis)] ds

< a — p1K1Ng — p2KoNg + /t [91(s)Ng + f1(s)] ds < N,
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et
(Sx)(t) > a— /toogz (s,x(s+ o2(s)))ds
>0 [ (s)x(s + 02(9) + fols)] ds
>0 [ g2()Ns + fo(s)] ds > Ns.

Cela démontre que SQ) C Q). Il reste & montrer que S est une contraction sur (). En
effet, si x1, x, € Q ett > t1, par l'utilisation (3.27), on peux obtenir

|(Sx1)(t) — (Sx2)(8)] < (—PlKl — 2Kz +/t [91(s) + g2(s)] dS) [ — 22|
< Ag [|lx1 — x2f|,
ol Ag = (1 - %2) Cela implique que
1Sx1 = S22 < Ag [|lx1 — 22 -

Puisque Ag < 1, S est une contraction sur (). Donc S possede un point fixe unique
qui est une solution positive et bornée de (3.1). m

Théoréme 3.2.7 Supposons que —co < p1, < Pi(t) < p1 < =1,0 < Po(f) < pp <
—p1 — 1 et qu'il existe une constante positive Mg telle que

/t:o [91(s)Mg + f1(s)] ds < oo, /: [92(s)Mg + f2(s)] ds < oo. (3.28)

Alors (3.1) a une solution non oscillatoire bornée.

Preuve. Soit A I’ensemble de toutes les fonctions continues et bornées sur [t(, o)
muni de la norme supremum. Soit I'ensemble

Q:{XEAIM7§x(t)§M8,tZtO}.

Il est clair que () est un sous ensemble borné, fermé et convexe de A. De la condition
(3.28), on peut choisir un t; > ty, suffisamment grand satisfaisant (3.12) tel que

/t [q1(s)Ms + f1(s)] ds < ’z—ll‘)My +a, t >, (3.29)
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/t [qz(S)MS +f2(S)] ds < — <1 + Psz + %) Mg —ua, t >t (3.30)
2

et

oo M
/ [91(5) + g2(s)] ds < P7 (1 + paKa + ﬂ) ,E> 1, (3.31)
t L1 Ms L,

ou My et Mg sont des constantes positives telles que
—%]\/b < — (1+P2K2+ P ) Msg,
1

et
n e p10M7, 1+p2K2+ﬂ Mg | .
Lq Ly

On considére 'opérateur S : (3 — A définit par

($90) = H (s o+ 5(p(0) + Palglo)hs (x(9(6) + (o)
~Jotn (81 (5,x(s = 01()) = g2 (s, x(s + ()] s ), £> 1,

et
(Sx)(t) = (Sx) (1), to <t < t.

Clairement, Sx est continu. Pour t > t; et x € (), des conditions (3.29) et (3.30) il
s’ensuit que

(Sx)(t) < Ly (W [+ x(o(t)) + Pa(o(t) )12 (x(9(t) + T2(9(£))))

B /o(o) (81 (s, x(s = 01(s))) — g2 (5, x(s + 02(5)))] dSD

< p—f (a4 x(9(8) + p2Kax(0(t) + (9 (1))

+ /oo 2 (s, x(s 4+ 02(s))) ds)

¢(t)
< _L (a+ x((£)) + paKax (9(t) + T2((1)))
+/ [72(s)x(s + 02(38)) +f2(5)]d5>

< P_ (D€+M8+P2K2M8+/ [92(s)Ms + fa(s )]dS) < Mg,
1
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et

(Sx)(t) = Ly (W [+ x(@(t)) + Pa((t)) 2 (x((t) + 12(0(t))))

_ /°° (91 (s, x(s —01(8))) — g2 (S'x(SJr(Tz(S)))]dsD

o(t)

> o (- Lo (5:x(5 = 1)) as)

;1L01 (zx — /too [71(s)x(s — 1 (s)) + f1(5)] ds)
(“ - /too [71(s)Ms + f1(s)] ds) > M.

—L

S
P1o

Cela implique que SQ) C ). [l reste a montrer que S est un contraction sur 2. Ainsi,

sixy, xp € Qett > ty, par l'utilisation (3.31), on peut obtenir

>

[(S31)(8) — (Sx2)(1)] < ‘p—L (1 pakat [ [0(s) +ga(o) ds) 21 - 2]

_L 00
< p—lz (1 + p2Ka +/t [71(5) + q2(5)] ds) |21 — x|

< A7 |xg — x2||,

ou Ay = (1 — ];110LL1 2&2 7). Cela implique que

151 — Sxal] < A7 |1 — xall.
Puisque A7 < 1, S est un contraction sur (), on en déduit que S possede un point

fixe unique qui est une solution positive et bornée de (3.1). m

Théoréme 3.2.8 Supposons que —oo < p1, < Pi(t) < p1 < =1, p1+1 < pp <
Py(t) < 0 et qu'il existe une constante positive Ng telle que

/too [1(s)Ng + f1(s)] ds < oo, /too [92(s)Ng + fa(s)] ds < oo. (3.32)

Alors (3.1) a une solution non oscillatoire bornée.

Preuve. Soit A I'ensemble de toutes les fonctions continues et bornées sur [tp, o)
muni de la norme supremum. Soit I'ensemble

QZ{XEAZN7§x(t)§N8,t2t0}.

B. Mansourr: mansouri.math@yahoo.fr



Chapitre 3. Existence et unicité de solutions non oscillatoires d"une classe
d’équations différentielles de premier ordre de type neutre 42

Il est clair que () est un sous ensemble borné, fermé et convexe de A. Due a la
condition (3.32), on peut choisir un t; > t(, suffisamment grand satisfaisant (3.12)
tel que

/t [71(s)Ns + f1(s)] ds < a + p2KaNg + pLONy, t>ty, (3.33)

/t [92(s)Ng + fa(s)]ds < — ( Zl) g —w, t > 1, (3.34)
et - N

/t [91(s) + g2(s)] ds < p2Ka + pL_lloﬁZ - 1’2 t >ty (3.35)

ou Ny et Ng sont des constantes positives telles que

— | p2KoNg + &N7 14+ — P Ng,
L L,

S (— (szzNg + &N7) (1 + Pl) Ng) .
Ly L,

Définissons l'opérateur S : (3 — A donné par

et

-1

(Sx)(t) = H; <W [+ x(@(t)) + Pa(@(t))ha (x(@(t) + 12(9(t))))
_f(;c()t) (g1 (s,x(s —1(s))) — g2 (s, x(s +c72(s)))]ds]) , t> 1,

et
(Sx)(t) = (Sx)(tl), to <t< tq.

Clairement, Sx est continu. Pour t > t; et x € (), les conditions (3.33) et (3.34)
impliquent que

(52)() < La (o 16+ X(0(0) + ({0 (xl(0) + a(0(1))
[ 31 5 = n(6))) = g2 5, (s + )l )
—Lz 0
2 (wrx(p) + [ g2 5, + onfs))ds )
< =2 (et a(gl +/ 2(5)(s —1(6)) + fals)] s )
2y

(DC+N8+/ [72(s)Ng + fa(s )]d5> < Ng,

<

<
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et

(Sx)(t) = Ly (m [a + x(o(t)) + Pa(o(t) )12 (x(9(t) + 12(9(£))))

_/(P:) (g1 (s, x(s — 01(5))) — g2 (s, x(s + UZ(S)))]dS} )

> 2 (Pl (x(p(0) + o) ~ [ PRACEE - ai9)ds)

P1, P
>~ (w pakax(o(t) + o) = [ [ (e)x(s —er(6)) + ()] ds
> ;i)l <«x + p2KaNg — /too [71(s)Ng + f1(s)] d5> > Ny.

Cela montre que SQ) C (). Il reste a montrer que S est une contraction sur (). En
effet, si x1,xo € QY ett > ¢, par l'utilisation (3.35), on peut obtenir

[(Sx1)(8) = (Sx2) (#)] < _P_ﬁ (1 — p2Ka + /q::) [91(s) + q2(s)] dS) 121 = x2]|

<22 (1-pakat [ (o) + 9] 1 - o

< Ag|[x1 — x2]|,

LN
ol Ag = (1 — l;lloLfN;). Cela implique que

||SX1 — Sx2|| S )\8 ||X1 — X2|| .

Puisque Ag < 1, S est une contraction sur (). Donc S possede un point fixe unique
qui est une solution positive et bornée de (3.1). m
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Chapitre I

Périodicité et stabilité pour une classe
d’équations différentielles itératives

B. Mansouri, A. Ardjouni and A. Djoudi, Periodicity and continuous dependance
in iterative differential equations, Rend. Cont. Circ. Palermo serie 2 DOI 101007.

Mots clés : Point fixe, solutions périodiques, stabilité, équations différentielles
itératives.

DANS ce chapitre, on étudie 'existence, l'unicité et la stabilité de solutions pério-
diques de I’équation différentielle itérative suivante

N
X(t) =),
m=11

En utilisant le théoreme de point fixe de Schauder, on obtient I'existence d"une so-
lution périodique et par le principe de contraction on conclu 'unicité. Les résultats
obtenus ici prolongent les travaux de Zhao et Feckan [88].

Cin(1) (x[m](t)>l + %g (£, (1), .. 2N (@) + h(e).

44
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4.1 INTRODUCTION

Les équations différentielles fonctionnelles itératives de la forme
X(t)=H <x[0](t),x[l](t),x[z](t), .. .,x[”](t)> ,

ott x0(t) = ¢, xU(#) = x(t), xP(t) = x(x(t)), ..., xI")(t) = x (x[”_l](t)) ont ap-
paru dans plusieurs journaux voir [60], [64], [74], [76], [80], [83].

Eder [46] étudia |'équation
X () = x2l(t),

et établi des conditions suffisantes pour I'existence de solutions analytiques. Wang
[81], Feckan [49] considerent 1’équation

et obtiennent un théoreme d’existence pour ces solutions. Zhao et Liu [89] ont uti-
lisé le théoréme du point fixe de Krasnoselskii pour étudier I'existence et 'unicité
de solutions périodiques d’équation différentielle fonctionnelle itérative

X (1) = e (H)x(t) + co()xP () + ...+ 2 () + F(p).

Récemment, Zhao et Feckan [88] ont étudié les solutions analytiques pour 'équa-
tion de la forme

N oo i
K1) = Y Y Cn(®) (1) + (),
m=1[=1
par l'utilisation de théorémes de Schauder et de Banach, les auteurs ont validé

I’existence, l'unicité et la stabilité de solutions périodiques. Pour d’autres résultats
qualitatifs sur les solutions d’équations différentielles fonctionnelles voir [77], [78].

Dans ce chapitre, on utilise la technique de point fixe pour étudier 'existence, I"uni-
cité et la stabilité de solutions périodiques de I'équation différentielle itérative

N oo
() =Y Y Clult) (x[m}(t))l+%g (£, 210(8), ¥ 0), .., N () + h(t), @1)
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ou, la fonction g (¢, x1,xp,...,xN) est continue globalement Lipschitzienne pour t,
X1, X2, ..., xN. C'est a dire qu’il existe des constantes positives ko, k1, ..., kn tel que

N
lg (t,x1,%0,...,xN) — 8 (S, y1,y2, -, yn)| < ko |t —s| + Zk]- ij—yjH.
=

Les résultats obtenus ici prolongent les travaux de Zhao et Feckan [88].

On utilise C(R, R) pour désigner 1’ensemble des fonctions réelles continues de R
dans R. Pour T > 0, on défini l'espace

Pr={xec C(RR):x(t+T)=ux(t), Vt € R},
alors Pr est un espace de Banach avec la norme du supremum, c’est a dire

x|l = max |x(t)| = max |x(t)].
]l = max [x(1)] = max|x(1)

Pour P > 0, L > 0, on définit les ensembles

Pr(P,L) = {x € Pr: ||x|| <P, |x(t2) — x(t1)| < L|tr — 11|, Vt1,t2 € R},
Pr(P) = {x € Pr: x| < P},

qui sont des sous ensembles fermés convexes et bornés de Pr. On souhaite de trou-
ver des fonctions T-périodiques x € Pr (P, L) satisfaisant (4.1).

4.2 EXISTENCE DE SOLUTIONS PéRIODIQUES

On va étudier dans cette section I’existence de solutions périodiques de (4.1).
On suppose que toutes les fonctions sont continues par rapport a leurs arguments
et que la condition suivante est satisfaite,

(H) Ci» € Pr(Pry) et h € Pr(P,) sont donnés, ot P, et P, sont soumis a des
contraintes appropriées qui seront précisées ultérieurement, si nécessaire. En plus,
on admet que

Cl,l(t) <0, Vte R 4.2)
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On observe que, comme la fonction g (¢, x1,xp,...,xN) est continue globalement
Lipschitzienne pour ¢, x1, x3,..., Xy ona

g (t,x1,x2,...,xN)| = |g (£, x1,%2,...,xNn) — £(0,0,...,0) + ¢ (0,0,...,0)|
< |g(t,x1,x2,...,xn) —£(0,0,...,0)| +|g(0,0,...,0)]

7

N
< ko |t| + B+ ij ij
=1

Lemme 4.2.1 [88] Pour toute ¢, € Pr (P,L), ona

n—-1
‘MM_MMfEZLw¢_wLn:Lz”qN (4.3)
i=0

Preuve. Le résultat découle de la définition de Pr (P,L). m

Lemme 4.2.2 ([27]) On suppose que (4.2) est satisfaite. Alors I'équation différentielle

X' (t) = Cra(t)x(t) = f(1),

a une solution T-périodique unique

t

ou .
ejll Cl,l (S)dS

G(t,u) = .
( ) e~ fOT Ci1 (s)ds _ 1

(4.4)

Corollaire 4.2.1 ([27]) On suppose que (4.2) est satisfaite. La fonction de Green G satisfait
les propriétés suivantes

G(t+T,u+T)=G(tu), %G(t +T,u+T)=—Cy11(u)G(t u),

et
e~ ftHT C11(s)ds 1
0<G(tu) < — = - = M. (4.5)
e— ‘/0 Clll(S)dS _ 1 1 _ ejo Clll(S)dS
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Lemme 4.2.3 x € Pr est une solution de (4.1) si et seulement si

x(t) =g (t x[ll( ) x[Z]( ) ,x[N](t)) +l§:/t+T Cr1(u) (x(u))l G(t,u)du
-2
N o 4T ! +T
Cyp(u xM(w)) G(t,u)du h(u)G(t,u)du
+ L0 ) Gl (\0) Gt [ hG)

ou G est donnée par (4.4)

Preuve. Il est facile de voir que (4.1) peut étre écrite sous la forme

® (1) = Coa(Dx (1)
0 N o 1
=Y Cia(t) (x(t)' + Y, Y- Con(®) (1))

— m=21=1
di (610,20, xN(1)) +h(e).

—

Ci1(s)ds

On multiplie les deux c6tés de 1'équation ci-dessus par e Jo on obtient

x'(t)e” Jy C1a(s)ds _ Ci1(t)x(t)e” Jo Cra(s)ds

) N oo
_ (Z Coa(t) (x()' + Y Y Cr(t) (x[’“](t)>l

1=2 =hiz
+cjtg< U(e), xlle), .., «NI(e )) + h(t )) o= Jo Ca(s)ds.

Si x € Pr est une solution de (4.1), alors par l'intégration de 1’égalité au dessus de
tat—+ T, on obtient

_x(t + T) fo Cra( x(t)e* fot C1,1(s)ds
© +T
= Z/t Cra(u) (x(u)) e o 1&gy

H—T
Cl,m(u) (x[m]( )> e fO Cll dsdu+/ fO C11 deu

t+T
= 1] 2] [N] Jo Cra(s)ds
—i—/ 8 (u,x (u), x“(u),...,x (u))e 0 CLa(s)ds gy
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t
o o — [ Cs)ds "
En divisant les deux cotés de 1’équation ci-dessus par e © et en utilisant le

fait que x(t + T) = x(t). La précédente expression peut étre mise sous la forme

(=3 [ Culn) () 66 )i
=2

FL L[ ) (<00 G+ [ e, upn
+ ttJrT% <u,x[1](u),x[2](u), ,x[N](u)> G(t,u)du (4.6)

En effectuant une intégration par partie, on obtient

/tf”% (s, 0 ), 22 (w), ..., N (1)) G (2, )
= [ (wx ), 2B, .., N ) Gt )]

t+T d
—/t g (u,x[l](u),x[z](u),...,x[N](u)> d—uG(t,u)du
= g (&), <), 6N (h))

+ /tt+T Cra(u)g (u,x[l}(u),xm(u),.“,x[N](u)> Gt u)du. &7

t+T

En substituant (4.7) dans (4.6) on obtient

x(t) = g (1600, 2200, N 0) + 1 [ ) () Gty
=2
N oo 4T I T
Cim ] G(t, u)du h(1)G(t, u)du
-|-mZ:;2121/ 1 (1) (x (u)) (t,u) +/t (u)G(t,u)

cela termine la preuve. m
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Pour appliquer le théoréme 2.2.2, on considere 'opérateur A : Pr (P,L) — Pr
défini comme suit

(Ax) () = g (610,220, 2N ) + 3 [ Calw) (x(w))! Gl
=27t
N o t+T I T
(1) (2" (u Ju)du h(u)G(t,u)du
S L) Gl (+w) Gltdu [ b Gt
[ g (w02, N @) Gt @8)

Lemme 4.2.4 Supposons que la condition (H) est satisfaite et que

N j—1

(1+MTP1) Y Y KL
j=1i=0

m—

1 .
ZLZPl,mPll) < oo, (4.9)
0

00 N o
+MT (lemp” +Y )
m=2]=1

=2 j=

est vérifiée. Alors, l'opérateur A est Lipschitzien.

Preuve. On prend x,y € Pr (P,L), t € R, alors par (4.3) et (4.5), on a
|(Ax)(t) — (Ay)(t)]

VAN
oQ
/N
\\‘0-
=
=
—~
[
N—
N
=
)
—~
[
N—
N
N
=
=
—~
—
N—
N——
|
oQ
RS
\\‘0-
<
=
—~
—
N—
~
<
)
—
—
N—
~
~
=
=
—~
—
N—
——

N o

L3 G (<) = () ) Gt
+ /tt” ‘Cl,l(u) (g (u,x[l](u),xm(u),...,xm(u)>

g (), yP (), yN (@) ) G(t, )| du.

Puisque la fonction g <t, 1 x2 . y[N] ) est continue globalement Lipschitzienne
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1 x2 .  x[Nlet de lemme 4.2.1 on a

s (t,x[”u),xm(t), : .,xN(t)) A CAOTEIORSAIG)]
< ZK [ — y17]| < ZZKU Ix—yl.

j=1i=0

pour £, xl

Cela implique que
[(Ax) (£) — (Ay) ()]

N j—-1

T l l
<ZZKLZ||x—y||+MZPl1/ ‘(x(u)) —(y(u)))du

]11

+T 1 l
My Zsz / (x ) = (v w)) | du
m=2[=
N j—1 ,
+MTPy; Y ) KiL'||x —y||
j=1i=0
N j—1 -1
< (1+MTPy) Y YKL |x—y||+MTZlPu|€ w)| " lx =yl
j=1i=0 I=
N oo m—1 -1
+MT Y N Y IL'Py [y (u)| 7 [x =y
m=21=1 i=0
N j—1
< ((1+M Pi1) ZZKL1+MT <ZZP11PI 1
j=1i=0 =2
N o m=1
+ Y Y Y, P | Ix—yll,
m=2[=1 i=0

ott &(u) est compris entre x(u) et y(u), #,, (1) sont compris entre x"! (1) et y[" (u).
Ainsi

N j-1
|Ax — Ay|| < ((1+MTP11 ZZKL’-HVIT (ZZPHPZ !
j=li= 1

m

N —
Z Z IL Pz,mPl_1)> [l —yll.- (4.10)

De (4.9), on a prouvé que A est Lipschitzien. m

HMg
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Lemme 4.2.5 [88] Il retient que

Pr (P,L) = {x € Pr: HXH <P, ‘x(tz) — x(tl)] <L ‘tz — t1|, Vi, ty € [O,T]}
Maintenant, on est préts a prouver le résultat d’existence suivant.

Théoreme 4.2.1 Supposons que (H), (4.9) et les inégalités suivantes sont satisfaites

1
(1+ MTPy,) <k0T+ B+ %]ZK L p)

j=1i=0

+ MT (ZP11P1+ Y ZszP +P,,>

=2 m=2]=

< (1 — MT Z Pl,m> P, (4.11)

m=2

N ].71 . TP eTPl,l
m+22&ww(H-T“ 1

j=li= e~ fo Cl,l(s)ds _

(ZP“P + Z ZlePl+Ph

m=2]=
N ]71 )
+Py (koT+ B+ Y ) KL'P < L. (4.12)
j=1i=0

Alors (4.1) admet une solution périodique dans Pr (P,L) .

Preuve. Tout d’abord, pour tout x,y € Pr (P,L), ona
|[(Ax) (8)]
o 4T
<Js (1027 0N 0) [+ 3 /t 1y ()] [x(u)]! |G (8, )] du

Ly

m=2[=1

. /tt+T o) ‘g (u,x[l](u),x[ﬂ(u),...,x[N](u)>‘ |G(t,u)| du

t—l—T
[Con ()| [0 \ G(tu) |du+/ ()] |G(t, )| du
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<k0]t|+ﬁ+ZK H 7l H+MTZP11P +MT Z Zsz
j= m=2]=

+ MTP, + MTP; <k0 [t + B+ ZKJ‘ me H)
j=1

N j—1 ,
< (1+ MTPy,) (kOT +B8+ ). ), 1<le13>

j=1i=0

0 N o
+ MT (Z PP+ Y Y PP +Ph) < P.

=2 m=2[=1

Ensuite, en assumant que 0 < t; <t <T,ona

(g (tz,x[ll(tz),xm(tz), N .,x[N}(tz)) —g (tl,x[l](tl),x[z](tl), N .,x[N](t1)> ‘

N . .
<ko(tr—t1) + Y _k;j ‘xm(tz) - x[]](tl)’

=1
N j—1 '
<ko(t—t1)+ Z ZK]-U |x(t2) — x(t1)]
j=1i=0
N j—1 '
< kO (tz — tl) —+ Z ZKJ,LH—l (t2 . tl)
j=1i=0
N j—1 ‘
< (ko + Z ZKjL1+1> (tr — 1), (4.13)
j=1i=0
0 tr+T ’ H4T l
Z /t Cri(u) (x(u)) G(to, u)du — /t Cr1(u) (x(u)) G(ty,u)du
=2 2 )
1 o t1 1 fsz (S)ds
<3 Y (| [ i) () e ¥y
— [ Ci1(s)ds 1=2 ty
e o 1
tr+T ,
[ o) (x(u)) el s gy
1+T
+/ 1Cr1(u)] [x(u) ‘ ’efu Cra(s ef Ci1(s)ds du)
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1 = f2
< Cra ()] |x(u) | eli2 Cua(s)ds Jy Cua(s)ds _q du
< _fOTclrl(s)ds_lg(/tl Coa ()] (1) (e )
ty

t1+T C d t
[ e stofte T (s ) d”)
1

< —— Y PP (e o Cult —1) 4 TP (1 — 1), (414)

ty+T H+T
/ h(u)G(tz,u)du—/ h(1)G(ty, u)du

ty f

/t1 ()ef Cii(s dsdu+ t2+Th(u)€flf2C1'l(S)dsdu
f2 h+T

du)

t |
: 1 (/ ()] el C1a s (o= Jy Cualelds 1) gy

e fOT Cia(s)ds _ t

+/“” ekttt (o= B entie 1) gy

1Ph <<€7 fOT Cra(s)ds _ 1) + TP1,1€TP1'1> (t2 — tl) p (4.15)

< |
e fO C11 s)ds . 1
T
+/t1-|- ‘)ef Cia(s eflcn s)ds
ty

e fo Ci1( )d _

< 1 ﬁ i (‘/tl Cim(u) (x["ﬂ(u)> o2 Cui(5)ds gy,
o= T Ciaeas _ 1 ==\ |y

+ f:;T Crm (1) <x{m}(u)> Ji2C1i()ds g,

+/t1+T|sz ) et ot st du)
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et

tr+T
/t Cia(u)g (u,x[”(u),x[z](u),...,x[N](u)) G(ty, u)du
2

}AT
—/t1 Ci11(u)g (u,xm(u),xm(u),...,x[N](u)> G(ty,u)du
1

1 1 t
< 1] 21 (). ... NI J.2 Cia(s)ds
PSR < , Ci11(u)g (u,x (u),x(u),...,x (u)) e du
b+ T
+ [ Ci1(u)g (u,xm(u),xm(u),...,x[N](u)> el CLa()ds gy,
t+T

t1+T
+/ U [Cua(w)| ‘g <u,xm(u),x[2](u),...,x[N](u))‘ )esz CLals)ds _ of,! Cra(s)ds du)
t
1 1) t
11 (1), 22 N (1)) | 2 Cua ()
R </t1 Cra ()] g (10,6 (), 62 (), .., N ) ) "

X (e* Jy Cua(s)ds _ 1) du

—I—/t1t1+T|C1,1(u)| ‘g (u,xm(u),x[z](u),...,x[N}(u)) euchl(S)ds
X (e Jif Cualeds _ 1) du)
1 N j-1 ‘
S T e 1P1,1 (koT +p +]§ EK]LZP>
% ((e Jy Crals)ds _ 1) + TP1e™) (t — ). (4.17)
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De (4.13), (4.14), (4.15), (4.16) et (4.17), on a

|(Ax) (t2) — (Ax) (t1)]
S ‘g (tz,x[l](tz),xm(tz), . .,X[N](tz)) — g (tl,x[l](tl),x[z}(tl), . .,X[N](tl)) ‘

+ i /;2” Cua (1) (x(u))' G(ta, u)ddu —/f”cu(u) (x(u))' G(t1, u)du
[=21""2 1
L ]
Crm(u x[m] u G(ty, u)du
F L[ Gl () Gl
t+T

[ Col) (<)) G, )

ty

[ Gt~ [ 0G0, u)d

f

2
tr+T

+ ‘ : Ci11(u)g (u,x[l](u),xm(u),. . .,x[N](u)> G(tp, u)du
t

t+T
—/t Cua()g (10,31 (), B (w), ..., AN (1)) G (1, )
1

N j—1 _
< (ko + Z Z Kle+1> (tz — tl)

j=1i=0
TP eTPl,l ) N oo
14— (Z PP+ Y Y PP 4P,
— [ Cya(s)ds 1=2 m=21=1
e o —1
N j-1 ,
+Piy (koT+B+ )Y )Y KLP| | (t—t)
j=1i=0
<L |t2 — t1’ .

Anisi, On obtient Ax € Pr (P,L). Donc, par le lemme 4.2.4, on voit que toutes les
conditions du théoréme de Schauder sont satisfaits sur Pr (P, L). Ainsi, il existe
un point fixe x dans Pr (P, L) tel que x = Ax, du lemme 4.2.3, x est une solution
T-périodique de (4.1). m
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4.3 UNICITE ET STABILITE

Dans cette section, on étudié 'unicité et la stabilité de la solution de (4.1).

Théoréme 4.3.1 En plus des hypothéses du théoréme 4.2.1, on suppose

N j-1 ‘
I'=(1+MTP)) ) KL
j=1i=0
00 N oo m—1 )
+MT Y 1P+ Y Y YL, P < L (4.18)
1=2 m=21=1 i=0

Alors (4.1) admet une solution unique dans Pr (P, L).

Preuve. D’aprés la preuve du théoréeme 4.2.1, on saisque A : Pr (P,L) — Pr (P, L).
De plus, par (4.10), on obtient

[Ax — Ay[| < T'llx =y, x,y € Pr(P,L).

Puisque I' < 1, donc le point fixe doit étre unique selon le théoréme de Banach. m

Théoreme 4.3.2 La solution unique obtenue dans le théoréme 4.3.1 dépend continument
des fonctions données Cy ,,(t), g (t, (), 22 (1), ..., xINI (t)) eth(t),pourl =1,...,00,
m=1,...,N.

Preuve. Soient les fonctions C; ,, (), él,m(t) €ePr(Py),l=1..,0m=1,...,N,
h,h € Pr (P,) et que g, § sont des fonctions continues globalement Lipschitziennes
données. Ensuite, on considére les constantes correspondantes M, M et les opéra-

teurs A, A définis par (4.5) et (4.8), respectivement. En supposant que les conditions
correspondantes (4.2), (4.11), (4.12) et (4.18) sont vérifiées, il existe deux fonctions
uniques correspondantes x(t) et X(¢) dans Pr (P, L) tels que

x = Ax, x = AX.

En conséquence on a

|l 7| < || Ax — A% + ||a¥ - A%| <T|jx - 7| + | 4z - A%

7
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qui implique
| ax - A%
1-T

Ensuite, pour u € [t,t 4 T], on remarque que

lx— %] < (4.19)

‘G(f, u) — G(t,u) ‘
’efi Cra(s)ds _ oft Crals)ds 1 1

e— fOT Cl,l(S)dS _ 1 B e— fOT 61’1(S)d8 _ 1

+ ejut 61,1 (S)dS

<

e— fOT Clrl(S)dS _ 1

t
d ~
_ efu Cl,l(S) S ‘1 . ef,:(cl,l(s)_clrl(s))ds
e~ fOT Clrl(s)ds _ 1
tE T
— d .
n efuNCu(s)ds e~ Jo Cra(s)ds ‘1 . ST (Cur(s)—Ca(s) )ds
o= Iy Cra(s)ds _ 1 p= Jo Cra(s)ds _ 1

< (1 n 1\71) MTe™Pu ||Cp - Gy 4 H . (4.20)

En utilisant (4.20), pour u € [t,t + T|, on obtient

Com(w) (#(1)) Gt ) — Cp(w) (#7()) Gl w)

- ! - N !
< |G () = Co(w)| [ a0) | |G (8, 10)| + |Cop ()| | # (0) | | Gt ) = Gt )

< MPp! Hcl,m . él,mH + Py (1 + M) MTe P p! HCM — [, (4.21)
]ii(u)é(t,u) - h(u)c;(t,u)]
< ]ﬁ(u) - h(u)] \é’(t,m\ + ()| (é(t,u) - G(t,u)‘
<M Hii - hH s (1 n M) MTe P ||Cyy — G4, (4.22)
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et

Cra(wg (u, f[l](u),k“[z](u),...,f[N](u)) G(h, u)

~Cua()g (u, 2 (), 22 (u () G(tr,u)

< |Cua(w) = Coaw)| g (u x[”< ), @), ., #N w)) | G w)]
+[Cia()| |Gt w)||g (w1 (w), & (w), ..., &N (w))
& (w® (w), ¥ (u), ...,k“[N](u))’

+ [C11(u) g(u,a"c'[ (u), ¥ (u) )HG (t,u) G(t,u)‘
j—1
<M<k0T+[3+ZZKLZ||x||) ’C11—C11‘+P11M||8 gll
j=1i=0
N j—1
+P11<k0T+ﬁ+ZZKU |x||) 1+M MTe P C11—C11H
j=1i=0
<P M|g—3|| + <M+ (1 +M) MT MeZTPM)
N j—1
<k0T+,B+ZZKLP) |11 = G- (4.23)
j=1i=0

De (4.21), (4.22) et (4.23), on a

(%) (1) - (A%) ()]

< A max { sup HCZ”" — El,m ,
(m1)ef1,...Nyx{1,2,..}

pour

M y (14 P (14 ) T2 P
(m 1) {1, N} x {12, "\ {(1,1)}

—+ (1 -+ Pl,l) ]\71 + Ph (1 + M) ]\/ITBZTPL1

N j-1
+M (1+ (14 M) TP, 21 ) (kOT +8+Y Y K]-LiP>] .

j=1i=0

A=1+4+T
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h /||§—g\|},

Par conséquent, de (4.19), on aboutit a

~ A ~
|x — x| < ﬁmax{ sup HCl,m—Cl,m L
- (1) {1, NYx{12,..}

cela termine la preuve. m

4.4 EXEMPLE

On donne un exemple pour illustrer I'application du lemme 4.2.4 et du théo-
réme 4.2.1.

Exemple 4.4.1 On considere I'équation différentielle itérative suivante

¥ (t) = i cos (12t) — i cos (12t) ( 2](t)>l

= 100! ~ 100"

d 1 1 1
2= — ]
+ o <200 cos (12t) sin (12¢) + 100 sin (x(t)) + 1000 sin <x (t)))

1
— 12t 4.24
+ 100 Cos ( ) 4 ( )

oit Cppy(t) = 0 pour m # {1,2}, Ci1(t) = %, Cia(t) = Coi()é%t), en particu-
lier, C11(t) = %,g (t x(t), x[z](t)) = 55 cos (12t) sin (12¢) + 155 sin (x(¢)) +
oo Sin (x[z](t)>, h(t) = os(12t). Onprend T = Z,P =5,L =1, P, ,, = 0 pour
m>3,P= 1

T
P, = ﬁ, Py = 155. Un calcul simple donne

g

3
100!’

959 < M = ! < 96,

1 _ efOT Clrl(S)dS
50.26 < MT < 50.27,
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’g (t x(t), xm(t)ﬂ

1 1
— — in (2
‘200 cos (12¢) sin (12¢) + 100 sin (x(t)) + 1000 S0 (x (t))‘

1 1
. . [2]
cos (12¢) sin (12¢)| + 7o ysm(x(t))|+ a5 [sin <x (t))‘

1 .
sin (126)] + 3 [sin (x() | + 1000 sin (! (t))‘

- 200

- 200
1
x 2]
ou 3 1 1
kOZ%, klzm, kzzm,ﬁ:&

Selon le critére de D’Alembert, on connaisse que

2 j-1
(1+ MTPy;) ZZKLHLMT (Zzpllpl 1+221LP,213’ 1)

j=1i=0 I=1i=0

3\ 3 1 &
14+ MT—2 ) o MT [ =+ Y
( M 100) 250 T M (50+122201> =

2 j—1
(1+ MTPy,) (100+ZZKLP> + MT <ZP11P +ZP12PZ+Ph>

j=1i [=2 [=2
< 1.262 < 2.486 < (1 — MTPLQ)P,

i1 TPy e = R I
+ZZKL 1+ 7 Y PyP' + ) PP+ Py
1

i=1i= e~ Jo Crals)ds _ =2 =1

2 j-1
+P11<100+ZZKLP>> <0257 <1 = L.

j=1i=0

Alors les hypotheéses (H), (4.9), (4.11) et (4.12) sont satisfaites. Par le théoréeme 4.2.1, I'équa-
tion (4.24) a une solution Z-périodique x telle que ||x|| < 5, et |x(t2) — x(t1)| < |t2 — t1],
th, tr € R.
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Chapitre 5

Existence de solutions périodiques
positives pour deux types d’équations
différentielles neutres du troisieme
ordre non linéaires a coefficients
variables

B. Mansouri, A. Ardjouni and A. Djoudi, Existence of positive periodic solutions
for two type of third order nonlinear neutral differential equations with variable coefficients,
Diff. Eq. and control process, NO 03 (2018), 46-63.

Mots clés : Point fixe, solutions périodiques positives, équations différentielles
neutre de troisiéme ordre.

ANs ce chapitre, on étudie 'existence de solutions périodiques positives pour
D deux types d’équations différentielles non linéaires neutres de troisiéme ordre
avec des coefficients variables. Les résultats sont établis en utilisant le théoreme de
point fixe de Krasnoselskii. Les résultats obtenus ici prolongent les travaux de Ren,
Siegmund et Chen [73].

62




Chapitre 5. Existence de solutions périodiques positives pour deux types
d’équations différentielles neutres du troisieme ordre non linéaires a coefficients
variables 63

5.1 INTRODUCTION

Les équations différentielles du troisiéme ordre sont étudiés par plusieurs au-
teurs voir [3], [38], [54], [71]. Ren, Siegmund et Chen [73] ont discuté l'existence
de solutions positives w-périodiques pour 'équation différentielle fonctionnelle
neutre suivante

(x(t) —ex(t —7())" = —a(t)x(t) + f(t, x(t — (1)),

ott |c| < 1. En utilisant le théoréme de point fixe de Krasnoselskii, ces auteurs ont
obtenu des résultats d’existence pour des solutions positives w-périodiques.

Dans le présent travail, on étudie I'existence de solutions positives w-périodiques
pour les deux types d’équations différentielles neutres de troisiéme ordre suivantes

(x(t) = c(t)x(t = 1))" = a(t)x(t) - f(t,x(t = 1)), (5.1)
et

(x(t) — e(H)x(t = )" = —a()x(t) + f(t,x(t — 1)), 52)

ouc € C(R,R),a e C(R,(0,00)), f € C(RxXR,R), T,w >0, et ¢, asont des fonc-
tions w-périodiques, f est w-périodique par rapport a la premiére variable. Pour
montrer 1'existence de solutions positives w-périodiques, on transforme (5.1) et
(5.2) en équations intégrales et ensuite on utilise le théoreme du point fixe de Kras-
noselskii. Les équations intégrales obtenues s’expriment sous forme d"une somme
de deux opérateurs, I'un est une contraction et l'autre est compacte.

Les résultats du présent chapitre constituent deux contributions. Premierement, au
lieu de ¢ constante, on prend un coefficient variable c(t). Deuxiéemement, en plus de
|c(t)| < 1, on considere les intervalles |c(t)| > 1 pour ¢(t), ce qui est nouveau dans
la littérature. De plus, les résultats obtenus ici prolongent et améliorent nettement
les travaux de Ren, Siegmund et Chen [73].

L'organisation de ce chapitre est la suivante. Dans la section 5.2, on introduit des
notations et lemmes, et on énonce quelques résultats préliminaires nécessaires dans
les sections suivantes. Ensuite, on donne la fonction de Green de (5.1) et (5.2) qui
jouent un role important dans ce travail. Aussi, on présente les inversions de (5.1)
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et (5.2). Pour plus de détails sur le théoreme de Krasnoselskii, on renvoi le lecteur
a [15], [16], [62], [72], [75], [84]. Dans les sections 5.3 et 5.4, on présente nos résul-
tats principaux sur l'existence de Solutions positives w-périodiques de (5.1) et (5.2)
respectivement. Deux exemples sont également donnés pour illustrer ce travail.

5.2 PRELIMINAIRES

Pour w > 0, soit C,, 1’ensemble de toutes les fonctions continues x(t), pério-
dique en t de période w. Alors (Cy, ||.||) est un espace de Banach muni de la norme
supremum

x| = sup [x(t)] = sup |x(t)].
teR te0,w]

On définit CJ; et C, respectivement par
={ueCy:u>0},C,={uecCy:u<0}.
On note

M = sup{a(t) : t € [0,w]}, m = inf{a(t) : t € [0,w]}, p = VM.

Lemme 5.2.1 ([73]) L'équation

u (t) — Mu (t) = h(t), heC,,
u(0) =u(w), w'(0)=u'(w), u"(0)=u"(w),

a une solution w-périodique unique

u(t) = /Ow Gy (t,5)(—h(s))ds,

ot
(2exp(Lp(s—t))[sin(Lp(t—s)+E)— exp(—zpmsm(@p(t—s—wﬂ%)]
" 3;;;(1+exp(fpw) 2exp (-~ )COS(T\[ w))
+M, si 0<s<t<w,
Gi(t,s) = 3p? (exp(pw)— s

30> (1+exp(—pw) - 2exp<——>cos<{ pw))

oxplp(t )
302 (explpw) 1)

1)
2exp(3p(s—t=w))[sin(Pp(t—s+w)+F)—exp(=pw) sin(Yp(t=s)+ F)]

2

)

si 0<t<s<w.

+
\
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Corollaire 5.2.1 ([73]) La fonction de Green Gy satisfait les propriétés suivantes

wG d 1
/0 1(t,5)ds = 7

et si \/§pw < 471/ 3 est satisfaite, alors
0<A<Gi(t,s) <B, 0<A<Gi(t+T1,5)<B,

ou o0
1 B_ 3+ 2exp(—5)

A= 3o -1 P T 320 exp( )R

Lemme 5.2.2 ([73]) L'équation

u” (t) + Mu (t) = h(t), heC},
u(0) = u(w), uw'(0)=1u(w), u"(0)=u"(w),

a une solution w-périodique unique

oul
(2exp(Lp(t—s))sin( P p(t—s)— ) —exp(hpw) sin(Lp(t—s—w)—2)]
o 3@);)(1+e><p(pw)72e><p(%pw)cos(?pw))
exp p S— .
Tai-eppeyy S 0SSSIS@
2exp(bp(t+w—s)) [sin(Pp(t+w—s) ~ F) —exp(3pw) sin(*Lp(t—s)~ 7]
et 3p)2)<1+exp<pw>—zexp<%pw> cos (%2 pw))
exp(p(s—t—w .
| Famiceppay o 0SESsS@

Gz(t,s) =

Corollaire 5.2.2 ([73]) La fonction de Green Gy satisfait les propriétés suivantes

wG ds = L
t .
/0 2(t5)ds M’

et si \/3pw < 471/3 est satisfaite, alors

0<A<G2(t,5) < B, 0<A<G2(t+T,S) < B.
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Lemme 5.2.3 ([73]) L'équation
u” () —a(t)u(t) =h(t), hecC,,
a une solution positive w-périodique unique
(Pih)(t) = (I—TyBy) "' (Tuh)(t),

o1l

(T (e) = [ Gi(ts)(=h(s))ds, (Buu)(t) = (~M+a(t))u(t).

Lemme 5.2.4 ([73]) Si v/3pw < 471/3 est satisfaite, alors Py est complétement continue
et

0 < (Tuh)(t) < (Pih)(t) < %H(Tlh)(t)”r Vh e Cy.

Le théoréme suivant est essentiel pour nos résultats sur l'existence d"une solu-
tion positive et périodique de (5.1).

Théoréme 5.2.1 Si x € C,, alors x est une solution de (5.1) si et seulement si

x(t) =c(t)x(t —1) + P (—f(t,x(t — 1)) +c(t)a(t)x(t — 1)). (5.3)

Preuve. Soit x € C,, une solution de (5.1). On réécrit (5.1) comme suit

(x(t) = e(t)x(t = 7))" = M(x(t) — c(t)x(t — 7))
=(—M+a(t))(x(t) —c(t)x(t — 1)) — f(t,x(t — 7)) + c(t)a(t)x(t — T)
= By(x(t) —c(t)x(t — 7)) — f(t,x(t — 1)) + c(t)a(t)x(t — T).

Du lemme 5.2.1 et lemme 5.2.3, on a

x(t) —c(t)x(t— 1)
=T1By(x(t) —c(t)x(t — 1)) + To(—f(t, x(t — 7)) + c(t)a(t)x(t — T)).

Cela donne

(I —T1By)(x(t) —c(t)x(t — 7)) = Ta(—f(t, x(t —T)) + c(t)a(t)x(t — T)).
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Donc

x(t) —c(H)x(t — 1) = (I = TyBy) Ty (= f(t, x(t — 7)) + c(t)a(t)x(t — 1))
= Py (—f(t,x(t — 7)) + c(Ba(t)x(t - T)).

Evidemment
x(t) =c(t)x(t — 1)+ Pr(—f(t, x(t —T)) +c(t)a(t)x(t — 1)),

cela termine la preuve. m

Corollaire 5.2.3 Si x € C,, alors x est une solution de (5.1) si et seulement si

1
(t+ 1)

x(t) = - (x(t+7)+ P (—(t+T)alt+1)x(t) + f(t+T,x(8))].  (54)

Lemme 5.2.5 ([73]) L'équation
u” () +a(t)u(t) = h(t), heCl,
a une solution positive w-périodique unique
(Pah)(t) = (I = T2B2) " (T2h) (1),
oul

(Toh) (1) = /w Ga(t,s)h(s)ds, (Bou)(t) = (M — a(t))u(t).

0

Lemme 5.2.6 ([73]) Si /3pw < 471/3 est satisfaite, alors I'application Py est compléte-
ment continue et

0 < (Toh)(t) < (P2h)(t) <

2=

(T2h) (B, VheCd.

Le théoréme suivant est essentiel pour nos résultats sur 1’existence d'une solu-
tion positive périodique de (5.2).

Théoréme 5.2.2 Si x € C, alors x est une solution de (5.2) si et seulement si

x(t) =c(t)x(t — 1)+ Pa(f(t, x(t — 1)) —c(t)a(t)x(t — 1)). (5.5)
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Preuve. Soit x € C,, une solution de (5.2). Réécrire (5.2) comme suit

(x(t) = c()x(t = 1)) + M(x(t) — c()x(t = 7))
= (M —a(t))(x(t) —c(t)x(t = 7)) + f(t, x(t = 7)) — c(t)a(t)x(t — T)
= Ba(x(t) — c(t)x(t — 7)) + f(£, x(t = 7)) — c(t)a(t)x(t - 7).

Du lemme 5.2.2 et lemme 5.2.5, on a

x(t) —c(t)x(t— 1)
=TBy(x(t) —c(t)x(t — 7)) + To(f(t,x(t — 7)) — c(t)a(t)x(t — T)).

Cela donne

(I — ToBy)(x(t) —c()x(t — 7)) = Ta(f(t,x(t — 1)) —c(t)a(t)x(t — T)).

Donc

x(t) —c()x(t — 1) = (I — TaBo) ' Ta(f(t, x(t — 7)) — c(t)a(t)x(t — 7))
— Pa(f(t, x(t 7)) — c(Ba(t)x(t — T)).

Evidemment

x(t) =c(t)x(t — 1)+ Po(f(t,x(t — 1)) —c(t)a(t)x(t — 1)),

cela termine la preuve. m

Corollaire 5.2.4 Si x € C,, alors x est une solution de (5.2) si et seulement si

w(t) = o 1+ o x4+ )+ Pae(t+ Dalt + D) — [+ T x(0))]. (56)

5.3 SOLUTIONS POSITIVES PERIODIQUES POUR (5.1)

Pour appliquer le lemme 2.2.3, il faut définir un espace de Banach B, un sous
ensemble convexe fermé ID de B et construire deux opérateurs, l'un est contraction
et I'autre est compléetement continu. Vers cette fin, soient (B, ||-]|) = (Cu, ||-]|]) et

= {9 € Cy:M; < ¢ <M}, ot M; est une constante strictement positive et
M), est une constante positive.
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5.3.1 SOLUTIONS POSITIVES PERIODIQUES POUR (5.1) DANS
LE cAs [c(t)] > 1

Dans cette section, on obtient 1'existence de solutions positives w-périodiques
pour (5.1) pour les deux cas: 1 < ¢(t) < coet —oo < ¢(t) < —1 pour tout t € [0, w].

Théoreme 5.3.1 Supposons que /3pw < 471/3,1 < ¢ < c(t) < ¢y < oo et

m M

(c2—=1)M’" (c; —1)m| " (57)

m<c(t)a(t)x — f(t,x) <M, ¥(t,x) € [0,w] x {

Alors (5.1) a au moins une solution positive w-périodique x dans le sous ensemble D¢ de

AN . —M
BOMID1:{§0€Cw-ﬁ§¢§ (clcl—l)m :

Preuve. Pour commencer, on exprime (5.4) comme

¢(t) = (B19)(t) + (A19)(t) := (Hig)(t),

ou Aj, By : D; — B sont définis par

(A1g)(t) = C(tlTT)Pl(—C(t +1)a(t+1)e(t) + f(E+ 7, 9(1))),

et (t )
pt+T
Bip)(t) = .
( 1(P)( ) C(i’ + T)
Il est évident que Aj¢ et Byp sont continues et w-périodiques. Maintenant, on
prouve que Ajx + By € Dy, Vx,y € IDy. Par le corollaire 5.2.1, le lemme 5.2.4
et la condition (5.7) on obtient

(A1x) (8) + (Biy) (1)

- C(tlTT) [Pr(—c(t +T)a(t +T)x(t) + f(t+7,x(t))) + y(t + 7)]

< - | (el Tale+ D)) + £+ Tx() + -
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M w

< ey e 0/ Galt,5) (s + T)als +0)x(s) = f s + 7, x())ds| + oy
M w

< —/Gl(t,s)clMds +
mey ) (c1—1)m

1
M omlt M aM (5.8)

meq M (q—1m (cq—1)m’
D’autre part

(A1x) (t) + (By) (t)

— c(t—lFT) [Pr(—c(t+T)a(t +7)x(t) + f(t+ 7, x(t))) + y(t + 7)]
> L [neter ma x4 £+ o) +
> [ Gult ) (cls + als + T)x(s) — s+ 7, (5)) s + %ﬁ
1] 1 m
> aO/Gl(t,s)mals-l— 5(62_—1)]\4
> lml + 1m - = °7

Co M (8] (Cz - 1)M (02 — 1)M‘

En combinant (5.8) et (5.9), on obtient A;x + Byy € Dy, Vx,y € Dy. Pour ¢, ¢ € D4,
on a

(Brg)(0) -~ Brp)()] = | 20 - 2T

1
< = lplt+1) =g+ 7)

1
< _
< ~llo—vl,

ce qui implique que ||B1¢ — B1y|| < % ll¢ — ||. Puisque 0 < % < 1, By est une
contraction sur ID;. Du lemme 5.2.4, on sait que P; est complétement continue, ainsi
que A;. Par le lemme 2.2.3, on en déduit que A; + B; a un point fixe x € D, c’est
a dire (5.1) a une solution positive w-périodique x € ID;. m
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Théoréme 5.3.2 Supposons que \/3pw < 471/3, —00 < c3 < c(t) <cy < —1let

Z—zM < f(t,x) — c(Ha(t)x < —cam, ¥(t,x) € [0,w] x [0,1]. (5.10)

Alors (5.1) a au moins une solution positive w-périodique x dans le sous ensemble D, de
B,oulD, ={¢p € Cyp:0<¢p <1}

Preuve. Soit Dy = {¢ € Cy, : 0 < ¢ < 1}. On définit Ay, By : Dy — B comme suit

(A19)(t) = roh (c(t+D)a(t+1)o(t) = f(t+ T, 9(1))),

et

Eg)() = 2T

Maintenant, on prouve que A1x + B1y € DDy, Vx,y € ID,. Par le corollaire 5.2.1, le
lemme 5.2.4 et la condition (5.10) on obtient

(A1x) (£) + (Biy) (¥)

— C(t_TT)Pl(C(t +T)a(t +1)x(t) — f(t+ 7, x(t))) + g(:::))
< M (4 Dat+1)x(8) — F(t+1,x(8))
C4g m
< ;_ﬁf re o) O/Gl(ffS)(f(s +7,x(s)) — (s + T)a(s +7)x(s))ds
< ;—ifo/Gl(t,s)(—c4m)ds
< ;—?f(—célm)% ~1. (5.11)
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D’autre part

(A1x) (t) + (By) (t)

— P D D)3~ o x() + L
> T(e(t+ Tat+ D) — f(E+ (1) +
> ;—1/G1(t,s)(f(s+r,x(s)) — c(s+T)a(erT)JC(S))dSJrCl
3 . 4
> :—;/Gl(t,s)(—zM)dS +é
> tewmlilog (5.12)

En combinant (5.11) et (5.12), on obtient A1x 4 By € D, Vx,y € ID,. D’autre part,
pour ¢, € DDy, on obtient

Big)(0) - (Bryp) )] = | H T - 40

< “glt+ 1)~ (i +7)]
4

< Lip—y|
<o lo—vll.

Cela implique que ||B1¢ — B1y|| < ;—41 |9 — ¢||. Puisque 0 < ;—41 < 1, By est une
contraction sur IDy. Du lemme 5.2.4, on sait que P; est complétement continue, ainsi
que A;. Par le lemme 2.2.3, on en déduit que A; + B; a un point fixe x € ID», cest
a dire (5.1) a une solution w-périodique strictement positive x avec 0 < x(t) < 1.
Puisque f(t,x) —c(t)a(t)x > E—ZM, il est facile de voir x(t) > 0, c’est a dire que (5.1)

a une solution positive w-périodique x € D;. m
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5.3.2 SOLUTIONS POSITIVES PERIODIQUES POUR (5.1) DANS
LE cAs [c(t)] < 1

Dans cette section, on obtient I'existence de solutions positives périodiques
pour (5.1) en considérant les trois cas : 0 < ¢(t) < 1, —1 < ¢(t) < Oetc(t) = 0 pour
tout t € [0, w|.

Théoréme 5.3.3 Supposons que \/gpw <4m/3,0<c5 <c(t) <cg<1,et

c5m M

(I1—cs)M" (1 —ce)m |’ (13)

csm < f(t,x) —c(t)a(t)x < M, ¥(t,x) € [0,w] x [

Alors (5.1) posséde au moins une solution positive w-périodique x(t) dans le sous ensemble

D3 de B, o1 D3 = {(pE Cuw : % <¢< _(1—Af6)m}'

Preuve. Exprimons (5.3) comme

¢(t) = (B2g)(t) + (A29)(t) := (Hag)(t),

ou Ay, By : D3 — B sont définis respectivement par

(A29)(t) = Pr(c(t)a(t)p(t — ) — f(t, 9t — 1)),
et
(B2gp)(t) = c(t)p(t — 7).
Il est évident que Ay et Brg sont continues et w-périodiques. Maintenant, on

prouve que Apx + Boy € D3, Vx,y € IDs. Par le corollaire 5.2.1, le lemme 5.2.4
et la condition (5.13) on obtient

Agx) (£) + (Bay) (1
— Py(c(t)a(t)x(t — ) — F(t,x(t—T))) +c(E)y(t —T)

Ty(e(t+T)a(t+1)x(t) = f(E+7,x(8))) +c6

~—~

M
(1—ce)m
w

max /Gl(t,s)(f(s +7,x(s)) —c(s + T)a(s + 1)x(s) )ds| + cq (1—ce)m
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M w
< P 0/ G1(t,s)Mds + 06(1 — e
M. 1 M M
=M T e T o o
D’autre part
(Azx) (£) + (Bay) (¢
— Pr(e(Da(t)x(t — ) — f(t,x(t— 7)) +c(t)y(t —T)
> Ti(c(t+1)a(t+1)x(t) — f(t+T,x(8)) + C5(1f5—cn51)M
> O/ G1(t,s)(f(s+T,x(s)) —c(s+1)a(s + T)x(s))ds + q%
> /Gl(t,s)c5mds —1—05%
0
> <:5ml + c5 s = UL . (5.15)

M (1—cs)M  (1—c5)M
En combinant (5.14) et (5.15), on obtient A>x + Byy € ID3,Vx,y € ID3. Pour ¢, ¢ €
ID3, on a
|(B29) (1) — (Bayp) ()| = [e(t) (t — 7) — c(t)y(t — 7]
< ¢ |o(t —7) —p(t —7)|
<csll¢—vl.

Ainsi ||Bop — Boy|| < c6 ||l — ¢||. Puisque 0 < cg < 1, B, est une contraction sur
D3. Du lemme 5.2.4, on sait que P; est complétement continue, de méme que A,.
Par le lemme 2.2.3 on conclu que A, + B a un point fixe x € ID3, c’est a dire (5.1) a
une solution positive w-périodique x € ID3. =

Théoréme 5.3.4 Supposons que \/3pw < 471/3, —1 < ¢; < c(t) < cg < Oet
—c7M < f(t,x) —c(t)a(t)x <m, ¥(t,x) € [0,w] x [0,1]. (5.16)

Alors (5.1) a au moins une solution positive w-périodique x dans le sous ensemble Dy de
BoulDy={pecCy,:0< <1}
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Preuve. On définit Dy = {9 € C,, : 0 < ¢ < 1}. Maintenant, on prouve que Apx +
Boy € Dy, Vx,y € Dy. Par le corollaire 5.2.1, le lemme 5.2.4 et la condition (5.16) on
obtient

(A

2x) (£) + (Bay) ()
= Pi(c(t)a(t)x(t — ) — f(t, x(t = 7))) + c(y(t — 1)
< %Tl(c(t + T)a(t + 1)x(t) — f(t+ T, x(t)))
< % trer[%ax] / Gi(t,s)(f(s+1,x(s)) —c(s+ 1)a(s+ T)x(s))ds
wl |4
< %/Gl(t,s)mds < %m% =1. (5.17)
0
D’autre part
(Azx

> [ Gi(t,s)(—cyM)ds + c7
0
1
> (—C7M)M +cy =0. (5-18)

En combinant (5.17) et (5.18), on s’apercoit que Ayx 4 Boy € Dy, Vx,y € Day. Evi-
demment, B¢ est continue et il est facile de montrer que (B ) (t + w) = (Bag)(#).
Dong, pour ¢, € Dy, on a

|(B290)(t) — (B2y)(1)]

et — 1) —c(H)p(t = T)]|
< —c7lo(t=7) —9(t = 1)
< —clle -yl
ce qui implique que || By — Boy|| < —c7 ||@ — ¢||. Puisque 0 < —c7 < 1, By est une

contraction sur ID4. Du lemme 5.2.4, on sait que P; est completement continu, de
méme que Ajp. Par le lemme 2.2.3, on obtient que A, + B, a un point fixe x € Dy,
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c’est a dire (5.1) a une solution positive w-périodique x avec 0 < x(t) < 1. Puisque
f(t,x) —c(t)a(t)x > —cyM, il est facile de voir que x(f) > 0, c’est a dire que (5.1)
possede une solution positive w-périodique x € Dy. m

Théoreme 5.3.5 ([73]) Si v/3pw < 471/3 est satisfaite, c(t) = 0 et
0< f(t,x) <M, V(tx)e€[0,w]x {O,%} )

Alors, (5.1) a au moins une solution positive w-périodique x avec 0 < x(t) < %

Exemple 5.3.1 On consideére I'équation différentielle non linéaire neutre de troisieme ordre

1 12
x(t) — 2+sin2t—|——)xt—67'c)
(() ( 0.9 + 8sin® ¢ ( )

1 1 ., 1
= ﬁ(l—ﬁsm t)x(t) — 104(6+smt) 10 exp(cos(x(t —6m))). (5.19)

On note que (5. 19) est de la forme (5.1) avec w = 271, c(t) = 2+ sin®t + m

a(t) = 103 (1— 2 sint), f(t,x(t —67m)) = 104 (6+sint) + 1—03 exp(cos(x(t —67))),
et T = 671. Il est faczle de vérifier que les conditions du théoréme 5.3.1 sont satisfaites avec

m = % et M = 103 Ainsi (5.19) a au moins un solution positive 2rt-périodique.

5.4 SOLUTIONS POSITIVES PERIODIQUES POUR (5.2)

5.4.1 SOLUTIONS POSITIVES PERIODIQUES POUR (5.2) DANS
LE cAs [c(t)] > 1

Théoréme 5.4.1 Supposons que /3pw < 471/3,1 < ¢ < c(t) < ¢p < o et

m oM
(c2—=1)M’ (¢ —1)m
Alors (5.2) a au moins une solution positive w-périodique x dans le sous ensemble 1D de

N . M
B,ouDlz{(PECw-ﬁS(PS (cf1_1)m

m < c(t)a(t)x — f(t,x) <M, V(t,x) € [0, w] x [
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Preuve. On définit A3, B3 : D1 — B comme suit

(As9)(t) =

et Dalt+Det) — f(E+ T 0(1)),

et

(Bag)1) = L.

Le reste de la preuve est similaire a celle du théoréme 5.3.1. =

Théoréme 5.4.2 Supposons que \/gpw <4m/3, —o0 <c3<c(t) <cg < —let

z—iM < f(t,x) — c(a(t)x < —cam, ¥(t,x) € [0,w] x [0,1].

Alors (5.2) a au moins une solution positive w-périodique x dans le sous ensemble D, de
BonDy ={pecCp:0< ¢ <1}

Preuve. On définit Az, B3 : D, — B comme suit

(Az0)(t) = (t+0)

R+ elt) —clt+Tlalt +T)o(t)),

et

_p(t+7)
(B3g)(t) = trT)

Le reste de la preuve est similaire a celle du théoréme 5.3.2. m

5.4.2 SOLUTIONS POSITIVES PERIODIQUES POUR (5.2) DANS
LE cas |c(f)]| < 1

Théoréme 5.4.3 Supposons que \/3pw < 471/3,0 < c5 < c(t) < cs < let

C5m M
(1—c5)M’ (1 —ce)m
Alors (5.2) a au moins une solution positive w-périodique x dans le sous ensemble D3 de

B,OL\lD:;:{(PECw%SQ)Sﬁ .

csm < f(t,x) —c(t)a(t)x < M, V(t,x) € [0, w] x [
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Preuve. On définit A4, By : D3 — B comme suit

(A49)(t) = Pa(f(t, @(t — 7)) —c(t)a(t)p(t — 7)),
et

(Bag)(t) = c(t)p(t — 7).
Le reste de la preuve est similaire a celle du théoréme 5.3.3. m

Théoréme 5.4.4 Supposons que \/3pw < 471/3, —1 < c7 < c(t) < cg < Oet
—c7M < f(t,x) —c(t)a(t)x <m, ¥(t,x) € [0,w] x [0,1].
Alors (5.2) a au moins une solution positive w-périodique x dans le sous ensemble Dy de

BouDy={pecCp:0< <1},

Preuve. On définit Ay, B4 : D4 — B comme suit

(Aag)(t) = Pa(f(t (t — 7)) —c(t)a(t)p(t — 1)),
et
(Bag) () = c(t)g(t — 7).

Le reste de la preuve est similaire a celle du théoréme 5.3.4. m

Remarque 5.4.1 De la méme maniére que le théoréme 5.3.5, on peut prouver que I'équation
(5.2) a au moins une solution positive w-périodique x lorsque c(t) = 0.

Exemple 5.4.1 On consideére I’équation différentielle non linéaire neutre de troisieme ordre

. "
(x(t) + B+ Tt - 4n)>
Lo Y na() £ @4 sint) + —sin(x(t—47)).  (520)
103 2 104 103
On note que (5.20) est de la forme (5.2) avec w = 27, c(t) = —(3+ 811 q(t) =
(1= 3sin®t), f(t,x(t —4m)) = 755(2+sint) 4+ gz sin(x(t —47)) et T = 47 1l

_1

3108 ¢t

est facile de vérifier que les conditions de théoréme 5.4.2 sont satisfaites avec m =

M = #. Ainsi (5.20) a au moins une solution positive 2t-périodique.
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Chapitre 6

Périodicité et stabilité pour une classe
d’équations différentielles non linéaires
neutres

B. Mansouri, A. Ardjouni and A. Djoudi, Periodicity and stability in neutral diffe-
rential equations by Krasnoselskii fixed point theorem, Cubo a Mathematecal Journal, V.
19, No 03 (2017), 15-29.

Mots clés : Point fixe, solutions périodiques, stabilité, équations différentielles
de type neutre.

DANS ce travail on utilise le théoreme de point fixe de Krasnoselskii pour étudier
I’existence et la stabilité asymptotique de solutions périodiques de 1’équation
différentielle fonctionnelle neutre a retard variable suivante

Lut) — a(0) T gult —r(1)))
2 () — ayule) — a(g)g(utt — () — b ()
(D) f(u(t — (1))

Des conditions Suffisantes sont fournies pour I'existence et la stabilité de cette équa-
tion. Nos résultats étendent et améliorent certains résultats obtenus dans l’article
[43].
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6.1 INTRODUCTION

Ding et Li [43] ont discuté 1’existence et la stabilité de solutions périodiques
pour I'équation différentielle fonctionnelle neutre suivante

d d
E”(f) - QE”(t —7)

= p(t) —au(t) —aqu(t —r) = bf (u(t)) + baf (u(t —r)). (6.1)

En utilisant le théoreme de point fixe de Krasnoselskii, les auteurs ont obtenus des
résultats d’existence et de stabilité asymptotique pour les solutions périodiques de
cette equation.

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1'existence et la stabilité asymptotique de solu-
tions périodiques de I'équation différentielle neutre non linéaire suivante

L) — () S gu(t — (1))

= p(t) —a(H)u(t) —a(t)q(t)g(ult —r(t))) —b(£)f(u(t))
+b(t)q(t) f(ult —r(t))), (6.2)

ou r est une fonction positive différentiable, et g, p, a, b, f et g sont des fonctions
continument différentiables.

Pour montrer l'existence et la stabilité asymptotique des solutions périodiques, on
transforme (6.2) en une équation intégrale et ensuite on utilise le théoréme du point
fixe de Krasnoselskii. L'équation intégrale obtenue divisée en somme de deux opé-
rateurs, 'un est une contraction et ’autre est compacte.

Il est facile de voir que (6.2) se réduit a (6.1) o, q(t) = ¢, a(t) = a, b(t) = b,
r(t) = r sont des constantes et g(u(t —r(t))) = u(t —r) avec |g| < 1. Il est devient

donc clair que les résultats obtenus ici étendent les résultats des travaux de Ding et
Li [43].
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6.2 EXISTENCE DE SOLUTIONS PERIODIQUES

Dans cette section, C!(RR) ou C(IR) désigne 1’ensemble de toutes les fonctions
continument différentiables ou toutes les fonctions continues ¢ : R — IR respec-
tivement. C, = {¢ € C(R), ¢(t +w) = ¢(t)} avec la norme supremum ||.||o
et CL, = C1(R) N C, avec la norme [|¢|l; = ||¢]lo + ||¢’|lo dans un intervalle pé-
riodique. Puisque on cherche l'existence de solutions périodiques pour (6.2), il est
naturel d’assumer que

qt+T) =q(t), p(t+T) = p(t), a(t+T) = a(t), b(t+T) = b(t), r(t+T) = r(t).

La fonction g(x) est continue globalement Lipschitzienne, c’est a dire, il existe une
constante positive k telle que

g(x) —gW)| < kllx —yllo,

on suppose également que g est différentiable et que ||¢'[|o = 1.

Le prochain lemme sera utilisé dans la suite.

Lemme 6.2.1 Si a(t) # 0, f € C, alors l'équation x'(t) + a(t)x(t) = f(t) a une
solution unique w-périodique

x(t) = <1 —e” fttﬂd”(”)d”)_l /tt+w el Wi £(5)ds,

Preuve. La preuve est facile a vérifier et on peut la trouver dans de nombreux ma-
nuels d’EDO. =

En appliquant les lemmes 6.2.1 et 2.2.3, on établi dans cette section 1’existence de
solutions périodiques de (6.2). Pour une valeur de / positive suffisamment petite,
(6.2) peut étre transformée comme suit

2 o(t) ~ Ias (6) & g(o(t (1))
= Ips(6) — las (1)o() — Lan (O ()30t~ T(1))) ~ Iy (1) f(o1(1)
by (D0 (Of (ot~ (1)), 63)

u(lt), T(t) = "1, qi(t) = q(1t),pa(t) = p(It), a1 () = a(lt), b (t) = b(1t)

otlv()
etw =

NIH ||
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Théoréme 6.2.1 Supposons que f € C'(R) et g1, p1,a1,b1 € CL. Supposons aussi que
g1l = B, et ||1 — T'(t)|| = Iy, et il existe deux constantes p € (0,1) et H > 0 telle que

k(llgillo(I+1H) +B) <p,

0.H — 0, 9. — 03+ [b1l supjy<plf ()]

A0 1 H
su u)| < , < , 6.4
|u\§€—l |f( )’ ||b1||0 H‘h”o 6, + ||b1|\OSUP\IE,I\SH|f(u)| ( )

et

Ip1llo < (01 =02 [lq1llo) H — [[ballo (1 + |41 1lo) |S|UP [f(u)] =63, (6.5)
ul<H

ou
— %_k:B 0, — k+ Ll
T 14awMA+1ailly) T 1+ awM(d+1]a],)

_ liqallo + B) 18(0)]
3 — 1+06(UM(1+1H611H0) +2||a2||0 H%“O Ig(O)I,

2ay(s)q1(s) = (I+1)ay(s)q1(s) +q1(s),

61

+ 2k lazlo,

et

/lurw eftSer lal(u)duds a= (1 e ftt+w la1(u)du> -1 '
t

M = sup
teR

Alors (6.2) a une solution T-périodique.

Preuve. Selon les conditions (6.4) et (6.5), on obtient

(1+awM(1 +Ifarllo)) [Hp1llo + Hiballo(X + [lg1llo) sup |f(u)]

|u|<H
+21[azllollg1llo(kH + [g(0))] + L((k + hl2)[|91[lo + kB)H
+1(lqllo +B)Ig(0)] < H. (6.6)

On démontre que (6.3) a une solution w-périodique. Soit

s={9 € C'R), gl = Ipllo+ 1¢'llo < +oo},

et
M={peC, |l¢l <H},
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alors M est un ensemble convexe fermé borné de I’espace de Banach S.
Pour tout ¢ € M, on considere I'équation non homogene

d

Ev(t) + lay(t)o(t)

= Ip1(t) = lay () q(£)g(o(t = (1)) — 101 (£) f (0 (1))

d
H 101 (1) f (ot = T(1)) + 1g1(t) 78 (v(t — (1)) 6.7)

Selon le lemme 6.2.1, cette équation a une solution w-périodique unique

v(t) _ (1 - ftt+“’ ml(u)du) -1 /tter eft+wla1 u)d u[lm(s)
—lay(s)q1(s)g(v(s — T(s))) — Ib1(s)f (v(s))
+1b1(s)q1(s)f(v(s — 7(s))) + lql(S)%g(v(S —7(s)))]ds,

En effectuant une intégration par partie, on obtient

w -1 rttw
o(t) = (1— ¢ Hmt0) /t i M1 (5)

L+ Dar(s)ga(s) +q1(5)) 8(v(s — T(s))) — b1 (s)f (v(s))
+lb1( )q1(s) f (v(s = 7(s)))]ds + 191 (£)g (v(t — T(£))),

ot 2a5(s)q1(s) = (I +1)a1(s)q1(s) + g} (s). Par conséquent,

w -1 pt+w
v(t) _ (1_e*ftt+ lal(u)du> /t ewalal )du[lpl(s)

— 2lay(s)q1(s)g(v(s — 1(s))) — Iba(s) f(v(s))
+1b1(s)q1(s) f(v(s — 7(s)))]ds + 191 (£)g (v (t — T(¢)))-

On définit les opérateurs A et B par

(A([))(t) _ <1 = ftt+w lal(u)du> -1 /tt+w eftSer lay (u)du [lm (s)

— 2lay(s)q1(s)g(p(s — (s))) — b1 (s) f(9(s))
+1b1(s)q1(s) f(@(s — T(s)))]ds,

et

(BP)(t) = Iq:(t)g(p(t — (1))
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Pour prouver que (6.3) a une solution périodique, il faut que les opérateurs A et B
répondent aux conditions du lemme 2.2.3. Pour tous x,y € M, ona x(t +w) =
x(t), y(t+w) =y(t) et ||x||s < H, ||y|l1 < H. On étudie maintenant Ax + By.

(Ax)(t+w) = (1_e 2 1y (u )du)l /t““’efgmzal(u)du[lpl(s)
t+w

— 2laz(s)q1(s)g(x(s — (s))) — Ib1(s) f(x(s))

+ 1b1(s)q1(s) f (x(s — T(s)))]ds

- (1—e—ff+“’l”1<”>d“) - / T et @du 1 (o)
2y (5)q1 () (x(5 — T(5))) — by (5) £ (x(5)

+ 1b1(s)q1(s) f (x(s — T(s)))]ds
= (Ax)(t),

et

(By)(t+w) =11 (t+w)g(y(t +w —T(t +w)))
= Ig1(t)g(y(t — T(t)) = (By)(t),

donc (Ax + By)(t + w) = (Ax + By)(t). En plus, on s’apercoit que

(A2 () = (1= i) T el 00 g
—21ay(5)q1(5)g (x(s — T(s))) — Ib1 () f(x(5))
+ by ()q1() f (x(s — 7(5))) s
(1= e BT (1 (1) — 2laa(1)gr (D3 (x(t — T(1)))
— by () F(x(£)) + 100 ()1 (£) f(x(t —T(1)))]}
= —laqy(t) <1—e S (u d”) l/tHweftwl”l u)du “lIp1(s)

— 2lay(s)q1(5)g(x(s — 7(s))) — Ib1(s) f (x(s))
+1b1(s)q1(s)f (x(s — 7(s)))]ds

+ [Ipa(8) = 2lay(t)qr (D) g (x(t — T(8))) — Ibr () f (x(£))
+ 1y (H)gqu(8) f (x(t = 7(1)))],

et

(By)'(t) = lqy (1) g(y(t — T(£))) + 11 () (1 = T'(1))y' (¢t — T(t))g' (y(t — T(¢))).
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Ainsi,
[Axlx = [|Ax[lo + [I(Ax)"llo
:igﬂg (l—e_ftt+wl“1(”)d”>_1/t+w elirolm WA 1py (s)
— 2lay(s)q1(s)g(x(s — 7(s))) — Ib1(s) f (x(s))
+1b1(s)q1(s) f (x(s — T(s)))]ds]
+?1eln§ —lay (1) (1 = [ m () d“) 1/ivﬁweftwl“l Wdu (11, (s)
2y (5)q1 ()3 (x(s — T(5))) — Iy () F(x(5))
+1b1(s)q1(s) f (x(s — 7(s)))]ds + [Ip1(¢) — 2laz (t)q1 (1) g (x(t — T(£)))
t

)
—Iby () f (x (1)) + Iba (H)qu (8) f(x(t — T(1)))]
(

1
< (1 + awM(1 +1f|ar]jo))[!p1llo + I[o1][o(T + llg1]l0) |S‘up | f (u)]
u|<H

)
(
)

+2l[azllol[g1llo(kH + [g(0))],

et
IByllx = I Byllo + 1I(By)"llo
= g1 (£)g(y(t — 7(¢)))llo
+ I ()g(y(t — (1)) +1g1(H) (1 = T'(1))y'(t — T(1))8"(y(t — T(£))) llo
< Ilg1llo(kH + [g(0)]) +IB(kH 4 [g(0)[) + Illg1 /o112 H
= 1((k+ hb)llqillo +kB)H + I(llq1]l0 + B)Ig(0)]-
Donc

| Ax + Byll1 < ||Ax||1 + ||Byl]1

< (T+awM(1 +If|aflo)) [l pallo + L b1 llo(1 + [41]]0) |S|up |f ()]
u|<H

+2|azlollg1[lo(kH + [g(0)[)] + I((k + hil2) |41 [l + kB)H
+ (lla1llo + B)1g(0)1,

par (6.6), || Ax + By||; < H. En conséquence, Ax + By € M.
Pour tout x € M, ||Ax|lo < H, ||(Ax)'|lo < H. Selon le lemme d’Ascoli-Arzela ,

le sous ensemble AM de C,, est précompact, donc pour toute suite {x,} de M, il
existe une sous suite {x,, } de {x,} telle que Ax,, — x¢ € C,, quand k — +o0. En
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outre,

1t
(Ax)"(t) = (lay (t))? (1—e S d”) /t Y it Wt [1p, (s)

)Ip1(t) = 2lax(8)q1(£)g(x(t — 7(£)))
)f( (t))-%lbl(t) (f)f( (t—(t)))]
)

Ainsi,

tw -1 pt+w
1 _ (122 _ ! o It lal(”)du ft+w
(Ax)" (1) = (Pa(t) —lay (1) (1— ¢ ) |

—2lay(s
4 1by (s
lal(
4 1By (¢
+ [Ipa(
—-21a2(
— 1D} (¢
+ Iy (t
+ Iy (t

(s)g(x(s — 7(s))) — b1 (s) f(x(s))
s)f(x(s —7(s)))]ds
) 2lay(t)q
(x(t —7(t)
2(Ha1(t)g(x(t — T(t))) — 2lax(t)q
'(t))x t
— 1by (1)x'(
x(t—1

- 7(t)

5)q
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v

l

1
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Par conséquent,

sup | (Ax)" (1))
teR

< |(@lladllo + 1) lo)acoM + Las o] [lp1lo
+1b1llo(1 + llg1 o) sup | ()] +21asllollqu lo (kH + 3(0)])]

|u|<H
+1[pillo + (1B Nlo (1 + [Ig1llo) + Bllb1llo) |S‘UP |f(u)]
ul<H
+1([[Ball 1 lo (X + L2191 [l0) + 211 2]laz ol 91 o) H
+2I(|[az/lollq1llo + Bllazllo) (kH + |g(0)]).

Donc il existe une constante H; > 0 telle que sup, |(Ax)"(t)| < Hj et {(Ax)":
x € M} C Cg. Selon le lemme d’Ascoli-Arzela, pour toute suite {x,} de M, il
existe la sous suite {x,, } de {x,}, telle que (Ax,,) — zo € Cu. Puisque % est un
opérateur fermé, zg = (xg)’. Par conséquent, xo € Cl, et { Ax,} est contenue dans
un ensemble compact. En conclusion, A est un opérateur compact.

On suppose que {x,} C M, x € S, x, — x, alors ||x, — x||o — O et |x}, —x'|jo = 0
quand n — oo, et on obtient

|Ax,, — Ax||p = sup
teR

x [2la(s)q1(s) (8 (xn(s — 7(s))) — g(x(s — 7(s))))
— b1 (s)(f(xn(s)) = f(x(s)))

+1b1(5)q1(s) (f (xn(s — 7(s))) — f(x(s — 7(s))))]ds]
< awM{2l|[az[lolq1[lok |20 (£) — x(£) [l
+1[brllo(1+ llgallo) sup [f(xn(t)) — f(x(E))]],

te[0,w]

(1 —e ftHw lal(u)du> -1 /H—w effs+w laq (u)du
t
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et

w - tw s
H(AXn)/ - (Ax)/HO = sup |—lay(t) (1 e lul(u)d”) ! / ! eirem(u)du
teR t
)

x [=2la(s)q1(s) (8 (xn(s — (s))) — g(x(s — 1(s))))
= 1b1(s)(f (xn(s)) = f(x(s)))
+1b1(s)q1(s) (f (xn(s — T(s))) — f(x(s — 1(s))))]ds
+ [=2lay () g1 (£) (8 (xn(t — T(8))) — g (x(t — (1))
— by () (f (xn () — f(x(2)))
+101(8)qr () (f (xea(t — T(8))) — f(x(t = (£))))]]
< (lawMazlo + 1) [21|a2[lol[1 llok [|2n () — x(#)]|g
+1[ballo(T+ [91l0) Sup | (en () = flx(8)1],
ol |[x, — x||; = 0 quand n — oo et ||x,(t) — x(t)]|, = 0 pour t € [0, w] unifor-
mément. Comme f est continue, ||Ax, — Ax|jo — 0, ||(Ax,)" — (Ax)'||o — 0. Par
conséquent, A est continu.

Pour tous x,y € M

|Bx — By||1
= ||Bx — By|lo + I(Bx)" — (By)'ll0
= |11 (t)(g(x(t —7(t))) — g(y(t —T(t))))llo

+ 111 () (g (x(t — 7)) — g(y(t — (1))

+1g1(5) (1= 7' (6) (' (¢ = T(£))g(x(t = T(t))) — ' (t = T(£))g(y(t — T(£))))]lo
< Higallollg(x(t = =(#))) — g(y(t = =(£)))llo

+qallollg(x(t —7(1)) — g(y(t — (1)) lo+1lgallollL — T'(£)llo

x [ (t = T(0)g(x(t = 7(1))) —y'(t = ()8 (y(t — T(1))llo

< Iqallollg(x(t = (t))) — gy (t = 7(£)))llo

+qallollg (x(t = 7(#))) — g(y(t —T())llo

+1lgullollT = (B)lollx"(t = T(E)[lollg (x(t — T(£))) — &y (t —T(£)))lo
= (Mqullo +qillo +Ugllolt — ' () llollx"(t = T(£)) llo)

X [lg(x(t —7(t))) — g(y(t —7(t)))llo

< Ik([lg1llo(1 +1H) + B)llx — yllo < pllx — yllo-

Donc B est un opérateur contractant.
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Ainsi, les conditions de lemme 2.2.3 sont satisfaites et il existe un ¢ € M, tel que
¢ = A¢ + B¢. ¢ est une solution w-périodique pour (6.3). Puisque v(t) = u(lt),
p1(t) = p(lt), q1(t) = q(lt), by(t) = b(It) et ay(t) = a(lt), (6.2) a une solution
T-périodique. m

6.3 STABILITE ASYMPTOTIQUE DE SOLUTIONS PERIODIQUES

Dans cette section en étudie la stabilité asymptotique de solutions périodiques.
Soit u* est I’équilibre de (6.2). Soit v = u — u*, alors (6.2) est transformé comme suit

i() q(6) S (3ot = r(0) (= (6)) — g(u* (¢ = 7(1))))
(

—a(t)o(t) —a(t)q(t)(g(o(t —r(t)) +u (t —r(t)) — g(u*(t = r(t))))
—b()(f(o(t) +u™(t)) — f(u*(1)))
+b(1)q() (f (ot —r(t) +u(E=1(t)) = f(u(t = r(£)))). (6:8)

Evidemment zéro est une solution pour (6.8). Maintenant, on utilise le théoréme de
point fixe de Krasnoselskii pour prouver que la solution zéro de (6.8) est asymp-
totiquement stable. On définit S comme 'espace de Banach de fonctions continues
bornées ¢ : [m(0),00) — R avec la norme supremum ||-|| et m(0) = inf{t — r(¢),
t > 0}. De plus étant donné une fonction initiale ¢, on dénote la norme de ¢ par
19l = supsem(o),0 [¥(t)], qui ne devrait pas causer de confusion avec le méme
symbole pour la norme dans S.

Théoréme 6.3.1 Supposons que toutes les conditions du théoréme 6.2.1 sont satisfaites, et
que f est une fonction localement Lipschitzienne. Supposons que

t
/ a(u)du > 0, e~ Joatwan _, 0, t —r(t) — coquand t — oo,
0

et
kgl <1,
et il existe R > H tel que
1
o] sup 7] < (5-k8)R—@kp+o0H -0, (69
lu|<H+R
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et que

gl < (1 —kop) R — 2k6pH — & |[bl| supy, < gy g |f ()| — 6(61H + 65)
(26 [Jal| + 1) kR + 4k [|a]] H + 8 [[b]| sup|,, <1 & | f ()] + 6(61H + 63)’
(6.10)

et

[l < {R = (k6(2all llq]l + ) +kllg])R

—2k5(2 ||all llgl] +B)H = [bll (L +igll) sup [f(u)]
|u|<H+R

=61+ [lql)(6:1H +63)} /(1 + K ||q])), (6.11)

ou

t
/ efis a(u)du g

0

sup <.

t>0

Alors la solution de (6.8) v(t) — 0 quand t — oo.

Preuve. Selon les conditions (6.9), (6.10) et (6.11), on a

2k6(2|allligll + B)H + (ko (2|l ll4]l + £) + kllq[l]R

+olpl[ (T +lgll)  sup [ f(u)[+6(1+ [l4])(621H + 63)
|u|<H+R

+ (1 +KlgDl[gll < R. (6.12)
Etant donné une fonction initiale 1, il existe une solution unique v pour (6.8). Soit

My={peS ¢l <R ¢(t) =y ()sit < [m(0),0], [p(t)] = 0quand t — co},

alors My est un ensemble fermé convexe borné de S. On écrit (6.8) comme suit
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Selon le lemme 6.2.1, cette équation a une solution unique écrite sous la forme

)
+0(s)q(s)(f(v(s —r(s)) +u(s —r(s))) = f(u"(s = r(s))))]ds.

o() = (0(0) — 4(0)(8((=(0)) + u*(=r(0))) — g(u*(—=r(0))))e™ Jo ()
+q(t)(g(o(t —r(t)) +u(t—r(t)) — g(u*(t —r(t))))
Fhe (s)9(s) +4'(s))

Soit v(t) = (t), t € [m(0),0], et

(Lp)(#) = (9(0) = q(0)(g(¢(=(0)) +u* (=r(0))) — g(u"(~
t

Fa) (@0 —r() + (= (1)
+ [ e S 2a(5)q() + 4'(5)

< 8((s () + (5 = r(5))) — g(u* (s r(5))))

B () + () — F ()

FBE) (Pl — r(8)) (s = r(5))) = Flu* (s = r(s))))]ds

Pour tous ¢ € My, on définit les opérateurs A et B par

(0, t € [m(0),0],
_ ) flem Fatdn_2a(s)q(s) + q'(s))
(A0 = Le(pls — r(s)) + (s — r(s))) — g(u* (s — 1(5)))
B (F(s) 4 1t (5)) — Fu(s))
FH()G(E) F@(s — 1(5)) + u*(s — r(s)))ds, ¢ > 0
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(9(0) = q(0)(g((=r(0)) +u*(—r(0))) = g(u*(— ((; ))t)

_y )
+q(8)(8(gp(t — (1)) + (t—r( ) = gu(t=r(t)))),

(i) Pour tous x,y € My, x(t) — Oety(t) — 0 quand t — oo alors

(By) (1) = ((0) — q(0)(8((—r(0)) + u*(—r(0))) — g(u*(—r(0))))e Joo(w)d
+q(t)(gy(t —r(t)) +u*(t —r(t)) — g(u™(t —r(t)))) — 0 quand t — oo,

et

lim (Ax)(¢)

= lim {/Ot elo M (2a(s)q(s) + q'(s))

X (8(x(s =r(s)) +u(s = 1(s))) — g (s =7(s))))
—b(s)(f(x(s) +u™(s)) = f(u"(5)))

+B(s)q(s) (F(x(s — 7(s)) + u* (s — 7(s))) — f(u* (s — r(s))))]ds} /edoaluwdu
=0,

donc lim;_,e(Ax + By)(t) = 0, et

| Ax|| = sup
teR

x (8(x(s = 7(s)) +-u"(s = 1(s))
—b(s)(f(x(s) +u™(s)) = f(u™(s)))
+b(s)q(s)(f (x(s = 7(s)) +u™(s = 7(s))) = f(u"(s —7(5))))]ds]

< {(2||a||||q|| +14'1D[ sup [g(x)|+ sup |g(x)]]
|x| <H+R |x|<H

[ e e 2as)g(s) +4'(5)
) = 80" (s = 7(5)))
S

/ e~ Jia d”ds
0

+[bl[(1+[lgID[ sup [f(x)[ + sup If(X)]}SuP

x| <H+R Ix|<H £>0
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alors
|Ax| < 8[(2]allllg]l + B) (k(H + R) + kH)
Bl gl sup £+ ) P g
lx|<H+R 10|
< 2k5(2|alllq]l + B)H + k5(2]al ]| + B)R
OB+ llgl) sup  [F()] +6(1+ [lg])(OnH +6s),
|x|<H+R
et
1Byl = sup |(By)(5)

t>m(0)

= max{HlPH,Stgg [(¥(0) = 4(0)(g(p(=(0)) +u™(=1(0))) — g(u" (=r(0))))

x e~ o200 () (g (y(t — r(£)) + 1" ( —r(£)) — gu* (¢ — r(1)))]}
< (L4 kgDl + Kllg/ R
Ainsi,
|Ax + By|| < [[Ax[| + || By||
< 2k6(2[[allllq]l + B)H + [k&(2]lalll|q]l + B) + Kllq][IR

+olpl (T +ligll) sup [f(x)[ + 61+ lq])(621H + 65)
|x|<H+R

+ (4 Elg D g
Selon la condition (6.12), || Ax + By|| < R. Ainsi, Ax + By € My.
(i) Pour tous x € My, ||x|| < R, |(Ax)'(t)| =0, t € [m(0),0],
[(Ax)(8)]]

X [—(2a(s)q(s) +4'(s)) (§(x(s —7(s)) + u™(s = r(s))) — g(u"(s = 7(s))))
—b(s)(f(x(s) +u"(s)) = f(u™(s)))

+b(s)q(s)(f(x(s = r(s)) +u"(s —1(s))) = f(u"(s —7(s5))))]ds
+[—Q2a(t)q(t) +4'(1) (g (x(t —r(t)) +u™(t — (1)) — g(u™(t —r(1))))
= () (f(x(t) +u(8) = fF(u*(1)))

+b()q(E) (f (x(t = r(8)) +u(E=r(8))) = f(u"(E = r(E))]]]
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donc

[(Ax)' ()| < (1+ [lal|8)[k(2llallllq]l + B)(2H + R)

+ bl A+lgll) sup [f(x)]+ (1 +llq]))(61H + 63)],
|x|<H+R

ici, la dérivée de (Ax)’(t) en zéro signifie la dérivé a gauche lorsque t € [m(0),0]
et la dérivé a droite lorsque t > 0. On peut voir que |(Ax)(t)| est borné pour tous
P € My et AMy est un ensemble précompact de S. Donc A est compact.

Soit (x,) € My, x € S, x4 — x quand n — oo, alors |x,(t) — x(t)| — 0 uni-
formément pour t > m(0) quand n — co. Puisque

||Ax, — Ax||
! ! d /
= sup [" e £ o[ 2a(s)q(s) +/(5)
t>0 170

X (8(xn(s —71(s)) +u*(s —r(s)) — g(x(s —r(s)) +u"(s —(s))))

= b(s)(f(xn(s) +u™(s)) = f(x(s) +u™(s)))

+b(s)q(s)(f (xu(s = 1(s)) +u"(s = 1(s))) = f(x(s = 7(s)) + u™(s = 7(s))))]ds]|
Slk2lallllgll + B) 2w — [l + Ka o]l (1 + liglD]2n — x]],

et f est continue, donc ||Ax, — Ax|| — 0 quand n — oo et A est continu.

(iii) Pour tous x,y € My,

Bx — By
= sup 9(8)[g(x(t —r(t)) +u (£ —7(t))) — g(y(t —r(t)) +u*(t —r(t)))]]
< kllqllflx = yll,

donc B est un opérateur de contraction.

Selon le théoreme de point fixes de Krasnoselskii, il existe un ¢ € My tel que
(A + B)¢ = ¢ et ¢ est une solution pour (6.8). Parce que la solution ¢ pour I'équa-
tion est unique, la solution v(t) — 0 quand t — co. =

Quand f et g sont localement Lipschitziennes, H dans le théoreme 6.2.1 et R
dans le théoreme 6.3.1 existent, il existe des constantes P,k > 0 telles que |f (v(t) +

u (t)) — f(ur(t)] < Plo(t)] et [g(v(t) +u*(t)) — g(u*(t))] < klv(t)|. Puisque ¢
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satisfait

P(1) = (P(0) — (O)((P(—r(0)) +u* (~r(0))) — g(u* (~r(0))))e™ 1)
t

+ /te f:a(u)du[
0
x (g(p(s —r(s)) +u™(s —

alors

oIl < (T +kllgD [l +kllqlll@ll + olk(2lallligll + B¢l + 1Bl (1 + llg])Pllell],

donc

(1 —=Kligll = okllal[ligll + ) = Sllbll (L + liglD Pl < (1 +Kllg[) 1wl

Alors il est clairement existe un o > 0 pour chaque € > 0 tel que |¢(t)| < € pour
tout t > m(0) si ||¢|| < . Ainsi, on a le théoréme suivant.

Théoreme 6.3.2 Si P et k sont tels que
1 —klqll —ok2llallllqll + B) — o[[b[|(1 + [lg]|)P > 0.

Alors la solution zéro pour (6.8) est stable.
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Conclusion

ANs ce travail, on a abordé des questions sur l'existence, I'unicité, périodicité,
D positivité, stabilité et stabilité asymptotique pour quelques classes d’équa-
tions différentielles non linéaires neutres a retard. On a essayé de donner de nou-
velles conditions pour assurer ces propriétés quantitatives et qualitatives.

La technique principale utilisée pour ce type d’équations est la technique de point
tixe qui montre dans cette these sont efficacité. Ces classes d’équations donc font
partie au nombre de problémes qui ont résisté a la méthode directe de Lyapunov.

Dans le perspective du futur on va essayer de trouve des résultats sur la fonction
de Green d"une équation différentielle de quatrieme degré, et en général la plupart
des systéemes d’équations différentielles a retards restes encore des problémes ou-
vertes. C’est dans ces directions ainsi que dans I'étude des équations fractionnaires
a retards, qu’'on a envisagé de poursuivre nos travaux.

96



Bibliographie

[1] R.P. Agarwal, S. R. Grace, D. O'Regan, Oscillation theory for difference and func-
tional differential equations, Kluwer Academic, (2000).

[2] A. Ardjouni, A Contribution to the existence, boundedness and stability by fixed
point theory in delay functional differential equations, A doctoral thesis presented
at the Badji- Mokhtar university of Annaba (2013).

[3] A. Ardjouni, A. Djoudi, A. Rezaiguia, Existence of positive periodic solutions for
two types of third-order nonlinear neutral differential equations with variable delay,
Applied Mathematics E-Notes, 14 (2014), 86-96.

[4] A. Ardjouni, A. Djoudi, Existence of periodic solutions for a second-order nonli-
near neutral differential equation with variable delay, Palestine Journal of Mathe-
matics, Vol. 3(2) (2014), 191-197.

[5] A. Ardjouni, A. Djoudi, Existence of periodic solutions for a second order nonlinear
neutral differential equation with functional delay, Electronic Journal of Qualita-
tive Theory of Differential Equations, No. 31 (2012), 1-9.

[6] A. Ardjouni, A. Djoudi, Existence of positive periodic solutions for a nonlinear
neutral differential equations with variable delay, Applied Mathematics E-Notes,
12 (2012), 94-101.

[7] A. Ardjouni, A. Djoudi, Fixed point and stability in neutral nonlinear differential
equations with variable delays, Opuscula Mathematica, VoL. 32, No. 1 (2012),
5-19.

[8] A. Ardjouni, A. Djoudi, Fixed points and stability in linear neutral differential
equations with variable delays, Nonlinear Analysis, 74 (2011), 2062-2070.

97



BIBLIOGRAPHIE 98

[9] A. Ardjouni, A. Djoudi, Fixed point and stability in nonlinear neutral volterra
integro-differental equations with variable delays, Electronic Journal of Qualita-
tive Theory of Differential Equations, No. 28 (2013), 1-13.

[10] A. Ardjouni, A. Djoudji, I. Soualhia, Stability for linear neutral integro-differential
equations with variable delays, Electron. J. Differ. Equ. Vol. 2012, No. 172 (2012),
1-14.

[11] A. Ardjouni, A. Djoudi, Periodic solutions for a second-order nonlinear neutral
differential equation with variable delay, Electron. J. Differential Equations, Vol.
2011, No. 128 (2011), 1-7.

[12] A. Ardjouni, A. Djoudi, Periodic solutions in totally nonlinear dynamic equations
with functional delay on a time scale, Rend. Sem. Mat. Univ. Politec. Torino Vol.
68, 4 (2010), 349-359.

[13] A. Ardjouni, A. Djoudi, Stability in nonlinear neutral differential with variable
delays using fixed point theory, Electronic Journal of Qualitative Theory of Dif-
ferential Equations, No. 43 (2011), 1-11.

[14] A. Ardjouni, A. Djoudi, Stability in totally nonlinear neutral differential equations
with variable delays, Acta. Math. Univ. Comenianae. Vol. LXXXIII, 1 (2014),
119-134.

[15] C. Avramescu, C. Vladimirescu, Some remarks on Krasnoselskii’s fixed point theo-
rem, Fixed Point Theory, Volume 4, No. 1 (2003), 3-13.

[16] C. Avramescu, On a fixed point theorem, Studii si Cercetari Matematice, 9, Tome
22,2 (1970), 215-220.

[17] D. D. Bainov, D. P. Mishev, Oscillation theory for neutral differential equations
with delay, Adam Hilger, (1991).

[18] L. C. Becker, T. A. Burton, Stability, fixed points and inverse of delays, Proc. Roy.
Soc. Edinburgh 136 A (2006), 245-275.

[19] A. Bouakkaz, Technique de points fixes et applications aux équations différentielles
fonctionnelles non linéaires a retard, A doctoral thesis presented at the Badji-
Mokhtar university of Annaba (2018).

[20] T. A. Burton, Fixed points and stability of a nonconvolution equation, Proc. Amer.
Math. Soc. 132 (2004), 3679-3687.

[21] T. A. Burton, Liapunov functionals, fixed points and stability by Krasnoselskii’s
theorem, Nonlinear Stud. 9, No. 2 (2002), 181-190.

[22] T. A. Burton, Stability by Fixed Point Theory for Functional Differential Equations,
Dover Publications, New York, (2006).

[23] T. A. Burton, T. Furumochi, A note on stability by Schauder’s theorem, Funkcialaj
Ekvacioj 44 (2001), 73-82.

B. MaNsourr: mansouri.math@yahoo.fr



BIBLIOGRAPHIE 99

[24] T. A. Burton, T. Furumochi, Asymptotic behavior of solutions of functional diffe-
rential equations by fixed point theorems, Dynamic Systems and Applications 11
(2002), 499-519.

[25] T. A. Burton, T. Furumochi, Fixed points and problems in stability theory for ordi-
nary and functional differential equations, Dynamic Systems and Appl. 10 (2001),
89-116.

[26] T. A. Burton, T. Furumochi, Krasnoselskii’s fixed point theorem and stability, Non-
linear Analysis 49 (2002), 445-454.

[27] A.Cabada, Green'’s functions in the theory of ordinary differential equations, Sprin-
ger, New York (2014).

[28] T. Candan, Existence of nonoscillatory solutions of first-order nonlinear neutral dif-
ferential equations, Appl. Math. Lett., 26 (2013), 1182-1186.

[29] T. Candan, Existence of nonoscillatory solutions to first-order neutral differential
equations, Electron. J. Diff. Equ. 39 (2016), 1-11.

[30] T. Candan, Existence of positive periodic solutions of first-order neutral differential
equations, Math. Methods Appl. Sci. 40 (2017), 205-209.

[31] T. Candan, Existence of positive periodic solutions of first-order neutral differential
equations with variable coefficients, Applied Mathematics Letters 52 (2016), 142-
148.

[32] T. Candan, R. S. Dahiya, Existence of nonoscillatory solutions of first and second
order neutral differential equations with distributed deviating arguments, J. Frank-
lin Inst., 347 (2010), 1309-1316.

[33] M. P. Chen, J. S. Yu, Z. C. Wang, Nonoscillatory solutions of neutral delay diffe-
rential equations, Bull. Austral. Math. Soc., 48 (3) (1993), 475-483.

[34] E. D. Chen, J. L. Shi, Periodicity in a nonlinear predator-prey system with state
dependent delays, Acta Math. Appl. Sin. Engl. Ser. 21, no. 1 (2005), 49-60.

[35] E.D.Chen, Positive periodic solutions of neutral Lotka-Volterra system with feedback
control, Appl. Math. Comput. 162, No. 3 (2005), 1279-1302.

[36] S. Cheng, G. Zhang, Existence of positive periodic solutions for non-autonomous
functional differential equations, Electron. ]. Differential Equations, Vol. 2001,
No. 59 (2001), 1-8.

[37] Z.Cheng, ]J. Ren, Existence of positive periodic solution for variable coefficient third-
order differential equation with singularity, Math. Meth. Appl. Sci., 37 (2014),
2281-2289.

[38] Z. Cheng, Y. Xin, Multiplicity results for variable coefficient singular third-order
differential equation with a parameter, Abstract and Applied Analysis, Vol. 2014,
Article ID 527162, 1-10.

B. MaNsourr: mansouri.math@yahoo.fr



BIBLIOGRAPHIE 100

[39] H. Deham, A. Djoudi, Existence of periodic solutions for neutral nonlinear differen-
tial equations with variable delay, Electronic Journal of Differential Equations,
Vol. 2010, No. 127 (2010), 1-8.

[40] H. Deham, A. Djoudi, Periodic solutions for nonlinear differential equation with
functional delay, Georgian Mathematical Journal 15, No. 4 (2008), 635-642.

[41] I. Derrardjia, A. Ardjouni, A. Djoudi, Stability by Krasnoselskii’s theorem in to-
tally nonlinear neutral differential equations, Opuscula Mathematica, VoL. 33,
No. 2 (2013), 255-272.

[42] Y. M. Dib, M. R. Maroun, Y. N. Rafoul, Periodicity and stability in neutral nonli-
near differential equations with functional delay, Electronic Journal of Differential
Equations, Vol. 2005, No. 142 (2005), 1-11.

[43] L. Ding, Z. Li, Periodicity and stability in neutral equations by krasnoselskii’s fixed
point theorem, Nonlinear Analysis : Real World Applications 11 (2010), 1220-
1228.

[44] A.Djoudi, R. Khemis, Fixed point techniques and stability for neutral nonlinear dif-
ferential equations with unbounded delays, Georgian Math. J. Vol 13 No. 1 (2006),
25-34.

[45] R. D. Driver, , Ordinary and delay differential equations, Vol. 20. Spring-Verlag
New York, (1977).

[46] E.Eder, The functional differential equation x'(t) = x(x(t)), Journal of Differen-
tial Equations 54 (1984), 390-400.

[47] L. H. Erbe, Q. K. Kong, B. G. Zhang, Oscillation theory for functional differential
equations, Marcel Dekker, Inc., New York, (1995).

[48] M. Fan, K. Wang, P. J. Y. Wong, R. P. Agarwal, Periodicity and stability in perio-
dic n-species Lotka-Volterra competition system with feedback controls and deviating
arguments, Acta Math. Sin. Engl. Ser. 19, no. 4 (2003), 801-822.

[49] M. Feckan, On certain type of functional differential equations, Mathematica Slo-
vaca 43 (1993), 39-43.

[50] H. I. Freedman, J. Wu, Periodic solutions of single-species models with periodic
delay, SIAM J. Math. Anal. 23 (1992), 689-701.

[51] H. Gabsi, Etude de I'existence de solutions et de la stabilité pour certaines equations
différentielles fonctionnelles intégro-différentielles a retard par la technique de point
fixe, A doctoral thesis presented at the Badji- Mokhtar university of Annaba
(2018).

[52] L. Glass, M. C. Mackey, Pathological conditions resulting from instabilities in phy-
siological control systems, Ann. New York Acad. Sci., 316 (1979), 214-235.

B. MaNsourr: mansouri.math@yahoo.fr



BIBLIOGRAPHIE 101

[53] K.Gopalsamy, Stability and oscillations in delay differential equations of population
dynamics, Kluwer, Derdrecht, (1992).

[54] M. Gregus, Third order linear differential equations, Reidel, Dordrecht, (1987).

[55] 1. Gyori, G. Ladas, Oscillation theory of delay differential equations with applica-
tions, Clarendon Press, Oxford, (1991).

[56] J. K. Hale, Sufficient conditions for stability and instability of autonomous functio-
nal differential equations, Journal of Differential Equations 1.4 (1965), 452-482.

[57] J. K. Hale, Theory of functional differential Equations, Applied Mathematical
Sciences, Vol 3 Spring-Verleg New York Inc, (1977).

[58] C.H.Jin, J. W. Luo, Fixed points and stability in neutral differential equations with
variable delays, Proceedings of the American Mathematical Society, Vol. 136,
Nu. 3 (2008), 909-918.

[59] C. H.Jin, J. W. Luo, Stability in functional differential equations established using
fixed point theory, Nonlinear Anal. 68 (2008), 3307-3315.

[60] S.D.Kendre, V. V. Kharat, R. Narute, On existence of solution for iterative integro-
differential equations, Nonlinear Analysis and Differential Equations 3 (2015),
123-131.

[61] F. Kong, Existence of nonoscillatory solutions of a kind of first-order neutral diffe-
rential equation, Math. Commun. 22 (2017), 151-164.

[62] M. A. Krasnoselskii, Some problems of nonlinear analysis, American Mathema-
tical Society Translations, Ser. 2, 10 (1958), 345-409.

[63] Y. Kuang, Delay differential equations with application in population dynamics,
Academic Press, New York, (1993).

[64] B.Liua, C. Tunc, Pseudo almost periodic solutions for a class of first order differential
iterative equations, Appl. Math. Lett. 40 (2015), 29-34.

[65] Y. Liu, W. Ge, Positive periodic solutions of nonlinear Duffing equations with delay
and variable coefficients, Tamsui Oxf. ]. Math. Sci. 20 (2004), 235-255.

[66] W. G. Li, Z. H. Shen, An constructive proof of the existence theorem for periodic
solutions of duffing equations, Chinese Sci. Bull. 42 (1997), 1591-1595.

[67] B. Mansouri, A. Ardjouni and A. Djoudi, Existence of positive periodic solutions
for two type of third order nonlinear neutral differential equations with variable co-
efficients, Diff. Eq. and control process, NO 03 (2018), 46-63.

[68] B. Mansouri, A. Ardjouni and A. Djoudi, Existence and uniqueness of nonoscilla-
tory solutions of first-order neutral differential equations by using Banach’s theorem,
Proc. Of the Institute of Maths. and Mechanics, National Academy of Sci. Of
Azerbaijan. V. 45, NO 1 (2019), 15-30.

B. MaNsourr: mansouri.math@yahoo.fr



BIBLIOGRAPHIE 102

[69] B.Mansouri, A. Ardjouni and A. Djoudi, Periodicity and continuous dependance
in iterative differential equations, Rend. Cont. Circ. Palermo serie 2 DOI 101007.

[70] B.Mansouri, A. Ardjouni and A. Djoudi, Periodicity and stability in neutral diffe-
rential equations by Krasnoselskii fixed point theorem, Cubo a Mathematecal Jour-
nal, V. 19, No 03 (2017), 15-29.

[71] E. Nouioua, A. Ardjouni, A. Djoudi, Periodic solutions for a third-order delay
differential equation, Applied Mathematics E-Notes, 16 (2016), 210-221.

[72] D. O’Regan, Fixed point theory for the sum of two operators, Appl. Math. Lett. 9
(1) (1996), 1-8.
[73] J. Ren, S. Siegmund, Y. Chen, Positive periodic solutions for third-order nonli-

near differential equations, Electron. J. Differential Equations, Vol. 2011, No. 66
(2011), 1-19.

[74] J. G. Si, X. P. Wang, Analytic solutions of a second-order iterative functional dif-
ferential equation, Computers and Mathematics with Applications 43 (2002),
81-90.

[75] D.R.Smart, Fixed points theorems, Cambridge Univ. Press, Cambridge, (1980).

[76] S. Stanek, Global properties of solutions of the functional differential equations
x(t)x'(t) = Kx(x(t)),0 < |K| < 1, Functional Differential Equations 9 (2002),
527-550.

[77] C.Tunc, On the existence of periodic solutions of functional differential equations of
the third order, Appl. Comput. Math. 15(2) (2016), 189-199.

[78] C. Tunc, S. Erdur, New qualitative results for solutions of functional differential
equations of second order, Discrete Dyn. Nat. Soc. 2018 (2018), 1-13.

[79] Y. Wang, H. Lian, W. Ge, Periodic solutions for a second order nonlinear functional
differential equation, Applied Mathematics Letters 20 (2007), 110-115.

[80] X.P. Wang, J. G. Si, Analytic solutions of an iterative functional differential equa-
tion, Journal of Mathematical Analysis and Applications 262 (2001), 490-498.

[81] K. Wang, On the equation x'(t) = f(x(x(t))), Funkcialaj Ekvacioj 33 (1990),
405-425.

[82] Q. Wang, Positive periodic solutions of neutral delay equations (in Chinese), Acta
Math. Sinica (N.S.) 6 (1996), 789-795.

[83] D. Yang, W. Zhang, Solutions of equivariance for iterative differential equations,
Applied Mathematics Letters 17 (2004), 759-765.

[84] E. Zeidler, Nonlinear analysis and its applications I : Fixed point theorems,
Springer-Verlag, (1985).

B. MaNsourr: mansouri.math@yahoo.fr



BIBLIOGRAPHIE 103

[85] W. Zeng, Almost periodic solutions for nonlinear duffing equations, Acta Math.
Sinica (N.S.) 13 (1997), 373-380.

[86] G.Zhang, S. Cheng, Positive periodic solutions of non autonomous functional diffe-
rential equations depending on a parameter, Abstr. Appl. Anal. 7 (2002), 279-286.

[87] W. Zhang, W. Feng, J. Yan, J. Song, Existence of nonoscillatory solutions of first-
order linear neutral delay differential equations, Comput. Math. Appl. 49 (2005),
1021-1027.

[88] H. Y. Zhao, M. Feckan, Periodic solutions for a class of differential equations with
delays depending on state, Math. Commun. 23 (2018), 29-42.

[89] H. Y. Zhao, J. Liu, Periodic solutions of an iterative functional differential equation
with variable coefficients, Math. Meth. Appl. Sci 40 (2017), 286-292.

[90] Y. Zhou, B. G. Zhang, Existence of nonoscillatory solutions of higher-order neutral
differential equations with positive and negative Coefficients, Appl. Math. Lett., 15
(2002), 867-874.

B. MaNsourr: mansouri.math@yahoo.fr



	Page de garde de doctorat Mansouri Bouzid.pdf (p.1)
	Thèse final 2019.pdf (p.2-112)

