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Résumé(en arabe)

iv

HP
Typewriter
الهدف الرئيسي من هذه الأطروحة هو إعطاء نظام لجي-معادلات ا لتفاضلية الستوكاستيكية للقيم الذاتية والأشعة الذاتية لنمط جي-وشارت مع الانحراف, معرف عن طريق مصفوفة جي-الحركة البراونية كما في الحالة الكلاسيكية
 
بما أننا لانملك بالضرورة الاستقلالية بين عناصر مصفوفة جي-الحركة البراونية, نفترض في هذا النمودج أن تبايناتها التربيعية معدومة. كما تم الحصول على نتيجة تشير إلى أن القيم الذاتية لا تلتقي أبدا

هذه النتائج هي تمديد للنتائج المحصل عليها من طرف برو (1989( والتي تهتم بدراسة نمط وشارت الكلاسيكي

الكلمات المفتاحية: جي-مصفوفة الحركة البراونية، نمط جي-وشارت ، المصفوفات العشوائية، القيم الذاتية، الأشعة الذاتية




Résumé

L’objectif principal de cette thèse est de donner le système de G−EDS
pour les valeurs propres et les vecteurs propres d’un G−processus de Wi-
shart avec dérive, défini à partir d’un G−mouvement Brownien matriciel
comme dans le cas classique. Puisque on n’a pas nécessairement l’indépen-
dance entre les entrées du G−mouvement Brownien matriciel, on suppose
dans notre modèle que leurs covariances quadratiques sont nulles. Un ré-
sultat intermédiaire qui indique que les valeurs propres ne se rencontrent
jamais a été également obtenu. Ceci étend les résultats de Bru obtenus pour
un processus de Wishart classique (1989).
Mots-clés : G−mouvement Brownien matriciel, G−processus de Wi-

shart, matrices aléatoires, valeurs propres, vecteurs propres.
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Abstract

The main objective of this thesis is to give the system of G−SDEs
for the eigenvalues and the eigenvectors of the G−Wishart process with
drift, defined from a G−Brownian motion matrix as in the classical case.
Since we haven’t necessarily the independence between the entries of the
G−Brownian motion matrix, we assume in our model that their quadratic
co-variations are zero. An intermediate result which states that the eigen-
values never collide was also obtained. This extends Bru’s results obtained
for the classical Wishart process (1989).
Key words : G−Brownian motion matrix, G−Wishart process, ran-

dom matrices, eigenvalues, eigenvectors.
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Introduction

Les matrices aléatoires ont été largement développées ces dernières an-
nées comme une branche des mathématiques, mais aussi comme applica-
tions dans de nombreux domaines de sciences comme la physique, la bio-
logie, la génétique des populations, les finances, la météorologie et l’océa-
nographie, etc...[2]. Le premier ensemble de matrices aléatoires étudié est
l’ensemble de Wishart, introduit par celui-ci [25] en 1928 dans le contexte
de l’analyse de données multivariées. Bien avant Wigner, a introduit les
ensembles gaussiens standards de matrices aléatoires dans la littérature
physique. En physique, les matrices de Wishart sont apparues dans de mul-
tiples domaines notamment en physique nucléaire, en gravité quantique et
aussi dans plusieurs problèmes de physique statistique. D’autre part, de
nombreuses études sur le comportement asymptotique des valeurs propres
de matrices aléatoires ont été réalisées, en particulier par L. Pastur, M.
Shcherbina [34]. Dans un autre contexte, Girko [14] a utilisé la technique
des perturbations pour donner les équations différentielles stochastiques des
valeurs propres et des vecteurs propres pour un processus matriciel avec des
incréments indépendants.
Parallèlement à cela, La notion de G−espérance s’est développée très ré-

cemment et a ouvert la voix à l’introduction de variables aléatoiresG−normales,
du G−mouvement Brownien et plus généralement des G−intégrales sto-
chastiques de type Itô, en vertu de laquelle Peng [38, 39, 41] a introduit éga-
lement la G−normale distribution et le concept du G−mouvement Brow-
nien correspondant. Peng dans [40] et [35] a systématiquement développé
le calcul stochastique sous la G−espérance.
Le G−mouvement Brownien est un processus stochastique avec des in-

créments stationnaires et indépendants et son processus de variation qua-
dratique est, contrairement au cas classique, un processus non déterministe.
De plus, un calcul d’Itô pour le G−mouvement Brownien a été développé
récemment dans [48], [50] et [54].
Dans cette thèse, le but principal est de dériver à partir de l’équa-
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

tion différentielle stochastique (EDS) satisfaite par un processus matriciel
G−Wishart avec dérive, un système des EDS pour ses valeurs propres et
ses vecteurs propres et de prouver que les valeurs propres ne se rencontrent
jamais. Comme dans le cas classique, le processus matriciel G−Wishart
avec dérive est défini par Xt = (Bt + ηt)T (Bt + ηt), où η est une matrice
déterministe et (Bt) est un G−mouvement Brownien matriciel de dimen-
sion n × n, le processus stochastique matriciel Xt prend ses valeurs dans
l’espace des matrices symétriques d’ordre n. En fait, nos résultats sont une
généralisation des travaux réalisés par Bru [5] et par E. Mayerhofer et al
[26] dans le sens que le mouvement Brownien classique est remplacé par
un G−mouvement Brownien. Les principales diffi cultés résident dans les
faits que la G−espérance n’est pas linéaire et que la variation quadratique
〈B〉 n’est pas un processus déterministe. La notion d’indépendance des va-
riables aléatoires par rapport à une espérance non linéaire étant délicate,
on suppose dans notre modèle que

〈
Bij, Bkl

〉
= 0 si (i, j) 6= (k, l) et 〈Bij〉

ne dépend que de j.
Notre thèse est composée de trois chapitres, de deux appendices A et B

et d’une conclusion générale.
le premier chapitre est un rappel de quelques notations de bases et préli-

minaires de l’espérance non linéaire et des espaces d’espérance non linéaire
associés et de certaines définitions qu’on utilisera par la suite à savoir les
notions de distribution et d’indépendance par rapport à une espérance sous
linéaire. On introduit aussi le concept du G−mouvement Brownien et les
G−intégrales stochastiques de type Itô en passant par les définitions et
les propriétés nécessaires, ainsi que le processus à variation quadratique
associé.
Le deuxième chapitre a été consacré à l’étude du G−calcul stochastique

matriciel, où on a adapté ces définitions citées dans le chapitre 1 au cas
matriciel. On a également formulé la G−formule d’Itô dans le cas matriciel.
Le troisième chapitre contient l’essentiel de la thèse, où on trouve les

équations différentielles stochastiques des valeurs propres et des vecteurs
propres d’un processus solution d’une équation différentielle stochastique
gouvernée par un G−mouvement Brownien. A cet effet, une étude parti-
culière a été réalisée concernant le G−processus de Wishart associé à un
G−mouvement Brownien avec dérive ainsi que celui associé à unG−processus
d’Ornstein-Uhlenbeck. Un résultat intermédiaire sur le temps de collision
des valeurs propres a été également prouvé.
Dans l’appendice A on présente quelques notations d’algèbre matricielle

qui seront utilisées tout au long de ce travail.
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Dans l’appendice B on donne quelques notions de base sur le calcul
matriciel et les processus matrices en général.
Enfin, on termine par une conclusion et quelques perspectives.
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Chapitre 1

Notions de base sur le
G−calcul stochastique

Dans ce chapitre, on introduit quelques notations et préliminaires no-
tamment sur la théorie d’espérance sous linéaire, le G−mouvement Brow-
nien lié à la distribution G−normale, qui seront utilisées tout au long de ce
travail. Pour plus de détails, le lecteur pourra se référer à [21, 22, 24, 36, 40, 41, 50, 52].

1.1 Préliminaires

1.1.1 Espérance sous linéaire

Soit Ω un ensemble donné et soit H un espace linéaire de fonctions à
valeurs réelles définies sur Ω, tel que c ∈ H pour chaque constante c et
|X| ∈ H si X ∈ H. H est considéré comme l’espace des variables aléatoires.

Définition 1.1.1 Une espérance sous linéaire sur H est une fonction Ê :
H → R satisfaisant les propriétés suivantes :
Pour tout X, Y ∈ H, on a

1 Monotonicité : Ê [X] ≥ Ê [Y ] si X ≥ Y .

2 Préservation des constantes : Ê [c] = c, pour tout c ∈ R.
3 Sous—additivité : Ê [X]− Ê [Y ] ≤ Ê [X − Y ].

4 Homogénéité positive : Ê [λX] = λÊ [X], pour tout λ ≥ 0.

le triplet
(

Ω,H, Ê
)
est appelé espace d’espérance sous linéaire.

Si seulement (1) et (2) sont satisfaites, Ê est appelée espérance non li-
néaire.

1



CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE SUR LE G−CALCUL
STOCHASTIQUE

Si l’inégalité (3) est une égalité, alors Ê est une espérance linéaire clas-
sique, i.e., Ê est une fonction linéaire satisfaisant (1) et (2).

Remarque 1.1.1 En fait (3) et (4) impliquent la propriété de convexité
suivante :

Ê [αX + (1− α)Y ] ≤ αÊ [X] + (1− α) Ê [Y ] pour α ∈ [0, 1] .

Notons que la propriété (4) est équivalente à la propriété suivante :

Ê[λX] = λ+Ê[X] + λ−Ê[−X] pour λ ∈ R,
où λ+ = max (λ, 0) et λ− = max (−λ, 0) .

Dans toute la suite on désigne par Cl,Lip (Rn) l’espace des fonctions
réelles définies sur Rn telles que

|ϕ (x)− ϕ (y)| ≤ C
(

1 + |x|k + |y|k
)
|x− y| pour tout x, y ∈ Rn,

où k ∈ N∗ et C > 0 dépendant uniquement de ϕ.

Théorème 1.1.1 (c.f. [4, 37]) Soit Ê une espérance sous linéaire définie
sur un espace linéaire H, alors il existe une famille de mesures de probabi-
lités P sur (Ω,B (Ω)) telle que

Ê [X] = sup
P∈P

EP [X] pour X ∈ H,

où B (Ω) désigne la tribu borélienne sur Ω.

Naturellement, on peut définir une capacité de Choquet sur H par
c (A) := sup

P∈P
P (A) , A ∈ B (Ω) ,

Pour plus de détails, le lecteur pourra consulter [8, 17, 18, 24, 55] .

Définition 1.1.2 On dira qu’un ensemble A ∈ B (Ω) est polaire si et seule-
ment si c (A) = 0 et qu’une propriété a lieu quasi-sûrement (q.s. en abrégé)
si elle a lieu en dehors d’un ensemble polaire.

Remarque 1.1.2 Une propriété est vraie q.s. si elle est vraie presque sû-
rement pour chaque P ∈ P.
Grâce à la représentation de la G−espérance et à la notion « quasi-

sûre » introduite, la théorie des processus stochastiques en temps continu
dans le cadre de la G−espérance s’est développée, en particulier la formule
d’Itô, certaines inégalités stochastiques et les équations différentielles sto-
chastiques gouvernées par unG−mouvement Brownien (G−EDS en abrégé)
peuvent être établies dans le sens « quasi-sûre » .
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1.1. PRÉLIMINAIRES

1.1.2 Distributions et indépendance

Parallèlement aux concepts du cadre classique, Peng [36] a établi les
notions de distributions et d’indépendance pour les variables aléatoires dans
ce nouveau contexte. Néanmoins, ces notions sont moins probabilistes mais
plutôt fonctionnelles, et elles s’expriment à l’aide des familles de fonctions
tests de l’espace Cl,Lip (Rn), n ≥ 1.

Définition 1.1.3 Soit X = (X1, ..., Xn) un vecteur aléatoire, où Xi ∈ H,
i = 1, ..., n. La distribution de X est donnée par la fonctionnelle FX [.]
suivante : pour chaque ϕ ∈ Cl,Lip (Rn),

FX [ϕ] := Ê [ϕ (X)] .

Le triplet (Rn, Cl,Lip (Rn) ,FX) forme un espace d’espérance non linéaire.
De plus, si X ′ est un autre vecteur aléatoire n−dimensionnel et pour

chaque ϕ ∈ Cl,Lip (Rn), FX [ϕ] = FX′ [ϕ], X et X ′ sont dits identiquement
distribués.

Remarque 1.1.3 — On peut prouver (voir [4, 21]) qu’il existe une fa-
mille de mesures de probabilité

{
F P
X (.)

}
P∈P définie sur (Rn,B (Rn))

telle que

FX [ϕ] = sup
P∈P

∫
Rn

ϕ (x)F P
X (dx) , pour chaque ϕ ∈ Cl,Lip (Rn) .

— Ainsi FX [ϕ] caractérise l’incertitude de la distribution de X.

Notons que si la distribution FX de X ∈ H n’est pas une espérance
linéaire, alors X a une distribution incertaine. La distribution de X a les
quatres paramètres typiques suivants :

µ = Ê [X] , µ = −Ê [−X] , σ2 = Ê
[
X2
]
et σ2 = −Ê

[
−X2

]
.

Les intervalles
[
µ, µ

]
et [σ2, σ2] caractérisent la moyenne incertaine

et la variance incertaine de X respectivement.

Proposition 1.1.1 Soient X, Y ∈ H telles que Ê [Y ] = −Ê [−Y ] ( i.e., Y
n’a pas une moyenne incertaine). Alors, on a :

Ê [X + αY ] = Ê [X] + αÊ [Y ] .

En particulier, si Ê [Y ] = −Ê [−Y ] = 0, alors Ê [X + αY ] = Ê [X].
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Preuve. On a Ê [αY ] = α+Ê [Y ] + α−Ê [−Y ] = α+ Ê [Y ] − α−Ê [Y ] =
αÊ [Y ] pour α ∈ R.
Ainsi
Ê [X + αY ] ≤ Ê [X] + Ê [αY ] = Ê [X] + αÊ [Y ] = Ê [X]− Ê [−αY ] ≤

Ê [X + αY ].

Proposition 1.1.2 [15] Soit ϕ ∈ Cl,Lip (Rm+n) , X ∈ Hm et Y ∈ Hn un
couple de vecteurs aléatoires définis sur un espace d’espérance sous linéaire(

Ω,H, Ê
)
. Alors on a :

1) Pour tout x ∈ Rm, l’application ϕ (x, .) ∈ Cl,Lip (Rn).
2) L’application Ê [ϕ (., Y )] ∈ Cl,lip (Rm).

Preuve. 1) En effet, pour chaque (x, y) , (u, z) ∈ Rm × Rn, on a

|ϕ (x, y)− ϕ (u, z)| ≤ C |(x, y)− (u, z)|
(

1 + |(x, y)|k + |(u, z)|k
)
,

C > 0, k ∈ N,

et ainsi

|ϕ (x, y)− ϕ (x, z)| ≤ C |y − z|
(

1 + |(x, y)|k + |(x, z)|k
)

≤ C |y − z|
(

1 +
(
|x|2 + |y|2

) k
2 +

(
|x|2 + |z|2

) k
2

)
≤ C |y − z|

(
1 + 2

k
2

(
|x|k + |y|k

)
+ 2

k
2

(
|x|k + |z|k

))
≤ C ′ |y − z|

(
1 +

(
|y|k + |z|k

))
,

où on a utilisé l’inégalité (a+ b)p ≤ 2p (ap + bp) pour a, b ≥ 0 et C ′ =

C max
(

2
k
2 , 1 + 2

k
2

+1 |x|k
)
. Par conséquent, ϕ (x, .) ∈ Cl,lip (Rn) .

2) De même, on a

|ϕ (x, Y )− ϕ (u, Y )| ≤ C |x− u|
(

1 + 2
k
2

(
|x|k + |Y |k

)
+ 2

k
2

(
|u|k + |Y |k

))
,

ce qui implique que∣∣∣Ê [ϕ (x, Y )]− Ê [ϕ (u, Y )]
∣∣∣ ≤ Ê |ϕ (x, Y )− ϕ (u, Y )|

≤ C |x− u|
(

1 + 2
k
2

(
|x|k + Ê

(
|Y |k

))
+ 2

k
2

(
|u|k + Ê

(
|Y |k

)))
≤ C ′′ |x− u|

(
1 + |x|k + |u|k

)
,
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où C ′′ = C max
(

2
k
2 , 1 + 2

k
2

+1Ê
(
|Y |k

))
, ce qui signifie que Ê [ϕ (., Y )] ap-

partient à Cl,lip (Rm) .

Définition 1.1.4 Dans un espace d’espérance sous linéaire
(

Ω,H, Ê
)
, un

vecteur aléatoire Y ∈ Hn est dit indépendant d’un autre vecteur aléatoire
X ∈ Hm sous Ê si

Ê [ϕ (X, Y )] = Ê
[
Ê [ϕ (x, Y )] |x=X

]
, ∀ϕ ∈ Cl,Lip

(
Rm+n

)
.

Définition 1.1.5 Soient X1 et X2 deux vecteurs aléatoires à n−dimension
définis respectivement sur deux espaces d’espérance sous linéaire

(
Ω1,H1, Ê1

)
et
(

Ω2,H2, Ê2

)
. On dira que X1 et X2 sont identiquement distribués et on

notera X1
d
= X2, si

Ê1 [ϕ (X1)] = Ê2 [ϕ (X2)] pour tout ϕ ∈ Cl,Lip (Rn) .

Si X est indépendant de X et X d
= X, alors on dira que X est une copie

de X.

Remarque 1.1.4 Dans un espace d’espérance sous linéaire la condition
"Y est indépendant de X" ne signifie pas automatiquement que "X est
indépendant de Y " (voir [15, 53]).

1.1.3 Distribution G−normale et G−mouvement Brow-
nien

Après la définition de base ci-dessus on introduit maintenant la notion
de la distribution G−normale.

Définition 1.1.6 Un vecteur aléatoire à d−dimension X = (X1, ..., Xd)

dans un espace d’espérance sous linéaire
(

Ω,H, Ê
)
est dit G−normalement

distribué si pour tout a, b ≥ 0 :

aX + bX
d
=
√
a2 + b2X,

où X est une copie indépendante de X, et

G (A) :=
1

2
Ê [〈AX,X〉] : Sd → R,

ici Sd désigne l’ensemble des matrices symétriques d’ordre d.
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Dans [4, 42, 22], l’auteur montre queX = (X1, ..., Xd) estG−normalement
distribué si et seulement si u (t, x) := Ê

[
ϕ
(
x+
√
tX
)]
, (t, x) ∈ [0,∞)×Rd,

ϕ ∈ Cl,Lip
(
Rd
)
est l’unique solution de viscosité de l’équation parabolique

aux dérivées partielles, appelée G−équation de la chaleur, suivante{
∂tu (t, x) = G (Du (t, x)) , (t, x) ∈ [0,∞)× Rd

u (0, x) = ϕ (x)
, (1.1)

où Du (t, x) est la matrice hessienne de u (t, x) .
G (.) : Sd → R est une fonction monotone et sous linéaire sur Sd, à partir

de laquelle on peut déduire qu’il existe un sous ensemble Σ ∈ S+
d fermé,

borné et convexe tel que

G (A) =
1

2
sup
B∈Σ

tr (AB) .

On écrit X ∼ N (0; Σ) .

Remarque 1.1.5 Le cas réel (d = 1) correspond à Σ = [σ2;σ2] et G = Gσ,σ

étant la fonction sous linéaire paramétrée par σ et σ :

G (α) =
1

2

(
σ2α+ − σ2α−

)
, α ∈ R,

où σ2 = Ê [X2] et σ2 = −Ê [−X2] .
Dans ce cas on écrit X ∼ N (0; [σ2;σ2]).

Corollaire 1.1.1 Dans le cas où σ2 = σ2 > 0, N (0; [σ2;σ2]) est juste la
distribution normale classique N (0;σ2).
Preuve. En fait, la solution de l’équation parabolique aux dérivées partielles
∂tu = G (∂2

xxu) , (t, x) ∈ [0,∞)× R avec la condition de Cauchy u (0, x) =
ϕ (x) devient l’équation de la chaleur classique

∂tu =
σ2

2
∂2
xxu, u |t=0 = ϕ,

où la solution est

u (t, x) =
1√

2πσ2t

+∞∫
−∞

ϕ (y) exp

(
−(x− y)2

2σ2t

)
dy.

Ainsi, pour chaque ϕ,

Ê [ϕ (X)] = u (1, 0) =
1√

2πσ2

+∞∫
−∞

ϕ (y) exp

(
− y2

2σ2

)
dy.

6



1.1. PRÉLIMINAIRES

Dans les deux situations suivantes le calcul de Ê [ϕ (X)] est facile :
• (i)Pour tout ϕ convexe, on a

u (t, x) =
1√

2πσ2

+∞∫
−∞

ϕ (y) exp

(
− y2

2σ2

)
dy.

En effet, pour tout t ≥ 0 fixé, remarquons que la fonction u (t, x) =
Ê
[
ϕ
(
x+
√
tX
)]
est convexe, puisque

u (t, αx+ (1− α) y) = Ê
[
ϕ
(
αx+ (1− α) y +

√
tX
)]

≤ αÊ
[
ϕ
(
x+
√
tX
)]

+ (1− α) Ê
[
ϕ
(
y +
√
tX
)]

= αu (t, x) + (1− α)u (t, y) .

Il en résulte que (∂2
xxu)

−
= 0 et par conséquent la G−équation de la

chaleur (1.1) devient

∂tu =
σ2

2
∂2
xxu, u |t=0 = ϕ.

• (ii)Pour tout ϕ concave, on a

u (t, x) =
1√

2πσ2

+∞∫
−∞

ϕ (y) exp

(
− y2

2σ2

)
dy,

en particulier

Ê [X] = Ê [−X] = 0, Ê
[
X2
]

= σ2,−Ê
[
−X2

]
= σ2,

et
Ê
[
X4
]

= 6σ4, − Ê
[
−X4

]
= 6σ4.

On donne maintenant la définition du G−mouvement Brownien
d−dimensionnel.

Définition 1.1.7 Un processus (Bt)t≥0 à d−dimension défini sur
(

Ω,H, Ê
)

est dit G−mouvement Brownien de dimension d (réel dans le cas où d = 1)
si les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) B0 = 0;
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(ii) pour chaque t, s ≥ 0, l’accroissement Bt+s−Bt est N (0; sΣ)−distribué
et est indépendant de (Bt1 , ..., Btn), pour tout n ∈ N et 0 ≤ t1 ≤ ... ≤
tn ≤ t.

On notera

Ba
t := 〈a,Bt〉 pour tout a = (a1, ..., ad)

T ∈ Rd

Selon la définition ci-dessus, on a la proposition suivante qui est impor-
tante dans les développements ultérieurs.

Proposition 1.1.3 (voir [13, 42]) Soit (Bt)t≥0 un G−mouvement Brow-
nien à d−dimension défini sur un espace d’espérance sous linéaire

(
Ω,H, Ê

)
.

Alors (Ba
t )t≥0 est un Ga−mouvement Brownien réel de fonction généra-

trice Ga (α) = 1
2

(
σ2
aaTα

+ − σ2
aaTα

−) où σ2
aaT = Ê

[
〈a,B1〉2

]
et σ2

aaT =

−Ê
[
−〈a,B1〉2

]
.

En particulier, pour tout t, s ≥ 0, Ba
t+s −Ba

t ∼ N
(
0;
[
sσ2

aaT ; sσ2
aaT

])
.

Notons que d’après le cas unidimensionnel, on a pour toute fonction
convexe ϕ

Ê
[
ϕ
(
Ba
t+s −Ba

t

)]
=

1√
2πsσ2

aaT

+∞∫
−∞

ϕ (y) exp

(
− y2

2sσ2
aaT

)
dy,

et pour toute fonction concave ϕ et σ2
aaT > 0, on a

Ê
[
ϕ
(
Ba
t+s −Ba

t

)]
=

1√
2πsσ2

aaT

+∞∫
−∞

ϕ (y) exp

(
− y2

2sσ2
aaT

)
dy.

En particulier d’après Peng [37, 41, 42], on a

Ê
[
(Ba

t −Ba
s )2] = σ2

aaT (t− s) , Ê
[
(Ba

t −Ba
s )4] = 3σ4

aaT (t− s)2 ,

Ê
[
− (Ba

t −Ba
s )2] = −σ2

aaT (t− s) , Ê
[
− (Ba

t −Ba
s )4] = −3σ4

aaT (t− s)2 .
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Chapitre 2

G−calcul stochastique
matriciel

L’objectif de ce chapitre est d’adapter les notions de G−calcul stochas-
tique d’Itô stratonovich au cas matriciel.

2.1 G−Espérance conditionnelle
Dans ce qui suit on identifie chaque matrice carrée d’ordre n à un vecteur

de dimension n2. On considère Ω = C0 (Mn) l’espace des fonctions conti-
nues (ωt)t∈R+ à valeurs dansMn satisfaisant ω0 = 0, muni de la distance
suivante :

ρ
(
ω1, ω2

)
=
∞∑
i=1

2−i
[(

max
t∈[0,i]

∣∣ω1
t − ω2

t

∣∣) ∧ 1

]
, ω1, ω2 ∈ Ω.

Pour tout t ∈ [0;∞), on pose Ωt := {ω.∧t : ω ∈ Ω}. Les espaces des
fonctions Lipschitziennes sur Ω sont notés par :

Lip (Ωt) = {ϕ (Bt1∧t, ...Btm∧t) : t1, ..., tm ∈ [0;∞) , ϕ ∈ Cl,Lip ((Mn)m)} ,

Lip (Ω) =

∞⋃
m=1

Lip (Ωm) .

Ici, on utilise Cl,Lip (Mn) seulement pour la commodité des techniques.
En général, Cl,Lip (Mn) peut être remplacé par l’un des espaces de fonctions
définies surMn suivants.
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•L∞ (Mn) : Espace de fonctions bornées Borel-mesurables,
•Cunif (Mn) : Espace de fonctions bornées et uniformément continues,
•Cb,Lip (Mn) : Espace de fonctions continues, Lipschitziennes et bor-

nées,
•Lip (Mn) : Espace des fonctions Lipschitziennes surMn.
Soit T > 0 un temps fixé. On désigne par LpG (ΩT ), p ≥ 1, l’adhérence

de Lip (ΩT ) par rapport à la norme ‖X‖p,G :=
(
Ê [|X|p]

) 1
p
.

Comme dans Peng [37, 42, 43] et Fan [10] , on construit une espérance
sous linéaire sur (Ω, Lip (Ω)) de telle sorte que le processus canonique
(Bt)t≥0 soit unG−mouvement Brownien de la manière suivante : soit (ξi)

∞
i=1

une suite de vecteurs aléatoires à d−dimension sur un espace d’espérance
sous linéaire

(
Ω, H̃, Ẽ

)
telle que ξi soit G−normalement distribuée et ξi+1

indépendante de (ξ1, ..., ξi) pour tout i = 1, 2, ....
On introduit une espérance sous linéaire Ê définie sur Lip (Ω), via la

procédure suivante : Pour tout X ∈ Lip (Ω) avec

X = ϕ
(
Bt1 −Bt0 , ..., Btm −Btm−1

)
,

pour ϕ ∈ Cl,Lip(Mn)m et pour 0 = t0 < t1 < ... < tm <∞, on pose :

Ê
[
ϕ
(
Bt1 −Bt0 , ..., Btm −Btm−1

)]
= Ẽ

[
ϕ
(√

t1 − t0ξ1, ...,
√
tm − tm−1ξm

)]
.

D’après Peng [35, 36, 41], Ê ainsi définie est une espérance sous linéaire sur
Lip (Ω) et (Bt)t≥0 est un G−mouvement Brownien. Comme Lip (ΩT ) ⊆
Lip (Ω), Ê est également une espérance sous linéaire sur Lip (ΩT ).

Définition 2.1.1 L’espérance conditionnelle de X par rapport à Ωtj est
définie par

Ê
[
X
∣∣Ωtj

]
= ψ

(
Bt1 , Bt2 −Bt1 , ..., Btj −Btj−1

)
(2.1)

où

ψ (x1, ..., xj) = Ẽ
[
ϕ
(
x1, ..., xj,

√
tj+1 − tjξj+1, ...,

√
tm − tm−1ξm

)]
.

Dans toute la suite, on considère le processus canonique (Bt)t≥0 défini

sur
(

Ω, Lip (Ω) , Ê
)
dans le cas où Ω = C0 (Mn).

Voici les principales propriétés de Ê [. |Ωt ] :
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Proposition 2.1.1 (c.f. [37] ) Pour tout X, Y ∈ Lip (Ω), on a :
(i) Si X ≥ Y , alors Ê [X |Ωt ] ≥ Ê [Y |Ωt ].
(ii) Ê [η |Ωt ] = η, pour tout t ∈ [0,+∞) et η ∈ Lip (Ωt).
(iii) Ê [X |Ωt ]− Ê [Y |Ωt ] ≤ Ê [X − Y |Ωt ].
(iv) Ê [ηX |Ωt ] = η+Ê [X |Ωt ] + η−Ê [−X |Ωt ] pour tout η ∈ Lip (Ωt).

(v) Ê
[
Ê [X |Ωt ] |Ωs

]
= Ê [X |Ωt∧s ], en particulier Ê

[
Ê [X |Ωt ]

]
=

Ê [X].

Pour tout X ∈ Lip (Ωt) , Ê [X |Ωt ] = Ê [X], où Lip (Ωt) est l’espace
linéaire des variables aléatoires de la forme

ϕ
(
Bt2 −Bt1 , Bt3 −Bt2 , ..., Btm+1 −Btm

)
,

m = 1, 2, ..., ϕ ∈ Cl.Lip(Mn)m, t1, ..., tm, tm+1 ∈ [t,∞).

Remarque 2.1.1 (ii) et (iii) impliquent que

Ê [X + η |Ωt ] = Ê [X |Ωt ] + η pour n ∈ Lip (Ωt) .

En outre, si Y ∈ Lip (Ω) satisfait Ê [Y |Ωt ] = −Ê [−Y |Ωt ] alors

Ê [X + Y |Ωt ] = Ê [X |Ωt ] + Ê [Y |Ωt ] .

On donne la définition suivante, qui est similaire à celle du cas classique :

Définition 2.1.2 Un vecteur aléatoire à n−dimension Y ∈ (L1
G (Ω))

m est
dit indépendant de Ωt ( t ≥ 0), si pour tout ϕ ∈ Cb,Lip (Mn)m on a

Ê [ϕ (Y ) |Ωt ] = Ê [ϕ (Y )] .

Proposition 2.1.2 Soient X, Y ∈ L1
G (Ω) telles que

Ê [Y |Ωt ] = −Ê [−Y |Ωt ]

pour t ∈ [0, T ] . Alors on a

Ê [X + Y |Ωt ] = Ê [X |Ωt ] + Ê [Y |Ωt ] .

En particulier, si Ê [Y |Ωt ] = Ê [−Y |Ωt ] = 0, alors Ê [X + Y |Ωt ] =
Ê [X |Ωt ].

Preuve. Cela découle des deux inégalités suivantes :

Ê [X + Y |Ωt ] ≤ Ê [X |Ωt ] + Ê [Y |Ωt ] ,

Ê [X + Y |Ωt ] ≥ Ê [X |Ωt ]− Ê [−Y |Ωt ] = Ê [X |Ωt ] + Ê [Y |Ωt ] .

Définition 2.1.3 Un processus (Mt)t≥0 est appelé G−martingale si pour
tout t ∈ [0;T ], Mt ∈ L1

G (Ωt) et pour tout s ∈ [0, t] on a Ê [Mt |Ωs ] = Ms

q.s..
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2.2 G−Intégrales stochastiques
Pour chaque partition {t0, ..., tN} = πT de [0, T ], telle que 0 = t0 < t1 <

... < tN = T , on pose

µ (πT ) = max {|ti+1 − ti| : i = 0, ..., N − 1} .

Définition 2.2.1 SoitMp,0
G (0, T ;R) la collection de processus sous la forme

suivante :

ηt (ω) =
N−1∑
j=0

ξj (ω)1[tj ,tj+1) (t) ,

où ξj ∈ Lip
(
Ωtj

)
; j = 0, ..., N − 1 et

(
πNT
)
est une suite de partitions

de [0, T ] telle que lim
N→∞

µ
(
πNT
)

= 0.

On note par Mp
G (0, T ;R) l’adhérence de Mp,0

G (0, T ;R) sous la norme

‖η‖Mp
G

=

Ê
 T∫

0

|ηs|
p ds

1/p

pour p ≥ 1.

Définition 2.2.2 Pour tout η ∈ M2,0
G (0, T ;R), on définit la G−intégrale

d’Itô par

I (η) =

T∫
0

ηtdB
ij
t :=

N−1∑
l=0

ξl
(
Bij
tl+1
−Bij

tl

)
(2.2)

L’application I : M2,0
G (0, T ;R)→ L2

G (ΩT ) est continue et peut donc se
prolonger par continuité à M2

G (0, T ;R).

On énumère quelques propriétés principales de l’intégrale d’Itô par rap-
port au G−mouvement Brownien

(
Bij
t

)
.

Proposition 2.2.1 Soient η, θ ∈M2
G (0, T ;R) et 0 ≤ s ≤ r ≤ t ≤ T. Alors

on a

(i)
t∫
s

ηudB
ij
u =

r∫
s

ηudB
ij
u +

t∫
r

ηudB
ij
u ,

(ii)
t∫
s

(αηu + θu) dB
ij
u = α

t∫
s

ηudB
ij
u +

t∫
s

θudB
ij
u , si α est bornée dans L

1
G (Ωs) ,

(iii) Ê

[
X +

T∫
r

ηudB
ij
u |Ωs

]
= Ê [X |Ωs ] pour X ∈ L1

G (Ωs) .
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Définition 2.2.3 La variation quadratique de
(
Bij
t

)
t≥0

est définie par la
limite L2

G (ΩT ) suivante

〈
Bij
〉
t

:= lim
µ(πNT )→0

N−1∑
l=0

(
Bij
tl+1
−Bij

tl

)2
=
(
Bij
t

)2 − 2

t∫
0

Bij
s dB

ij
s .

Lemme 2.2.1 Pour tout 0 ≤ s ≤ t ≤ ∞, on a

Ê
[〈
Bij
〉
t
−
〈
Bij
〉
s
|Ωs

]
= σij

2 (t− s) (2.3)

Ê
[
−
(〈
Bij
〉
t
−
〈
Bij
〉
s

)
|Ωs

]
= −σij2 (t− s) (2.4)

Preuve. D’après la définition de 〈Bij〉 et la proposition (2.2.1) (iii) , on a

Ê
[〈
Bij
〉
t
−
〈
Bij
〉
s
|Ωs

]
= Ê

(Bij
t

)2 −
(
Bij
s

)2 − 2

t∫
s

Bij
u dB

ij
u |Ωs


= Ê

[(
Bij
t

)2 −
(
Bij
s

)2 |Ωs

]
= σij

2 (t− s) .

l’égalité (2.4) peut être prouvée de manière analogue en utilisant le fait

que Ê
[
−
((
Bij
t

)2 − (Bij
s )
)
|Ωs

]
= −σij2 (t− s) .

Définition 2.2.4 L’intégrale d’un processus η ∈M1,0
G (0, T ;R) par rapport

à 〈Bij〉t est définie par

Q (η) =

T∫
0

ηtd
〈
Bij
〉
t

:=

N−1∑
l=0

ξl

(〈
Bij
〉
tl+1
−
〈
Bij
〉
tl

)
(2.5)

L’application Q : M1,0
G (0, T ;R)→ L1

G (ΩT ) est continue et peut donc se
prolonger par continuité à M1

G (0, T ;R).

Corollaire 2.2.1 ( voir [42, 52] ) Pour tout 0 ≤ s ≤ t ≤ T , on a

σ2
ijt ≤

(〈
Bij
〉
t+s
−
〈
Bij
〉
s

)
≤ σij

2t.

Proposition 2.2.2 Pour tout η ∈M2
G (0, T ;R) fixé, on a

13



CHAPITRE 2. G−CALCUL STOCHASTIQUE MATRICIEL

1.

σij
2Ê


T∫
0

η2
t dt

 ≤ Ê




T∫
0

ηt dB
ij
t


2 ≤ σij

2Ê


T∫
0

η2
t dt

 (2.6)

2.

Ê

 t∫
0

ηsdB
ij
s

2 = Ê

 t∫
0

η2
sd
〈
Bij
〉
s

 .
Preuve. Tout d’abord, on a

Ê




T∫
0

ηtdB
ij
t


2 = Ê


tN−1∫

0

ηtdB
ij
t + ξN−1

(
Bij
tN
−Bij

tN−1

)2


= Ê



tN−1∫

0

ηt dB
ij
t


2

+ ξ2
N−1

(
Bij
tN
−Bij

tN−1

)2
+

2


tN−1∫

0

ηt dB
ij
t

 ξN−1

(
Bij
tN
−Bij

tN−1

)
= Ê



tN−1∫

0

ηtdB
ij
t

2

+ ξ2
N−1

(
Bij
tN
−Bij

tN−1

)2




...

= Ê

[
N−1∑
i=0

ξ2
i

(
Bij
ti+1 −B

ij
ti

)2

]

= Ê

[
N−1∑
i=0

η2
i

(〈
Bij
〉
ti+1
−
〈
Bij
〉
ti

)]
.

D’après le corollaire (2.2.1), on a

σij
2 (ti+1 − ti) ≤

(〈
Bij
〉
ti+1
−
〈
Bij
〉
ti

)
≤ σij

2 (ti+1 − ti)

14



2.3. G−FORMULE D’ITÔ

et en multipliant membre à membre par (η2
i ), on obtient

σij
2η2
i (ti+1 − ti) ≤ η2

i

(〈
Bij
〉
ti+1
−
〈
Bij
〉
ti

)
≤ σij

2η2
i (ti+1 − ti) ,

d’où

Ê

[
N−1∑
i=0

σij
2η2
i (ti+1 − ti)

]
≤ Ê

[
N−1∑
i=0

η2
i

(〈
Bij
〉
ti+1
−
〈
Bij
〉
ti

)]
≤ Ê

[
N−1∑
i=0

σij
2η2
i (ti+1 − ti)

]
,

par suite

σij
2Ê


T∫
0

η2
t dt

 ≤ Ê




T∫
0

ηt dB
ij
t


2 ≤ σij

2Ê


T∫
0

η2
t dt

 .

Remarque 2.2.1 Contrairement au cas classique, le processus de co-variation
quadratique de B n’est pas toujours un processus déterministe et il peut être
formulé en L2

G (ΩT ) par

〈
Bij, Bkl

〉
t

:= Bij
t B

kl
t −

t∫
0

Bij
s dB

kl
s −

t∫
0

Bkl
s dB

ij
s .

2.3 G−Formule d’Itô
On donne maintenant la G−formule d’Itô dans un cadre général. (voir

[23, 43] pour le cas vectoriel). Dans la suite, nous adoptons souvent la
convention de notation d’Einstein [23].

Théorème 2.3.1 [29] Soit ϕ une fonction de classe C2 sur Mn de telle
sorte que ∂xpqϕ, ∂2

xp′q′xpq
ϕ ∈ Cb,Lip (Mn). Soit X = (X ij) un processus d’Itô

matriciel sur [0, T ] avec

Xpq
t = Xpq

0 +

t∫
0

αpq (s) ds+

t∫
0

θpqijkl (s) d
〈
Bij, Bkl

〉
s

+

t∫
0

βpqkl (s) dBkl
s (2.7)

15



CHAPITRE 2. G−CALCUL STOCHASTIQUE MATRICIEL

où αpq, θpqijkl ∈ M1
G (0, T ) et βpqkl ∈ M2

G (0, T ). Alors pour tout t ∈ [0, T ],
on a, q.s.,

ϕ (Xt)− ϕ (X0) =

t∫
0

∂xpqϕ (Xu) β
pq
kl (u) dBkl

u (2.8)

+

t∫
0

∂xpqϕ (Xu)α
pq (u) du

+

t∫
0

[
∂xpqϕ (Xu) θ

pq
ijkl (u)

+
1

2
∂2
xp′q′xpq

ϕ (Xu) β
pq
ij (u) βp

′q′

kl (u)

]
d
〈
Bij, Bkl

〉
u
.

Remarque 2.3.1 Notons que cette formule reste valide si X n’est pas une
matrice carrée.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théorème (2.3.1) .
Dans toute la suite, on pose :

dXpq
t dX

mn
t =

∑
i,j,k,l

βpqijt βmnklt d
〈
Bij, Bkl

〉
t
.

Corollaire 2.3.1 1. La formule d’intégration par parties suivante a lieu :

d (Xpq
t X

mn
t ) = dXpq

t X
mn
t +Xpq

t dX
mn
t + dXpq

t dX
mn
t (2.9)

2. On a d 〈Xpq
t , X

mn
t 〉 = dXpq

t dX
mn
t .

16



2.3. G−FORMULE D’ITÔ

Preuve.

1. La G−formule d’Itô appliquée avec ϕ (x, y) = xy, donne

d (Xpq
t X

mn
t ) =

(
∂ϕ(Xpq

t ,Xmn
t )

∂x
αpq (t) +

∂ϕ(Xpq
t ,Xmn

t )
∂y

αmn (t)

)
dt

+

(
∂ϕ(Xpq

t ,Xmn
t )

∂x
βpqkl (t) +

∂ϕ(Xpq
t ,Xmn

t )
∂y

βmnkl (t)

)
dBkl

t

+

(
∂ϕ(Xpq

t ,Xmn
t )

∂x
θpqijkl (t) +

∂ϕ(Xpq
t ,Xmn

t )
∂y

θmnijkl (t) +

∂2ϕ(Xpq
t ,Xmn

t )
∂x∂y

βpqkl (t) βmnkl (t)

)
d
〈
Bij, Bkl

〉
t

= Xmn
t αpq (t) dt+Xmn

t βpqkl (t) dBkl
t

+Xmn
t θpqijkl (t) d

〈
Bij, Bkl

〉
t

+Xpq
t α

mn (t) dt+Xpq
t β

mn
kl (t) dBkl

t

+Xpq
t θ

mn
ijkl (t) d

〈
Bij, Bkl

〉
t

+βpqkl (t) βmnkl (t) d
〈
Bij, Bkl

〉
t

= Xmn
t dXpq

t +Xpq
t dX

mn
t + βpqkl (t) βmnkl (t) d

〈
Bij, Bkl

〉
t
.

2. Provient des égalités suivantes :

dBij
t dB

kl
t = d

〈
Bij, Bkl

〉
t
,

dtdBij
t = dtd

〈
Bij, Bkl

〉
t

= 0.

Remarque 2.3.2 Dans ce qui suit, on écrit 〈Bij〉t au lieu de 〈Bij, Bij〉t .

Définition 2.3.1 Comme dans le cas classique, on définit l’intégrale de
Stratonovich ◦ pour deux processus d’Itô matrices X et Y :

X ◦ dY = XdY +
1

2
dXdY et dX ◦ Y = dXY +

1

2
dXdY,

où dXdY est le produit matriciel.

La proposition suivante a lieu.

Proposition 2.3.1 [16] Soient X et Y deux processus matriciels d’Itô.
Alors on a

17



CHAPITRE 2. G−CALCUL STOCHASTIQUE MATRICIEL

(i) La formule d’intégration par parties :

d (XY ) = XdY + dXY + dXdY (2.10)

(ii)

d (XY ) = dX ◦ Y +X ◦ dY (2.11)

dX ◦ (Y Z) = (dX ◦ Y ) ◦ Z (2.12)

ZY ◦ dX = Z ◦ (Y ◦ dX)

et
(X ◦ dY )T = dY T ◦XT (2.13)

Y T désigne la transposée de la matrice Y

Preuve. Soient X, Y, Z des processus matrices d’Itô.
(i) Pour tout i, j ∈ 1, n, on a

d (XY )ij = d

(∑
k

X ikY kj

)
=
∑
k

d
(
X ikY kj

)
=

∑
k

(
dX ikY kj +X ikdY kj + dX ikdY kj

)
= (dXY )ij + (XdY )ij + (dXdY )ij ,

d’où
d (XY ) = XdY + dXY + dXdY.

(ii)Par un calcul simple, on trouve

dX ◦ Y +X ◦ dY = dXY +
1

2
dXdY +XdY +

1

2
dXdY

= dXY +XdY + dXdY = d (XY ) .

On a

dX ◦ (Y Z) = dX (Y Z) +
1

2
dXd (Y Z)

= dX (Y Z) +
1

2
dX (dY Z + Y dZ) .

18



2.3. G−FORMULE D’ITÔ

D’autre part

(dX ◦ Y ) ◦ Z =

(
dXY +

1

2
dXdY

)
◦ Z

= dX (Y Z) +
1

2
dXdY Z +

1

2

(
dXY dZ +

1

2
dXdY dZ

)
= dX (Y Z) +

1

2
dX (dY Z + Y dZ) ,

d’où (2.12). L’égalité ZY ◦ dX = Z ◦ (Y ◦ dX) se démontre de la même
manière.
La formule (2.13) provient de la définition de l’intégrale de Stratonovich

et du fait que
(dXdY )T = dY TdXT .
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Chapitre 3

G−équations différentielles
stochastiques matricielles d’un
G−processus de Wishart

Les matrices de Wishart constituent un autre ensemble de matrices
aléatoires voisin des ensembles gaussiens. Ces matrices se rencontrent dans
de nombreux problèmes d’analyse de données statistiques mais aussi dans
des contextes plus inattendus comme les modèles de marcheurs aléatoires
vicieux ou dans des problèmes d’interaction quantique pour des états aléa-
toires. Les matrices de Wishart ont été introduites initialement en statis-
tique mécanique, elles représentent des matrices de covariance de données
statistiques. Elles jouent en particulier un rôle très important dans la tech-
nique dite d’analyse de composantes principales [31]. Pour plus de détails
sur les matrices de Wishart et leurs propriétés, le lecteur pourra se référer à
[1, 7, 9, 12, 26, 27]. Dans ce chapitre, on considère un processus de Wishart
avec dérive défini comme dans le cas classique à l’aide d’un G−mouvement
Brownien matriciel et on s’intéresse aux EDS des valeurs propres et des
vecteurs propres.

3.1 Description du modèle (G−Wishart avec
dérive)

Dans le reste de cette thèse, on suppose que B satisfait l’hypothèse
suivante :

(A) Il existe un processus réel et croissant bj tel que
〈
Bij, Bkl

〉
t

= δikδjlb
j
t
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3.1. DESCRIPTION DU MODÈLE (G−WISHART AVEC DÉRIVE)

q.s. pour chaque i, j, k, l ∈ 1, n, où δuv est le symbole de Kronecker.

On a alors σ2t ≤ bjt ≤ σ2t où σ := max
i,j

σij et σ := min
i,j
σij. Notons que

dans le cas classique, l’hypothèse (A) est satisfaite avec bjt = t pour tout
t ∈ [0, T ].

Définition 3.1.1 [29] Un G−processus de Wishart avec dérive est défini
par Xt = (Bt + ηt)T (Bt + ηt), où η est une matrice déterministe.

Remarque 3.1.1 Notons que si B est le mouvement Brownien classique,
alors X n’est autre que le processus de Wishart classique avec dérive, qui ap-
paraissait dans de nombreuses applications telles que la technologie des com-
munications, la physique nucléaire, la chromodynamique quantique etc....

On voudrait trouver les équations différentielles stochastiques des va-
leurs propres et des vecteurs propres d’un G−processus de Wishart avec
dérive. Notre approche est similaire à celle utilisée dans [5, 16]. L’idée est
simplement de poser

Mt = Bt + ηt.

On a alors
Xt = MT

t Mt,

et

dXt = dMT
t Mt +MT

t dMt + dMT
t dMt (3.1)

=
(
dBT

t + ηTdt
)
Mt +MT

t (dBt + ηdt) + dBT
t dBt

= dBT
t Mt +MT

t dBt +
(
ηTMt +MT

t η
)
dt+ dBT

t dBt

Notons que grâce à l’hypothèse (A) on a
(
dBT

t dBt

)ij
=
∑
k

dBkidBkj =∑
k

δkkδijdb
i = nδijdb

i.

Proposition 3.1.1 [29] On a

dX ii = 2
√
X iidκi + 2

(
ηTM

)ii
dt+ ndbi ; i = 1, ..., n (3.2)

où les κi sont des G−mouvements Browniens, tels que 〈κi, κj〉 = δijb
j

pour tout i, j.
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CHAPITRE 3. G−ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
STOCHASTIQUES MATRICIELLES D’UN G−PROCESSUS DE

WISHART

Preuve. Remarquons que

dX ii =
∑
k

(
dBkiMki +MkidBki

)
+
∑
k

(
ηkiMki +Mkiηki

)
dt+

∑
k

dBkidBki,

par suite

dX iidX ii =
∑
k

(
dBkiMki +MkidBki

)∑
l

(
dBliM li +M lidBli

)
= 4

∑
k,l

MkiM liδklδiidb
i = 4

∑
k

MkiMkidbi

= 4X iidbi,

d’où

dX ii = 2
√
X iidκi + 2

(
ηTM

)ii
dt+ ndbi ; i = 1, ..., n,

où les κi sont des G−mouvements Browniens, tels que 〈κi, κj〉 = δijb
j

pour tout i, j.

3.2 G−équations différentielles stochastiques
des valeurs propres

Dans ce qui suit, soit HT
t XtHt = Λt := diag (λi (t)) la forme de dia-

gonalisation de Xt, où Ht est une matrice orthonormale. Le résultat sui-
vant est l’équivalent du théorème 18.5.1.[14], prouvé dans le contexte li-
néaire pour un processus matriciel avec des incréments indépendants. Soit
τ = inf

{
t ≥ 0 : λj (t)− λi (t) = 0, i, j ∈ 1, n

}
le premier temps de collision

des valeurs propres.

Théorème 3.2.1 [29] Supposons qu’à l’instant t = 0, toutes les valeurs
propres sont distinctes. Alors le processus des valeurs propres vérifie l’équa-
tion différentielle stochastique suivante

dλi = 2
√
λi
∑
l

H lidvl + 2 (ηH)ii
√
λidt (3.3)

+
∑
l

(
H li
)2
dbl

[∑
p 6=i

λp
λi−λp + n

]
+λi

∑
p 6=i

1
λi−λp

∑
l

(
H lp
)2
dbl

où v1, ..., vn sont des G−mouvements Browniens, satisfaisant 〈vi, vj〉 =
δijb

j pour tout i, j ∈ 1, n.
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3.2. G−ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES STOCHASTIQUES DES
VALEURS PROPRES

Preuve. Comme(
dMTdM

)ij
=

(
dBTdB

)ij
=
∑
k

dBkidBkj

= nδijdb
i,

alors

dX ij =
∑
p

(
MpjdBpi +MpidBpj

)
+
∑
p

(
ηpiMpj +Mpiηpj

)
dt+ nδijdb

i.

Il résulte que

dX ijdXkm =
∑
p

(
MpjdBpi +MpidBpj

)∑
q

(
M qmdBqk +M qkdBqm

)
=

∑
p,q

MpjM qmdBpidBqk +
∑
p,q

MpjM qkdBpidBqm

+
∑
p,q

MpiM qmdBpjdBqk +
∑
p,q

MpiM qkdBpjdBqm

=
∑
p,q

MpjM qmδpqδikdb
i +
∑
p,q

MpjM qkδpqδimdb
i

+
∑
p,q

MpiM qmδpqδjkdb
j +
∑
p,q

MpiM qkδpqδjmdb
j

=
(
Xjmδik +Xjkδim

)
dbi +

(
X imδjk +X ikδjm

)
dbj.

Comme dans [5, 16, 49], on a dΛ = dN − dA ◦ Λ + Λ ◦ dA, et

Λ = HTXH,

d’où
dΛ = d

(
HTXH

)
(3.4)

D’après la formule (3.4) et les propriétés de l’intégrale d’Itô Stratonovich,
on peut écrire

dΛ = dHT ◦ (XH) +HT ◦ d (XH)

=
(
dHT ◦X

)
◦H +HT ◦ (dX ◦H +X ◦ dH)

=
(
dHT ◦X

)
◦H +HT ◦ dX ◦H +HT ◦X ◦ dH,

d’où en posant dN = HT ◦ dX ◦H,

dΛ =
(
dHT ◦HΛHT

)
◦H + dN +HT ◦HΛHT ◦ dH,
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WISHART

et d’après la formule (2.12) et le fait que ZY ◦ dX = Z ◦ (Y ◦ dX), on
obtient :

dΛ = dN + dHT ◦HΛ +HTHΛHT ◦ dH
= dN + dHT ◦HΛ + ΛHT ◦ dH
= dN + dHT ◦H ◦ Λ + Λ ◦HT ◦ dH
= dN − dA ◦ Λ + Λ ◦ dA,

où A est la matrice logarithme stochastique de H définie par

dA = HT ◦ dH.

Comme les éléments diagonaux de la matrice Λ ◦ dA − dA ◦ Λ sont nuls,
alors on a dλi = dN ii et 0 = dN ij + (λi − λj) dAij, si i 6= j. Ainsi, sur
{t < τ} [16, 29] ,

dAij =
1

λj − λi
dN ij (3.5)

Comme dN = HTdXH + 1
2

(
HTdXdH + dHTdXH

)
, il résulte alors que la

partie G−martingale de dN est égale à la partie G−martingale de HTdXH
donnée par :

dN ijdNkm =
(
HTdXH

)ij (
HTdXH

)km
=

∑
p,q

HpidXpqHqj
∑
p′,q′

Hp′kdXp′q′Hq′m

=
∑

p,q,p′,q′

HpiHqjHp′kHq′m
[(
Xqq′δpp′ +Xqp′δpq′

)
dbp

+
(
Xpq′δqp′ +Xpp′δqq′

)
dbq
]

=
∑
q,q′

HqjXqq′Hq′m
∑
p

HpiHpkdbp

+
∑
q,p′

HqjXqp′Hp′k
∑
p

HpiHpmdbp

+
∑
p,q′

HpiXpq′Hq′m
∑
q

HqjHqkdbq

+
∑
p,p′

HpiXpp′Hp′k
∑
q

HqjHqmdbq
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VALEURS PROPRES

d’où

dN ijdNkm = Λjm
∑
p

HpiHpkdbp + Λjk
∑
p

HpiHpmdbp (3.6)

+Λim
∑
q

HqjHqkdbq + Λik
∑
q

HqjHqmdbq

D’aprés la formule (3.6), il s’ensuit que

dN iidN jj = 4Λij
∑
p

HpiHpjdbp (3.7)

La partie à variation finie dF de dN est

dF = HT
(
ηTM +MTη

)
Hdt,

Comme M = Λ
1
2HT , alors

dF =
(
HTηTΛ

1
2HTH +HTHΛ

1
2ηH

)
dt

=
(
HTηTΛ

1
2 + Λ

1
2ηH

)
dt

et comme (
Λ

1
2ηH

)ii
=

∑
pq

(
Λip
) 1
2 ηpqHqi =

∑
pq

√
λiδipη

pqHqi

=
√
λi (ηH)ii ,

alors
dF ii = 2

√
λi (ηH)ii dt (3.8)

Maintenant, on calcule la partie intégrale dQ par rapport à dbide dN :

dQ = HTdBTdBH +
1

2
HTdXdH +

1

2
dHTdXH

= HTdBTdBH +
1

2

((
dHTH

) (
HTdXH

)
+
(
HTdXH

) (
HTdH

))
= HTdBTdBH +

1

2

(
dNdA+ (dNdA)T

)
.

En utilisant le fait que(
HTdBTdBH

)ij
=
∑
p,q

Hpi
(
dBTdB

)pq
Hqj,
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et que (
dBTdB

)pq
=
∑
l

dBlpdBlq =
∑
l

δpqdb
p = nδpqdb

p,

on en déduit que (
HTdBTdBH

)ij
= n

∑
p

HpiHpjdbp (3.9)

D’autre part, on a

(dNdA)ij =
∑
p

dN ipdApj =
∑
p 6=j

dN ip 1

λj − λp
dNpj (3.10)

=
∑
p6=j

1

λj − λp

[∑
l

H liH lpdblΛpj +
∑
l

H liH ljdblΛpp

+
∑
l

H lpH lpdblΛij +
∑
l

H lpH ljdblΛip

]

=
∑
p6=j

1

λj − λp

[∑
l

H liH ljdblΛpp +
∑
l

(
H lp
)2
dblΛij

+
∑
l

H lpH ljdblΛip

]

=
∑
p6=j

1

λj − λp

[
λp
∑
l

H liH ljdbl + λiδij
∑
l

(
H lp
)2
dbl

+λiδip
∑
l

H lpH ljdbl

]

Il résulte des formules (3.9) et (3.10) que

dQii =
∑
l

(
H li
)2
dbl

[∑
p 6=i

λp
λi − λp

+ n

]
+ λi

∑
p6=i

1

λi − λp

∑
l

(
H lp
)2
dbl.

Par suite
dλi = 2

√
λi
∑
l

H lidvl + dF ii + dQii,

d’où le résultat désiré.
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Corollaire 3.2.1 [29] Supposons que bi = b pour chaque i = 1, ..., n. Alors,
on a les équations différentielles stochastiques suivantes : Pour t < T0 :=
inf {t : det (Xt) = 0}
1.

d (tr (Xt)) = 2
√
tr (Xt)dγt + 2tr

(
ηT
√
Xt

)
dt+ n2dbt (3.11)

2.

d (det (Xt)) = 2 detXt

√
tr
(
X−1
t

)
dβt + 2 detXttr

(
ηHX

− 1
2

t H
)
dt

+ detXttr
(
X−1
t

)
dbt (3.12)

3.

d (log (det (Xt))) = 2
√
tr
(
X−1
t

)
dβt+2tr

(
ηHX

− 1
2

t H
)
dt−tr

(
X−1
t

)
dbt

(3.13)

4. pour r ∈ R,

d (det (Xt)
r) = 2r (detXt)

r
√
tr
(
X−1
t

)
dβt (3.14)

+2r (detXt)
r tr
(
ηHX

− 1
2

t H
)
dt

+r (2r − 1) (detXt)
r tr
(
X−1
t

)
dbt

où γ (resp. β) est un G−mouvement Brownien réel, tel que 〈γ〉 = b
(resp. 〈β〉 = b).

Remarque 3.2.1 Il est aisé de déduire de ce corollaire, l’analogue de ces
EDS dans le cas classique qui ont été obtenues par Demni [6].

Preuve.
(1) En utilisant la formule (3.2), on obtient

d (tr (Xt)) = d

(∑
i

X ii
t

)
,

d’où d’après la G−formule d’Itô,

d (tr (Xt)) =
∑
i

dX ii
t

=
∑
i

(
2
√
X iidκi + 2

(
ηTM

)ii
dt+ ndb

)
.
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D’autre part, comme la variation quadratique de tr (X) est

4
∑
i

X iidb = 4tr (X) db,

alors

d (tr (Xt)) = 2
√
tr (Xt)dγt + 2tr

(
ηT
√
Xt

)
dt+ n2dbt.

(2) Remarquons qu’en utilisant la formule (3.3) ,

dλi = 2
√
λidv

i + 2 (ηH)ii
√
λidt+

[∑
p 6=i

λp + λi
λi − λp

+ n

]
db.

En utilisant la G−formule d’Itô, on obtient

d (detX) =
∑
i

detX

λi
dλi +

1

2

∑
i 6=j

detX

λiλj
dλidλj.

Rappelons que dλidλj = 4
√
λi
√
λjδijdb, il en résulte que

d (detX) = detX
∑
i

dλi
λi

= detX
∑
i

2
dvi√
λi

+ 2 detX
∑
i

(ηH)ii√
λi

dt

+ detX
∑
i

1

λi

[∑
p 6=i

λp + λi
λi − λp

+ n

]
db.

Comme

∑
i

(ηH)ii√
λi

=
∑
i

(ηH)ii
(

Λ−
1
2

)ii
=
∑
i

(
ηHΛ−

1
2

)ii
= Tr

(
ηHΛ−

1
2

)
= Tr

(
ηHX−

1
2H
)
,
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alors

∑
i

1

λi

[∑
p 6=i

λp + λi
λi − λp

+ n

]
=

∑
i

n

λi
+
∑
i

∑
p 6=i

1

λi

(
λp + λi
λi − λp

)
= nTr

(
X−1

)
+
∑
i

∑
p 6=i

(
−1

λi
+

2

λi − λp

)
= nTr

(
X−1

)
− (n− 1)Tr

(
X−1

)
+2
∑
i

∑
p 6=i

1

λi − λp
= Tr

(
X−1

)
.

On peut facilement vérifier par récurrence que
∑
i

∑
p 6=i

1
λi−λp = 0. La

variation quadratique de detX est alors égale à

4 (detX)2
∑
i,j

1√
λi

1√
λj
δijdb = 4 detX2Tr

(
X−1

)
db,

d’où le résultat souhaité (3.12).

Pour obtenir les équations (3.13) et (3.14), il suffi t d’appliquer laG−formule
d’Itô et utiliser le fait que la variation quadratique de detX est égale
4 (detX)2 Tr (X−1) db.

Notons que dans [32], les auteurs traitent le cas des mouvements Brow-
niens d’ellipsoïdes de Dynkin avec des méthodes analogues. Ils dérivent
les équations différentielles stochastiques correspondantes et obtiennent un
théorème de non collision des valeurs propres (voir aussi [47, IV.361]).

3.3 G−équations différentielles stochastiques
des vecteurs propres

L’objectif de ce paragraphe est d’étendre les résultats obtenus par Bru
[5], concernant les équations différentielles stochastiques des vecteurs propres
de Xt.
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Proposition 3.3.1 [5, 49] La matrice Ht satisfait :

dH = H ◦ dA = HdA+
1

2
HdAdA.

Preuve. On a

dA = HT ◦ dH
= HTdH +

1

2
dHTdH.

En multipliant cette égalité à gauche par H et en ajoutant 1
2
dHdA aux

deux membres, on trouve

HdA+
1

2
dHdA = dH +

1

2
HdHTdH +

1

2
dHdA.

D’une part on a

1

2

(
HdHTdH + dHdA

)
=

1

2

(
HdHTdH + dH

(
HTdH +

1

2
dHTdH

))
=

1

2

(
HdHT + dHHT

)
dH,

d’autre part

0 = dI = d
(
HHT

)
= HdHT + dHHT + dHdHT ,

d’où
HdHT + dHHT = −dHdHT ,

et
1

2

(
HdHTdH + dHdA

)
= −1

2
dHdHTdH = 0,

qui entraine que

dH = H ◦ dA = HdA+
1

2
HdAdA.

Théorème 3.3.1 [29] Les vecteurs propres de Xt satisfont les équations
suivantes

dH ij =
∑
k 6=j

H ik 1
λj−λk

(√
λk
∑
l

H ljdβjl +
√
λj
∑
l

H lkdβkl
)

+ 1
2

∑
k

H ikdV kj

(3.15)
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où

dV kj =
∑

p 6=j,p6=k

1
(λp−λk)(λj−λp)

[
λp
∑
l

H lkH ljdbl + δkjλk
∑
l

H lpH lpdbl
]
(3.16)

et
(
βij
)
est un G−mouvement Brownien matriciel satisfaisant l’hypothèse

(A) .

Preuve. Pour trouver les EDS pour Ht sur {t < τ} , on déduit de la défi-
nition de dA que

dH = H ◦ dA = HdA+
1

2
HdAdA,

d’où

dH ij =
∑
k

H ikdAkj +
1

2

∑
k

H ik (dAdA)kj .

On a pour i 6= j, d’après la formule (3.6),

dN ijdN ij = λi
∑
l

(
H lj
)2
dbl + λj

∑
l

(
H li
)2
dbl,

ce qui implique que

dN ij =
√
λi
∑
l

H ljdβjl +
√
λj
∑
l

H lidβil,

où
(
βil
)
est un G−mouvement Brownien matriciel satisfaisant l’hypo-

thèse (A). Il s’ensuit que

dAij =
1

λj − λi

(√
λi
∑
l

H ljdβjl +
√
λj
∑
l

H lidβil

)
.
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Calculons maintenant (dAdA)ij. On a

(dAdA)ij =
∑
p

dAipdApj

=
∑

p 6=j,p6=i

1

(λp − λi) (λj − λp)
dN ipdNpj

=
∑

p 6=j,p6=i

1

(λp − λi) (λj − λp)

[∑
l

H liH lpdblΛpj

+
∑
l

H liH ljdblΛpp +
∑
l

H lpH lpdblΛij +
∑
l

H lpH ljdblΛip

]

=
∑

p 6=j,p6=i

1

(λp − λi) (λj − λp)

[
λp
∑
l

H liH ljdbl

+δijλi
∑
l

H lpH lpdbl

]
,

d’où le résultat désiré.

Exemple 3.3.1 On considère le cas du processus de Wishart classique,
qui correspond à η = 0 et Xt = BT

t Bt où (Bt) est le mouvement Brownien
matrice classique. Il a été démontré dans [5] que

dλi = 2
√
λidv

i +

[∑
p 6=i

λp + λi
λi − λp

+ n

]
dt,

où vi sont des mouvements Browniens classiques. On peut obtenir cette
formule à partir de la formule (3.3) avec bit = t et le fait que

∑
l

(
H li
)2

= 1.

Il en est de même pour les EDS satisfaites par les vecteurs propres.

3.4 Cas du G−processus d’Ornstein-Uhlenbeck
[19, 33] Si on considère le G−processus de Wishart Xt = Y T

t Yt où Y
est le G−processus matrice d’Ornstein-Uhlenbeck, qui est la solution de la
G−équation différentielle stochastique

dYt = −1

2
Ytdt+ adBt, a > 0,
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où B est le G−mouvement Brownien satisfaisant l’hypothèse (A) . On
a alors le théorème suivant :

Théorème 3.4.1 Supposons qu’à l’instant t = 0, toutes les valeurs propres
sont distinctes. Alors le processus des valeurs propres vérifie l’équation dif-
férentielle stochastique suivante

dλi = 2a
√
λi
∑
l

H lidvl − λidt (3.17)

+a2

[∑
p 6=i

λp
λi−λp + n

]∑
l

(
H li
)2
dbl

+a2λi
∑
p 6=i

1
λi−λp

∑
l

(
H lp
)2
dbl

où v1, ..., vn sont des G−mouvements Browniens, satisfaisant 〈vi, vj〉 =
δijb

j pour chaque i, j ∈ 1, n.

Preuve. De la même manière que celle adoptée pour le cas duG−processus
de Wishart avec dérive, on a

dXt = dY T
t Yt + Y T

t dYt + dY T
t dYt

=

(
−1

2
Y T
t dt+ adBT

t

)
Yt + Y T

t

(
−1

2
Ytdt+ adBt

)
+ a2dBT

t dBt

= −1

2
Xtdt+ adBT

t Yt +−1

2
Xtdt+ aY T

t dBt + a2dBT
t dBt

= −Xtdt+ a
(
dBT

t Yt + Y T
t dBt

)
+ a2dBT

t dBt,

d’où

dX ijdXkm = a2

[∑
p

(
dBpiY pj + Y pidBpj

)∑
q

(
dBqkY qm + Y qkdBqm

)]

= a2

[(∑
p,q

Y pjY qmδpqδik +
∑
p,q

Y pjY qkδpqδim

)
dbi

+

(∑
p,q

Y piY qmδpqδjk +
∑
p,q

Y piY qkδpqδjm

)
dbj

]
= a2

[(
Xjmδik +Xjkδim

)
dbi +

(
X imδjk +X ikδjm

)
dbj
]
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et on a

dN ijdNkm =
∑
p,q

HpidXpqHqj
∑
p′,q′

Hp′kdXp′q′Hq′m

=
∑

p,q,p′,q′

HpiHqjHp′kHq′ma2
[(
Xqq′δpp′ +Xqp′δpq′

)
dbp

+
(
Xpq′δqp′ +Xpp′δqq′

)
dbq
]

= a2

[
Λjm

∑
p

HpiHpkdbp + Λjk
∑
p

HpiHpmdbp

+ Λim
∑
q

HqjHqkdbq + Λik
∑
q

HqjHqmdbq

]
.

Il résulte alors que

dN iidN jj = 4a2Λij
∑
p

HpiHpjdbp (3.18)

La partie à variation finie dF

dF = −HTXtHdt = −Λdt,

d’où

dF ii = −λidt (3.19)

et la partie intégrale dQ par rapport a dbp :

dQ = a2HTdBTdBH +
1

2

(
dNdA+ (dNdA)T

)
,

d’où

dQij = a2
∑
p,q

Hpi
(
dBTdB

)pq
Hqj +

1

2

(
dNdA+ (dNdA)T

)ij
= na2

∑
p

HpiHpjdbp +
1

2

(
dNdA+ (dNdA)T

)ij
.
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D’autre part, on a

(dNdA)ij =
∑
p

dN ipdApj =
∑
p 6=j

dN ip 1

λj − λp
dNpj

=
∑
p6=j

a2

λj − λp

[
λp
∑
l

H liH ljdbl + λiδij
∑
l

(
H lp
)2
dbl

+λiδip
∑
l

H lpH ljdbl

]
,

par suite

dQii = a2

{∑
l

(
H li
)2
dbl

[∑
p 6=i

λp
λi − λp

+ n

]

+λi
∑
p6=i

1

λi − λp

∑
l

(
H lp
)2
dbl

}
.

Il résulte que

dλi = 2a
√
λi
∑
l

H lidvl − λidt+ dQii.

Théorème 3.4.2 Les vecteurs propres de Xt satisfont les équations sui-
vantes

dH ij = a
∑
k 6=j

H ik 1
λj−λk

(√
λk
∑
l

H ljdβjl +
√
λj
∑
l

H lkdβkl
)

+a2

2

∑
k

H ikdV kj,

où dV kj est défini par (3.16) , et
(
βij
)
est un G−mouvement Brownien

matrice satisfaisantt l’hypothèse (A) .

Preuve. La preuve est similaire à celle du cas d’un processus G−Wishart
avec dérive à ceci prés que
—

(dAdA)kj =
∑

p 6=j,p6=k

a2

(λp − λk) (λj − λp)[
λp
∑
l

H lkH ljdbl + δkjλk
∑
l

(
H lp
)2
dbl

]
,
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—

dNkjdNkj = a2

[
λk
∑
p

(
Hpj

)2
dbp + λj

∑
p

(
Hpk

)2
dbp

]
,

d’où

dNkj = a

[√
λk
∑
p

Hpjdβjp +
√
λj
∑
l

Hpkdβkp

]
.

d’où le résultat souhaité.

3.5 Temps de collision

Considérons le premier temps de collision τ . L’objectif de ce paragraphe
est de montrer que les solutions des EDS des valeurs propres et des vecteurs
propres d’un G−processus de Wishart avec dérive n’explosent pas.

Corollaire 3.5.1 Si, à l’instant t = 0, les valeurs propres de X sont dis-
tinctes λ1 < ... < λn, alors le premier temps de collision τ = +∞ q.s..

Preuve. Soit (λj (t)− λi (t))t<τ le processus stochastique à valeurs réels
positifs et non nulles. Comme dans [5, 20], en appliquant la G−formule
d’Itô à U = −

∑
i<j

log (λj − λi) et en utilisant le fait que la co-variation

quadratique de λi, λj est égale à 4δij
√
λi
√
λjdb

i, on obtient

dU =
∑
i<j

dλi − dλj
λj − λi

+ 2
∑
i<j

λidb
i + λjdb

j

(λj − λi)2 .

Il résulte de l’équation différentielle stochastique satisfaite par λi, que

〈U〉t = 4
∑
i<j

t∫
0

λi (s)
∑
l

(
H li
s

)2
dbls + λj (s)

∑
l

(
H lj
s

)2
dbls

(λj (s)− λi (s))2 .

Il est clair que Ut est une martingale locale classique par rapport à sa fil-
tration naturelle sous chaque mesure de probabilité P ∈ P. Si deux valeurs
propres entrent en collision, alors il existe P 0 ∈ P telle que P 0 (τ = +∞) <
1, lim

t↑τ
Ut = −∞ et U est continu sur [0, τ [. Soit ξt = inf {s ≥ 0 : 〈U〉s > t}
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l’inverse de 〈U〉t. Par l’argument de Mc. Kean [28, p.47] , Bru [5] et Williams
[51] , Le processus B̃t = Uξt est un mouvement Brownien classique sur
[0, 〈U〉τ [ P 0 p.s. sur {τ < +∞} [19, p.92]. Ainsi

lim
t↑〈U〉(τ)

B̃t = lim
ξt↑τ

Uξt = lim
t↑τ
Ut = −∞,

ce qui est impossible pour un mouvement Brownien. Par conséquent
τ = +∞ q.s..
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Chapitre 4

Appendice A

4.1 Algèbre matricielle

Dans cette thèse nous adoptons les notations suivantes :

Définition 4.1.1 (i) Sn = le sous espace linéaire de toutes les matrices
symétriques deMn (R).

(ii) S+
n (resp. S−n ) = l’ensemble de toutes les matrices symétriques définies
positives (négatives) deMn (R).

(iii) S+
n = la fermeture de S+

n dans Mn (R), c’est-à-dire l’ensemble de
toutes les matrices symétriques semi-définies positives deMn (R).

Le théorème suivant décrit les matrices définies positives.

Théorème 4.1.1 (Matrices définies positives)

(i) A ∈ S+
n si et seulement si x

TAx > 0 ∀ x ∈ Rn : x 6= 0.

(ii) A ∈ S+
n si et seulement si x

TAx > 0 ∀ x ∈ Rn : ‖x‖ = 1.

(iii) A ∈ S+
n si et seulement si A est diagonalisable par une matrice or-

thogonale avec des valeurs propres positives, i.e. il existe une matrice
orthogonale U ∈ Mn (R), UUT = In, telle que A = UDUT avec une
matrice diagonale D = diag (λ1, ..., λn), où λi > 0, i = 1, ..., n, sont
les valeurs propres positives de A.

(iv) Si A ∈ S+
n alors A

−1 ∈ S+
n .

(v) ATA ∈ S+
n pour toute matrice A inversible.

(vi) A ∈ S+
n si et seulement si A est diagonalisable par une matrice ortho-

gonale avec des valeurs propres non négatives.

38



4.1. ALGÈBRE MATRICIELLE

(vii) MTM ∈ S+
n pour tout M ∈Mn (R) .

Preuve. Voir Muirhead [30] ou Fischer [11].

Définition 4.1.2 (Racine carrée des matrices semi-définies positives)
Soit A ∈ S+

n . Selon le théorème précédent, il existe une matrice or-
thogonale U ∈ Mn (R), UUT = In, telle que A = UDUT avec D =
diag (λ1, ..., λn), où λi ≥ 0, i = 1, ..., n. Alors, on définit la racine carrée
de A par

√
A = Udiag

(√
λ1, ...,

√
λn
)
UT , qui est également une matrice

semi-définie positive.

Remarque 4.1.1 Si A ∈ S+
n alors

√
A ∈ S+

n .

Définition 4.1.3 Soit S ∈Mn (R). On définit l’opérateur différentiel Dij =(
∂

∂Sij

)
i,j
pour toutes les fonctions différentiables f : Mn (R) → R, la ma-

trice de toutes les dérivées partielles Dijf (S) de f (S).

Règles de calcul pour les déterminants
Pour tout A,B ∈ Mn (R), S ∈ GL (n) l’ensemble des matrices inver-

sibles et Ht : R→ GL (n) différentiable, alors

Lemme 4.1.1

(i) det (AB) = det (A) det (B) et det (αA) = αn det (A) ∀α ∈ R.
(ii) Si A ∈ GL (n) ou B ∈ GL (n) alors det (In + AB) = det (In +BA) .

(iii) d
dt

det (Ht) = det (Ht) tr
(
H−1
t

d
dt
Ht

)
.

(iv) D (det (S)) = det (S) (S−1)
T
.

(v) det (A) est le produit des valeurs propres de A.

En outre, si S est symétrique, alors

(vi) D (det (S)) = det (S)S−1.

(vii) ∂2

∂Sij∂Skl
(det (S)) = det (S)

[
(S−1)kl (S

−1)ij − (S−1)ik (S−1)lj

]
Où (S−1)ij désigne la i, j-ième entrée de S

−1.

Preuve. Voir Fisher [11] , [44] .

Lemme 4.1.2 (Règles de calcul pour la trace). Pour tout A,B, S ∈Mn (R) ,

(i) tr (AB) = tr (BA) et tr (αA+B) = αtr (A) + tr (B) ∀α ∈ R.
(ii) tr (A) est la somme des valeurs propres de A.
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Preuve. voir Fisher [11] .
La définition suivante nous donne une relation entre les vecteurs et les

matrices. L’idée est la suivante : supposons que nous voulons transférer un
théorème qui tient pour des processus stochastiques multivariés à un qui
tient pour des processus stochastiques matriciels S. Ensuite, on peut appli-
quer le théorème à vec (S) et, si nécessaire, appliquer vec−1 aux processus
multivariés résultants pour obtenir le théorème dans une version matricielle.

Définition 4.1.4 Soit A ∈ Mm,n (R) avec les colonnes ai ∈ Rm; i =
1, ..., n. on définit la fonction vec :Mm,n (R)→ Rmn par

vec (A) =

 a1
...
an

 .

Parfois, nous considérons aussi vec (A) comme un élément deMmn,1 (R).

Remarque 4.1.2

vec
(
AT
)

=

 ãT1
...
ãTm


où ãj ∈ Rn, j = 1, ...,m désigne le vecteur colonne de A.
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Chapitre 5

Appendice B

5.1 Processus et analyse stochastique de base

On donne dans cette partie quelques notions de base sur le calcul ma-
triciel et les processus matrices en général.

Définition 5.1.1 (Processus stochastique matriciel)
Une fonction mesurable X : R+ × Ω →Mm,n (R) , (t, w) → X (t, w) =

Xt (w) est appelée un processus stochastique (variable matricielle) siX (t, w)
est une matrice aléatoire pour tout t ∈ R+. De plus, X est appelé un pro-
cessus stochastique dans S+

n si X : R+ × Ω→ S+
n .

Définition 5.1.2 (Martingale locale).
Un processus stochastique matriciel X est appelé martingale locale, si

chaque entrée de X est une martingale locale, i.e. s’il existe une suite crois-
sante de temps d’arrêt strictement monotones (Tn)n∈N , Tn

p.s→ ∞, tel que
(Xt∧Tn)i,j est une martingale pour tout i, j.

Définition 5.1.3 (Mouvement Brownien matriciel)
Un mouvement Brownien matriciel B dans Mn,p (R) est une matrice

composée de mouvements Browniens réels indépendants, i.e. B = (Bij)i,j
où Bij sont des mouvements Browniens indépendants et unidimensionnels,
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ p.

Définition 5.1.4 (Semimartingale)
Un processus stochastique matriciel X est appelé semimartingale si X

peut être décomposé en X = X0 + M + A où M est une martingale locale
et A un processus adapté à variation finie.
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Théorème 5.1.1 (La formule d’Itô matricielle sur un sous-ensemble ou-
vert.)
Soit U ⊆Mm,n (R) un ouvert, et soit X une semimartingale continue à

valeurs dans U . Soit f : U → R continue et deux fois différentiable. Alors
f(X) est une semimartingale continue et

f (Xt) = f (X0) + tr

 t∫
0

Df (Xs)
T dXs


+

1

2

t∫
0

n∑
j,l=1

m∑
i,k=1

∂2

∂Xij∂Xkl

f (Xs) d 〈Xij, Xkl〉s ,

où D =
(

∂
∂Xij

)
i,j
et d 〈Xij, Xkl〉 = dXijdXkl.

Preuve. Voir Revuz et Yor [46, Théorème 3.3 et Remarque 2, Chapitre
IV ] et [44, Lemme 2.11] .

5.1.1 L’Argument de McKean

Le théorème de Lévy nous donne un moyen facile de décider si une
martingale locale continue est un mouvement Brownien.

Théorème 5.1.2 (Théorème de Lévy)
Soit W une martingale locale continue de dimension n× n, telle que〈

W ij,W kl
〉
t

=

{
t, si i = k et j = l

0, sinon

}
,

Pour tout i, j, k ∈ {1, ..., n} et W0 = 0. Alors W est un mouvement
Brownien n−dimensionnel.

Preuve. Il suffi t de montrer que X := vec (W ) est un mouvement Brow-
nien n2−dimensionnel. Soient a, b ∈ {1, ..., n2}. Alors, il existe i, j, k, l ∈
{1, ..., n} tel que a = n (j − 1) + i et b = n (l − 1) + k. Clairement, i = k et
j = l impliquent a = b, et inversement. Ainsi,〈

Xa, Xb
〉

=
〈
W ij,W kl

〉
= t1{i=k}1{j=l} = t1{a=b}.

On conclut d’après le théorème 40, chapitre 2 Protter [45], [3] que X est
un mouvement Brownien n2−dimensionnel.
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Pour chaque temps d’arrêt fini τ 0 on dira que M est une martingale
locale sur l’intervalle stochastique [0, τ 0] si le processus arrêté (Mt∧τ0)t∈R+
est une martingale locale. Le prochain théorème nous montre que toute
martingale locale continue et arrêtée est l’arrêté d’un mouvement Brownien
après changement de temps.

Théorème 5.1.3 Soit 0 < τ 0 < ∞ un temps d’arrêt relativement par
rapport à une filtration (Ft) et soit M est une martingale locale continue
non identiquement nulle sur l’intervalle [0, τ 0]. Soit

Tt := inf {s : 〈M,M〉s > t} (Avec la convention inf {∅} = +∞).

Alors Wt := MTt est un FTt−mouvement Brownien arrêté sur l’inter-
valle stochastique

[
0, 〈M,M〉τ0

)
, 〈M,M〉τ0 > 0 p.s., i.e W est un mouve-

ment Brownien arrêté à 〈M,M〉τ0 par rapport à la filtration définie par

FTt = {A ∈ F : A ∩ {Tt ≤ t} ∈ Ft; t ∈ R+} .

De plus, on a Mt = W〈M,M〉t.

Preuve.Observons que Tt est l’inverse continu à droite de 〈M,M〉s . Comme
M est continue, alors 〈M,M〉 l’est aussi, on en déduit que 〈M,M〉Tt = t

sur
{
T〈M,M〉t ≥ t

}
(Voir Revuz et Yor [46, p.7− 8] pour plus de détails).

Supposons 〈M,M〉τ0 = 0. Comme 〈M,M〉 est un processus croissant
et 〈M,M〉t = 0 pour tout t ∈ [0, τ 0], alors E (〈M,M〉t) = 0 pour tout
t ∈ [0, τ 0]. D’après le Corollaire 3 du chapitre II Protter [45], il résulte que
E (M2

t ) = 0, d’oùMt = 0 pour tout t ∈ [0, τ 0], ce qui est une contradiction.
L’ensemble {Tt}t∈R+ est une famille de temps d’arrêt, carM est adaptée.

Observons que
〈M,M〉τ0 > t⇒ Tt ≤ τ 0.

Par conséquent, Tt <∞ sur {τ 0 <∞}. D’après les propositions 4.8 et 4.9,
chapitre I de Revuz et Yor [46] on conclut que le processus arrêté (MTt)
est
(
F
Tt

)
−adapté. En outre,

〈W,W 〉t = 〈M,M〉Tt = t,

comme mentionné ci-dessus et d’après le théorème (5.1.2) on en déduit que
W est un (FTt)−mouvement Brownien arrêté sur

[
0, 〈M,M〉τ0

)
.

Pour prouver que M est un mouvement Brownien après changement
de temps, il suffi t d’observer que T〈M,M〉t > t si et seulement si 〈M,M〉
est constant sur

[
t, T〈M,M〉t

]
. Comme M et 〈M,M〉 sont constantes sur les

mêmes intervalles, alors on a MT〈M,M〉t
= Mt d’où W〈M,M〉t = Mt.
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Conclusion et perspectives
Dans notre travail, on a donné le système des EDS des valeurs propres

et des vecteurs propres pour un G−processus de Wishart avec dérive défini
à l’aide d’un G−mouvement Brownien matriciel. Ce système a été diffi cile
à obtenir à cause du fait que la variation quadratique du G−mouvement
Brownien n’est pas déterministe. Ajouté à cela, notre principale diffi culté
réside dans le fait que les entrées d’une matrice G−Brownienne ne sont
pas indépendantes en général. Pour contourner ces diffi cultés, on a supposé
dans notre modèle que les covariations quadratiques des entrées sont nulles.
La G−formule d’intégration par parties matricielle a été la clé de ce travail.
Comme perspectives, nous envisageons de :
-Traiter le cas d’autres processus liés à un G−mouvement Brownien et

éventuellement considérer d’autres modèles.
-Etudier le comportement asymptotique des valeurs propres des proces-

sus matrices définis à l’aide du G−mouvement Brownien.
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