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Résumé

On considére dans ce mémoire un probléme de Neumann pour 1’équa-
tion de Helmholtz dans un demi-plan localement perturbé. Ce probléme est
découplé en deux problémes, I'un posé sur le demi-plan avec une donnée quel-
conque, l'autre posé sur le demi-plan perturbé (géométriquement) mais avec
une donné au bord a support borné. Pour le premier on cherche une solution
analytique. Pour le deuxieme on utilise une méthode intégrale.

Mots clés : Fonction de Grenn, Equation intégrale, Equation de Helm-
holtz, Diffraction.
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Abstract

The aim of this work is to study the Helmholtz equation with Neumann
condition in locally perturbed half-plane. The previous problem is decoupled
in two problems. In the first one, we will investigate the analytic solution
in half-plane with arbitrary boundary value. The second one is obtained
in a locally perturbed (geometrically) half-plane with a data with bounded
support, we investigate the solution by integral equation method.

Key Words : Grenn function, integral equation, Helmholtz equation,
scattering.
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Introduction

On considére dans ce mémoire un probléme de diffraction en acoustique ou
électromagnétique. Le phénomeéne est modélisé par ’équation de Helmholtz
dans un domaine ) non borné de R2.  est un demi-plan localement perturbé
(perturbation géométrique). Plus précisément, on étudie le probléme aux
limites suivant :

) Au+ k*u=0 dans Q, (1)
(P)q Oul _
5 =) @
avec Q = {z = (x1,22) ER? x9 > F (z1)} ou F : R — R est une fonction
C'-par morceaux et qui s’annule en dehors de lintervalle [—a,al, a > 0.
I' = 09Q. f est une fonction continue et bornée sur I'.

Dans le chapitre 2, on étudie le probléme de référence (Py) dans un demi-
plan ) = ]Ri (F' = 0). On donne une représentation analytique de la solution
sous des hypotheses restrictives sur f (f tend vers zéro a U'infini assez rapide-
ment). Puis on étudie la question d’unicité de (P) en ajoutant une condition
de radiation du type Sommerfeld.

Au chapitre 3, on résout le probléme (f’) en découplant la solution en deux
parties u = ug+u”, ug solution de (Py) et u” solution de (P) avec f a support
borné. Le probléme ainsi obtenu est résolu par la méthode des équations
intégrales, qui consiste a chercher la solution sous forme d’un potentiel simple-
couche avec une densité inconnue ¢ € C (), v est la courbe d’équation,
xo = F (x1,),21 € [—a,a]. La densité ¢ doit satisfaire une équation intégrale
de deuxiéme espéce. On montre que celle-ci est résoluble dans ’espace de
Banach £ = C (v).

On surmonte, tout au long de ce travail, des difficultés liées au caractere
non borné de la frontiére I'. De plus, comme F' change de signe, on ne peut
pas se raméner a un probléme extérieur, qui est bien étudié dans [4, 5].
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Remarquons enfin, que ce probléme a été considéré auparavant sous dif-
férents aspects ([4, 6, 7, 9, 13, 14, 19, 20]).

Dans ce travail, on a apporté quelques contributions en appliquant des
techniques connues.

On termine ce mémoire par la présentation de la méthode de Nystrom
qui est une méthode d’approximation numérique pour résoudre une équation
intégrale a noyau faiblement singulier.

vii



Chapitre 1

Notions Préliminaires

1.1 Espaces fonctionnels

- Soit & = (x1,73) un point du plan R2.

-R? = {z e R?, 25 > 0}.

- Soit Q un ouvert de R2. On note :
C(Q)={f:9Q—R,f continue}, si f est bornée on pose

I/l = max|f ()],

C™ (2),m € N : 'espace des fonctions m fois contintiment différentiables
sur 2.

Croo (Q) = ﬂmeNC'm (Q) .

C.(R)={f € C(R) telle que f(z) =0,Vz € R\K ou K est un compact} .

Cp (R) : L’espace des fonctions continues et bornées.

D (R) : L’espace des fonctions C'* sur R et a support compact dans R(
espace des fonctions tests).

D’ (R) : Le dual topologique de D (R) ou espace des distributions.

S (R) : L’espace des fonctions a décroissance rapide sur R.

S’ (R) : Le dual topologique de S (R) ou espace des distributions tempé-
rées sur R (espace de Schwartz).

Pour 0 < a <1 C%® (ﬁ) : L’espace des fonctions holderiennes i. e.

coe (@) = {feC(Q);supM <oo,}

Ty |$ - y|a

1



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

muni de la norme

1f o = sup |f ()] + SHRM_
e w’:'fQ | y|
7Y

Définition 1.1.1 Soit p € R avec 1 < p < 00, on pose

f:Q — R, mesurable
p
L(Q) = { telle que [, | f ()" dz < oo

et muni de la norme | f|l., = (Jo |f (@) dx)%
St p=o00

Io° (Q) o f Q) — R, mesurable
| et 3C >0 tel que |f (x)] < C p. p. sur Q

Théoréme 1.1.1 [3] Soient v € L' (R) et ¢ € LP(R) avec 1 < p < oo.
Alors pour presque tout s € R, la fonction t — 1 (s —1t) ¢ (t) est intégrable
sur R, et le produit de convolution ¢ x ¢ est donné par

(w*w)(s):/\lf(s—t)go(t)dt, s € R.

R

Définition 1.1.2 On dit qu'une fonction f, est C'-par morceauz sur [a.b]
a < b sif est continue sur [a.b] et il existe une subdivision a = x1 < T3 <
. < x, = b telle que

f€C an,apsa] et (f (zx—0) # [ (21 +0)).

Définition 1.1.3 Si ¥ € L' (R), on définit sa transformée de Fourier, par

F ) () =) /w ei%tds, € € R,

et la transformée de Fourier inverse sur R est donnée par

FH0) 6 = vt = o [Dl) ez ser



1.2. OPERATEURS BORNES ET COMPACTS

e F: S — S est un isomorphisme et [16]

=9l

e F: S — S est prolongeable en un opérateur unitaire de 2, et par
dualité de 5" vers S’ ; c’est un isomorphisme [18].

Proposition 1.1.1 [18] Si ¢ € S(R) et v € S'(R), alors ¢ x ¢ est dans
S (R) et

o =0,
Dep = (i€)" 4 ().
Définition 1.1.4 Pour tout s € R nous définissions l’espace de Sobolev
H'R) = {feS®R),(1+&) Fel*®)}.

La norme qui lui associée est donnée par

.= | [ a+e

R

Q‘G)

|7 e

1.2 Opérateurs bornés et compacts

Soit X, Y des espaces normés.

Définition 1.2.1 Un opérateur linéaire A : X — Y est dit borné s’il existe
une constante positive C' > 0 telle que

[Azlly < Clzllx
pour tout x € X.

On note par L (X,Y") Pespace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de X
dans Y muni de la norme

A
) = sup 1271x

o el
et A71:Y — X sont inverse si A est bijectif.

3



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Définition 1.2.2 Soient p une mesure de Jordan et G un compact C R?, k :
G x G — C une fonction continue. Alors

A . CW@) —C@)
o@) — Ap(z)= / k(2. 9) o () du () (1.1)

G

est l’opérateur intégral associe au noyau k.

Théoréme 1.2.1 [11] L’opérateur A est borné et on a

Al = mase [ 1k (o) s ()
G

Théoréme 1.2.2 [3] (de Banach) Soit B : X — X opérateur linéaire borné
dans un espace de Banach X et |B|| < 1, I : X — X Uopérateur identité,
alors (I — B)_1 existe, borné sur X, donné par la série de Neumann

+o0o
(I-B)'=> B*
k=0

de plus on a ||(I — B)_lH < 1_;

B (B =1,B" = BB*! pour k € N).

Définition 1.2.3 A € L(X,Y) est dit compact, si pour chaque suite borné
() dans X, la suite (Ax,) contient une sous-suite convergente dans 'Y .

Théoréme 1.2.3 [12] L’opérateur intégral défini par (1.1) est compact sur
C(G).

Remarque 1.2.1 Dans le cas ou G = T' est une courbe de Jordan rectifiable
alors dy = ds est [’élément de longueur.

1.3 Théorie de Riesz - Fredholm

Soit A : X — X un opérateur linéaire compact sur un espace normé X,
posons L =1 — A.



1.4. THEORIE DU POTENTIEL

Théoréme 1.3.1 [3] Le sous espace N (L) = {f € X,Lf =0} est de di-
mension finie.

Théoréme 1.3.2 [3] Le sous espace R(X) = {Lf;f € X} est fermé.

Théoréme 1.3.3 [3] Si L est injectif, alors L est bijectif et l’opérateur in-
verse L™ est borné.

Ce théoreme signifie que :
Si I’équation homogene

p—Ap=0
n’admet que la solution triviale ¢ = 0, alors pour tout f € X, I’équation non
homogéne

o—Ap=f

admet une solution unique ¢ € X qui dépend contintiment de f.

Remarque 1.3.1 Si on remplace [ — A par S— B, ot S : X — Y opérateur
linéaire borné et d’inverse borné S™' 1Y — X, et B: X — Y compact, les
théorémes (1.3.1) (1.3.2) (1.3.3) sont satisfaits.

Ces résultats sont démontrés, par exemple, dans les livres [3] ou [4].

1.4 Théorie du Potentiel

Soit D un ouvert dans R?, de frontiére I' (C' par morceaux).
n (x) désigne la normale (dirigée vers I'extérieur) au point = € I.

Définition 1.4.1 La solution fondamentale de l’équation de Helmholtz dans
R2, Go (x,y) est définie par :

1
GO (:U7y) = 4_ZH(§1) (k|$ _y|) , X 7& Y, T,y € ]R27

ot Hél) est la fonction de Hankel de premiére espéce et d’ordre 0.
Go (z,y) vérifie au sens des distributions

A,Go (z,y) + k*Go (z,y) = 6, dans R?,



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Définition 1.4.2 La fonction de Green de léquation de Helmholtz dans R%,
avec la condition de Neumann est la fonction G (x,y) définie par :
G (z ~ L (HD ()2 - HY (k|2 — R?
Jy)_4l 0 ( |.I' y|)+ 0 T Yy 7I7éy7 Iaye 4+
otz est le symétrique de x par rapport & Uaze x5 = 0 (i. e. : 2’ = (x1, —x2) ).

G (z,y) vérifie au sens des distributions

AG (z,y) + k*G (z,y) = 0, dans R3,
st Yy = 0.

9ys
Proposition 1.4.1 1- G € C* (R? x R2\ A), A : la diagonale {x = y} .

2- G (z,y) e Lt . (Rz) ,G(r)=0 (log;) ,r— 0.
) lorsque r = |x| — +o0.

3- Condition de radiation
1
Jr
[') une fonction donnée, et G une fonction

aa—f +ikG = o

Définition 1.4.3 Soit ¢ € C(
de Green. La fonction

[Gewewds). sep\T

u(x) =

est appelée potentiel de simple-couche de densité .
Définition 1.4.4 Soit ¢ € C'(T') une fonction donnée, et G une fonction de

o(y)ds(y), € D\T

Green. La fonction
9G (z,y)

v(z) =
) ) On(y)

est appelée potentiel de double-couche de densité .
Théoréme 1.4.1 [11] Soit T’ C*-par morceaus et x; (i = 1.p) sont des coins,

F=U_Tyetl; € C? ona

aG(Zan) 2
—d p—y
oty VT = si v =,
0, -
7_{_’61 7_{_’(7/ p)

ou G et fonction de Green et §; =



1.4. THEORIE DU POTENTIEL

Théoréme 1.4.2 [11] Sous les mémes hypothéses du Théoréme (1.4.1), le
potentiel double-couche v avec la densité p € C (I') satisfait :

. FaG(( )y> (z)ds(y) £ k(z)p(z), siz#z, (i=1p)

i D @ is ) b p @), siv=a (1=T),
avec -1 N
— six#x;, (i=1p
k(z) = 52j ( —)
7323::@, (Z: p)

ve (2) = limw (2 £ iy (2))
h=0
uniformément en x € I', et [intégrale impropre converge.

Théoréme 1.4.3 ([11]) Sous les mémes hypothéses du Théoréme (1.4.1), le
potentiel simple couche u avec la densité p € C (T') satisfait :

0G (z, _ o
Ouy (z) /F %90 (x)ds(y) Fk(x)p(x), siz#a, (’L = 1.p)

_ z)
o () /;%§%$¢@de¢k@nﬂw,mxm,uT@
ot s ( )

@) }g%n( x) Vu (z % hn (2))

uniformément en x € I', et l'intégrale impropre converge.

Lemme 1.4.1 [4] (de Rellich) Soit k > 0, D un domaine borné dans R?,
Q=RAD et ue C*(Q) une solution de l’équation

Au+k*u=0 dansQ,

vérifiant
lim / lu>ds = 0,
R—oo
|z|=

alors uw =0 sur Q.



CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Donnons une version simplifiée du Théoréme d’unicité (de Holmgren).
Soit

- 0%u "L Ju
Pu = ajj———— + bj— +cu
Z ”8331-837]- Z ]8%
7,7=1 7=1
un opérateur elliptique a coefficients constants, c’est a dire qui vérifié la
condition

Z aijfifj 7’£ 0,v¢ 7’é 0.

ij=1
Soit 3 = {x € R?, ¢ (z) = 0} une surface réguliere (p analytique) et
Q={zeR? p(x)>0}.

Proposition 1.4.2 Soit u € C? (Q) une solution du probléeme de Cauchy

Pu=20 dans )
U‘E =0 6t3—2|2 = 0.

Alors u = 0 dans €.

Pour plus de détails voir la référence [8].



Chapitre 2

Position du probléme.
Théoréme d’unicité

2.1 Position du probléme

Soit F' une fonction Cl'-par morceaux sur R qui s’annule en dehors de
intervalle [—a, a, a > 0, et  I'ouvert de R? définie par :

Q={z=(v1,22) ER? 25> F(21)}.

Avec le bord
I'=A{(zy,F (x1)),x1 € R}

et k € C, Rek >0, Imk > 0. On décompose I" comme suit :
=~uUl™, ' = {(21,0), |z1| > a}

v ={(x1, F (1)), |71] < a}

Soit f une fonction continue et bornée sur R qui est une donnée du probléme.
Dans ce travail on s’intéresse au probléme aux limites suivant

Trouve u € C* (Q)UC (Q) tel que :
(f’) Au+ku=0 dans (2,

ou
o f(x) sur I,

u doit vérifier en plus une condition de radiation qui sera précisée ultérieu-

ou e
rement. La trace de — sur I' est par définition :

on



CHAPITRE 2. POSITION DU PROBLEME. THEOREME D’UNICITE

%(x) = lim (n (z), grad u (x + hn (z))), zel
R

uniformément sur .

Fig 1 géométrie du probléme

Soit ug une solution du probléme non perturbé, i. e. avec le frontiere rectiligne

(F=0)

Aug + k*up = 0, dans R?

(o) g—;bz(xl,()) — f(m), 1 €R.

On cherche u solution de (P) sous la forme u = uy + u”, on est donc
amené a résoudre le probléme suivant

(TP e C2(Q)UC () tel que:
AuP + E2uP =0 dans (2
ouP  ~
(P) o f(x) sur I'
U
E—ikul)—o 1 lor r = || = +o0.(R)
. o =\ orsque r = 0.
Ou
fla)=f(z)— 88—1;0 () =0 pour |z| >a (donc suppf C [—a, a]) :

10



2.2, THEOREME D’UNICITE

Ce probléme décrit la diffraction d’onde (acoustique ou électromagnétique)
dans un demi-plan localement perturbé (une perturbation géométrique). u®
est 'onde diffractée. Par exemple, si on envoi une onde incidente plane u! =
expi (o + frg) ot o = kcosf, f = ksinf, alors ug est une onde réfléchie
par la surface plane donné par la loi de Snell (en optique).

ug = u' + expi (ax; — Bas) .

donc p
U .
T (@.0) =~

u” est la contribution de la perturbation. Comme cette perturbation est a
support compacte, alors on impose la condition de radiation du type Som-
merfeld.

2.2 Théoréme d’unicité

On va distinguer deux cas. Commencons par le cas le plus facile Im £ > 0.

2.2.1 Cas dissipatif, Im £>0

Théoréme 2.2.1 SiImk > 0, et Rek > 0, alors le probléme (P) admet au
plus une solution.

Preuve. Soit u, us deux solutions du probléme (P) sur 2. On pose
w (21, 22) = uy (1, T2) — ug (21, 22) sur Q.

Alors w vérifie le probléme homogéne suivant

Aw + k2w =0 dans 2
ow
(ph) (9_77 =0 sur I
ow

5 ikw = o <\/i;> lorsque |z| =r — +o00.
On applique la 2°2¢ formule de Green pour w, w sur Sp, = QN Bg,, Br, le
disque centré a 'origine et de rayon Ry > a, le bord se décompose comme
suit :

dSp, =" UX},

11



CHAPITRE 2. POSITION DU PROBLEME. THEOREME D’UNICITE

ou
I" = {(21, F (21)) 21 € [-Ro, Ro]} , et X}, le demi-cercle,
A2 £l
o
r
_Rl:l -3 k) EI:I Al
Fig 2 Domaine Sg,
On obtient

//(wAm—wAw)d:c: / < %_g_l:w>ds7

Sry 9Sr,
comme 0Sg, = I" U X}, alors on a :
—2 ow 0
// k2 \w\ dm—/w—ds—/w—ds+/ w2l — %) ds.
dn I
Sk
En tenant compte de la condition de Neumann.

— ow ow
- B [ .
// k |w| dr = / (—an +ka) ds / w (_87] zkw) ds

+ +
ERo ERo

—/@'Eywﬁ—m? wl? ds,
2;0

on pose
a=Rek, =Imk,

lorsque Ry — +00, la condition de Radiation entraine

lim //26|w| ds+a/|w| ds = 0,
Ro—+00

SRy

12



2.2, THEOREME D’UNICITE

comme [ > 0 les deux termes tendent vers 0 lorsque Ry — 400, donc

YRy > a, / lw|* dz = 0,
Sk

ce qui entraine
w =0, et u; = uy dans
) )

d’ott I'unicité. m

2.2.2 Cas non dissipatif : k réel

Si k € R, la méthode précédente ne s’applique pas.
On va s’inspirer de l'article de G. Kristensson [9], ot on étudie ’équation de
Helmholtz pour deux demi-plans en contacte rigide avec des obstacles.

Les coordonnées polaires dans R? rapportées & un repére cartésien (O, 1, x9)

sont :
{ r1 = rsinf,

Tg = T COS 0.

T
avec r = /22 + 22,0 = arctan | — | et 0 < 0 < 2.
1+ 23 o

Dans ces coordonnées, 'opérateur A s’écrit :

2
Aw_1£<8w)+18w

T ror TW r2 902"

En posant :

[’équation de Helmholtz peut étre écrite

1 9% 1
re 20 () e =0
“”+r2092+< +4r2)9”

Nous définissons, pour r > Ry, les fonctionnelles d’énergie suivantes qui
dépendent de la variable radial r

)= [ 1+ 11l do
0

13



CHAPITRE 2. POSITION DU PROBLEME. THEOREME D’UNICITE

G(r)—E(r)—%/w‘g—gg2

Rappelons que (P},) est le probléme homogene associé a (P).

Lemme 2.2.1 On suppose que w satisfait le probléme (Py).

Nous avons alors, pour v > Ry,

donc

o0-si0e3

- 0" dp | g’ Dy
a6 (ae a0 oo a0)

Lemme 2.2.2 On suppose, en plus des hypothéses du lemme 2.2.1, que

™

/|gp(r,0)|2d9:0(1). (r — o0)

0

Si ¢ # 0, alors il existe une suite infinie de nombres réels {T,U}Zozl telle que
r, — 0o, — oo et G (r,) > 0.

14



2.2, THEOREME D’UNICITE

Preuve. Similaire a [9]. =

Lemme 2.2.3 On suppose que w est solution du probléme (Py). Alors

/]w]st—o(l) R — o0,
»t

15
or
pa

Preuve. Pour r > Ry, la condition de radiation peut étre écrite explicitement
comme suit :

=o0(1), R — 0.

ow 2
o(l) = /E—ka ds
Sk
ow|® 0
20 12
- [ 2% Tm Y
/87“ + k| |+km<a w)ds, R — o0
»t

par suite

/[

Nous appliquons maintenant la premiére formule de Green dans R? sur w et
son conjugué complexe w dans Si. Nous obtenons

/wA_wda:: /wg—wds—l—/Wdea:

Sk dSg

/]Vw|2—k2 |w|2dx—/w—ds+/ n

SR

d’aprés les conditions au bord, on trouve

/|Vw] — k? w]? dx—/wg—ds

2+

15



CHAPITRE 2. POSITION DU PROBLEME. THEOREME D’UNICITE

Im/(w%)ds:ou) R— oo
/[

Puisque chaque terme est posmf la formulation du lemme est prouvée. m

alors

+k2|w| ds R — 0.

Théoréme 2.2.2 La seule solution du probléme (Py) est la solution nulle.

Preuve. Pour r > Ry le lemme (2.2.1) donne

/>_z/”a_s02
K=l AT
0

en outre nous avons

Y
dG—ﬁRe/wgo’dH
0

O§/|g0’~|—k’290|2d¢9:/|g0’|+k2|go|—2k:Regoad9.
0 0

Et nous pouvons écrire

G'(r) = TS/‘

1 2 1\ |9p]?
_4kr2G (r) +/ (ﬁ a 47"4k) 06
0

ol ry satisfait

- 2k/|¢|+k2|¢|d0

df pour tout r > ry > Ry.

2 ' > 1
r3 = Arik’

Donc nous avons I'inéquation différentielle suivante :
G'(r)+g(r)G(r) >0, (2.1)

16



2.2, THEOREME D’UNICITE

oug(r)= La solution de (2.1) est

Akr?’

r

1
G(r) > G(rg)exp _/4kr2dr

L]

1 (/1 1
= G (rg)exp 1k (;—%> dr pour r 2> 1g

T0

Le lemme (2.2.3) donne
[leldo=o()
0

Supposons (par I'absurde) que ¢ # 0.
D’apres le lemme (2.2.2), il existe ry assez grand tel que G (rg) > 0, a
condition que ¢ # 0; nous avons ainsi lim G (r) > 0. D’autre part

T—00

r—00 r—00

lim G (r) < lim £ (r) = lim /|cp'|2 + k2 |o]? df.
0

En outre le lemme (2.2.3) donne

T

1 ow

112 2 2 .

Klel*do = 1 —w At

/|<,0| + gl rggo/’%w 5
k

0

2
+ k2 jw|* ds

= o(1) R — o0

cette derniére étape peut étre justifiée par 'inégalité de Holder. Nous avons
ainsi lim G (r) < 0. Ceci contredit lim G (r) > 0, et nous avons donc ¢ = 0

T—00 7—00

pour 7 > Ry, et par conséquent w = 0 pour r > Ry.Comme 'opérateur
A+ E*I est analytique ([4] théoréme 3.5), alors w est analytique dans Q d’ou
w = 0 dans €2, alors u; = uy dans €). =

Remarque 2.2.1 Si F(z) > 0 ou |z| < a,et k* € R, par prolongement
symétrique on s’ameéne a un probléme extérieur puis on applique le Lemme
de Rellich (voir chapitre 1 Lemmel.4.1). En effet soit

D = {(xl,acz) ER? —F (1) <1y < F(flfl)}

17



CHAPITRE 2. POSITION DU PROBLEME. THEOREME D’UNICITE

et
u(xy,y) x>0

u(xy, —x) 22 <0

U (21, xa) :{

alors u satisfait le probléme extérieur

A+ k20 = 0 dans Q = RA\ D
O

— =0 , 0D
87] S1
X2
_r‘z
r
I
! I
— - Ao X

Fig 3. Domaine extérieur Q.
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Chapitre 3

Existence de la solution.
Equation intégrale

3.1 Solution du probléme non perturbé (P)

Dans ce paragraphe on construit la solution u de (Py) sous différentes hypo-
théses sur f et on suppose Imk > 0.

Théoréme 3.1.1 Si f € L' (R) N H*(R), (s> %) alors (Py) posséde une
solution u € C? (Q) N C* (Q), qui admet la représentation :

+oo ~
u(xy, ) = % / \/%expi (\/k? - 5%2 +5x1) d§

Preuve.

0
8—;2=f($1) x9 = 0,

{ Au (1, 29) + k*u (21,29) =0 dans R?

On note @ la transformation de Fourier partielle de u (x1, z3),

—+00

Fxl—fu (ga l’g) = a(57 'IQ) = / U (xla x2> e_ixlgdl‘b

—0o0

19



CHAPITRE 3. EXISTENCE DE LA SOLUTION. EQUATION

INTEGRALE
alors
0*u ) o -
82.772 (5,1'2) + (k _f ) U(g,l@) =0 dane R+
ou ~
8_@(5’0) = f (),

la solution sera

(€)= ex (131 = a2 + 5 ©exp g/ = ¢ )

On choisit ¢ (§) = 0, pour avoir une onde "sortante". Alors

(€ a2) = 7 (€) exp (Z\/ﬁxz) ,

d’apres la condition au bord on trouve

Donc

~

o= o (o),

]

Par suite u s’écrit formellement :

+o0o ~
u(zy,x9) = QLm / \/%expi (\/k'? — &y + fm) d¢ (3.1)

avec la détermination v/k2 — &2 = i\/€2 — k2 si |¢] > k. On peut justifier
que la formule (3.1) définit une solution classique. Pour cela on montre qu’on

peut dériver sous le signe intégral (Car fe Lt (R)) . Pour plus de détail voir

le mémoire [17]. =

Remarque 3.1.1 1— Donnons une autre écriture a la formule (3.1), notons

par
o) =
a(€ xy) = ———,
RN/

20
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3.1. SOLUTION DU PROBLEME NON PERTURBE (P,)

alors (3.1) s’écrit

u(xy, ) = £—>m1 < (f,$2)f(f))

donc
u(zr, @) = f(21) % Fly, (a (€, 22))
D’aprés la formule |1]

Fore [Hol (/ﬁ/x% . x%)} _ Zepivh — Ca

1

ot Hél) est la fonction de Hankel de premiére espéce d’ordre 0, c’est a dire;

Feta (a (& 22)) = %Hg <km) |

Dot
u(ry,w2) = (f % G (. 12)) (21)
avec
G (on,m0) = 1 (ot = 23)
ou encore
u (21, 29) /H (k|x—yl) f(t)dt (3.2)
telle que © = (x1,25), 25 > 0,y = (£,0) et |z —y| = \/(x1 — 1)° + 2. Vinté-

1
grale impropre converge dans S’, ¢’est a dire siuy = y 5 Hél) (klx—y|) f(t)dt,
i

alors uy — u dans S’ lorsque N — oo, puisque la singularité de <H(§l) ~ cLog(r), (r— O))

2 — .Pour donner un sens classique a l'intégrale (3.2), on suppose que
feC.(R)yNC* (R), avec supp(f) C [~a,a],a > 0.

u (w1, o) /H (klx—y|) f@t)dt, x2>0 (3.3)
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CHAPITRE 3. EXISTENCE DE LA SOLUTION. EQUATION
INTEGRALE

u vérifie équation de Helmholtz dan R2 mais ne satisfait pas la condition
au bord. Pour cela, on remplace f par une densité inconnue ¢, c. a. d on
cherche u sous forme (3.4) d’un potentiel simple-couche

“+a
1
() = /Hé”<k|x—y|>¢<t)dt, >0 (34)

Théoréme 3.1.2 Le potentiel simple-couche (3.4) définit une solution du
probléme (Py) si et seulement si f est une solution de [’équation intégrale

sutvante :
“+a

oo =2 [ D0 = —2 o) (35)

—a

Preuve. Découle de propriété de trace du potentiel double-couche Théoréme
1.4.3. L’équation (3.5) est résoluble dans 'espace de Banach

E = {@ECO’O‘[—a,a]:tp(a) =¢(—a) :0}.

3.2 Résolution du probléme perturbé (P) par
équation intégrale

On considere la fonction de Green de (Py)

1
(H6 (kr) + HS? (k1))

our = \/(% - y1)2 + (w2 — 92)27 Tt = \/@1 - 91)2 + (w2 + 92)2
On pose

1

o(ry) = H (kr)
1

O (ey) = H (k).
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3.2. RESOLUTION DU PROBLEME PERTURBE (P) PAR EQUATION
INTEGRALE

soit le potentiel simple-couche

ww = [Cupewise),  weo (3.6)

T

o)
alors u satisfait Au + k?u =0 et 8_u (2,0) =0si |z1| > a.

Onpose ' =Ul_T',, ou I, € C? et @, (n = 1,p) sont des coins dans I'.

Théoréme 3.2.1 u défini par (3.6) est une solution de probléme (P) si et
seulement si @ est solution de l’équation intégrale

o —2Kp=—2f. (3.7)
%o Agp (z) x#x, (n=1p)
K@(){ Ap (2) + (1 - 2) o (x) v=wz, (n=1Lp)
et
Ao = [ Z5 o) ds ).

r

Preuve. Découle des formules de traces dans le Théoréme 1.4.3. m
Théoréme 3.2.2 'opérateur A : C (I') — C (') est compact.

Preuve. On a

0G (z,y) _ 99 (x,y)  9¢" (x,y)
on (z) on (z) an (z)

On pose

Ao (n) = [ % (e,9) ¢ () ds ()

Ay (1) = [ % (e9) ¢ () ds (y)

le noyau de 'opérateur A, appartient & C (I" x '), alors Ay est compact
dans C (I') . Examinons le noyau de A; :
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CHAPITRE 3. EXISTENCE DE LA SOLUTION. EQUATION
INTEGRALE

on pose x1 = tg,x2 = F (o), y1 =t, yo = F (t), alors

n(t) = (=F'(t),1)/\/1+F" ()
ds(y) = /1+ F”(t)dt

donc
Aplo) = [ [5 () (-F () + <x,y>} or
on pose ) | )
on a 1)
%Hél) (kr) = k_Hfr (kr) (xj y]), j=1,2
d’ou "
K ) = D 4y Py - (P ) - P )

Le développement de Taylor de F' a ’ordre 2 entraine

k HY (kr
K (t,ty) = Z# (0(t —t0)*) et r=0(]t —to]) -
7 T
Comme
HY (kr) =0 (r) r—0
alors

K (t,to) =0 (1) )
Le noyau K (t,tp) est borné sur I' x I', alors A : C'(I') — C (I") est compact.

Théoréme 3.2.3 L’équation (3.7) admet une solution unique ¢ € C(I')
(qui dépend continiment de f) si I’équation homogéne n’admet que la solution
triviale.
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3.3. ETUDE DE L’EQUATION INTEGRALE HOMOGENE

Preuve. On a

I-K)y=I—-(K—-A4)—-A

lopérateur A est compact d’aprés Théoréme (3.2.2), et

< qlle (@)l -

- @) < |(1-2) o

(1—@>’<1.
m

Alors lopérateur (I — (K — A)) inversible, d’aprés la remarque (1.3.1). Se
qui prouve le Théoréme. m

q = max
i=1.p

3.3 Etude de I’équation intégrale homogéne

On considére 1’équation homogene
(I—A)p=0 (3.8)

ou

- ¢ (x) sur I’
0 sur X

on considéra le domaine borné S limité par S = I' U X (voir figure 4). On
choisit ¥ de maniére & avoir 95 de classe C? et ¥ composé d’arc de cercle
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CHAPITRE 3. EXISTENCE DE LA SOLUTION. EQUATION
INTEGRALE

(analytique par morceaux).

_Q-A r o X1

x2

Fig 4 Domaine S

Concidérer I'opérateur intégral sur le bord fermé

v = [P58 Dy g)ay, v ecos)

On a un résultat de Kress ([4], Théoréme 3.22) qui stipule que :
N(1-4)=v.
Ou

ov
V—{%

JveC*(S)NnC' (S),Av+ kv =0 dans S,v =0 sur aS}
08

Théoréme 3.3.1 L’équation (3.8) n'admet que la solution triviale.

Preuve. on a

Donc 9
p= a—:; sur I’
d’ou
v=0sur X et
ov
— =0 sur X
on
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3.3. ETUDE DE L’EQUATION INTEGRALE HOMOGENE

D’apres le théoréme de Holmgren (proposition 1.4.2) v = 0 dans un voisinage

0
de X, (car v analytique dans S) alors v = 0 dans S, et 8—U =0surl.
Ui
Puisque

= —sur [,
¥ an
alors, ¢ = 0 sur I, donc ’équation (3.8) admet uniquement la solution tri-

viale. m
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Chapitre 4

Approximation numérique

4.1 Meéthode de quadrature

Dans cette section on rappelle des notions d’intégration numérique.

Définition 4.1.1 Soit f une fonction définie sur une partie compacte de G
et i une mesure de Jordans dans R* non nulle. Toute forme d’approzimation
de ["intégral fG f(x)du est appelée formule de quadrature. La formule de
quadrature classique contient les valeurs f(x;) de f au point x; € G pour
i =1..m. On écrit la formule de quadrature Q, (f), tel que :

Qn(f) = Z Vi (Tin) (4.1)

ot les ceefficients o, sont les points de quadrature.

La définition de 'erreur quadratique par R (f) et donnée par

QN = [ £@)du=Qu(1) = R()  pow f€C(G).
G
Remarque 4.1.1 Si G =T une surface de R® ou une courbe de R?. du = ds

ou dl (élément de surface ou élément de longueur).

Définition 4.1.2 La méthode de quadrature {Qn}n21 est dite convergente,
St

n—-+00

lim Qn(f):/f(x)dx pour tout f € C(G).
G
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4.2. METHODE DE NYSTROM

Définition 4.1.3 La méthode de quadrature {Qn}n21 est dite consistante
s’il eziste un sous-ensemble V- C C'(G) dense et Q,, (f) converge vers Q (f)
pour tout f € V.

Définition 4.1.4 La méthode de quadrature {Qn},-, est dite stable si
sup{2|ai7n| :nEN} < 0
i=1

Théoréme 4.1.1 (Szegd) La méthode quadratique est convergente si et
seulement si elle est consistante et stable.

Théoréme 4.1.2 (Steklov) Si Q, (1) — Q(1),n — oo, et les points de
quadrature positifs, alors la forme quadratique {Qn}n21 converge si et seule-
ment si Qn (9) — Q (g) ,n — 00, pour tout g dans un ensemble U dense dans

C(G).

4.2 Meéthode de Nystrom

Soit {@Qn},,cy une suite de formule de quadrature convergente pour l'in-
tégral [, f (z)dx et Papproximation de opérateur intégral

Aw(x)z/K(w,y)so(y)d% reG
G
de noyau K continu, par une suite d’opérateurs linéaires discrets
Anp(z) = Z%K (z,zr) e (vg), T€G
k=1

alors la solution de ’équation intégrale de deuxiéme espece

p(z) — Ap(z) = [ (2) (4.2)

est approchée par la solution de I’équation

o (1) = Anp,, (z) = [ (2) . (4.3)
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CHAPITRE 4. APPROXIMATION NUMERIQUE

Ce qui nous ameéne a résoudre un systéme linéaire dans un espace de dimen-
sion finie.
Meéthode approchée

Soit ,, la solution de I’équation

on () = D enk (@, 200) @, (1) = f(2), 2€G (4.4)

on pose ¢, ,, = ¥, (x;),4 = 1...n. Si les points de quadrature oy, vérifient le
systéme linéaire

Pin = > kK (Tims Thm) 050 = [ (win), i=1.m, (4.5)
k=1

alors ,, définie par
n (@) = [ (2) + Dl (2,200) ppn (11) . 2 €G (4.6)
k=1

résout 1'équation (4.4).

Remarque 4.2.1 Sile noyau est symétrique i.e k (x,y) = k (y, x) la matrice
(I (Tim, Tin)), >, €st généralement non symétrique.

Théoréme 4.2.1 [2] Pour toute solution de l’équation intégrale de deuzxiéme
espéce d’un noyau continu et la fonction f continue, la forme de quadrature
de méthode de Nystrom convergente est uniformément convergente

4.3 Cas d’un noyau faiblement singulier

On va décrire la méthode de Nystrom appliquée a la résolution approchée
de I’équation intégrale du deuxiéme espéce avec un noyau faiblement singulier
de la forme :

(49) () =/w<|x—y|>k<x,y>so<y)dy, rea

ot la fonction w : (0,00) — R représente la singularité de noyau. On suppose
que w est continue et satisfait |w ()| < Mt*~? pour tout ¢t > 0, ot M et a
deux constant, @ > 0 et k € C (G x G).
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4.3. CAS D’UN NOYAU FAIBLEMENT SINGULIER

On choisit {Q,},~, une suite de quadrature définie par

(@ng) ( Zam 9(xjn),2 €G,
pour l'intégrale

(Qg) (2) =/w<|x—y|>g<y>dy,xea

avec les points quadratiques dépendant continiment de z. Alors on approche
le noyau singulier de 'opérateur intégral par la suite d’opérateurs intégraux
discrets :

T) = Z W (2) K (2, Tp0) 0 (Thn) s

la solution de ’équation approchée de deuxiéme espéce est donnée par (4.6).
Le systéme linéaire (4.4) s’écrit sous la forme

_Zak,n <$])K($J7xk)g0k,n:f(x])7 jzl,_n,
=1
Théoréme 4.3.1 [11] Si la forme quadratique {Qn}n21 converge et satisfait

lim sup Z |k n (y) — agn ()] =0

y—x nEN

alors la suite A, — Ap,n — 0o pour tout ¢ € C'(G) mais non uniformé-
ment.
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Annexe

Rappel sur les fonctions de Bessel et de Hankel

Dans cette annexe, nous donnons un bref apercu sur les fonctions de Bessel et de Hankel ainsi que
quelques unes de leurs propriétés (cf. [1]).

Pour n&MN, soit 1'équation différentielle suivante:
x¥y +ap’ + (e —afly = 0. (1)
L’équation (A.1) est appelée équation de Bessel, et sa solution générale est donnée par

v(x) = ¢y}, () + 3 ¥, ()

Ou }ﬂ () et '};r (=} sont respectivement les fonctions de Bessel de premiére et deuxiéme espéce

d'ordre n données par les expressions suivantes:

ok = Z k! U i’?)"”‘ - &N,

(e + ﬁr.}'
et
Xy 2 (—10F a2
() = —lln E:E) -+ L:| Jotx) _EZ &RW %) .
=1
pour n>1:

Wik + 1) +pla+k + 1) (E)mzr;
.

xy, 1w
()= —fﬂﬁﬁln (5) - ;;E_l}k k! (n + k)

10 (1 — k — 1)1 ooy w42k
‘ERE:;T(E)

avec @ = m—l — et 1) = =C, (k) = —C + a,. k = 2 et la constante de Euler
C=0.5772......
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Annexe

On désigne respectivement par H;]"[et H,E'*', les fonctions de Hankel de premiére et deuxiéme espece
d'ordre n, et on écrit

= [ () - 1Y, (x,
B = 0 — ¥, (x),
Remarque La solution générale de (1) peut s'écrire aussi sous la forme
y(x) — el () + BE (3)
Avec @, ' des constants complexes arbitraires.

On donne maintenant quelques propriétés concernant les fonctions de Hankel
On donne les relations de dérivations suivantes

d

—(EP W) = . =12

d
—H“ )y =HS ——HU (xy, j=1.2

Un comportement asymptotique a l'infini est donné par

r? f(’r‘

N T
HE’&‘}=J§ exp - (2n + 1}3)-1-0

)r'r = W

=

r f 2 i 1
Hy (1) =4l§ﬁf:p i(r - Can + 1};)-1-0 (F)’T = w,
On donne aussi le comportement au voisinage de 0 suivant
3 2i
H () o~ —logx 1= 0*,
3 2f
B () ~ -—.x - 0"
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