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ملخصال  

 
 (Helmholtz) مولتزلالهدف من هذه المذآرة هو معالجة مسالة ه

لنيومن رفقة بشرط حدي في نصف مستوى مضطرب محليا م  

:تينسالهذه الأخيرة تتجزأ إلى م                  (Neumann) 

هدفنا  ،آيفيةطرح في نصف مستوى مع معطيات ت ىبالنسبة للأول
.ث عن الحل التحليليهو البح  

بشرط  )هندسيا( نصف مستوى مضطرب عولج فيأما الثاني 
  .حدي ذو حامل محدود باستعمال الطريقة التكاملية

:الكلمات المفتاحية  

الانتشار  ‚مولتزله معادلة ‚معادلة التكامل ‚دالة قرين  

 



Résumé

On considère dans ce mémoire un problème de Neumann pour l�équa-
tion de Helmholtz dans un demi-plan localement perturbé. Ce problème est
découplé en deux problèmes, l�un posé sur le demi-plan avec une donnée quel-
conque, l�autre posé sur le demi-plan perturbé (géométriquement) mais avec
une donné au bord à support borné. Pour le premier on cherche une solution
analytique. Pour le deuxième on utilise une méthode intégrale.
Mots clés : Fonction de Grenn, Equation intégrale, Equation de Helm-

holtz, Di¤raction.
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Abstract

The aim of this work is to study the Helmholtz equation with Neumann
condition in locally perturbed half-plane. The previous problem is decoupled
in two problems. In the �rst one, we will investigate the analytic solution
in half-plane with arbitrary boundary value. The second one is obtained
in a locally perturbed (geometrically) half-plane with a data with bounded
support, we investigate the solution by integral equation method.
Key Words : Grenn function, integral equation, Helmholtz equation,

scattering.
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Introduction

On considère dans ce mémoire un problème de di¤raction en acoustique ou
électromagnétique. Le phénomène est modélisé par l�équation de Helmholtz
dans un domaine 
 non borné de R2. 
 est un demi-plan localement perturbé
(perturbation géométrique). Plus précisément, on étudie le problème aux
limites suivant :

(�P)

8<:
�u+ k2u = 0 dans 
; (1)
@u

@�

����
�

= f (x) (2)

avec 
 = fx = (x1; x2) 2 R2; x2 > F (x1)g où F : R ! R est une fonction
C1-par morceaux et qui s�annule en dehors de l�intervalle [�a; a], a > 0:
� = @
: f est une fonction continue et bornée sur �:
Dans le chapitre 2, on étudie le problème de référence (P0) dans un demi-

plan 
 = R2+ (F = 0). On donne une représentation analytique de la solution
sous des hypothèses restrictives sur f (f tend vers zéro à l�in�ni assez rapide-
ment). Puis on étudie la question d�unicité de (�P) en ajoutant une condition
de radiation du type Sommerfeld.
Au chapitre 3, on résout le problème (�P) en découplant la solution en deux

parties u = u0+u
D, u0 solution de (P0) et uD solution de (P) avec f à support

borné. Le problème ainsi obtenu est résolu par la méthode des équations
intégrales, qui consiste à chercher la solution sous forme d�un potentiel simple-
couche avec une densité inconnue ' 2 C (
) ; 
 est la courbe d�équation,
x2 = F (x1; ) ; x1 2 [�a; a] : La densité ' doit satisfaire une équation intégrale
de deuxième espèce. On montre que celle-ci est résoluble dans l�espace de
Banach E = C (
) :
On surmonte, tout au long de ce travail, des di¢ cultés liées au caractère

non borné de la frontière �. De plus, comme F change de signe, on ne peut
pas se ramèner à un problème extérieur, qui est bien étudié dans [4, 5].
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Remarquons en�n, que ce problème a été considéré auparavant sous dif-
férents aspects ([4, 6, 7, 9, 13, 14, 19, 20]).
Dans ce travail, on a apporté quelques contributions en appliquant des

techniques connues.
On termine ce mémoire par la présentation de la méthode de Nyström

qui est une méthode d�approximation numérique pour résoudre une équation
intégrale à noyau faiblement singulier.
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Chapitre 1

Notions Préliminaires

1.1 Espaces fonctionnels

- Soit x = (x1; x2) un point du plan R2:
- R2+ = fx 2 R2; x2 > 0g :
- Soit 
 un ouvert de R2. On note :
C (
) = ff : 
! R; f continueg ; si f est bornée on pose

kfk1 = maxx2

jf (x)j ;

Cm (
) ;m 2 N : l�espace des fonctions m fois continûment di¤érentiables
sur 
:

C1 (
) = \m2NCm (
) :
Cc (R) = ff 2 C (R) telle que f (x) = 0;8x 2 R�K où K est un compactg :
CB (R) : L�espace des fonctions continues et bornées.
D (R) : L�espace des fonctions C1 sur R et à support compact dans R(

espace des fonctions tests).
D0 (R) : Le dual topologique de D (R) ou espace des distributions.
S (R) : L�espace des fonctions à décroissance rapide sur R:
S 0 (R) : Le dual topologique de S (R) ou espace des distributions tempé-

rées sur R (espace de Schwartz).
Pour 0 < � � 1 C0;�

�


�
: L�espace des fonctions hölderiennes i. e.

C0;�
�


�
=

�
f 2 C (
) ; sup

x 6=y

jf (x)� f (y)j
jx� yj� <1;

�
1



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

muni de la norme

kfk�;
 = sup
x2


jf (x)j+ sup
x;y2

x6=y

jf (x)� f (y)j
jx� yj� :

Dé�nition 1.1.1 Soit p 2 R avec 1 � p <1, on pose

Lp (
) =
�

f : 
! R; mesurable
telle que

R


jf (x)jp dx <1

�
et muni de la norme kfkLp =

�R


jf (x)jp dx

� 1
p :

Si p =1

L1 (
) =
�
f : 
! R; mesurable
et 9C � 0 tel que jf (x)j � C p. p. sur 


�
Théorème 1.1.1 [3] Soient  2 L1 (R) et ' 2 Lp (R) avec 1 � p < 1:
Alors pour presque tout s 2 R; la fonction t !  (s� t)' (t) est intégrable
sur R; et le produit de convolution  � ' est donné par

( � ') (s) =
Z
R

	(s� t)' (t) dt; s 2 R:

Dé�nition 1.1.2 On dit qu�une fonction f , est C1-par morceaux sur [a:b]
a < b si f est continue sur [a:b] et il existe une subdivision a = x1 < x2 <
::: < xn = b telle que

f 2 C1 [xk; xk+1] et (f 0 (xk � 0) 6= f 0 (xk + 0)) :

Dé�nition 1.1.3 Si 	 2 L1 (R), on dé�nit sa transformée de Fourier, par

F ( ) (�) = b (�) = Z
R

 (s) e�is�ds; � 2 R;

et la transformée de Fourier inverse sur R est donnée par

F�1
�
 ̂
�
(s) =  (s) =

1

2�

Z
R

b (s) eis�d�; s 2 R:
2



1.2. OPÉRATEURS BORNÉS ET COMPACTS

� F : S ! S est un isomorphisme et [16]


 ̂



L2
= k kL2 ;

� F : S ! S est prolongeable en un opérateur unitaire de L2; et par
dualité de S 0 vers S 0 ; c�est un isomorphisme [18].

Proposition 1.1.1 [18] Si ' 2 S (R) et  2 S 0 (R), alors ' �  est dans
S 0 (R) et

[' �  = b':b ;
[D� = (i�)� b (�) :

Dé�nition 1.1.4 Pour tout s 2 R nous dé�nissions l�espace de Sobolev

Hs (R) =
n
f 2 S 0 (R) ;

�
1 + �2

� s
2 bf 2 L2 (R)o :

La norme qui lui associée est donnée par

kfks =

0@Z
R

�
1 + �2

�s ��� bf ���2 d�
1A 1

2

:

1.2 Opérateurs bornés et compacts

Soit X; Y des espaces normés.

Dé�nition 1.2.1 Un opérateur linéaire A : X ! Y est dit borné s�il existe
une constante positive C � 0 telle que

kAxkY � C kxkX ;

pour tout x 2 X:

On note par L (X; Y ) l�espace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de X
dans Y muni de la norme

kAk = sup
x2X
x 6=0

kAxkX
kxkY

;

et A�1 : Y ! X sont inverse si A est bijectif.

3



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Dé�nition 1.2.2 Soient � une mesure de Jordan et G un compact � R2; k :
G�G! C une fonction continue: Alors

A : C (G)! C (G)

' (x) ! A' (x) =

Z
G

k (x; y)' (y) d� (y) (1.1)

est l�opérateur intégral associe au noyau k:

Théorème 1.2.1 [11] L�opérateur A est borné et on a

kAk = max
x2G

Z
G

jk (x; y)j d� (y)

Théorème 1.2.2 [3] (de Banach) Soit B : X ! X opérateur linéaire borné
dans un espace de Banach X et kBk < 1, I : X ! X l�opérateur identité,
alors (I �B)�1 existe, borné sur X, donné par la série de Neumann

(I �B)�1 =
+1X
k=0

Bk

de plus on a


(I �B)�1



 � 1

1� kBk ;
�
B0 = I; Bk = BBk�1 pour k 2 N

�
:

Dé�nition 1.2.3 A 2 L (X;Y ) est dit compact, si pour chaque suite borné
(xn) dans X, la suite (Axn) contient une sous-suite convergente dans Y .

Théorème 1.2.3 [12] L�opérateur intégral dé�ni par (1.1) est compact sur
C (G) :

Remarque 1.2.1 Dans le cas où G = � est une courbe de Jordan recti�able
alors d� = ds est l�élément de longueur.

1.3 Théorie de Riesz - Fredholm

Soit A : X ! X un opérateur linéaire compact sur un espace normé X,
posons L = I � A:

4



1.4. THÉORIE DU POTENTIEL

Théorème 1.3.1 [3] Le sous espace N (L) = ff 2 X;Lf = 0g est de di-
mension �nie.

Théorème 1.3.2 [3] Le sous espace R (X) = fLf ; f 2 Xg est fermé.

Théorème 1.3.3 [3] Si L est injectif, alors L est bijectif et l�opérateur in-
verse L�1 est borné.

Ce théorème signi�e que :
Si l�équation homogène

�� A� = 0

n�admet que la solution triviale � = 0; alors pour tout f 2 X, l�équation non
homogène

�� A� = f

admet une solution unique � 2 X qui dépend continûment de f:

Remarque 1.3.1 Si on remplace I�A par S�B, où S : X ! Y opérateur
linéaire borné et d�inverse borné S�1 : Y ! X; et B : X ! Y compact, les
théorèmes (1.3.1) (1.3.2) (1.3.3) sont satisfaits.

Ces résultats sont démontrés, par exemple, dans les livres [3] où [4].

1.4 Théorie du Potentiel

Soit D un ouvert dans R2, de frontière � (C1 par morceaux).
� (x) désigne la normale (dirigée vers l�extérieur) au point x 2 �:

Dé�nition 1.4.1 La solution fondamentale de l�équation de Helmholtz dans
R2, G0 (x; y) est dé�nie par :

G0 (x; y) =
1

4i
H
(1)
0 (k jx� yj) , x 6= y; x; y 2 R2;

où H(1)
0 est la fonction de Hankel de première espèce et d�ordre 0.

G0 (x; y) véri�e au sens des distributions

�yG0 (x; y) + k2G0 (x; y) = �x dans R2;

5



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Dé�nition 1.4.2 La fonction de Green de l�équation de Helmholtz dans R2+,
avec la condition de Neumann est la fonction G (x; y) dé�nie par :

G (x; y) =
1

4i

�
H
(1)
0 (k jx� yj) +H

(1)
0

�
k
���x0 � y

����� , x 6= y; x; y 2 R2+;

où x
0
est le symétrique de x par rapport à l�axe x2 = 0 (i. e. : x0 = (x1;�x2)).

G (x; y) véri�e au sens des distributions8<: �yG (x; y) + k2G (x; y) = �x dans R2+;
@G

@y2
(x; y) = 0 si y2 = 0:

Proposition 1.4.1 1- G 2 C1 (R2 � R2 r�) ; � : la diagonale fx = yg :

2- G (x; y) 2 L1Loc
�
R2y
�
; G (r) = 0

�
log

1

r

�
; r ! 0:

3- Condition de radiation
@G

@r
+ ikG = �

�
1p
r

�
lorsque r = jxj ! +1:

Dé�nition 1.4.3 Soit ' 2 C (�) une fonction donnée, et G une fonction
de Green. La fonction

u (x) =

Z
�

G (x; y)' (y) ds (y) ; x 2 D n �

est appelée potentiel de simple-couche de densité ':

Dé�nition 1.4.4 Soit ' 2 C (�) une fonction donnée, et G une fonction de
Green. La fonction

v (x) =

Z
�

@G (x; y)

@� (y)
' (y) ds (y) ; x 2 D n �

est appelée potentiel de double-couche de densité ':

Théorème 1.4.1 [11] Soit � C1-par morceaux et xi
�
i = 1:p

�
sont des coins,

� = [pi=1�i,et �i 2 C2; on aZ
�

@G (x; y)

@� (y)
ds (y) =

(
�1
2

si x 6= xi;
�
i = 1:p

�
���i
2

si x = xi;
�
i = 1:p

�
où G et fonction de Green et ��i =

�i
�
; �+i = 2�

�i
�
;
�
i = 1:p

�
:

6



1.4. THÉORIE DU POTENTIEL

Théorème 1.4.2 [11] Sous les mêmes hypothèses du Théorème (1.4.1), le
potentiel double-couche v avec la densité ' 2 C (�) satisfait :

v� (x) =

8>><>>:
Z

�

@G (x; y)

@� (y)
' (x) ds (y)� k (x)' (x) ; si x 6= xi;

�
i = 1:p

�Z
�

@G (x; y)

@� (y)
' (x) ds (y)� k (x)' (x) ; si x = xi;

�
i = 1:p

�
;

avec

k (x) =

8><>:
�1
2
si x 6= xi;

�
i = 1:p

�
��i
2
si x = xi;

�
i = 1:p

�
où

v� (x) = lim
h!0
h>0

v (x� h� (x)) ;

uniformément en x 2 �, et l�intégrale impropre converge.

Théorème 1.4.3 ([11]) Sous les mêmes hypothèses du Théorème (1.4.1), le
potentiel simple couche u avec la densité ' 2 C (�) satisfait :

@u� (x)

@� (x)
=

8>><>>:
Z

�

@G (x; y)

@� (x)
' (x) ds (y)� k (x)' (x) ; si x 6= xi;

�
i = 1:p

�Z
�

@G (x; y)

@� (x)
' (x) ds (y)� k (x)' (x) ; si x = xi;

�
i = 1:p

�
où

@u� (x)

@� (x)
= lim

h!0
h>0

� (x)ru (x� h� (x)) ;

uniformément en x 2 �, et l�intégrale impropre converge.

Lemme 1.4.1 [4] (de Rellich) Soit k > 0; D un domaine borné dans R2;

 = R2�D et u 2 C2 (
) une solution de l�équation

�u+ k2u = 0 dans 
;

véri�ant

lim
R!1

Z
jxj=R

juj2 ds = 0;

alors u = 0 sur 
:

7



CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Donnons une version simpli�ée du Théorème d�unicité (de Holmgren).
Soit

Pu =
nX

i;j=1

aij
@2u

@xi@xj
+

nX
j=1

bj
@u

@xj
+ cu

un opérateur elliptique à coe¢ cients constants, c�est à dire qui véri�é la
condition

nX
i;j=1

aij�i�j 6= 0;8� 6= 0:

Soit � = fx 2 R2; ' (x) = 0g une surface régulière (' analytique) et

 = fx 2 R2; ' (x) > 0g :

Proposition 1.4.2 Soit u 2 C2 (
) une solution du problème de Cauchy�
Pu = 0 dans 

u j� = 0 et @u@� j� = 0:

Alors u = 0 dans 
:

Pour plus de détails voir la référence [8].

8



Chapitre 2

Position du problème.
Théorème d�unicité

2.1 Position du problème

Soit F une fonction C1-par morceaux sur R qui s�annule en dehors de
l�intervalle [�a; a], a > 0, et 
 l�ouvert de R2 dé�nie par :


 =
�
x = (x1; x2) 2 R2; x2 > F (x1)

	
:

Avec le bord
� = f(x1; F (x1)) ; x1 2 Rg

et k 2 C, Re k > 0; Im k � 0: On décompose � comme suit :

� = 
 [ ��; �� = f(x1; 0) ; jx1j � ag


 = f(x1; F (x1)) ; jx1j � ag
Soit f une fonction continue et bornée sur R qui est une donnée du problème.
Dans ce travail on s�intéresse au problème aux limites suivant

(�P)

8>><>>:
Trouve u 2 C2 (
) [ C

�


�
tel que :

�u+ k2u = 0 dans 
;
@u

@�
= f (x) sur �;

u doit véri�er en plus une condition de radiation qui sera précisée ultérieu-

rement. La trace de
@u

@�
sur � est par dé�nition :

9



CHAPITRE 2. POSITION DU PROBLÈME. THÉORÈME D�UNICITÉ

@u

@�
(x) = lim

h!0
h>0

(� (x) ; gradu (x+ h� (x))) ; x 2 �

uniformément sur �:

Fig 1 géométrie du problème

Soit u0 une solution du problème non perturbé, i. e. avec le frontière rectiligne
(F = 0)

(P0)

8<: �u0 + k2u0 = 0; dans R2+
@u0
@x2

(x1; 0) = f (x1) ; x1 2 R:

On cherche u solution de (�P) sous la forme u = u0 + uD, on est donc
amené à résoudre le problème suivant

(P)

8>>>>>><>>>>>>:

9uD 2 C2 (
) [ C
�


�
tel que :

�uD + k2uD = 0 dans 

@uD

@�
= ef (x) sur �

@uD

@r
� ikuD = �

�
1p
r

�
lorsque r = jxj ! +1: (R)

Où ef (x) = f (x)� @u0
@�

(x) = 0 pour jxj � a
�
donc supp ef � [�a; a]� :

10



2.2. THÉORÈME D�UNICITÉ

Ce problème décrit la di¤raction d�onde (acoustique ou électromagnétique)
dans un demi-plan localement perturbé (une perturbation géométrique). uD

est l�onde di¤ractée. Par exemple, si on envoi une onde incidente plane uI =
exp i (�x1 + �x2) où � = k cos �; � = k sin �; alors u0 est une onde ré�échie
par la surface plane donné par la loi de Snell (en optique).

u0 = uI + exp i (�x1 � �x2) :

donc
@u0
@�

(x1; 0) = ��ei�x1 :

uD est la contribution de la perturbation. Comme cette perturbation est à
support compacte, alors on impose la condition de radiation du type Som-
merfeld.

2.2 Théorème d�unicité

On va distinguer deux cas. Commençons par le cas le plus facile Im k > 0:

2.2.1 Cas dissipatif, Im k>0

Théorème 2.2.1 Si Im k > 0, et Re k > 0; alors le problème (P) admet au
plus une solution.

Preuve. Soit u1; u2 deux solutions du problème (P) sur 
: On pose

w (x1; x2) = u1 (x1; x2)� u2 (x1; x2) sur 
:

Alors w véri�e le problème homogène suivant

(ph)

8>>><>>>:
�w + k2w = 0 dans 

@w

@�
= 0 sur �

@w

@r
� ikw = o

�
1p
r

�
lorsque jxj = r ! +1:

On applique la 2éme formule de Green pour w, w sur SR0 = 
 \ BR0, BR0 le
disque centré à l�origine et de rayon R0 > a; le bord se décompose comme
suit :

@SR0 = �
0 [ �+R0

11



CHAPITRE 2. POSITION DU PROBLÈME. THÉORÈME D�UNICITÉ

où
�0 = f(x1; F (x1))x1 2 [�R0; R0]g ; et �+R0 le demi-cercle,

Fig 2 Domaine SR0

On obtient ZZ
SR0

(w�w � w�w) dx =

Z
@SR0

�
w
@w

@�
� @w

@�
w

�
ds;

comme @SR0 = �
0 [ �+R0 alors on a :ZZ

SR0

�
k2 � k

2
�
jwj2 dx =

Z
�0

w
@w

@�
ds�

Z
�0

w
@w

@�
ds+

Z
�+R0

�
w
@w

@�
� @w

@�
w

�
ds:

En tenant compte de la condition de Neumann.ZZ
SR0

�
k2 � k

2
�
jwj2 dx =

Z
�+R0

w

�
@w

@�
+ ikw

�
ds�

Z
�+R0

w

�
@w

@�
� ikw

�
ds

�
Z
�+R0

ik jwj2 � ik2 jwj2 ds;

on pose
� = Re k; � = Im k;

lorsque R0 ! +1; la condition de Radiation entraîne

lim
R0!+1

ZZ
SR0

2� jwj2 ds+ �

Z
�+R0

jwj2 ds = 0;

12



2.2. THÉORÈME D�UNICITÉ

comme � > 0 les deux termes tendent vers 0 lorsque R0 ! +1; donc

8R0 � a;

ZZ
SR0

jwj2 dx = 0;

ce qui entraîne
w = 0; et u1 = u2 dans 
;

d�où l�unicité.

2.2.2 Cas non dissipatif : k réel

Si k 2 R+; la méthode précédente ne s�applique pas.
On va s�inspirer de l�article de G. Kristensson [9], où on étudie l�équation de
Helmholtz pour deux demi-plans en contacte rigide avec des obstacles.
Les coordonnées polaires dansR2 rapportées à un repère cartésien (O; x1; x2)

sont : �
x1 = r sin �;
x2 = r cos �:

avec r =
p
x21 + x22; � = arctan

�
x2
x1

�
et 0 � � � 2�:

Dans ces coordonnées, l�opérateur � s�écrit :

�w =
1

r

@

@r

�
r
@w

@r

�
+
1

r2
@2w

@�2
:

En posant :

' (r; �) = r
1
2w

'0 (r; �) =
@'

@r
;

L�équation de Helmholtz peut être écrite

'00 +
1

r2
@2'

@�2
+

�
k2 +

1

4r2

�
' = 0:

Nous dé�nissons, pour r � R0; les fonctionnelles d�énergie suivantes qui
dépendent de la variable radial r

E (r) =

�Z
0

j'0j2 + k2 j'j d�

13



CHAPITRE 2. POSITION DU PROBLÈME. THÉORÈME D�UNICITÉ

G (r) = E (r)� 1

r2

�Z
0

����@'@�
����2 d�:

Rappelons que (Ph) est le problème homogène associé à (P).

Lemme 2.2.1 On suppose que w satisfait le problème (Ph).

Nous avons alors, pour r � R0,

G0 (r) =
2

r3

�Z
0

����@'@�
����2 d� � 1

4r2
d

dr

�Z
0

j'j2 d�

Preuve. Pour r � R0,

E 0 (r) =
�1
r2

�Z
0

�
@2'

@�2
'0 +

@2'

@�2
'0
�
d� � 1

4r2
d

dr

�Z
0

j'j2 d�;

donc

G0 (r) = E 0 (r) +
2

r3

�Z
0

����@'@�
����2 d� � 1

r2

�Z
0

�
@'0

@�

@'

@�
+
@'0

@�

@'

@�

�
d�;

comme
@'

@�
= 0, on a

G0 (r) =
2

r3

�Z
0

����@'@�
����2 d� � 1

4r2
d

dr

�Z
0

j'j2 d�:

Lemme 2.2.2 On suppose, en plus des hypothèses du lemme 2.2.1, que

�Z
0

j' (r; �)j2 d� = o (1) : (r !1)

Si ' 6= 0; alors il existe une suite in�nie de nombres réels fr�g1�=1 telle que
r� !1; �!1 et G (r�) > 0:

14



2.2. THÉORÈME D�UNICITÉ

Preuve. Similaire à [9].

Lemme 2.2.3 On suppose que w est solution du problème (Ph). AlorsZ
�+R

jwj2 ds = o (1) R!1;

et Z
�+R

����@w@r
����2 ds = o (1) ; R!1:

Preuve. Pour r � R0, la condition de radiation peut être écrite explicitement
comme suit :

o (1) =

Z
�+R

����@w@r � ikw

����2 ds
=

Z
�+R

����@w@r
����2 + k2 jwj2 + 2k Im

�
@w

@r
w

�
ds; R!1;

par suite

o (1) =
1

k

Z
�+R

����@w@r
����2 + k2 jwj2 + 2 Im

�
@w

@r
w

�
ds; R!1;

Nous appliquons maintenant la première formule de Green dans R2 sur w et
son conjugué complexe w dans SR: Nous obtenonsZ

SR

w�wdx =

Z
@SR

w
@w

@�
ds+

Z
SR

jrwj2 dx

Z
SR

jrwj2 � k2 jwj2 dx =
Z
�

w
@w

@�
ds+

Z
�+R

w
@w

@�
ds;

d�après les conditions au bord, on trouveZ
SR

jrwj2 � k2 jwj2 dx =
Z
�+R

w
@w

@�
ds

15



CHAPITRE 2. POSITION DU PROBLÈME. THÉORÈME D�UNICITÉ

Im

Z
�+R

�
w
@w

@�

�
ds = o (1) R!1

alors

o (1) =
1

k

Z
�+R

����@w@r
����2 + k2 jwj2 ds R!1:

Puisque chaque terme est positif la formulation du lemme est prouvée.

Théorème 2.2.2 La seule solution du problème (Ph) est la solution nulle.

Preuve. Pour r � R0; le lemme (2.2.1) donne

G0 (r) =
2

r3

�Z
0

����@'@�
����2 d� � 1

2r2
Re

�Z
0

''0d�

en outre nous avons

0 �
�Z
0

��'0 + k2'
��2 d� = �Z

0

j'0j+ k2 j'j � 2kRe''0d�:

Et nous pouvons écrire

G0 (r) � 2

r3

�Z
0

����@'@�
����2 d� � 1

4r2k

�Z
0

j'0j+ k2 j'j d�;

� � 1

4kr2
G (r) +

�Z
0

�
2

r3
� 1

4r4k

� ����@'@�
����2 d� pour tout r � r1 � R0:

où r1 satisfait
2

r31
� 1

4r41k
:

Donc nous avons l�inéquation di¤érentielle suivante :

G0 (r) + g (r)G (r) � 0; (2.1)

16



2.2. THÉORÈME D�UNICITÉ

où g (r) =
1

4kr2
: La solution de (2.1) est

G (r) � G (r0) exp

0@� rZ
r0

1

4kr2
dr

1A
= G (r0) exp

0@ 1

4k

rZ
r0

�
1

r
� 1

r0

�
dr

1A pour r � r0

Le lemme (2.2.3) donne
�Z
0

j'j d� = o (1)

Supposons (par l�absurde) que ' 6= 0:
D�après le lemme (2.2.2), il existe r0 assez grand tel que G (r0) � 0; à

condition que ' 6= 0; nous avons ainsi lim
r!1

G (r) > 0: D�autre part

lim
r!1

G (r) � lim
r!1

E (r) = lim
r!1

�Z
0

j'0j2 + k2 j'j2 d�:

En outre le lemme (2.2.3) donne

�Z
0

j'0j2 + k2 j'j2 d� = lim
r!1

Z
�+R

���� 12rw + @w

@r

����2 + k2 jwj2 ds

= o (1) R!1

cette dernière étape peut être justi�ée par l�inégalité de Hölder. Nous avons
ainsi lim

r!1
G (r) � 0: Ceci contredit lim

r!1
G (r) > 0; et nous avons donc ' = 0

pour r � R0; et par conséquent w = 0 pour r � R0:Comme l�opérateur
�+k2I est analytique ([4] théorème 3.5), alors w est analytique dans 
 d�où
w = 0 dans 
; alors u1 = u2 dans 
:

Remarque 2.2.1 Si F (x) > 0 où jxj < a;et k2 2 R; par prolongement
symétrique on s�amène à un problème extérieur puis on applique le Lemme
de Rellich (voir chapitre 1 Lemme1.4.1). En e¤et soit

D =
�
(x1; x2) 2 R2;�F (x1) < x2 < F (x1)

	
17



CHAPITRE 2. POSITION DU PROBLÈME. THÉORÈME D�UNICITÉ

et

~u (x1; x2) =

�
u (x1; x2) x2 > 0
u (x1;�x2) x2 < 0

alors ~u satisfait le problème extérieur8<: �~u+ k2~u = 0 dans ~
 = R2�D
@~u

@�
= 0 si @D

Fig 3. Domaine extérieur ~
:

18



Chapitre 3

Existence de la solution.
Equation intégrale

3.1 Solution du problème non perturbé (P0)

Dans ce paragraphe on construit la solution u de (P0) sous di¤érentes hypo-
thèses sur f et on suppose Im k � 0:

Théorème 3.1.1 Si f 2 L1 (R) \ Hs (R) ;
�
s > 1

2

�
alors (P0) possède une

solution u 2 C2 (
) \ C1
�


�
; qui admet la représentation :

u (x1; x2) =
1

2�i

+1Z
�1

bf (�)p
k2 � �2

exp i

�q
k2 � �2x2 + �x1

�
d�

Preuve. 8<: �u (x1; x2) + k2u (x1; x2) = 0 dans R2+
@u

@x2
= f (x1) x2 = 0;

On note û la transformation de Fourier partielle de u (x1; x2),

Fx1!�u (�; x2) = bu (�; x2) = +1Z
�1

u (x1; x2) e
�ix1�dx1;

19



CHAPITRE 3. EXISTENCE DE LA SOLUTION. EQUATION
INTÉGRALE

alors 8><>:
@2bu
@2x2

(�; x2) +
�
k2 � �2

�
û (�; x2) = 0 dane R+

@bu
@x2

(�; 0) = bf (�) ;
la solution sera

û (�; x2) = 
 (�) exp

�
i

q
k2 � �2x2

�
+ � (�) exp

�
�i
q
k2 � �2x2

�
On choisit � (�) = 0, pour avoir une onde "sortante". Alors

û (�; x2) = 
 (�) exp

�
i

q
k2 � �2x2

�
;

d�après la condition au bord on trouve


 (�) =
bf (�)

i
p
k2 � �2

:

Donc

û (�; x2) =
bf (�)

i
p
k2 � �2

exp

�
i

q
k2 � �2x2

�
:

Par suite u s�écrit formellement :

u (x1; x2) =
1

2�i

+1Z
�1

bf (�)p
k2 � �2

exp i

�q
k2 � �2x2 + �x1

�
d� (3.1)

avec la détermination
p
k2 � �2 = i

p
�2 � k2 si j�j > k: On peut justi�er

que la formule (3.1) dé�nit une solution classique. Pour cela on montre qu�on

peut dériver sous le signe intégral
�
car bf 2 L1 (R)� : Pour plus de détail voir

le mémoire [17].

Remarque 3.1.1 1� Donnons une autre écriture à la formule (3.1), notons
par

a (�; x2) =
ei
p
k2��2x2

i
p
k2 � �2

; élément de S 0 (R)
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3.1. SOLUTION DU PROBLÈME NON PERTURBÉ (P0)

alors (3.1) s�écrit

u (x1; x2) = F�1
�!x1

�
a (�; x2) f̂ (�)

�
donc

u (x1; x2) = f (x1) � F�1
�!x1 (a (�; x2)) :

D�après la formule j1]

Fx1!�
�
H1
0

�
k
q
x21 � x22

��
=
2 exp i

p
k2 � �2x2

i
p
k2 � �2

où H(1)
0 est la fonction de Hankel de première espèce d�ordre 0, c�est à dire ;

F�1
�!x1 (a (�; x2)) =

1

2
H1
0

�
k
q
x21 + x22

�
:

D�où
u (x1; x2) = (f �G (:; x2)) (x1)

avec

G (x1; x2) = H
(1)
0

�
k
q
x21 � x22

�
ou encore

u (x1; x2) =
1

4�i

+1Z
�1

H
(1)
0 (k jx� yj) f (t) dt (3.2)

telle que x = (x1; x2) ; x2 > 0; y = (t; 0) et jx� yj =
q
(x1 � t)2 + x22: l�inté-

grale impropre converge dans S 0, c�est à dire si uN =
1

4�i

R N
�N H

(1)
0 (k jx� yj) f (t) dt;

alors uN ! u dans S 0 lorsque N !1, puisque la singularité de
�
H
(1)
0 ' cLog (r) ; (r ! 0)

�
2 � :Pour donner un sens classique à l�intégrale (3.2), on suppose que

f 2 Cc (R) \ C0;� (R), avec supp(f) � [�a; a] ; a > 0:

u (x1; x2) =
1

4�i

+aZ
�a

H
(1)
0 (k jx� yj) f (t) dt; x2 > 0 (3.3)
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u véri�e l�équation de Helmholtz dan R2+ mais ne satisfait pas la condition
au bord. Pour cela, on remplace f par une densité inconnue �; c. a. d on
cherche u sous forme (3.4) d�un potentiel simple-couche

u (x1; x2) =
1

4�i

+aZ
�a

H
(1)
0 (k jx� yj)� (t) dt; x2 > 0 (3.4)

Théorème 3.1.2 Le potentiel simple-couche (3.4) dé�nit une solution du
problème (P0) si et seulement si f est une solution de l�équation intégrale
suivante :

' (x1)� 2
+aZ
�a

@K (x1; x2)

@x2
' (t) dt = �2f (x1) (3.5)

Preuve. Découle de propriété de trace du potentiel double-couche Théorème
1.4.3. L�équation (3.5) est résoluble dans l�espace de Banach

E =
�
' 2 C0;� [�a; a] : ' (a) = ' (�a) = 0

	
:

3.2 Résolution du problème perturbé (P) par
équation intégrale

On considère la fonction de Green de (P0)

G (x; y) =
1

4i

�
H
(1)
0 (kr) +H

(1)
0 (kr�)

�
;

où r =
q
(x1 � y1)

2 + (x2 � y2)
2; r� =

q
(x1 � y1)

2 + (x2 + y2)
2

On pose

� (x; y) =
1

4i
H
(1)
0 (kr)

�� (x; y) =
1

4i
H
(1)
0 (kr�) ;
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3.2. RÉSOLUTION DU PROBLÈME PERTURBÉ (P) PAR ÉQUATION
INTÉGRALE

soit le potentiel simple-couche

u (x) =

Z
�

G (x; y)' (y) ds (y) ; x 2 
 (3.6)

alors u satisfait �u+ k2u = 0 et
@u

@�
(x; 0) = 0 si jx1j � a:

On pose � = [pn=1�n; où �n 2 C2 et xn
�
n = 1; p

�
sont des coins dans �:

Théorème 3.2.1 u dé�ni par (3.6) est une solution de problème (P) si et
seulement si ' est solution de l�équation intégrale

'� 2 eK' = �2 ef: (3.7)

où

eK' (x) = � A' (x) x 6= xn
�
n = 1:p

�
A' (x) +

�
1� �n

�

�
' (x) x = xn

�
n = 1:p

�
et

A' (x) =

Z
�

@G (x; y)

@� (x)
' (y) ds (y) :

Preuve. Découle des formules de traces dans le Théorème 1.4.3.

Théorème 3.2.2 l�opérateur A : C (�)! C (�) est compact.

Preuve. On a
@G (x; y)

@� (x)
=
@� (x; y)

@� (x)
+
@�� (x; y)

@� (x)
;

On pose 8>><>>:
A1' (x) =

R
�

@�

@� (x)
(x; y)' (x) ds (y)

A2' (x) =
R
�

@��

@� (x)
(x; y)' (x) ds (y)

le noyau de l�opérateur A2 appartient à C1 (�� �), alors A2 est compact
dans C (�) : Examinons le noyau de A1 :
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on pose x1 = t0; x2 = F (t0) ; y1 = t; y2 = F (t) ; alors

� (t) = (�F 0 (t) ; 1)�
q
1 + F 02 (t)

ds (y) =
q
1 + F 02 (t)dt

donc

A1' (x) =

1Z
0

�
@

@x1
� (x; y) (�F 0 (t)) + @

@x2
� (x; y)

�
' (t) dt

on pose

K (t; t0) =
@

@x1
� (x; y) (�F 0 (t)) + @

@x2
� (x; y)

on a
d

dxj
H
(1)
0 (kr) = k

�H(1)
1 (kr)

r
(xj � yj) ; j = 1; 2

d�où

K (t; t0) =
k

4i

H
(1)
1 (kr)

r
[(t� t0)F

0 (t)� (F (t)� F (t0))]

Le développement de Taylor de F à l�ordre 2 entraine

K (t; t0) =
k

4i

H
(1)
1 (kr)

r

�
0 (t� t0)

2� et r = 0 (jt� t0j) :

Comme
H
(1)
1 (kr) = 0

�
r�1
�

r ! 0

alors
K (t; t0) = 0 (1) ;

Le noyau K (t; t0) est borné sur �� �; alors A : C (�)! C (�) est compact:

Théorème 3.2.3 L�équation (3.7) admet une solution unique ' 2 C (�)
(qui dépend continûment de ~f) si l�équation homogène n�admet que la solution
triviale.
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3.3. ETUDE DE L�ÉQUATION INTÉGRALE HOMOGÈNE

Preuve. On a

(I �K) = (I � (K � A))� A

l�opérateur A est compact d�après Théorème (3.2.2), et

j(K � A)' (x)j �
�����1� �i

�

�
' (x)

���� � q k' (x)k1 :

Où

q = max
i=1:p

�����1� �i
�

����� < 1:
Alors l�opérateur (I � (K � A)) inversible, d�après la remarque (1.3.1). Se
qui prouve le Théorème.

3.3 Etude de l�équation intégrale homogène

On considère l�équation homogène

(I � A)' = 0 (3.8)

où

A' (x) =

Z
�

@G (x; y)

@� (x)
' (y) dy:

On suppose que F 2 C2 (�a; a) ; F (�a) = F 0 (�a) = F " (�a) = 0, on dé�nit

e' (x) = � ' (x) sur �
0 sur �

on considéra le domaine borné S limité par @S = � [ � (voir �gure 4). On
choisit � de manière à avoir @S de classe C2 et � composé d�arc de cercle
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(analytique par morceaux).

Fig 4 Domaine S

Concidérer l�opérateur intégral sur le bord fermé

~A (x) =

Z
@S

@G (x; y)

@� (x)
 (y) dy;  2 C (@S) :

On a un résultat de Kress ([4], Théorème 3.22) qui stipule que :

N
�
I � ~A

�
= V:

Où

V =

�
@v

@�

����
@S

�v 2 C2 (S) \ C1
�
�S
�
;�v + k2v = 0 dans S; v = 0 sur @S

�
Théorème 3.3.1 L�équation (3.8) n�admet que la solution triviale.

Preuve. on a e' 2 N �I � ~A
�
= V

Donc e' = @v

@�
sur �:

d�où 8<: v = 0 sur � et
@v

@�
= 0 sur �

26



3.3. ETUDE DE L�ÉQUATION INTÉGRALE HOMOGÈNE

D�après le théorème de Holmgren (proposition 1.4.2) v = 0 dans un voisinage

de �, (car v analytique dans S) alors v = 0 dans S; et
@v

@�
= 0 sur �:

Puisque

' =
@v

@�
sur �;

alors, ' = 0 sur �; donc l�équation (3.8) admet uniquement la solution tri-
viale.

27



Chapitre 4

Approximation numérique

4.1 Méthode de quadrature

Dans cette section on rappelle des notions d�intégration numérique.

Dé�nition 4.1.1 Soit f une fonction dé�nie sur une partie compacte de G
et � une mesure de Jordans dans Rd non nulle. Toute forme d�approximation
de l�intégral

R
G
f (x) d� est appelée formule de quadrature. La formule de

quadrature classique contient les valeurs f (xi) de f au point xi 2 G pour
i = 1:::n. On écrit la formule de quadrature Qn (f) ; tel que :

Qn (f) =

nX
i=1

�i;nf (xi;n) (4.1)

où les c�¢ cients �i;n sont les points de quadrature.

La dé�nition de l�erreur quadratique par R (f) et donnée par

Q (f) =

Z
G

f (x) d� = Qn (f)�R (f) pour f 2 C (G) :

Remarque 4.1.1 Si G = � une surface de R3 ou une courbe de R2. d� = ds
ou dl (élément de surface ou élément de longueur).

Dé�nition 4.1.2 La méthode de quadrature fQngn�1 est dite convergente,
si

lim
n!+1

Qn (f) =

Z
G

f (x) dx pour tout f 2 C (G) :

28



4.2. MÉTHODE DE NYSTRÖM

Dé�nition 4.1.3 La méthode de quadrature fQngn�1 est dite consistante
s�il existe un sous-ensemble V � C (G) dense et Qn (f) converge vers Q (f)
pour tout f 2 V:

Dé�nition 4.1.4 La méthode de quadrature fQngn�1 est dite stable si

sup

(
nX
i=1

j�i;nj : n 2 N
)
<1

Théorème 4.1.1 (Szegö) La méthode quadratique est convergente si et
seulement si elle est consistante et stable.

Théorème 4.1.2 (Steklov) Si Qn (1) ! Q (1) ; n ! 1; et les points de
quadrature positifs, alors la forme quadratique fQngn�1 converge si et seule-
ment si Qn (g)! Q (g) ; n!1; pour tout g dans un ensemble U dense dans
C (G).

4.2 Méthode de Nyström

Soit fQngn2N une suite de formule de quadrature convergente pour l�in-
tégral

R
G
f (x) dx et l�approximation de l�opérateur intégral

A' (x) =

Z
G

K (x; y)' (y) dy; x 2 G

de noyau K continu, par une suite d�opérateurs linéaires discrets

An' (x) =
nX
k=1

�kK (x; xk)' (xk) ; x 2 G

alors la solution de l�équation intégrale de deuxième espèce

' (x)� A' (x) = f (x) (4.2)

est approchée par la solution de l�équation

'n (x)� An'n (x) = f (x) : (4.3)
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CHAPITRE 4. APPROXIMATION NUMÉRIQUE

Ce qui nous amène à résoudre un système linéaire dans un espace de dimen-
sion �nie.
Méthode approchée
Soit 'n la solution de l�équation

'n (x)�
nX
k=1

�k;nK (x; xk;n)'n (xk) = f (x) ; x 2 G (4.4)

on pose 'i;n = 'n (xi) ; i = 1:::n. Si les points de quadrature �k;n véri�ent le
système linéaire

'i;n �
nX
k=1

�k;nK (xi;n; xk;n)'i;n = f (xi;n) ; i = 1:::n; (4.5)

alors 'n dé�nie par

'n (x) = f (x) +
nX
k=1

�k;nK (x; xk;n)'k;n (xk) ; x 2 G (4.6)

résout l�équation (4.4).

Remarque 4.2.1 Si le noyau est symétrique i.e k (x; y) = k (y; x) la matrice
(�k;nK (xi;n; xk;n))n�1 est généralement non symétrique.

Théorème 4.2.1 [2] Pour toute solution de l�équation intégrale de deuxième
espèce d�un noyau continu et la fonction f continue, la forme de quadrature
de méthode de Nyström convergente est uniformément convergente

4.3 Cas d�un noyau faiblement singulier

On va décrire la méthode de Nyström appliquée à la résolution approchée
de l�équation intégrale du deuxième espèce avec un noyau faiblement singulier
de la forme :

(A') (x) =

Z
G

w (jx� yj) k (x; y)' (y) dy; x 2 G

où la fonction w : (0;1)! R représente la singularité de noyau. On suppose
que w est continue et satisfait jw (t)j � Mt��d pour tout t > 0; où M et �
deux constant, � > 0 et k 2 C (G�G).
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4.3. CAS D�UN NOYAU FAIBLEMENT SINGULIER

On choisit fQngn�1 une suite de quadrature dé�nie par

(Qng) (x) =

nX
j=1

�j;n (x) g (xj;n) ; x 2 G;

pour l�intégrale

(Qg) (x) =

Z
G

w (jx� yj) g (y) dy; x 2 G

avec les points quadratiques dépendant continûment de x. Alors on approche
le noyau singulier de l�opérateur intégral par la suite d�opérateurs intégraux
discrets :

(An') (x) =

nX
k=1

�k;n (x) k (x; xk;n)' (xk;n) ;

la solution de l�équation approchée de deuxième espèce est donnée par (4.6).
Le système linéaire (4.4) s�écrit sous la forme

'j;n �
nX
k=1

ak;n (xj)K (xj; xk)'k;n = f (xj) ; j = 1; n;

Théorème 4.3.1 [11] Si la forme quadratique fQngn�1 converge et satisfait

lim
y!x

sup
n2N

nX
k=1

j�k;n (y)� �k;n (x)j = 0

alors la suite An' ! A'; n ! 1 pour tout ' 2 C (G) mais non uniformé-
ment.
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Annexe 

Rappel sur les fonctions de Bessel et de Hankel 
Dans cette annexe, nous donnons un bref aperçu sur les fonctions de Bessel et de Hankel ainsi que 
quelques unes de leurs propriétés (cf. [1]). 

Pour , soit l'équation différentielle suivante: 

                                        

L’équation (A.1) est appelée équation de Bessel, et sa solution générale est donnée par 

                                         

Où   et  sont respectivement les fonctions de Bessel de première et deuxième espèce 
d'ordre n données par les expressions suivantes: 

                                       

et 

                                   

pour  n≥1: 

                           

 

avec  et  et la constante de Euler 

C=0.5772..... . 
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On désigne respectivement par et , les fonctions de Hankel de première et deuxième espèce 

d'ordre n, et on écrit 

                                               

                                               

Remarque  La solution générale de (1) peut s'écrire aussi sous la forme 

                                                

Avec  des constants complexes arbitraires. 

On donne maintenant quelques propriétés concernant les fonctions de Hankel 

On donne les relations de dérivations suivantes 

                                                   

                                                  

Un comportement asymptotique à l'infini est donné par 

                                                

                                                

 On donne aussi le comportement au voisinage de 0 suivant 
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