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Résumé

Dans cette thése, nous nous intéressons essentiellement & deux modéles : le modéle de
Weibull tronqué et le modéle de Rayleigh. Les distributions tronquées surviennent quant une
variable aléatoire X suit une distribution de probabilité connue, mais une portion de I’espace
d’échantillon ne peut pas étre observée. Si les valeurs de la variable aléatoire sont limitées
a droite par une valeur 7', on dit que la distribution est tronquée a droite. La distribution
tronquée a laquelle on s’intéresse est la distribution de Weibull tronquée a droite; cette
derniére a la particularité d’avoir un taux de panne en baignoire. La distribution de Rayleigh
trouve son application dans de nombreux domaines et en particulier en épidémiologie. Dans
cette thése, nous exposons I’étude des estimateurs de Bayes des paramétres, de la fonction de
fiabilité et de la fonction taux de panne sous différentes fonctions de pertes et avec plusieurs
type de données. Les lois a priori utilisées dans ce travail sont deux types : les lois a priori
non informatives et les lois a priori conjuguées naturelles.

Dans une premiére partie, on utilise une approche classique du maximum de vraisem-
blance puis une approche Bayésienne dans le cas d'une distribution de Weibull tronquée a
droite en considérant des données censurées de type II. Cette distribution dépend de trois
parameétres : un parameétre lié a la troncature et les deux autres propres a la loi de Weibull
et qui sont des parameétres de forme et d’échelle.

Les estimateurs Bayésiens et les risques a posteriori sont obtenus en utilisant des fonctions

de pertes symétriques (la fonction de perte quadratique et la fonction de perte entropie) puis
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des fonctions de perte asymétriques (la fonction de perte Linex). Dans le cas de 'approche
classique, les estimateurs sont solutions d’un systéme non linéaire dont les solutions ne sont
pas explicites analytiquement ; des méthodes numériques ont été adoptées.

Dans l'approche Bayesienne, les estimateurs sont donnés sous forme d’un rapport d’in-
tégrales, Nous appliquons les méthodes de Monte-Carlo et en particulier I'algorithme de
Metropolis-Hastings pour procéder a des simulations et a une analyse des données. Finale-
ment, on utilise le critére de Pitman et le critére integrated mean square error (/M SE) pour
comparer les estimateurs bayésiens et les estimateurs du maximum de vraisemblance.

Dans la deuxiéme partie, on s’intéresse a l'estimation du parameétre o et de quelques
caractéristiques de fiabilité, comme la fonction de fiabilité S (¢) et la fonction de taux de
hasard h (t) de la loi de Rayleigh. On a utilisé ’approche Bayésienne sous différentes fonctions
de pertes (la fonction de perte quadratique et la fonction de perte Linex), avec des données
censurées de type [] puis avec des données progressivement censurées. La loi a priori
sur le parameétre est d’abord considérée comme non informative, puis nous considérons le
cas d’une loi a priori conjuguée naturelle. Les estimateurs Bayésiens de o, S (t), et h (t) ont
été obtenus avec leurs expressions analytiques exactes. Les risques a posteriori sont calculés
dans chaque cas. Une étude par simulation et une analyse de données réelles ont été réalisées
afin de comparer les différents estimateurs a partir de leurs risques a posteriori.

Pour le modéle de Weibull tronqué, une publication intitulée : "Posterior Analysis of the
compound truncated Weibull under different loss functions for censored data" est sortie dans
la revue : International Journal of Mathematics and Compters in Simulation, vol 10, 2016.
pp 265-272.

Pour le modéle de Rayleigh, un article intitulé : " Bayesian estimation of the Rayleigh

distribution under different loss function” a été soumis a la revue EJASA.
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Abstract

In this thesis, we are intrested in two models : the truncated Weibull and Rayleigh’s
distributions. The first occur when a random variable X follows a known probability dis-
tribution, but a portion of the sample space can not observed. If the values of the random
variable are limited to the right by the value T', the distribution is said right truncated. The
truncated distribution that we are intrested is the right truncated Weibull distribution ; the
latter has the peculiarity of having a failure rate function in bathtub. The Rayleigh distri-
bution finds its application in many fields and particulary in epidemiology.

We shall especially, study the Bayes estimators of the parameters, the reliability and the
failure rate function under different loss functions and with several types of data. The prior
laws used in this work are two types : non informative and natural conjugate.

In the first part, we use a classical approach of maximum likelihood and the Bayesian ap-
proach in the case of the right truncated Weibull distribution considering type I censored
data. This distribution depends on three parameters : a parameter related to the truncation
and two others specific to the Weibull distribution and have to do with form and scale.
The Baysian estimators and the posterior risks are obtained using symmetrical loss functions
(the quadratic and the entropy loss functions) and then the asymmetrical loss function (the
Linex loss function ). In the case of the classical approach, the estimators are solutions of
a non linear system whose solutions are not explicit analytically ; Numerical methods have

been used.
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In the Bayesian approach, the estimators are given in the form of a division of integrals. We
have applied Monte-Carlo methods and in particular the Metropolis-Hastings algorithm to
proceed with the simulations and the data analysis.

Finally, the Pitman and the integrated mean square error (IMSE) criteria are used to com-
pare the Bayesian and the maximum likelihood estimators.

In the second part, we are intrested in estimating the parameter o and some reliability fea-
tures, such as the reliability function S(¢) and the failure rate function h(t) of the Rayleigh
distribution.

We have used the Bayesian approach under different loss functions (the quadratic and Linex
loss functions ), with type /7 then with progressive censored data. The prior distribution
of the parameter is considered as a non informative law. Then we have also used a naturel
conjucated law. The o Bayesian estimators , S(¢) and h(t), are obtained with their exact
analytical expressions. The posterior risks are calculated in each case. A simulation study
was carried out as well as real data analysis in order to compare between the different es-
timators through the consideration of their posterior risks. Our results leads us to conclude

that the best estimator is obtained under Linex loss function.
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Introduction

La fiabilité a sans doute pris son développement depuis la derniére guerre mondiale. Elle
est vite devenue une science a part entiére dans les applications appartenant & de nombreux
domaines. Elle a pour fondement mathématiques la statistique et le calcul de probabilité qui
sont nécessaires a la compréhension et a I'analyse des données de fiabilité. Aujourd’hui, la
fiabilité est devenue un paramétre clé de la qualité et d’aide & la décision, dans I'étude de
la plupart des composants produit, et processus "grand public" : transport, énergie, compo-
sants électronique, composants mécanique...

Le terme fiabilité (ou la durée de survie) désigne le terme écoulé jusqu’a la survenue d’'un éve-
nement précis. I’événement écoulé (communément appelé "décés") est le passage irréversible
entre deux états (communément nommé "vivant" et "déceés"). L'événement terminal n’est
pas forcément la mort : il peut s’agir de 'apparition d’une maladie (par exemple, le temps
entre le diagnostic et la guérison), la panne d’une machine (durée de fonctionnement d’une
machine, en fiabilité) ou la survenue d’un sinistre (temps entre deux sinistres, en actuariat).
La fiabilité est I'une des composantes essentielles de la qualité d’un produit et elle est retenue
entant que critére fondamental dés le stade de la conception.

La fiabilité est la caractéristique d’un dispositif exprimé par la probabilité que ce disposi-
tif accomplisse une fonction requise dans des conditions d’utilisations et pour une période
de temps déterminée. Cette thése s’articule au tour de quatre chapitres, dans le premier

chapitre, on donne quelques caractéristiques de la fiabilité puis on fait un rappel sur les

11
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méthodes numériques pour résoudre les systémes d’équations non linéaire, et on termine ce
chapitre en donnant quelques distributions de probabilités utiles en fiabilité, le deuxiéme
chapitre, consiste a donner les principes de ’approche Bayésienne, et on explique comment
faire un choix d’une distribution a priori finalement on donne quelques fonctions de perte
symétriques et asymétriques. Le troisieme chapitre est une étude des estimateurs de Bayes
de la loi de Weibull tronquée sous différentes fonctions de pertes et en présence de don-
nées censurées de type I, on fait une étude de Monté-Carlo en utilisant ’algorithme de
Metropolis-Hastings pour calculer ces estimateurs et on termine ce chapitre par une compa-
raison entre des deux approches (I’approche classique celle du maximum de vraisemblance
et approche Bayésienne) a l’aide de critéres de Pitman et IMSE, dans le dernier chapitre,
on s’intéresse d’étudier 'estimateurs de Bayes de paramétre, de la fonction de fiabilité et
de la fonction de taux de panne de la distribution de Rayleigh avec des données censurées
de type I, enfin on fait une étude de simulation et une application par des données réelles

pour terminer ce chapitre.

12



CHAPITRE 1

Outils mathématiques
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1.1. Les 5 définitions équivalentes de la fiabilité

[1.5.2  L’algorithme EM| . . . . . ... ... ... ... ... ... .. 27
[1.6 Les distributions de probabilités utiles en fiabilitg . . . . . . .. 28
[1.6.1 La lo1 exponentiellel. . . . . .. ... ... ... ... ... ... . 29
[1.6.2 Laloi Log-normalel . . . . ... .. ... ... ... ... ...... 29
6.3 laloideWelbulll . . . . . . . . oo oo 30
[1.6.4 Laloigammal . . . . ... ... ... ... ... ... ... ..., 31

1.1 Les 5 définitions équivalentes de la fiabilité

Cinq fonctions équivalentes définissent la loi de la durée : Supposons que la durée de survie
X soit une variable positive ou nulle, et absolument continue. Alors sa loi de probabilité peut
étre définie par 'une des fonctions suivantes :
1- La fonction de survie S (La fonction de fiabilité)
Par définition :

S(t)=P(X >1t); t > 0.

Pour t fixé, c’est la probabilité de survie jusqu’a I'instant .

2- La fonction de répartition F

La fonction de répartition (f.r ou c.d.f en anglais pour "cumulative distribution function")
est :

F(t)=P(X <t)=1-S(t).

Pour ¢ fixé, c’est la probabilité de mourir avant l'instant ¢.

Il est arbitraire de décider que S(t) = P(X > t) ou S(t) = P(X > t) entrainant du
méme coup que F(t) =1 — S(t) vaut F(t) = P(X < t) ou F(t) = P(X < t). Lorsque la
loi qui régit X continue, cela n’a aucune importance car ces deux quantités sont égales :
P(X >t)=P(X >t)et P(X <t) = P(X <t). Cependant, dans les cas ou S et donc F
ont des sauts, ce qui arrive lorsque le temps est discret, compté en mois ou en semaine par

exemple, on a quelque fois avantage a adopter la notion suivante qui évite toute ambiguité :

14



1.1. Les 5 définitions équivalentes de la fiabilité

S=(t)=P(X >t) S*t(t)=P(X >1t).
F-t)=P(X <t) F'(t)=PX<t).

3- La densité de probabilité f

C’est une fonction f(t) > 0, telle que pour tout ¢ > 0,

P = [ 1)is

Si la fonction de répartition a une dérivée au point ¢ alors :

() = tim DEEX<EHA) gy gy,

dt—0 dt

Pour t fixé, la densité de probabilité caractérise la probabilité de mourir dans un petit
intervalle de temps aprés I'instant t.
4- Le risque instantané (le taux de hasard) h

Appelé "le taux de hasard" est défini comme :

L P X<t+dt| X >t)  f(t)
ht) = lim, a = 50)

Pour ¢ fixé, h(t)u caractérise la probabilité de mourir dans un petit intervalle de temps apreés
I'instant ¢, conditionnellement au fait d’avoir survécu jusqu’a 'instant t. Aussi cela signifie-
t-il le risque de mort instantané pour ceux qui ont survécus.

5- Le taux de hasard cumulé H

C’est I'intégrale du taux de hasard h :

H@:ﬁhwm:—wam.

On peut déduire la fonction de taux de hasard cumulé grace a la relation :

S(t) = exp(—H(t)) = exp(—/o h(u)du).

La définition de la distribution de probabilité de X repose sur 'une des cinq données
suivantes, qui sont équivalentes : S(t), F(t), f(t), h(t) et H(t).
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1.2. Quantités associées a la distribution de survie

Nous avons

S(t) = P(X >t)
= Py (1 — h(s)ds)
= exp(— /Oth(s)ds)
— cap(—H(1)).
Par ailleurs les quantités suivantes sont parfois utilisées :

- la fonction de survie conditionnelle : S(t | ty) = P(X >t+ty | X > to).

- la durée de vie moyenne restante : r(t) = E(X —t | X > t).

1.2 Quantités associées a la distribution de survie

1.2.1 Moyenne et variance de la durée de survie

Le temps moyen de survie E(X) et la variance de la durée de survie V(X) sont définis

par les quantités suivantes :

B(X) = /0 Sty

V(X) :2/ tS(t)dt — (E(X))?

0

Ainsi on peut déduire ’espérance et la variance & partir de n’importe laquelle des fonctions :

S, F, f, h, et H (mais pas l'inverse).

1.2.2 Quantiles de la durée de survie

- La médiane de la durée de survie est le temps ¢ pour lequel la probabilité de survie S(t)
est égal & 0.5, c’est-a-dire, la valeur ¢, qui satisfait S(t,,) = 0.5.
Dans le cas ou l'estimateur est une fonction en escalier, il se peut qu’il y’ait un intervalle
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1.3. Censure et troncature

de temps vérifiant S(t,,) = 0.5. Il faut alors étre prudent dans I'interprétation, si les deux
événements encadrant le temps médian sont éloignés. Il est possible d’obtenir un intervalle
de confiance du temps médian. Soit [B;, By un intervalle de confiance de niveau o du temps
médian t,, est :

[S7H(Bs), S~(By)]
-La fonction quantile de la durée de survie est définie par :
q(p) =inf(t: E(t)>p), 0<p<L1.
=inf(t:S(t)<1-—p)
Lorsque la fonction de répartition F' est strictement croissante et continue alors :
g(p) =F~'(p), 0<p<L
=S~ (1-p).

Le quantile ¢(p) est le temps ot une proposition p de la population a disparue.

1.3 Censure et troncature

Une des caractéristiques des données de survie est ’existence d’observations incomplétes.

En effet, les données sont souvent recueillies partiellement, notamment, & cause des processus
) Y )

de censure et troncature. Les données censurées ou tronquées proviennent du fait qu’on n’a

pas accés a toute I'information : au lieu d’observer des réalisations indépendantes et identi-

quement distribuées (i.i.d) de durée X, on observe la réalisation de la variable X soumise a

diverses perturbations indépendantes ou non du phénomeéne étudié.

1.3.1 Censure

La censure est le phénoméne le plus couramment rencontré lors du recueil des données

de survie :
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1.3. Censure et troncature

Pour l'individu ¢, considérons :
- Son temps de survie X;.
- Son temps de censure C;.

- La durée réellement observée T;.

Censure a droite

La durée de vie est dite censuré a droite si I'individu n’a pas subi I’événement & sa derniére
observation. En présence de censure a droite, les durées de vie ne sont pas toutes observées ;
pour certaines d’entre elles, on sait seulement qu’elles sont supérieurs a une certaine valeur

connue.

1- La censure de type I
Soit C' une valeur fixée, au lieu d’observer les variables X1, ..., X,,, on observe X; uniquement

lorsque X; < (), sinon on sait uniquement que X; > C. On utilise la notation suivante :

Ce mécanisme de censure est fréquemment rencontré dans les applications industrielles. Par
exemple, on peut tester la durée de vie de n objets identiques (ampoules) sur un intervalle
d’observations fixé [0, u]. En biologie, on peut tester I'efficacité d’une molécule sur un lot de

souris (les souris au bout d’un temps u sont sacrifiées).

3- La censure de type II

Elle est présenté quand on décide d’observer les durées de survie de n patients jusqu’a ce
que k d’entre eux soient décédés et d’arréter I'étude a ce moment la. Soient X ;) et T(; les
statistiques d’ordre des variables X; et 7. La date de censure est donc X et on observe

les variables suivantes :
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1.3. Censure et troncature

Tiny = X

3- La censure de type IIT (ou censure aléatoire de type I)

Soient (', ..., C}, des variables aléatoires i.i.d. On observe les variables
T, = XiNC;

L’information disponible peut étre résumée par :

- La durée réellement observée T;.

- Un individu 4; = 1{x,<¢,}-

- 0; = 1 si ’événement est observé (d’ot T; = X;). On observe les "vrais" durées ou les durées
complétes.

- 0; = 0 si l'individu est censuré (d’ou T; = ;). On observe des durées incomplétes (censu-
rées).

La censure aléatoire est la plus courantes. Par exemple, lors d’un essai thérapeutique elle
peut étre engendrée par :

(a)- La perte de vue : le patient quitte I’étude en cours et on le revoit plus (a cause d'un démé-

nagement, le patient décide de se faire soigner ailleurs). Ce sont des patient "perdue de vue".
g g

(b)- L’arrét ou le changement du traitement : les effet secondaires ou I'inefficacité du traite-

ment peuvent entrainer un changement ou un arrét du traitement. Ces patients sont exclus
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1.3. Censure et troncature

de I'étude.

(c)- La fin de I’étude : I'étude se termine alors que certains patients sont toujours vivants
(ils n’ont pas subi I'événement). Ce sont des patients "exclus-vivants". Les "perdus de vue"
et les "exclus vivants" correspondent a des observations censurées mais les deux mécanismes

sont de nature différentes (la censure peut étre informative chez les "perdus de vue").

Censure a gauche

La censure a gauche correspond au cas ou l'individu a déja subi ’événement avant que
I'individu soit observé. On sait uniquement la date de I’événement inférieure a une certaine

date connue. Pour chaque individu, on peut associer un couple des variables aléatoire (7, 9) :
T=XVC=max(X,C).
0=1 X>C-

Censure par intervalle

Une date est censurée par intervalle, si au lieu d’observer avec certitude le temps de

I’événement, la seule information disponible est qu’il a eu lieu entre deux dates connues.

1.3.2 Troncature

Les troncatures différent des censures au sens ou elles concernant 1’échantillonnage lui
méme. Ainsi, une variable X est tronquée par un sous ensemble éventuellement aléatoire
A de RY si au lieu de X, on observe X uniquement si X € A. Les points de I’échantillon
"tronqué" appartiennent tous a A, et suivent donc la loi de T" conditionnée par l'apparte-
nance & A. Il ne faut pas confondre censure et troncature. S’il y a troncature, une partie

des individus (donc des X;) ne sont pas observables et on n’étudie qu’un sous échantillon
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1.3. Censure et troncature

(probléme d’échantillonnage). Le biais de sélection est un cas particulier de troncature.

1- La troncature a gauche
Soit Z une variable aléatoire indépendante de X, on dit qu’il y’a troncature a gauche lorsque

X n’est observable que si X > Z. On observe le couple (X, Z), avec X > Z.

2- La troncature a droite

De méme, il y a troncature a droite lorsque X n’est observable que si X < Z.

3- La troncature par intervalle

Quand une durée est tronquée a droite et a gauche, on dit qu’elle est tronquée par intervalle.

1.3.3 Données progressivement censurées

Les données progressivement censurées peuvent étre décrites par la méthode suivante :
On suppose que n unités indépendantes sont mis dans un test et le censure R = (11,79, ..., ')
est déja fixé. Lors du premier échec dit Xj.,,.,, 71 unités sont éliminées au hasard de n — 1
unités restantes. Dans le deuxiéme échec, dit Xo.,,.,, 7o unités sont éliminés au hasard de
n — r; — 2 unités restantes. On continue la procédure jusqu’au le m™¢ échec, dit X,.mm,
tous le reste r,, =n—m—1r; — ... — r,,_1 sont éliminés. Puis, Xi....n < Xoimm < oo < Xpomn
sont appelés les statistiques d’ordre progressivement censurées.

Remarque

Pour générer les données progressivement censurées d’une distribution connue, on utilise
lalgorithme de Balakrishnan et Sandhu avec les étapes suivantes :

1- générer m variables identiquement indépendantes distribuées (u, us, ..., u,,) de la loi
uniforme U(0, 1).

2- Soit z; = —log(1 — w;), z sont identiquement indépendantes distribuées de la distri-

bution exponentielle standard.
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1.4. Méthodes d’estimation numériques

3- En donnant les censures R (R, Ry, ..., Ry,), soit y1 = 21, et pour i =1, ..., m

Zj
Yi = Yi— + — X
' n—zjzlle—@—l

Donc, (y1,¥2, .-, Ym) sont des données progressivement censurées d’'un échantillon U(0, 1).

4- Soit w; = 1 — exp(—y;).
5- Soit x; = F~Y(w;) i.e w; = F(z;), done, (21,9, ..., T,) sont des données progressive-

ment censurées de la distribution qu’on veut générer.

1.4 Meéthodes d’estimation numériques

Dans cette section, on suppose que les données x4, ..., x,, sont n réalisations indépendantes
d’une méme variable aléatoire sous-jacente X. Il est équivalent de supposer Xy, ..., X,, indé-
pendantes et de méme loi. Nous adopterons ici la seconde formule, qui est la plus pratique
a manipuler.

Les techniques de statistique descriptive, comme I’histogramme ou le graphe de probabilité,
permettent de faire des hypothéses sur la nature de la loi de probabilité X;. Des techniques
statistiques plus sophistiquées, les tests d’adéquation, permettent de valider ou pas ces hy-
pothéses.

On supposera ici que ces techniques ont permis d’adopter une famille de loi de probabilité
bien précise pour la loi des X;.

On notera # le paramétre inconnu, le probléme traité est celui de I'estimation du paramétre
6. Comme on 'a déja dit, il s’agit de donner, au vu des observations z1, ..., z,, une approxi-
mation ou une évaluation de 6 que l'on espére la plus proche possible de la vraie valeur
inconnue.

Il existe de nombreuse méthodes pour estimer un parameétre 6.

Par exemple, les estimations graphiques a partir des graphes de probabilité. Dans cette
section, nous ne nous intéressons qu’aux deux méthodes d’estimation les plus usuelles, la
méthodes des moments et la méthode de maximum de vraisemblance.

Mais il faut d’abord définir précisément ce que sont une estimation et surtout un estimateur.
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1.4. Méthodes d’estimation numériques

Pour estimer 6 on ne dispose que des données x4, ..., x,, donc une estimation de 6 sera une

fonction de ces observations. Une statistique ¢ est une fonction des observations xy, ..., z,, :

t:R" — R™
(1, ey Tp) = (21, ooy )

Pour simplifier les écritures, on note souvent t,, = t(xy, ..., z,) et T,, = t(Xy, ..., X,,).
Par abus, on donne le méme nom de statistique aux deux quantités, mais dans une perspective
d’estimation, on va nommer différemment ¢,, et T,,.

Un estimateur d’une grandeur 6 est une statistique 7, & valeurs dans l’ensemble des

valeurs possibles de 6. Une estimation de 6 est une réalisation ¢, de ’estimateur 7T,

1.4.1 La méthode des moments

C’est la méthode la plus naturelle, que nous avons déja utilisée sans la formaliser. L’idée
de base est d’estimer une espérance mathématique par une moyenne empirique, une variance
par une variance empirique, etc...

Si le parameétre a estimer est l'espérance de la loi de X;, alors on peut l'estimer par la
moyenne empirique de I’échantillon. Autrement dit, si § = F(X), alors l'estimateur de 6 par
la méthode des moments (EMM) est 0, = LS T

Plus généralement, pour 6 € R, si E(0) = (), oul ¢ est une fonction inversible, alors l’es-
timateur de 6 par la méthode des moments est 6, = 0 HXn).

De la méme maniére, on estime la variance de la loi des X; par la variance empirique de
Péchantillon S2 = 23" X7 — X_. Plus généralement, si la loi de deux paramétres 6 et 6
tels que (E(X),var(X)) = ¢(0,6;), o ¢ est une fonction inversible alors les estimateurs
de 6, et 05 par la méthode des moments sont (é\ln, é\gn) = p (X, S?).

Ce principe peut naturellement se généraliser aux moment de tous ordres, centrés ou non

centrés : E((X — BE(X))*) et B(X%), k> 1.
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1.4. Méthodes d’estimation numériques

1.4.2 La méthode du maximum de vraisemblance

Soit X7, X5, ..., X,,, n observations indépendantes et de méme loi (cas des données com-

plétes), la fonction de maximum de vraisemblance est calculée comme suit :

n n

L(0; 1,29, ...,x,) = foi(xi;H) = Hf(mz,ﬁ)

i=1 i=1

Pour n quelconque, il est logique de dire que la valeur la plus vraisemblance est la valeur pour
laquelle la probabilité d’observer x1, xs, ..., x,, est la plus forte possible. Cela revient a faire

comme si c¢’était I’éventualité la plus probable qui s’était produite au cours de I'expérience.

L’estimateur de maximum de vraisemblance de 6 est la valeur gn de 0 qui rend maximale
la fonction de vraisemblance L(6;xq, ..., ;)
L’estimateur de maximum de vraisemblance (EMV) de 6 est la variable aléatoire correspon-
dante.

Donc 6,, sera en général calculé en maximisant la log-vraisemblance

~

0, = argmazxygL(0; xq, ..., z,).

Quand 0 = (04, ...,04) € R et que toutes les dérivées partielles ci-dessus existent, é\n est la

solution du systéme d’équations appelées équations de vraisemblance :

vy ed{l,...,d}, %lnL(@;xl, ) =0
j

A priori, une solution de ce systéme d’équations pourrait étre un minimum de la vraisem-
blance. Mais on peut montrer que la nature d’une fonction de vraisemblance fait que c’est
bien un maximum que l’on obtient. Il est fréquent que le systéme des équations de vraisem-
blance n’ait pas de solution explicite. Dans ce cas, on le résout par des méthodes numériques,
comme la méthode de Newton-Raphson. En R, la maximisation numérique peut se faire a
I'aide des commandes optim et BBsolve...

Lorsqu’on a des données censurées, la fonction de vraisemblance est calculée a 'aide de la

formule suivante :
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et lorsque les données sont progressivement censurées, la vraisemblance est :

m

L(0;xq,...,x,) = AHf(xz)(l — F(z;)™

i=1

R = (Ry, R, ..., Ru)

A=nn—1-R)(n—2-Ri —Ry)..(n— Y (Ri+1)).

i=1
1.4.3 Estimateur sans biais et de variance minimale (ESBVM)

Un estimateur T,, de # sera un bon estimateur s’il est suffisamment proche, en un certain
sens de 6. Il faut donc définir une mesure de ’écart entre 6 et T;,. On appelle cette mesure le

risque de 'estimateur. On a intérét a ce que le risque de I'estimateur soit le plus petit possible.

Par exemple, les risques T, — 0, |T,, — 6|, (T, — 0)* expriment bien 1’écart entre T;, et 6.
Mais comme il est plus facile d’utiliser des quantités déterministes que les quantités aléa-
toires, on s’intéresse en priorité aux espérances des quantités précédentes. En particulier :
Le biais de T;, est E(T,) — 0

Le risque quadratique ou erreur quadratique moyenne est donné par :
EQM(T,) = E((T, - 0)*]

Un estimateur T,, de 6 est sans biais si et seulement si F(T,,) = 6.
Il est biaisé si et seulement si E(T,,) # 6. Le biais mesure une erreur systématique d’esti-
mation de 6 par T,,. Par exemple, si E(T,) — 60 < 0, cela signifie que T,, aura tendance a
sous-estimer 6.

L’erreur quadratique moyenne s’écrit :
EQM(T,) = E((T,, — 0)*] = E[(T,, — E(T,,) + E(T,) - 0)*]
= E[(T,, — E(T},)))*] +2E[T,, — E(T,))|E|E(T,,) — 0] + E[(E(T,) — 0)*].
=var(T,) + E[E(T,) — 0)*

= variance de ’estimateur + carré de son biais.
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1.5. Méthodes pour résoudre les systémes d’équation non linéaire

Si T, est un estimateur sans biais, EQM (T,,) = var(7,). On a donc intérét a ce qu'un es-
timateur soit sans biais et de faible variance. Par ailleurs, on en déduit immédiatement que

de deux estimateurs, le meilleur est celui qui a la plus petite variance.

La variance d’un estimateur mesure sa variabilité. Si 'estimateur est sans biais. Cette varia-
bilité est autour de #. Si on veut estimer correctement 6, il ne faut pas que cette variabilité

soit trop forte.

1.5 Meéthodes pour résoudre les systémes d’équation non
linéaire

1.5.1 La méthode de Newton-Raphson

L’itération de Newton-Raphson est fréquemment utilisée dans la statistique dans I’esti-
mation par la méthode de maximum de vraisemblance. Soit € est le paramétre ; [(0; ) est le
log de la fonction de vraisemblance. On suppose que [(0;x) est deux fois différentiable par
rapport a 6.

On définit la fonction score :

~ o oue, x)
Uf;x) = 50
L’information observée est :
9210, x)

et 'information attendue est :

J(0) = E[1(0;x)].
L’estimateur de maximum de vraisemblance 6 est la valeur de # qui maximise [(6;x). On
suppose que la vraisemblance n’a pas un maximum global unique. Pour trouver ’estimateur
de maximum de vraisemblance, on résout 1’équation

U@;2) =0
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1.5. Méthodes pour résoudre les systémes d’équation non linéaire

par rapport a €, on suppose que la solution est 0.Si 1 (é\) > 0 alors 6 est le maximum. Si on
sait que {(#; ) a un seul maximum, donc 9 doit étre ce maximum, autrement gpeut étre un
maximum local.

L’itération de Newton-Raphson pour résoudre U(f) = 0 est :

9k+1 - 9].; + m

Ou 6y est la valeur initiale de 6.
Il est souvent le cas que J(f) est beaucoup plus facile a évaluer que I(#; x). Pour cette raison,

'itération est modifiée pour 'utiliser J(6) au lieu de I(6,x) comme suit

U((gk,.’ll')
0.1 =0, + —"-2.
k+1 kTt T(60)

Cette méthode est appelée la méthode de Fisher-Scoring.

La méthode de Fisher-Scoring nécessite généralement plus d’itérations que la méthode de
Newton-Raphson parce que J() est plus simple & calculer que I().

Dans certains cas I(#; x) ne dépend pas de x donc I(0;x) = J(0) et la méthode de Newton-
Raphson est identique a la méthode de Fisher-Scoring.

Le cas multiparamétrique est une extension simple. Si 6 est un vecteur p x 1, U(0; z) devient
un vecteur de p X 1, I(0;x) et J(#) sont des matrices p x p. L'itération de Newton-Raphson

est :

Ori1 = O + 1(O; x)_lU(Hk; ),

et Fisher-Scoring est :

Ops1 = O + J(ek)_lU(ek; ),

—1 ~

et la matrice de variance de 6 est estimé par I(@; z) ouJ(f;x)t

1.5.2 L’algorithme EM

L’algorithme EM (expectation maximization) est un outil trés puissant et utile pour
lanalyse des données incomplétes; voir McLachlan et Krishnan (2008), pour une discus-

sion détaillée sur cette méthode. L’algorithme consiste a deux étapes, I’étape "Expectation"
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(E-step) et l'étape "Maximization" (M-step). Tout d’abord, la vraisemblance de données
complétes pour le probléeme donné est formé. Puis, & I'étape E, I'espérance conditionnelle
de log de vraisemblance avec des données complétes est obtenu, comptent des données in-
complétes observée et la valeur courante du parameétre, scalaire ou vectorielle valeur. Ce
log-vraisemblance attendue est essentiellement fonction du parameétre impliqué et la valeur
actuelle du parameétre dans lesquelles 'espérance a été calculé. Ainsi, si la variable T est la
durée de vie sous-jacente, et X est la variable observée, donc dans I’étape "E", notre but est
d’obtenir :

Q(0,0%) = E[logLe(t;0)|x).

Ou L.(t;0) est la vraisemblance avec des données complétes, 6 est le vecteur de paramétre
d’intérét, et 0% est la valeur du paramétre a la k¢ étape de l'algorithme (la valeur actuelle
du paramétre).

Dans 'é¢tape (M-step), la log-vraisemblance attendue pour des données complétes Q(6, 0%))
est maximisé par-rapport a # au-dessus 'espace de paramétre 6 pour obtenir le meilleur

estimateur du parameétre en tant que :

0+ = argmazgcoQ (6, 0M).

1.6 Les distributions de probabilités utiles en fiabilité

Dans ce paragraphe, nous présenterons quelques distributions de vie qui interviennent
le plus fréquemment dans ’analyse des données de vie et qui sont communes a plusieurs
disciplines. Nous parlerons en particuliers des lois continues. Nous énoncerons les principales
propriétés de ces lois (densité de probabilité, fonction de fiabilité et taux de défaillance) ainsi

que leurs applications en fiabilité (|[Afnor, 1988|, [Ayyub and Mccuen, 1997|,...).
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1.6. Les distributions de probabilités utiles en fiabilité

1.6.1 La loi exponentielle

Cette loi a de nombreuses applications dans plusieurs domaines. C’est une loi simple, trés
utilisée en fiabilité dont le taux de défaillance est constant. Elle décrit la vie des matériels
qui subissent des défaillances brutales.

La densité de probabilité d'une loi exponentielle de paramétre A\ s’écrit :
ft) = e ™.

La fonction de fiabilité

S(t) = e M.

Le taux de défaillance est constant dans le temps
A(t) = A

Propriétés sans mémoire de la loi exponentielle :
Une propriété principale de la loi exponentielle est d’étre sans mémoire ou "Memory less
property" en anglais, ((Bon, 1995), (Leemis, 1994)) :

—A(t+AL)

P(X >t+ At X >1t) = =e M =P(X >At), t>0, A>0.

Y
Ce résultat montre que la loi conditionnelle de la durée de vie d’un dispositif qui a fonctionné
sans tomber en panne jusqu’a l'instant t est identique a la loi de la durée de vie d'un
nouveau dispositif est considéré comme neuf (ou "as good as new" en anglais), de durée de

vie exponentielle de parametre .

1.6.2 La loi Log-normale

Une variable aléatoire continue et positive X est distribuée selon une loi log-normale si son
logarithme népérien est distribué suivant une loi normale. Cette distribution est largement
utilisée pour modéliser des données de vie, en particulier les défaillances par fatigue en

mécanique.
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La densité de probabilité d'une loi log-normale de parameétres positifs i et o est :

1 1 _%(log(;)—u)z

— e
ot/ 27

ft) = , t>0.

La fonction de fiabilité

5(t) =1 - o(X =0

t
S =1-— /le—%“‘"’(?‘“)?da;.
0o X

oV 2T

® : Fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
Le domaine de définition n’étant jamais négatif, il n’y a aucune limitation a I'emploi de la
distribution log-normale en fiabilité. Le taux de défaillance est croissant dans le début de vie

puis décroissant en tendant vers zéro et la distribution est trés dissymétrique.

1.6.3 La loi de Weibull

C’est la plus populaire des lois utilisées dans plusieurs domaines (électronique, méca-
nique,...). Elle permet de modéliser en particulier de nombreuses situations d’usure de ma-
tériel. Elle caractérise le comportement du systéme dans les trois phases de vie, période de
jeunesse, période de vie utile et période d’usure ou vieillissement dépend des trois parameétres

suivants : 3, n et 7. La densité de probabilité d’une loi de Weibull a pour expression

) =S P,
Ou : [ est le paramétre de forme (5 > 0).
n est le parameétre d’échelle (5 > 0).
7 est le paramétre de position (y > 0).
La fonction de fiabilité s’écrit :
S(t) = e 7

Le taux de défaillance est donné par :

A = 2

Suivant les valeurs de f3, le taux de défaillance est soit décroissant (5 < 1) soit constant

(8 =1), soit croissant (8 > 1).
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1.6. Les distributions de probabilités utiles en fiabilité

La distribution de Weibull permet donc de représenter les trois périodes de la vie d'un
dispositif décrites par la courbe en baignoire.
Le cas v > 0 correspond a des dispositifs dont la probabilité de défaillance est nulle jusqu’a

un certain age .

1.6.4 La loi gamma

¢ événement dans un processus

La loi gamma est la loi de 'instant d’occurrence du o™
de Poison.
Soit T;,,_, ,, le vecteur représentant les durées inter-événements (les temps entre défaillances
successives d’'un systéme). Si ces durée sont dés variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées selon une loi exponentielle de paramétre 3, alors le taux cumulé d’ap-
parition de o défaillances suit une loi gamma de paramétres (a, 3). Sa densité de probabilité
s’écrit

ﬁata—le—ﬁt

Le taux de défaillance est donné par :

ﬁata—le—ﬁt

MO = T T fwydu

La loi gamma est trés utilisée dans 'approche Bayésienne, elle est la conjuguée naturelle de
la loi exponentielle de paramétre A. Un cas particulier intéressant consiste, pour un entier
naturel n fixé, a choisir les parametres : a = 3 et 8 = % la loi obtenue est celle de Khi-deux

a n degrés de liberté.
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CHAPITRE 2

L’approche Bayésienne
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Dans de nombreuses situations d’expériences aléatoires, il semble raisonnable d’imaginer
que le praticien a une certaine idée du phénomeéne aléatoire qu’il est en train d’observer. Or,
la démarche statistique classique repose essentiellement sur un principe de vraisemblance
qui consiste a considérer que ce qui a été observé rend compte de maniére exhaustive du
phénomeéne. Mais 1’observation ne fournit qu'une image et celle ci peut étre mauvaise. Certes
cet inconvénient est en générale gommé par les considérations asymptotiques et un certain
nombre de théoréme permettent d’évaluer la bonne qualité des estimateurs si le nombre
d’observations est suffisant.

L’analyse Bayésienne des problémes statistiques propose d’introduire dans la démarche d’in-
férence, I'information dont dispose a priori le praticien. Dans le cadre de la statistique para-
métrique, ceci se traduira par le choix d’une loi sur le parameétre d’intérét. Dans 'approche
classique, le modeéle paramétrique (X, A, Pp,0 € ©). Ayant un a priori sur le paramétre,
modélisé par une densité de probabilité que nous noterons 7(6), on "réactualise" cet a priori
au vu de l'observation en calculant la densité a posteriori m(6|x), et c’est a partir de cette
loi que 'on méne 'inférence.

On peut alors, par exemple, de maniére intuitive pour le moment retenir ’espérance mathé-
matique ou encore le mode de cette densité a posteriori comme 'estimateur de 6.

Le parameétre 6 devient donc en quelque sorte une variable aléatoire, a laquelle on associe
une loi de probabilité dite loi a priori.

On sent bien d’emblée que les estimateurs bayésiens sont trés dépendants du choix de la loi

a priori.
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2.1. Estimation ponctuelle

Différentes méthodes existent pour déterminer ces lois a priori. On peut se référer a des tech-
niques bayésiennes empiriques, ou l'on construit la loi a priori sur la base d'une expérience
passée, usant de méthodes fréquentistes, pour obtenir formes et valeurs des paramétres pour
cette loi. Nous verrons que ’'on peut aussi modéliser 'absence d’information sur le paramétre
au moyen des lois dites non informative.

L’approche Bayésienne se différencie donc de ’approche classique dans le sens ou le para-
meétre 6 n’est plus considéré comme étant totalement inconnu, il est devenu une variable
aléatoire dont le comportement est supposé connu. On fait intervenir dans ’analyse statis-
tique une distribution associée a ce parameétre. On appelle modéle statistique bayésien ; la
donnée d’un modeéle statistique paramétrique (X, A, Py, 0 € ©) avec f(x|f) densité de Py et
d’'une loi 7(#) sur le parameétre.

La démarche de 'analyse Bayésienne conduit au calcul d’une loi a posteriori m(0|x) ; actua-
lisation de la loi a priori () au vu de 'observation.

Ce calcul repose sur la version continue du théoréme de Bayes

f(x|6)m(6)
fle)

f(z]0) désignant la loi de 'observation ou vraisemblance et f(z) la loi marginale ou prédictive

w(0]z) =

f(x) = / £ (/6 (6)d6

2.1 Estimation ponctuelle

2.1.1 Coit et décision

Le probleme trés général auquel on s’intéresse ici est celui d’un individu plongé dans un
environnement donné (nature) et qui, sur la base d’observations, est conduit & mener des
actions et a prendre des décisions qui auront un cofit.

Les espaces intervenant dans I’écriture d’un modeéle de décision sont :

X : I'espace des observations.
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2.1. Estimation ponctuelle

O : l'espace des états de la nature (I'espace des paramétres dans le cas d’un probléme sta-
tistique)

A : Pespace des actions ou décisions, dont les événements sont des images de ’observation
par une application ¢ appelée régle de décision (une statistique (i.e fonction des observations)
dans le cas d’'un probléme statistique )

D : I'ensemble des régles de décisions d, applications de X dans A (les estimateurs possibles).
On note a une action. On a a = §(z).

L’inférence consiste a choisir une régle de décision § € D concernant 6 € © sur la base d’une
observation z € X, x et 0 étant liés par la loi f(x]6).

En statistique, la régle de décision est un estimateur, 'action est une estimation (valeur de
I'estimateur au point d’observation).

Pour choisir une décision, construit une relation de préférence en considérant une mesure du
colt ou perte encourue lorsqu’on prend la décision §(z) et que 1'état de la nature est 6.
Pour faire on introduit la fonction L, appelée fonction de coiit (ou de perte) définie de la
maniére suivante : On appelle fonction de cofit, toute fonction L de © x D dans R.

L(6,a) évalue le cotit d'une décision a quand le paramétre vaut . Elle permet donc, en
quelque sorte, de quantifier la perte encourue par une mauvaise décision, une mauvaise éva-

luation de 6. Il s’agit d’une fonction de #. Un cotit négatif correspond & un gain.

2.1.2 Risque fréquentiste

On dira qu'une décision est une bonne décision si elle conduit & un cotit nul.

Autrement dit, une bonne décision est solution de 1’équation
L(0,6(x)) =0

f étant inconnu, on ne peut évidemment pas résoudre cette équation. Classer les décisions par
la seule considération du cotit est donc impossible. Celui-ci ne prend pas compte I'information
apportée par le modeéle f(x|6). Ces remarques conduisent a considérer la moyenne de la perte,

c’est le risque fréquentiste.
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2.1. Estimation ponctuelle

Définition
On appelle risque fréquentiste le coiit moyen (I’espérance mathématique) du cott d’une régle
de décision

R(0,8) = Ey(L(6,9)) = /L(@,é)dPg(m)

On dira que 6; est préférable a d5 et on note d; < s si :
R(0,0,) < R(0,69),

cette définition permet d’établir un préodre sur I’ensemble D des décisions.
Cependant, ce préodre est partiel puisqu’il ne permet pas de comparer deux régles de décision

telles que :

R(el,él) < R(el,ég) et R(ez,él) > R(92,52).

2.1.3 Risque de Bayes

Puisque 'approche Bayésienne met a la disposition du statisticien une loi a priori m(0),
on peut considérer la moyenne du risque fréquentiste i.e la moyenne du cotit moyen suivant
la loi a priori : E™(R(6,6(x))).

Il s’agit du risque bayésien ou risque de Bayes que I'on note r(m,d). On a :
r(m,8) = E7(R(6,5))

_ / R(6,6)7(6)d8
S
:/@/XL(e,(S(x))f(ﬂe)dm(e)de
_ /@ /X L(8,6(x))m(6, 2) f () dadf

On définit alors le cotit a posteriori p(m,d(x)) comme étant la moyenne du cotit par rapport

a la loi a posteriori

p(m,6(x)) = E"[L(0,6(x))] Z/G)L(9,5(x))ﬂ(9lx)d9
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2.2. Distribution a posteriori

Il s’agit d’une fonction de .
On a le résultat suivant : Le risque de Bayes r(m,J) est la moyenne de cott a posteriori
p(m,d(x)) suivant la loi marginale f(x).

Preuve

r(r, 6) // (6, 5(2)) f (x]0)7(6)dzdd

Ou f(z|0)m(0) = 7(0|x)f(x), on a donc;

r(r, o) // L(0,5(x))m(0]2)do f (z)dz

= [ ol @)

2.2 Distribution a posteriori

La distribution a posteriori est la quantité la plus importante dans I'inférence bayésienne.
Il contient toutes les informations disponibles sur le paramétre # inconnu aprés avoir observé
les données X = x.
(distribution a posteriori)
Soit X = x désigne la réalisation observée d'une (éventuellement multi variée) variable
aléatoire X avec la fonction de densité m(x|6).
Soit 7(0) est la densité a priori qui nous permet de calculer la fonction de densité 7(6|z) de

la distribution a posteriori en utilisant le théoréme de Bayes :

f(x|0)m (9)
[ f(z|0)m(6)d

Le terme f(x|0) est la fonction de vraisemblance. Puisque 6 est aléatoire, nous conditionnons

m(0r) =

explicitement sur une valeur spécifique 6 et on écrit L(0) = f(z|0).

Le dénominateur peut étre écrit comme :

/f:)s|0 de_/fxe F(x).

qui souligne que cela ne dépend pas de . La quantité f(z) est connue comme la probabilité

marginale et est important pour le choix du modéle Bayésien.
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2.2. Distribution a posteriori

La densité de la distribution a posteriori est donc proportionnelle au produit de la vraisem-

blance est la densité a posteriori de la distribution avec une constante de proportionnalité

_L

Ok Ceci est habituellement noté

~

m(0]x) o f (x]0)m(0).

Ou o représente "est proportionnel 8" et implique que W est la constante de norma-
lisation pour assurer que : [ m(f]z)d6=1. telle que m(f|z) est une fonction de densité valide.
L’inférence statistique a propos de 6 est basée uniquement sur la distribution a poste-
riori. L’estimation ponctuelle appropriés sont les paramétres de la localisation, telles que
la moyenne, médiane ou le mode de la distribution a posteriori.

La moyenne a posteriori E(0|z) est I'espérance de la distribution a posteriori
Ef|z) = /7?(9|x)dx.
Le mode a posteriori Mod(f|z) est le mode de la distribution a posteriori
Mod(0|z) = argmaxem(0|z).

La médiane a posteriori Med(f|x) est la médiane de la distribution a posteriori ce est le
nombre « qui vérifié

a o0

/ 7(0]2)d0 = 0.5 et / 7(8]2)d0 = 0.5

—00 o
Implicitement, on suppose souvent que la moyenne a posteriori est finie, auquel cas il est
également unique. Cependant, le mode a posteriori et la médiane a posteriori ne sont pas
nécessairement unique. En effet, une distribution a posteriori peut avoir plusieurs modes et
donc est appelée multimodale. L’estimation Bayésienne par intervalle est également dérivée
de la distribution a posteriori. Pour les distinguer des intervalles de confiance, qui ont une
interprétation différente, ils sont appelés intervalles de crédibilité. Ici la définition est pour
un parameétre scalaire 6.

(Intervalle de crédibilité)

Pour un « € [0, 1] fixé, un v — 100 intervalle de crédibilité est définie par deux nombres réels
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2.3. Choix de la distribution a priori

t; et t, qui remplissent :

| reryio =

l

La quantité v est appelée le niveau crédible de l'intervalle de crédibilité [t;, t,].

2.3 Choix de la distribution a priori

L’inférence Bayésienne permet la spécification probabiliste des croyances antérieures par
le biais d’une distribution préalable.
Il est souvent utile et justifié de restreindre 1’éventail des possibles distributions a priori a
une famille spécifique avec un ou deux paramétres. Le choix de cette famille peut étre basée

sur le type de fonction de vraisemblance rencontré.

2.3.1 La distribution a priori conjuguée

Une approche pragmatique de choisir une distribution a priori est de sélectionner un
membre d’une famille spécifique de distributions telles que la distribution a posteriori ap-
partient a la méme famille. Elle est appelée distribution a posteriori conjuguée.

(La distribution a priori conjuguée)

Soit L(0) = f(x]0) est la fonction de maximum de vraisemblance basée sur 'observation
X = z. La classe G des distributions est appelée conjuguée par rapport a L(0), si la distri-
bution a posteriori f(f|x) est dans G pour tout x chaque fois que la distribution 7(6) est

dans G.

La famille G ={toutes les distributions} est conjuguée trivialement par rapport a toutes
fonction de vraisemblance. Dans la pratique, on essaie de trouver des petits ensembles G qui
sont spécifiques a la probabilité L, ().

Avant d’étudier les distributions a priori conjuguées, on note qu’il suffit d’étudier conjugaison
pour un membre X; d’'un échantillon aléatoire Xi.,. En effet, si I’a priori est conjuguée,

la partie a posteriori aprés avoir observé la premiére observation, est par définition, du
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2.3. Choix de la distribution a priori

méme type de sert de nouvelle distribution a posteriori, incorporant désormais la deuxiéme
observation, n’est a niveau dans une classe conjuguée,... etc.

Seulement les paramétres de la distribution changeront dans un tel traitement séquentiel des
données.

Le tableau suivant donne quelques exemples des distributions a priori avec la fonction de

vraisemblance correspondante :

La vraisemblance La distribution a priori conjuguée La distribution a posteriori
X|0 ~ Bin(n,0) 6 ~ Be(a, ) Olx ~ Be(a +z,8+n — x)
X|0 ~ Geom(0) 0 ~ Be(a, ) Olx ~ Be(a+ 1,8+ x —1)
X|m ~ Po(e)) A x G(a, 8) Mz ~Gla+z,0+e)
X|m ~ exp()) A~ G(a, B) Mz~ Gla+1,8+x)
X~ Ny, o connu) i~ N(v,7) HIX ~ N(( 4 2) 7+ 5), (& + 2
X|o? ~ N(uconnu, o?) o ~ IG(a, B) 02 ~IG(a+ 3,8+ 3(z — p)?)

TAB. 2.1 — Quelques distributions a priori pour différentes fonctions de vraisem-

blance

2.3.2 Distribution a priori impropre

La distribution a priori a un influence sur la distribution a posteriori. Si on veut mini-
miser 'influence de la distribution a priori, il est courant de spécifier une a priori "vague",
par exemple avec une trés grande variance.

Dans la limite cela peut conduire & une distribution préalable mauvaise avec une fonction de
densité qui n’intégre pas. En raison de la constante de normalisation manquante, ces fonc-
tions de densité sont généralement spécifiées en utilisant le signe de proportionnalité ” o< ”.
Si on utilise I’a priori impropre, alors il est nécessaire de vérifier que au moins la distribution

a priori est propre. Si ¢a le cas, alors ’a priori impropre peuvent étre utilisée dans ’analyse

Bayésienne.
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2.3. Choix de la distribution a priori

(Distribution a priori impropre)

Une distribution a priori avec une fonction de densité 7(6) > 0 est appelée impropre si,

/@w(&)d@ = o0

> 7(0) = o0

0coO

Pour un paramétre 6 continue ou discret, respectivement.

2.3.3 Distribution a priori de Jeffrey

Dans certaines situations, il peut étre utile de choisir une distribution a priori qui ne
donne pas beaucoup d’informations sur le paramétre en raison de la connaissance préalable
faible ou manquante.

Un premier choix naif est un a priori uniforme my(f) o 1, dans ce cas, I’a posteriori est
proportionnelle a la fonction de vraisemblance. Notez qu'un a priori uniforme localement
sera incorrecte si ’espace de parameétre est pas borné.

Cependant, il existe des problémes liés a cette approche. On suppose que ¢ = h(6) est une
transformation différentiable de 0, qui a une loi a priori localement uniforme avec une densité

7p(f) ox 1. On utilise un changement de variable, on obtient 1’a priori correspondant & ¢.

7o(6) = mo{h = (@)} | C”Zd—ﬁ |
do

On note que ce terme est nécessairement constant. En effet, 7,(¢) sera indépendante de ¢
seulement si h est linéaire. Si h est non linéaire, la densité a posteriori 7,(¢) dépend de ¢
et ne sera pas (localement) uniforme. Cependant, si nous avons choisi une para métrisation
avec ¢ dés le départ, nous avons choisi une a priori uniforme (localement) my(¢) o< 1.

(La distribution a priori de Jeffrey)

Soit X une variable aléatoire avec une fonction de maximum de vraisemblance L(z|f) ou 0
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2.3. Choix de la distribution a priori

est le parameétre inconnu.

L’a priori de Jeffrey est définie comme suit

Ou J(0) est 'information de Fisher. Cette derniére équation est nommeée : la régle de

Jeffrey.

L’a priori de Jeffrey est proportionnelle a la racine carrée de I'information de Fisher, qui
donne une distribution a priori impropre.
A premiére vue, il est surprenant que ce choix est censé étre invariant par para métrisation,
mais nous avons le voir dans le résultat suivant
Résultat (Invariance de la loi a priori de Jeffrey)

L’a priori de Jeffrey est invariant sous la para métrisation de 6 si :
7T9((9) X v/ Jg(@)
Dong, la fonction de densité de ¢ = h(f) est :

T(0) </ Jo(0),

ot J,(¢) est 'information de Fisher de ¢.
Preuve

On a my < y/Jy(0) et on fait un changement de variable, on a

e 7O
ro9) = mo(0) | 2L
/30 | 2 :\/J9<e>{dh;;(¢)}2
=/ Jo(0)
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2.4. Fonctions de perte

2.4 Fonctions de perte

2.4.1 Fonction de perte quadratique

La fonction de perte quadratique est la fonction définie par
L(0,d) = (6 — d)?

Une variante de cette fonction de perte est une fonction de perte quadratique pondérée

(fonction de perte quadratique généralisée) de la forme
L(0,d) = w(8)(0 — d)*.

Sous I'hypothése d'un coiit quadratique, 'estimateur de Bayes 0™ (x) de 6 associé a la loi a

priori w est la moyenne a posteriori de 6

5 (0) = Exin®) = | LO.8()r(6l)as

0cO
Preuve
Par définition, 'estimateur de Bayes minimise le coiit a posteriorii.e p(7, §) = E™1®)(L(0, 6(x))).

Sous I’hypothése d’un coiit quadratique, on a :
p(m,6) = E™I((0 - 6(x))?)

= B0 (0%) — 26(2) T (0) + 62(x).

1l s’agit d'un polynoéme du second degré en §(z). Il sera minimum en E7¢1%)().

2.4.2 Fonction de perte absolue

La fonction de perte absolue est la fonction définie par :
L(0,6(x)) = |0 — 0(x)]

Un estimateur de Bayes associé a 7 et la fonction de perte absolue, est un fractile d’ordre

k2 de 7(0)z).

k1+k2
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2.4. Fonctions de perte

Preuve

B (L6, 6(x)) = / L(C — 6(x))m(C|z)dC
~+o0 o(x)
_ /5 k(¢ — 8(a))m(Clr)dC + / ka(6(x) — O)(Cl)dc

(z) —o0

On remarque que :
m(¢lx)d¢ = dF (Clz) — d(1 — F(¢lz)),

et on écrit, donc :

E”('|x)(L((9,5($))) = [ka(C —0(2))(1 — F(dx))];r(js_'_

6(x)

[ k90> a4 066 - ORI + [ PO
1

() .

oo 5(x)
_ / ks PU (0 > C)dC + / ki PU) (6]¢)dC
1

(z) —o0

On dérive par rapport a d(x), il vient :

p(m,6(x)) = ko P10 > 6()) + ky PTUD(0 < ¢) =0

80 (x)
& —ky(1 = P70 > 5(2))) + Bt P70 < () =0
& (ky + ko) P™9(0 < §(2)) —ky = 0
d’oit

ks

Pﬂ(.|x)(9 < d(z)) = PR

ko
k1+k2

si f est intégrable sur [a,b] alors F(x) = [*  f(t)dt, a < x < b, est différentiable.

et le cotit est donc maximum pour 6 = §(z) tel que P (0 < §(z)) = . On rappelle :

2.4.3 Fonction de perte 0 — 1

la fonction de perte 0 — 1 est I'application L définie par

0, st 6 €0
L(0,6(z)) =
1, si 0¢ @1
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2.4. Fonctions de perte

On trouve en utilisant cette fonction de perte, les résultats de la théorie des tests d’hypo-
théses. Un probléme de test est un probléme de choix (de prise de décision) entre Hy : 6 € ©g
et Hy:0 € 0O,.

On définit donc de la maniére suivante :

d(z) =1 : On accepte Hy

d(x) =0 : On rejette Hy (ce ci ne dépend pas de 6)

On a un espace d’action de la forme A = {0,1}

Soit w la région de rejet i.e le sous-ensemble de X' qui conduit a rejeter Hy. On peut construise
une fonction de cott de la maniére suivante : supposons 6 € O.

Si X € W, on prend la décision de rejeter i.e d(x) = 0, mais la décision n’est pas bonne on
va pénaliser et L(6,0(z)) = 1.

Si X n'appartient pasdansW, on ne rejette pas, on prend la décision 6(z) = 1, la décision
est bonne L(6,6(x)) = 0.

Le cofit s’écrit done :

1—46(x), si €0
L(0,0(x)) =
d(z), st €06,

Ce qu’on peut écrire : L(0,(z)) = 1(z € W) et on calcule la fonction de risque :

R(6,5) = E(L(8,5(z))) = /L(H,é(x))dpg(x) = Py(z € W),0 € Oy,

R

On retrouve le risque de premiére espéce.

2.4.4 La fonction de perte Linex

Une fonction de perte asymétrique trés pratique est la fonction de perte Linex (Linear
exponential). Elle a été introduite par Varian (1975). Cette fonction de perte presque ex-
ponentiellement d'un coté de zéro sous I’hypothése que la perte minimale est obtenu pour

g(x) = 0, la fonction de perte linex pour 6, soit a
L(A) x e®® —aA —1,a # 0

Ou: A = (0(x)—0) on 6(x) est un estimateur du 6. Le signe de a représentant respectivement

la direction et le degré de symétrie (a > 0 : la surestimation est plus grave que la sous-
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2.4. Fonctions de perte

estimation et vice versa). Pour a proche de zéro, la perte Linex est approximativement la

fonction de perte quadratique :
Ey(L(6(x) — 0)) o e®@ Ey(e=%) — a(6(z) — Ep(6) — 1)...(%)

Ou Ey(.) représente l'espérance a posteriori relative a la densité a posteriori de 6.
L’estimateur de Bayes 0.(x) qui minimise (x). Pour trouver l'estimateur, nous dérivons

I'équation () par rapport & d(x), nous obtenons

(Ep(L(6(x) —0))) = ae“‘s(x)Eg(e_ae) —a

do(x)

En égalant cette expression a zéro, nous obtenons
e—aé(w)EH(e—(w) - q.
Alors, I'estimateur de Bayes ZS\L (x) sous la fonction de perte Linex est :

§(x) =~ ~log(Eafe™"")

étant donné que Ey(e~Y) existe et est finie.

2.4.5 Fonction de perte de DeGroot

DeGroot (1970) a introduit plusieurs types des fonctions de perte et est obtient les estima-
teurs de Bayes sous cette fonction de perte. Un exemple d’une fonction de perte symétrique

est la fonction de perte de DeGroot définie par

L(0,6(z)) = (Tx))z'

Sous cette fonction de perte, I'estimateur de Bayes est

E7(6?|2)
)= Tl

2.4.6 Fonction de perte d’entropie

Galabria et Pulcini (1994) ont proposé une fonction de perte qui découle de la fonction

de perte Linex appelée la fonction de perte entropie est définie par

d d
Lg(0,d) oc (5)" = pln(5) — 1,
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2.5. Méthodes de simulation

qui a minimum lorsque d = 6.

L’estimateur de Bayes de paramétre 6 sous cette fonction de perte est
s =L
o(z) = (Ey(077))

a)— Lorsque p = 1, l'estimateur de Bayes coincide avec I'estimateur de Bayes sous la fonc-

(d—0)2
)y

tion de perte quadratique pondéré
b)— Lorsque p = —1, lestimateur de Bayes coincide avec 'estimateur de Bayes sous la fonc-

tion de perte quadratique.

2.5 Méthodes de simulation

2.5.1 Notions préliminaires

Chaine de Markov
Nous résumons ici quelques propriétés des chaines de Markov qui seront utiles pour la suite.
On appelle chaine de Markov & temps discret toute suite de variables aléatoires {X,,},>0

provenant d’un certain support S et respectant la propriété markovienne :
P(X,|Xn-1, ..., Xo) = P(X,| Xp—1)

Autrement dit, la valeur d’une variable aléatoire de cette suite ne dépend que de celle
qui la précede. Nous nous intéresserons ici aux chaines dites homogeénes, ol les probabilités
P(X,|X,_1) sont indépendantes de la valeur de n. Ainsi, une chaine de Markov homogéne
est complétement définie par la valeur ou la distribution de X et les probabilités de tran-
sition en un pas P ; = P(X,, = j|X,—, = i),n > 1, habituellement regroupées dans une
matrice P = {P, ;}, définie sur I'ensemble des valeurs 7, j € S (I'espace d’états). Finalement

on définit les probabilités de transition en k pas ainsi : Pf; = P(Xj, = j|X, = i).
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2.5. Méthodes de simulation

2.5.2 Quelques critéres de classification

Pour qu’une chaine ait des propriétés asymétriques intéressantes, on souhaitera que tous
ses états soient récurrents positif et apériodiques.

On dira alors que la chaine est ergodique. Un état ¢ est dit récurrent positifs si :

P -0, quand n — co.

Un état est apériodique si sa période vaut 1, la période étant définie comme étant le plus
grands commun diviseur de n € IN : P! > 0. Pour vérifier ces propriétés, il sera plus simple
de passer par notion de classe d’états, que nous définissons maintenant.

On dit qu'un état j est accessible & partir d'un état i, s’il est possible en partant de i

d’atteindre I’état 7 en un nombre fini de transitions. Formellement :

1 — j < dn >0, telque PZ(?) > 0.

Sil'onaalafoist — jet j — 4, on dira que ¢ et j communiquent. On montre alors facilement
que les états communiquant entre eux fortement une classe d’équivalence sur ’ensemble des
états de la chaine. Les états d’'une méme classe possédent plusieurs propriétés si I'un d’entre

eux lest.

2.5.3 Théoréme ergodique et distribution stationnaire

La distribution stationnaire lorsqu’elle existe est une distribution de probabilité prenant

valeur sur S et respectant la condition :
ﬂ:WP(:)j:Wj:ZmPij
i

Dans le cas d'une chaine ergodique, la distribution stationnaire existera toujours, et on aura

alors, pour tout les états : 7,5 € S

Pi(jn) — m; > 0.
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2.6. Méhodes de Monte-Carlo

Cette distribution et ses propriétés seront primordiales pour les développement qui ont suivre.
Mentionnons seulement pour 'instant qu’'une chaine de Markov ergodique convergera en loi
vers sa distribution stationnaire peu importe la valeur initiale X.

Pour un espace d’états continus, les distributions pourront étre exprimées par les distri-
butions continues conditionnelles de densité P(z,|z,_1),n > 1, ou encore sous forme de
distributions conjointes de densité P(z,_1,x,). Par souci de concision, nous ne reprendrons
pas notions précédentes dans le cas d’un espace continu. Mentionnons seulement que toutes
les propriétés et résultats énoncés ont leur équivalent, a quelques considérations techniques

prés dans cette nouvelle situation.

2.6 Méhodes de Monte-Carlo

Les méthodes de Monte-Carlo sont des techniques d’échantillonnage aléatoire numériques
visant a calculer des intégrales. Le probléme classique est le suivant : Soit h(z), x € R™ une
fonction quelconque et f(x) une fonction de densité de support X C R™.

On cherche a calculer :

I=By(he) = [ hla)f(a)ds

AeX

Pour ce faire, on génére un certain nombre n de variable x;,7 = 1,...,n i.i.d de densité f,

avec les quelles on estime [ par
1<
LS b
J=1
Propriétés

1— Par la loi des grands nombres, avec probabilité 1

2— A la condition que E,(h?) soit finie

Vi) = V(b)) = 5 [ W) f(e)da - Ejhio)).

3
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2.7. Méthodes MCMC

3— Sous la méme condition, par le théoréme de la limite centrale

h, —1
A0, 1),
V(h(z))
Ces techniques seront surtout utiles dans les problémes en grandes dimension, o les mé-

thodes numériques traditionnelles perdent de leur efficacité. La difficulté sera de trouver une

fagon de générer efficacement un échantillon de variables i.i.d de densité f.

2.7 Méthodes MCMC

Les méthodes de Monte-Carlo par Chaine de Markov permettent d’élargir grandement
I’éventail des distributions pouvant étre simulés numériquement. Elles sont relativement
simples & implémenter et ne requiérent souvent qui le connaissance de la fonction de densité
cible & une constante prés, ce qui les rend intéressantes dans de nombreuses situations.
Cependant, une implémentation naive peut mener & des temps de calcul trés longs, puisque
la convergence de cette méthodes est relativement lente lorsqu’elles ne sont pas bien calibrées
a une situation donnée.

Nous verrons d’abord sommairement les justifications théoriques de ces méthodes, puis nous
les illustrerons par la présentation de l’algorithme original de Metropolis-Hastings, pour
ensuite voir les améliorations successives que l'on peut y apporter leurs particularités et leur
validité théorique.

L’idée de base est de simuler une distribution de densité f en utilisant une chaine de Markov
ergodique {X;} dont la distribution stationnaire est f. Le théoréme ergodique garantit alors
la convergence en loi de {X;} vers une variable de densité f et par conséquent, pour presque

toute valeur initiale X :

LS R(X) — By (h)

t=1

Nous appellerons MCMC toute méthode permettant de simuler une distribution en utili-
sant une chaine de Markov ergodique ayant celle-ci comme distribution stationnaire. Pour
construire un tel algorithme, il faut donc déterminer un ensemble de probabilités de transition

P approprié, c¢’est-a-dire irréductible, ergodique et ayant la bonne distribution stationnaire.

20



2.7. Méthodes MCMC

Nous aurons besoin pour la suite du résultats suivant : Soit une chaine de Markov ayant
comme probabilité de transition P et une distribution de probabilité 7(.) définie sur le méme

espace d’états S. Si P posséde la propriété de réversibilité par rapport a m :
Va,y € S:m(x)P(z,y) = m(y) Py, x),

alors la distribution stationnaire de la chaine de Markov est 7w
Démonstration

On aura stationnarité si : Vy € S

/S r(de) P(x,y) = 7(y).

Or, sous I'hypothése de réversibilité :
Wy [ w(@)PG) = [ )Pl.ds) = wlo) | Ply.de) = 7(0)

On utilisera cette propriété pour construire les probabilités de transition appropriées.

2.7.1 L’algorithme de Metropolis-Hastings

L’algorithme ne nécessite qu’une valeur de départ X et le choix d’une distribution condi-
tionnelle de densité q(z|y) = q(y|z). A une étape donnée t, les manipulations suivants sont
effectuées.

Algorithme MH

1— A partir de la valeur X; = z, on génére Y;,; = y selon la distribution de densité ¢(y|z).
2— On pose :

X141 = Y41 avec probabilité a(z,y).

X1 = X; avec probabilité 1 — a(x,y).

ol les seuils a doivent avoir la forme générale :

s(x,y)

ar,y) = m
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2.7. Méthodes MCMC

r(x,y) est le ratio %, et la fonction s est choisie de fagon a ce que s(x,y) = s(y, z) et

0 < a(z,y) < 1. Habituellement on utilise exclusivement
a(z,y) = min{1, -
7r

qui correspond au choix s(z,y) = min{l + r(z,y),1 + r(y,z)}. Si en plus la densité g est

symétrique (q(y|z) = q(z|y)), le rapport devient tout simplement :

7(y)

a(x,y) = min{l, —=1}.

m(z)

Nous nommerons ¢ la densité de proposition des candidats, ou densité instrumentale, et «
les probabilités d’acceptation de ces derniers. Voyons maintenant les propriétés théoriques
de cette procédure.

Propriétés

L’algorithme tel que défini génére une chaine de Markov dont les probabilités de transition
sont données par :

P(z,y) = q(z,y)a(z,y),si x #y.

P(z,y)=1- /P(:B,y)dy,autrement.

Pour prouver que la distribution stationnaire de cette chaine est m, il suffit de montrer qu’elle

est réversible par rapport & m. Or

m(x)P(z,y) = m(x)q(z, y)a(z,y).

_ m(x)g(z,y)s(z,y)
B m(z)q(z,y)
1+ m(y)q(y,x)

_ (@) (y)a(z, y)aly, v)s(z,y)
m(y)q(y, z) + m(x)q(z, y)

_ m(y)qly, z)s(y, v)

o m(y)q(y,x)
r@atry) T 1

= 7n(y)q(y, z)a(y, x) = P(y)P(y, x).

Maintenant, il faut s’assurer que la chaine converge bien vers sa distribution stationnaire,
c’est-a-dire qu’elle est ergodique. Or, ceci est facilement vérifié la plupart du temps.

Par exemple, si g(x,y) est positive pour toute pair (z,y) appartenant au support de T,
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2.7. Méthodes MCMC

P(z,y) aussi sera toujours positive. Ainsi, a partir d’'une valeur X, donnée, toute valeur
X411 sera atteignable en une seule étape avec une probabilité positive. La chaine est donc
irréductible. La chaine sera aussi apériodique des moment qu’il existe au moins une paire
(x,y) tel que a(z,y) < 1, car on aura alors P(z,x) > 0.

Cela sera pratiquement toujours vrais et on conclut donc que la chaine est effectivement

ergodique.

2.7.2 L’échantillonnage de Gibbs

Introduit par Geman (1984) dans le cadre de la restauration d’images. Le principe repose
encore sur une décomposition du probléme générale (simuler suivant un certain loi) en une
série de problémes élémentaires (simuler suivant des lois conditionnelle). Considérons la

densité f(z,v1,...,yp). On s’intéresse a la loi marginale

f(z) :/.../f(:c,yl,...,yp)dyl...dyp.

En particulier, on souhaite obtenir son espérance mathématique et sa variance. On se place
ici dans le cas ot les intégrations impliquées dans le calcul de la marginale sont compliquées
et difficiles a effectuer méme numériquement. On supposera cependant que la densité condi-
tionnelle est disponible.

L’échantillonneur de Gibbs va nous permettre de générer = suivant f(x) sans utiliser directe-
ment son expression supposée difficile & manipuler, mais en utilisant les densités condition-
nelles.

Ainsi fabriquant un échantillon (xy, ..., z,,) assez grand on pourra approximer la moyenne,

la variance et autre caractéristique en utilisant une loi de grands nombre
lim — Em (z:) = E(g(x))
im — x;) = x)).
oo . 4 g g

Principe de l’algorithme
Considérons le cas élémentaire : f(x,y). On suppose f(z|y) et f(y|z) disponibles. On peut

alors générer ce qu’on appellera une séquence de Gibbs de la maniére suivante : partant
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2.7. Méthodes MCMC

d’une valeur xy, on géneére yo avec 7(.|xg), puis x; avec 7(.|yo) puis y; avec 7(.|z1) et ainsi
de suite.

Apreés M itérations de ce schéma, il vient une séquence : (zo, Yo, €1, Y1, ---, Tar, Yar)- Pour M
assez grand, x); est une réalisation de X.

Dans le cadre Bayésien, ’algorithme de Gibbs va permettre d’obtenir une réalisation du pa-
ramétre 6 = (04, ...,0,,) avant la loi a posteriori 7(0|z) dés que 'on est capable d’expression
les lois conditionnelles : 7(6;|0;;x); j # ¢; I'échantillonnage de Gibbs consiste & :

Partant d'un vecteur initial 6© = (6, ... 6,

ala (p+ 1)™e étape, disposant du vecteur 0% = (6" ..., 0%’)),

simuler

egp—&-l) _ ﬂ_(elwép)’ 0:(317) e(p). :E)

sy Uy

O = m(6:]07 6% 0D; 1)

m

9(p+1) _ ﬂ_(emwgp-i-l), 9517)’ o Q(P) ZL‘)

m m—1

Les itérations successives de cet algorithme générent successivement les états d’une chaine
de Markov ®) p > 0 a valeur dans IN®™.

La probabilité de transition de 6 vers § a pour expression :

/

K(0',0) = (6,10, ...,0.,) x ©(05]61,65,....6. )

/

X7 (03]601, 02,0, ... 0, ) X ... X (0|01, ... Opr)

On montre que cette chaine admet une mesure invariante qui est la loi a posteriori. Pour un
nombre d’itération suffisamment grand, le vecteur € obtenu peut donc étre considéré comme

étant une réalisation de la loi a posteriori.
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2.7. Méthodes MCMC

Soit f une densité de probabilité. Etant donnés une densité g telle que

/Z g(z, 2)dz = f(z).

et un entier p > 1 tel que les densités conditionnelles de g(y) = g(v1, -, 9(Yp)), 91 (V1 |y2, -, Yp),
G2 (Y2|Y1, Y3y ooy Yp)seosGp(Up|Yas -, Yp—1), soient simulables, 'algorithme de I’échantillonnage de

t+1

Gibbs associé a cette décomposition est fourni par la transition y® a y**! suivante :

Simuler
v~ gy y?)

ys ~ go(nlys, sy D)

1 1
yEt ~ gyt )

Lorsque la complétion de f en g n’est pas nécessaire, un choix relativement restreint consiste
en la section du nombre p de composantes des sous vecteurs (yi,ya,....y,) (qui ne sont pas
nécessairement scalaires). Le choix est cependant souvent limité pour des raisons pratiques

de simulation, en particulier lorsque y est de petite dimension.
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CHAPITRE 3

Modeéle de Weibull tronqué a droite
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Les distributions tronquées surviennent quant une variable aléatoire X suit une distri-
bution de probabilité connue, mais une portion de ’espace d’échantillon ne peut pas étre
observée. Si les valeurs de la variable aléatoire sont limitées a droite par une valeur 7', on
dit que la distribution est tronquée a droite.

La distribution tronquée & laquelle on s’intéresse est la distribution de Weibull tronquée a
droite ; cette derniere a la particularité d’avoir un taux de panne en baignoire.

Plusieurs auteurs ont étudié ’estimation des parameétres et des caractéristiques de fiabilité
dans le cas d’'une loi de Weibull tronquée : Dallas R.Wingo (1988) a proposé l’estimation
paramétrique de la distribution de Weibull tronquée et il a utilisé comme méthode d’estima-
tion, la méthode de maximum de vraisemblance. Shalaby O.A et El-Youcef (1993) ont utilisé
les données de Sinha et Kale (1980) pour trouver les estimateurs Bayesiens des paramétres
et de la fonction de fiabilité sous la fonction de perte quadratique, Shalaby O.A (1992) a
étudié le probléme du risque a posteriori des parameétres de la loi de Weibull tronquée. Plus
récemment ; Teiling Zhang et Min Xie (2012) ont étudié d’une fagon trés simplifié les carac-
téristiques de cette loi, et ils ont fait une comparaison entre la loi de Weibull tronquée, la loi
de Weibull modifiée et la loi de Weibull étendue. Balackrishnan et Mitra (2012) ont étudié
les problémes de 'estimation de maximum de vraisemblance, la prédiction et les intervalles
de confiances pour une loi de Weibull tronquée & gauche, Yeliz MertKantar et ITham Usta
(2015) ont traité la modélisation aléatoire dans un modeéle de Weibull tronqué.

On s’intéresse dans ce chapitre a I'estimation des paramétres de la loi de Weibull tronquée a
droite. En effet une telle loi dépend de trois paramétres ; un parameétre lié a la troncature et
les deux autres propres a la loi de Weibull & deux parameétres. Les approches utilisées sont
dans une premiére partie une approche classique celle du maximum de vraisemblance ot on
utilise des packages du R pour trouver les estimateurs de maximum de vraisemblance des
parameétres. La deuxiéme approche est une approche bayesienne avec différentes fonctions
de perte et une loi a priori sur les parameétres qui est une mixture entre loi a priori non-

informative et loi a priori conjuguée naturelle.
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3.2. Le modéle

Ce chapitre s’articule autour de quatre sections, dans la premiére section on définit les carac-
téristiques de la loi de Weibull tronquée a droite, la deuxiéme section porte sur I'estimation
du maximum de vraisemblance des parameétres et la troisiéme section traite l'estimation
Bayesienne des paramétres, sous différentes fonctions de pertes et une loi a priori. Dans la
quatriéme section, on fait une étude de Monte-Carlo et on utilise les méthodes MCMC (en
particulier I’algorithme de Metropolis-Hastings) pour calculer les estimateurs bayesiens et
les risques a posteriori des parameétres puis on a comparé entre les estimateurs sous les trois
fonctions de pertes en considérant que le meilleur estimateur qui a le risque a posteriori mi-
nimum. Enfin, on fait une étude comparative entre les estimateurs de Bayes et de maximum
de vraisemblance des parameétres a 'aide des critéres de Pitman, Integrated mean square

error (IMSE).

3.2 Le modéle

On considére une variable aléatoire de la loi de Weibull tronquée a droite avec les para-

métres (a > 0, A > 0), la fonction de densité est donnée par :

f@)
: [[) = — 2 <t <
g(t7a7)\7 ) F(T)’ O—t— )
ou : f est la fonction de densité de la loi de Weibull de paramétres o et A (o > 0, A > 0) et

F' est sa fonction de répartition donc :

f(t§ Q, )\,T) = (i)(i)A—le_(i)A

a @
t

Ft)=1—e¢ &’

donc la densité de la loi de Weibull tronquée a droite est :

i)(f)k—lef(é)A
g(t;a, N\, T) = & 166_(% , 0<t<T.
Et la fonction de répartition est :
F(t)
Gt;a,\T) = —=
( 7a7 9 ) F(T)



3.3. Estimation par la méthode de maximum de vraisemblance
e (P
_lzere 0<t<T.

1—e (@)1

o8| ol

La fonction de fiabilité correspondante est définie comme suit

1—e (&7
St;a,\T)=1-G({t;a,\,\T)=1— e
1—e @)

(B _ (2P

0<t<T.

S(t;a,\,\T) =1—-G(t;a,\,T) = Ty
1—e @

La fonction de taux de hasard est :

gt A T)
AT = S e T

Ayt

htsa 1) = QECAT) i 0<t<T
TP W/ IR SE RSP sts 4

Le moment d’ordre k de la distribution de Weibull tronquée est donné par la formule sui-

vante :
k

> k
E(t") = / t*g(t;a, A, T)dt = Q—MF (— + 1) k=1,2,3,
0 1— 67(5) A

3.3 Estimation par la méthode de maximum de vraisem-

blance

On considére un n-échantillon (1, ts, ..., t,,) généré de la loi de Weibull tronquée a droite et

soit m une constante fixé m € {1,2,...,n}. Les données sont supposées censurées de type I

c’est-a-dire seulement les observations {1, ts, ..., t,,} sont observés. La fonction de maximum

de vraisemblance est donc :

m

Ltla,\T) = —“




3.3. Estimation par la méthode de maximum de vraisemblance

On pose les notations suivantes :

m A m
Uty A, T) = I L(tl, A, T), S = (tg) - P=1ln

=1

et

Donc, on obtient

|
L(tla’ )\’ T) _ ( n. )' )\mafm)\P)\flefs(I)nfm\I,fn.
n—mj:

On prend le logarithme de la fonction de vraisemblance :

[(tla, \, T) = In(n!)=In((n—m)!)+m InA—m X Ina+(A—1) Z Int;—S+(n—m) In®—n InV.

=1

Les estimateurs de maximum de vraisemblance des trois parameétres a, A et T sont les
solutions de ’équation

l(tla, \,T) =0

Donc, I’équations de vraisemblance sont comme suit

% = %+§;mti—mlna—g—f+(n—m)%—n%:o
On

Aprés quelques manipulations algébriques, on obtient le systéme d’équations non linéaire

suivant :
tmyA— ()N s — ()N Tya—(E)A
—$A+%S+(n_m)g[(a)e q>(a)6 ]+n%(a)e\p =0
Ty Ty = (E)A o tmy( by o= (22)> Ty Tyr—(5)*
%—Fzznzlln(%)—ZzllTL(%)(%))\-F(n—m)[ln(o‘)(a) € é”(a)(a)e ]_n[ln(a)(a;}@ | _
(Lpe (@7 (Lpe @
(n—m)gpo——— —npag—— =0

60



3.4. Estimation Bayesienne sous différentes fonctions de perte

Il n’y a pas des solutions théoriques de ce systéme. Donc, on utilise les méthodes numériques
pour obtenir les valeurs approximées aux estimateurs de maximum de vraisemblance @y,
Anp et Ty des parameétres a, A et T' respectivement. Dans ce chapitre, on utilise le package

du R (le package BB) qui a une capacité pour résoudre les systémes d’équations non linéaires.

3.4 Estimation Bayesienne sous différentes fonctions de

perte

3.4.1 Les distributions a posteriori et a priori
Dans cette section, on considére la distribution a priori de (o, A) définie comme suit
(o, A) o A% be"a, a, A >0, a>1, bc>0.
De plus, on choisit une distribution a priori impropre de T', qui ne dépend pas de («, \) et

donnée par 7(T") = £.. Donc, I'a priori de (o, A, T') est

c

(o, \,T) = m(a, \)m(T) = )\ ap~be—%

La densité a posteriori est calculée a I'aide de la formule suivante :

L(tla, \, T)m(a, A, T')
[ [ [(L(tla, A, T)a(c, A, T))dadAdT

w(a, N, T)t) =

donc,
B )\ma—m)\P)\—le—S(I)n—m\I]—n%A aa—be =
[ [ [ AmammApA-le=Spn-my-nl-aq-be=3 dad\dT
B %)\mfaafmAbe/\fle—S—g Pr—myp—n
T JE Dmaqrma b PA 1SR gnom G ndadAdT
. 1

:K— T)\m a —m)\ bP)\ 1 —S—fq)n may—n

K = / / / —Am a0 ~mA=b pA=1o=S=C en—my—"qd\dT.
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3.4. Estimation Bayesienne sous différentes fonctions de perte

3.4.2 Fonctions de perte

On considére la fonction de perte quadratique, Linex et entropie, le tableau suivant
présente les trois fonctions de perte et I'expression de 'estimateur bayesien avec le risque

a posteriori correspondant, Sous la fonction de perte quadratique généralisée, on suppose

Fonctions de perte expréssion Estimateurs de Bayes Risque a posteric
quadratique généralisée L(6,0) = 7(0)(0 — 0)? SGQ = % E.(1(0)(0 — ZS\GQ)
Entropie L(8,6) = (3)7 — pln(2) —1 op = [E.(0)7)7Y?  plE.(In(8) — In(¢
Linex L(0,6) =00 — (5 —0) —1 o, = Ln(E(e™) (6 — 01)

TAB. 3.1 — Les fonctions de perte et les estimateurs Bayésiens (avec les risques a

posteriori) correspondantes

que 7(0) = 6°~1. Les estimateurs bayésiens des paramétres sont données par les formules

suivantes
G = [ [ [ r(a)m(a, X\, T|t)dodAdT
©- fff (a, )\  T[t)dad\dT

IS S LammAtf ymma pA-le=S=E onmyndad \dT
fo IS ~ LammA=bA—1\m—a pA-1e=5=5 pr-my—ndad\dT

/):G _ [ [rN)m(a, A\, T|t)dodAdT
° - fff a, )\ ,T|t)dad\dT

fo fO 0 T o~ MA—b \m—a+5 pA-1 _S_*CI)" "I dod\dT
fo fo 1\ —mA=b)\m—a+8—1 PA-1o=5—< Prn—mP—ndrd\dT

0T
7 [ [ [7(T)m(e, \, T|t)dadNdT
cQ = fff o, X, T|t)dadAdT
[ [T mA b ymea pA-l S o n da AT
= fooo fooo fooo T/g_ga_m)\—b/\m—apk—le—s_*CI)” m\—ndoyd\d T

Les risques a posteriori correspondants sont :
PR(Ggc) = Ex(0”*") = 200aEx(a”) + Qg Er(a” ).

PR(A\gc) = Bx(MY) — 2006 Ex (V%) + Mg Ex (A7),

PR(Tqg) = Eo(TPY) — 2T B (T7) + T3 E(T77Y).

62



3.4. Estimation Bayesienne sous différentes fonctions de perte

On note que lorsque 5 = 1, on obtient la fonction de perte quadratique usuelle.

Sous la fonction de perte entropie, les estimateurs sont

G = ( / / / a~Pr(a, X, T|t)dadAdT)

%0 oo oo . —1/p
_ KW [ / / / ?a—m*—b—p)\m‘aPA‘le‘S‘a@"‘W\P‘"dad)\dT]

XE:(///Apw(a,A,T@)dadAdT)
00 00 0o 1 . -1/p
=K'r { / / / —a—m*—bAm—“—pPA—le—S—a<1>"—m\1/—“dadAdT]
o Jo Jo T
Ty = ( / / / T Px(a, \, T|t)dod\dT)
00 poo oo . -1/p
=K'/ { / / / Tplam”AmaP“eSacb”mqf“dadxdT}
Les risques a posteriori sont :

PR(ag) = pE:(In(a) — In(ag))

PR(Ap) = pEx(In(\) — In(Ag))
PR(Tg) = pE,(In(T) — In(T%))

Sous la fonction de perte Linex, les estimateurs bayésiens sont donnés par

1
AL = ——ln(/ //eraw(au A,T|t)d0{dAdT>
r

= _Z In |: / / / —m/\—b)\m—aPA—le—S—;—Ta(bn—m\p—ndadAdT]
S = —2in / / / e, A\, T|t) dad\dT)
T
1 -1 OO > <1 —mA—b — A—1_—S—<—rA - —
=— In|K —a MATONT A PpA~ e a 7O T dad AdT
r
T, = ——ln /// w(a, \, T|t)dad\dT)
== ln[ / / / —mk—bxn—apk—le—s—i—rT¢”—mxp—”dadAdT}

Les risques a posteriori correspondants sont :

PR(ap) =r(ag — ar)
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3.4. Estimation Bayesienne sous différentes fonctions de perte

PR(Ap) =r(hg — Ap)
PR(TL) = r(Ty — Ty)

On peut pas calculer 'expression analytique de ces estimateurs, on utilise les procédures

MCMC comme 'algorithme de Metropolis-Hastings. Dans la section suivante.

3.4.3 Etudes de Monte-Carlo

Dans cette section, on propose une étude de Monte-Carlo, on suppose que a =2, b =c =
LLa=1, A=2et T =1.5. On utilise N = 1000 échantillons de la loi de Weibull tronquée a

droite, on obtient les résultats suivants

Estimation de maximum de vraisemblance

Puisque les formules analytiques ne sont pas disponibles, pour obtenir les estimateurs
de maximum de vraisemblance, on utilise les procédures numériques. Dans cette section,
on utilise le package BB du R qui présente des performances tres élevées pour les systémes
d’équations non linéaire. Dans le particulier, on a besoin de la fonction BBsolve pour ce

probléme, les résultats sont dans le tableau suivant
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3.4. Estimation Bayesienne sous différentes fonctions de perte

n m | paramétres EMV
10 7 o 0.6951(0.0929)
A 1.9800(0.0003)
T 1.9452(0.1660)
30 | 21 o 0.9036(0.0092)
A 2.0003(1.07 1077)
T 1.6203(0.0144)
o0 | 35 o 0.9364(0.0040)
A 2.0367(0.0013)
T 1.5945(0.0089)
100 | 70 o 0.9943(3.22 1079)
A 2.0368(0.0013)
T 1.5149(0.0002)
200 | 140 o 0.9268(0.0053)
2.0957(0.0091)
T 1.6457(0.0212)

TAB. 3.2 — Les estimateurs de maximum de vraisemblance des paramétres avec

les erreurs quadratique

On remarque que les estimateurs de «, A sont proches des valeurs initiales des paramétres,

par contre ’estimateur de 1" n’est pas proche de T

L’estimation Bayésienne

Les estimateurs Bayésiens sont obtenus en utilisant les méthodes MCMC. Le tableau
3.3 présente les estimateurs Bayésiens et les risques a posteriori entre parenthéses, sous la
fonction de perte quadratique généralisée. On remarque que la valeur § = 2 donne le meilleur
risque, aussi on obtient les risques a posteriori petits.

Avec la fonction de perte entropie, on obtient le tableau 3.4 ou la valeur p = —0.5 et les
cas n = 100 et n = 200 donnent les meilleurs risques a posteriori.

Le tableau 3.5 donne les estimateurs de Bayes sous la fonctio de perte Linex et leurs

risques a posteriori.
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3.4. Estimation Bayesienne sous différentes fonctions de perte

On peut noter que la valeur »r = —0.5 donne le meilleur risque a posteriori. Si on compare
les trois fonctions de pertes, on note que la fonction de perte entropie donne le meilleur

estimateur Bayesien de a,\ et T ¢a est illustré dans le tableau 3.6

3.4.4 Comparaison avec I’estimateur de maximum de vraisemblance

Dans cette section, on propose de comparer le meilleur estimateur Bayésien obtenue au-
dessus avec l'estimateur de maximum de vraisemblance. Pour cela, on propose d’utiliser les
criteres suivant :

Le critére de Pitman (Pitman 1937, 1982 et Jozani 2012) et IMSE (intgrated mean square
error) définis comme suit :

Définition Un estimateur 51 de paramétre 6§ domine dans le sens de critére de Pitman

un autre estimateur 52, si, pour tout 6 € © :
Py |6y — 0] <|0,—0]| >0.5

On considére les estimateurs 6 (t=1,...,N) obtenue avec N échantillons du modéle.

Définition Integrated mean square error (IMSE) est définie comme suit

N a _ n\2

Dans la suite, nous présentons la valeur de probabilité de Pitman qui est utilisée pour
comparer les estimateurs Bayésiens sous les trois fonctions de perte et le MLE ou § = —2,
p=0.5et r=—0.5. Le tableau 3.7 est lu comme suit :
— Lorsque n n’est pas grand, les estimateurs Bayésiens a g et fB de a et T sont meilleurs que
les MLE aMLE et fMLE. La fonction de perte quadratique généralisée donne les meilleurs
valeurs. Cependant XMLE est plus proche a la valeur initiale du parameétre que ’estimateur
Bayésien XB.
— Lorsque n est grand, les MLE de trois paramétres sont meilleurs que les estimateurs
Bayésiens.

Le tableau 3.8 présente la valeur (IMSE) des estimateurs Bayésiens des trois paramétres

sous les trois fonctions de perte, et les estimateurs de maximum de vraisemblance.
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3.5. Conclusion

Selon ce critére, lorsque n est petit, les estimateurs Bayésiens apg et fB donnent le petit
IMSE de « et T relativement & ay g et T vLE- Aussi, les valeurs données avec la fonction
de perte quadratique généralisée relativement équivalent a I’entropie et Linex. Mais, 'IMSE
de ;\\MLE est plus petit que 'IMSE de I'estimateur Bayésien.

Si n est grand, tous les estimateurs bayésiens sont mieux que 'MLE et la fonction de perte

quadratique généralisée donne la meilleur valeur de IMSE.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous comparons les estimateurs Bayésiens de la loi de Weibull tronquée
a droite sous différentes fonctions de perte. Dans 'estimation Bayésienne, pour chaque fonc-
tion de perte, on obtient le paramétre approprié, qui optimise I'estimation Bayésienne. Aussi,
notre étude de Monte-Carlo montre que la fonction de perte entropie donne le petit risque
a posteriori. Les estimateurs bayésien et les estimateurs de maximum de vraisemblance des
parameétres sont comparés en utilisant le critére de Pitman et IMSE (Integrated mean square
error). Aprés, en utilisant une procédure de Monte-Carlo, on obtient que lorsque n est petit,
les estimateurs bayésiens sont meilleurs pour «a et T' et pas pour A. Si n est grand, 'IMSE
des estimateurs de maximum de vraisemblance est plus grand que les IMSE des estimateurs
Bayésiens.
Interprétation des résultats Le tableau 3.7 présente les résultats de la comparaison entre
les estimateurs Bayésiens et les estimaeurs de maximum de vraisemblance a ’aide de critére
de Pitman. Ce tableau est lit comme suit : Lorsque la probabilité de Pitman est superieur a
0.5 on dit que I'estimateur bayésien est le meilleur, sinon, on dit que I’estimaeur de maximum
de vraisemblance est le mailleur.
Pour cela, on remarque que lorsque n est petit, les estimateurs bayésien des paramétres «
et T sont meilleurs que leurs estimateurs par la méthode de maximum de vraisemblance
parce que la probabilité de Pitman est supérieur a 0.5 et la fonction de perte quadratique
généralisée donne les mailleurs résultats parce que la probabilité de Pitman est plus grande.

Alors que pour le paramétre o les estimateurs par la méthode de maximum de vraisemblance
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3.5. Conclusion

sont les meilleurs, parce que la probabilité de Pitman est inférieure a 0.5.

Lorsque n est grand, les estimateurs de maximum de vraisemblance des trois parameétres
sont les meilleurs parce que la probabilité de Pitman est inférieure a 0.5.

Le tableau 3.8 présente les valeurs IMSE des stimateurs Bayésiens et de maximum de vrai-
semblance des paramétres. On dit qu'un estimateurs est meilleur losque il’a le plus petit
IMSE. Pour cela, on remarque que lorsque n est petit, les estimateurs Bayésiens de para-
meétres o et T ont le plus petit IMSE par rapport a leurs estimateurs par la méthode de
maximum de vraisemblance, alors que mle de A a un IMSE plus petit que son estimateur
bayésien.

Lorsque n est grand, les estimateurs Bayésiens des trois parameétres ont IMSE plus petit que

leurs estimateurs par la méthode de maximum de vraisemblance.
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3.5. Conclusion

n m | parameéteres -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2
10 7 ! 1.0902 1.0943 1.0981 1.1026 1.1111 1.1155 1.1198 1.1242
(0.0067) | (0.0071) | (0.0076) | (0.0081) | (0.0091) | (0.0096) | (0.0102) | (0.0108)

A 1.1873 1.2534 1.3350 1.4307 1.6448 1.7491 1.8430 1.9225

(0.0720) | (0.0982) | (0.1309) | (0.1696) | (0.2583) | (0.3032) | (0.3453) | (0.3835)

T 1.1928 1.2286 1.2675 1.3085 1.3921 1.4323 1.4699 1.5043

(0.0436) | (0.0520) | (0.0614) | (0.0714) | (0.0924) | (0.1030) | (0.1134) | (0.1234)

30 | 21 Q 1.0784 1.0816 1.0849 1.0882 1.0950 1.0984 1.1018 1.1052
(0.0055) | (0.0058) | (0.0061) | (0.0064) | (0.0071) | 0.0074 | (0.0078) | (0.0082)

A 1.1633 1.2244 1.3014 1.3936 1.6072 1.7146 1.8128 1.8970

(0.0708) | (0.0974) | (0.1310) | (0.1713) | (0.2651) | (0.3127) | (0.3567) | 0.3951)

T 1.1737 1.2075 1.2446 1.2842 1.3661 1.4065 1.4444 1.4793

(0.0429) | (0.0514) | (0.0608) | (0.0708) | (0.0918) | (0.1023) | (0.1124) | (0.1218)

50 | 35 ! 1.0750 1.0783 1.0817 1.0852 1.0922 1.0957 1.0993 1.1029
(0.0057) | (0.0060) | (0.0063) | (0.0067) | (0.0074) | (0.0078) | (0.0082) | (0.0085)

A 1.1440 1.1997 1.2713 1.3590 1.5699 1.6802 1.7835 1.8740

(0.0685) | (0.0951) | (0.1239) | (0.1713) | (0.2724) | (0.3256) | (0.3758) | (0.4201)

T 1.1565 1.1886 1.2245 1.2634 1.3464 1.3880 1.4278 1.4650

(0.0425) | (0.0514) | (0.0612) | (0.0720) | (0.0951) | (0.1069) | (0.1182) | (0.1290)

100 | 70 ! 1.2021 1.2032 1.2044 1.2055 1.2078 1.2089 1.2100 1.2112
(0.0015) | (0.0017) | (0.0018) | (0.0020) | (0.0025) | (0.0027) | (0.0030) | (0.0033)

A 2.2002 2.2008 2.2015 2.2021 2.2034 2.2041 2.2047 2.2053

(0.0002) | (0.0003) | (0.0005) | (0.0008) | (0.0019) | (0.0028) | (0.0042) | (0.0062)

T 1.7016 1.7024 1.7032 1.7040 1.7057 1.7065 1.7073 1.7081

(0.0005) | (0.0007) | (0.0009) | (0.0012) | (0.0021) | (0.0027) | (0.0036) | (0.0047)

200 | 140 e 1.2109 1.2118 1.2128 1.2138 1.2157 1.2167 1.2176 1.2186
(0.0013) | (0.0014) | (0.0015) | (0.0017) | (0.0021) | (0.0023) | (0.0025) | (0.0028)

A 2.1894 2.1901 2.1908 1.1915 2.1929 2.1936 2.1941 2.1949

(0.0002) | (0.0004) | (0.0006) | (0.0009) | (0.0020) | (0.0030) | (0.0044) | (0.0065)

T 1.7005 1.7013 1.7021 1.7028 1.7043 1.7051 1.7059 1.7066

(0.0005) | (0.0006) | (0.0008) | (0.0011) | (0.0019) | (0.0025) | (0.0033) | (0.0044)

TAB. 3.3 — Les estimateurs Bayésiens des parameétres et les risques a posteriori

sous la fonction de perte quadratique généralisée.
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n m | parameéteres -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2
10 7 @ 1.1198 1.1176 1.1155 1.1133 1.1090 1.1069 1.1047 1.1026
(0.0155) | (0.0087) | (0.0038) | (0.0009) | (0.0009) | (0.0038) | (0.0086) | (0.0154)

A 1.8338 1.7939 1.7491 1.6998 1.5916 1.5362 1.4825 1.4321

(0.2151) | (0.1284) | (0.0603) | (0.0158) | (0.0681) | (0.0694) | (0.1576) | (0.2793)

T 1.4678 1.4507 1.4323 1.4129 1.3717 1.3504 1.3292 1.3083

(0.1052) | (0.0612) | (0.0281) | (0.0072) | (0.0075) | (0.0307) | (0.0698) | (0.1248)

30 | 21 o 1.1018 1.1001 1.0984 1.0967 1.0933 1.0916 1.0899 1.0882
(0.0123) | (0.0069) | (0.0031) | (0.0007) | (0.0007) | (0.0030) | (0.0069) | (0.0123)

A 1.8035 1.7616 1.7146 1.6633 1.5530 1.4977 1.4449 1.3961

(0.2284) | (0.1359) | (0.0636) | (0.0166) | (0.0707) | (0.0716) | (0.1612) | (0.2837)

T 1.4424 1.4250 1.4065 1.3870 1.3461 1.3252 1.3045 1.2843

(0.1077) | (0.0625) | (0.0286) | (0.0073) | (0.0076) | (0.0308) | (0.0699) | (0.1245)

50 | 35 o 1.0993 1.0975 1.0957 1.0940 1.0904 1.0887 1.0869 1.0852
(0.0129) | (0.0073) | (0.0032) | (0.0008) | (0.0008) | (0.0032) | (0.0072) | (0.0128)

A 1.7744 1.7297 1.6802 1.6268 1.5149 1.4603 1.4091 1.3625

(0.2434) | (0.1442) | (0.0671) | (0.0174) | (0.0728) | (0.0731) | (0.1632) | (0.2848)

T 1.4259 1.4075 1.3880 1.3676 1.3256 1.3045 1.2838 1.2639

(0.1143) | (0.0661) | (0.0301) | (0.0077) | (0.0079) | (0.0318) | (0.0717) | (0.1269)

100 | 70 ! 1.2100 1.2095 1.2089 1.2083 1.2072 1.2066 1.2061 1.2055
(0.0037) | (0.0021) | (0.0009) | (0.0002) | (0.0002) | (0.0009 | (0.0021) | (0.0037)

A 2.2047 2.2044 2.2041 2.2037 2.2031 2.2028 2.2024 2.2021

(0.0011) | (0.0006) | (0.0002) | (0.00007) | (0.0002) | (0.0002) | (0.0006) | (0.0011)

T 1.7073 1.7069 1.7065 1.7061 1.7053 1.7048 4.7044 1.7040

(0.0019) | (0.0010) | (0.0004) | (0.0001) | (0.0001) | (0.0004) | (0.0010) | (0.0019)

200 | 140 @ 1.2176 1.2171 1.2167 1.2162 1.2152 1.2147 1.2143 1.2138
(0.0031) | (0.0017) | (0.0007) | (0.0001) | (0.0001) | (0.0007) | (0.0017) | (0.0031)

A 2.1942 2.1939 1.1936 1.1932 1.1925 1.1922 1.1918 1.1915

(0.0012) | (0.0007) | (0.0003) | (0.00007) | (0.0003) | (0.0003) | (0.0007) | (0.0012)

T 1.7059 1.7055 1.7051 1.7047 1.7040 1.7036 1.7032 1.7028

(0.0017) | (0.0010) | (0.0004) | (0.0001) | (0.0001) | (0.0004) | (0.0010) | (0.0017)

TAB. 3.4 — Les estimateurs Bayésiens des paramétres et le risque a posteriori sous

la fonction de perte entropie
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n m | parameéteres -2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2
10 7 @ 1.1252 1.1228 1.1203 1.1179 1.1131 1.1107 1.1083 1.1059
(0.0195) | (0.0109) | (0.0048) | (0.0012) | (0.0012) | (0.0048) | (0.0107) | (0.0191)

A 1.9693 1.9301 1.8809 1.8204 1.6703 1.5892 1.5120 1.4431

(0.4403) | (0.2714) | (0.1317) | (0.0356) | (0.0394) | (0.1599) | (0.3556) | (0.4303)

T 1.5205 1.5016 1.4805 1.4573 1.4059 1.3788 1.3515 1.3248

(0.1764) | (0.1038) | (0.0481) | (0.0124) | (0.0131) | (0.0535) | (0.1212) | (0.2150)

30 | 21 o 1.1059 1.1040 1.1021 1.1002 1.0965 1.0946 1.0928 1.0909
(0.0150) | (0.0084) | (0.0037) | (0.0009) | (0.0009) | (0.0037) | (0.3576) | (0.6106)

A 1.9446 1.9035 1.8518 1.7885 1.6339 1.5524 1.4762 1.4093

(0.4599) | (0.2833) | (0.1372) | (0.0369) | (0.0403) | (0.1622) | (0.3576) | (0.6106)

T 1.4949 1.4758 1.4546 1.4314 1.3814 1.3537 1.3271 1.3013

(0.1767) | (0.1039) | (0.0480) | (0.0124) | (0.0130) | (0.00527) | (001190) | (0.2104)

50 | 35 o 1.1036 1.1016 1.0997 1.0977 1.0938 1.0918 1.0899 1.0880
(0.0156) | (0.0088) | (0.0039) | (0.0009) | (0.0009) | (0.0038) | (0.0087) | (0.0154)

A 1.9271 1.8821 1.8252 1.7580 1.5972 1.5155 1.4411 1.3770

(0.4939) | (0.3029) | (0.1457) | (0.0389) | (0.0414) | (0.1646) | (0.3586) | (0.6063)

T 1.4822 1.4615 1.4388 1.4141 1.3609 1.3336 1.3068 1.2811

(0.1884) | (0.1103) | (0.0508) | (0.0130) | (0.0135) | (0.0543) | (0.1217) | (0.2136)

100 | 70 @ 1.2117 1.2110 1.2103 1.2096 1.2082 1.2075 1.2068 1.2062
(0.0055) | (0.0031) | (0.0013) | (0.0003) | (0.0003) | (0.0014) | (0.0031) | (0.0056)

A 2.2069 2.2062 2.2055 2.2048 2.2034 2.2026 2.2019 2.2012

(0.0056) | (0.0031) | (0.0014) | (0.0003) | (0.0003) | (0.0014) | (0.0031) | (0.0055)

T 1.7093 1.7086 1.7079 1.7072 1.7058 1.7051 1.7044 1.7037

(0.0056) | (0.0031) | (0.0013) | (0.0003) | (0.0003) | (0.0013) | (0.0031) | (0.0055)

200 | 140 @ 1.2190 1.2184 1.2178 1.2173 1.2161 1.2155 1.2143 1.2143
(0.0047) | (0.0026) | (0.0011) | (0.0002) | (0.0002) | (0.0011) | (0.0026) | (0.0046)

A 2.1965 2.1958 2.1951 2.1643 2.1928 2.1920 2.1913 2.1905

(0.0059) | (0.0033) | (0.0014) | (0.0003) | (0.0003) | (0.0015) | (0.0034) | (0.0060)

T 1.7077 1.7071 1.7064 1.7058 1.7015 1.7038 1.7031 1.7025

(0.0051) | (0.0029) | (0.0012) | (0.0003) | (0.0003) | (0.0012) | (0.0029) | (0.0051)

TAB. 3.5 — Les estimateurs bayésiens des parameétres et les risques a posteriori

sous la fonction de perte Linex
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3.5. Conclusion

n m | paramétresr | generalized quadratic(8 = —2) | Entropy(p=-0.5) | Linex(r=-0.5)

10 7 o 1.0902 1.1133 1.1179
(0.0067) (0.0009) (0.0012)

A 1.1873 1.6998 1.8204

(0.0720) (0.0158) (0.0356)

T 1.1928 1.4129 1.4573

(0.0436) (0.0072) (0.0124)

30 | 21 o 1.0784 1.0969 1.1002
(0.0055) (0.0007) (0.0369)

A 1.1633 1.6633 1.7885

(0.0429) (0.0073) (0.0124)

T 1.1737 1.3870 1.4314

(0.0429) (0.0073) (0.0124)

50 | 35 o 1.0750 1.0940 1.0977
(0.0057) (0.0008) (0.0009)

A 1.1440 1.6368 1.7580

(0.0685) (0.0174) (0.0389)

T 1.1565 1.3676 1.4141

(0.0425) (0.0077) (0.0130)

100 | 70 o 1.2021 1.2083 1.2048
(0.0015) (0.0002) (0.0003)

A 2.2002 2.2037 2.2048

(0.0002) (0.00007) (0.0003)

T 1.7016 1.7061 1.7072

(0.0001) (0.0001) (0.0003)

200 | 140 o 1.2109 1.2162 1.2173
(0.0013) (0.0001) (0.0002)

A 2.1894 2.1932 2.1643

(0.0002) (0.00007) (0.0003)

T 1.7005 1.7047 1.7058

(0.0005) (0.0001) (0.0003)

TAB. 3.6 — Les estimateurs Bayésiens des paramétres et les risques a posteriori

sous les trois fonctions de perte
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3.5. Conclusion

n m | par | QG(S = —2) | Entropie(p=-0.5) | Linex(r=-0.5)

10 7 a 0.699 0.638 0.654
A 0.249 0.130 0.159

T 0.654 0.585 0.609

30 21 a 0.575 0.556 0.559
A 0.273 0.109 0.151

T 0.532 0.489 0.501

5 | 35 | « 0.535 0.514 0.518
A 0.231 0.087 0.117

T 0.423 0.393 0.396

100 | 70 | « 0.152 0.146 0.146
A 0.130 0.136 0.161

T 0.413 0.376 0.383

200 | 140 | «@ 0.097 0.095 0.095
0.221 0.077 0.086

T 0.278 0.250 0.257

TAB. 3.7 — Comparaison entre les estimateurs o, \ et T & ’aide du critére de

Pitman
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3.5. Conclusion

n m | paramétres mle QG Entropie | Linex

10 7 a 0.2695 | 0.0080 | 0.0221 | 0.0190
A 0.1184 | 0.4333 | 0.3666 | 0.3696

T 0.3278 | 0.1034 | 0.1070 | 0.7038

30 | 21 ! 0.1031 | 0.0098 | 0.0168 | 0.0154
A 0.0686 | 0.3922 | 0.3938 | 0.3905

T 0.2579 | 0.1036 | 0.1107 | 0.1087

50 | 35 e 0.0702 | 0.0114 | 0.0167 0.157
A 0.0551 | 0.4181 | 0.4275 | 0.4239

T 0.2437 | 0.1125 | 0.1191 | 0.1175

100 | 70 e 0.0872 | 0.0380 | 0.0460 | 0.0445
A 0.0529 | 0.0191 | 0.0438 | 0.0362

T 0.2840 | 0.0321 | 0.0449 | 0.0421

200 | 140 e 0.1908 | 0.1624 | 0.1672 | 0.1663
0.5467 | 0.5287 | 0.5493 | 0.5432

T 0.4838 | 0.3167 | 0.3263 | 0.3242

TAB. 3.8 — Le IMSE des estimateurs des paramétres a, A et T’
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CHAPITRE 4

La distribution de Rayleigh
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Introduction

Lord Rayleigh (1880) a introduit la distribution de Rayleigh dans le cadre d’un pro-
bléme dans le domaine d’acoustique. Depuis lors, d'importants travaux ont été lié a cette
distribution dans les différentes domaines des sciences et technologies. Cette distribution a
des relations avec certaines distributions bien connues comme les distributions de Weibull,
Chi-deux,...

La distribution de Rayleigh est un cas particulier de la distribution de Weibull & deux para-
meétres est constitue un modéle approprié pour les études d’essai de survie. Polovoko (1968),
Dyer et Whisnand (1973) ont démontré I'importance de cette distribution dans 1’électro des
dispositifs et 'ingénierie de communication.

La fonction de densité de probabilité, la fonction de fiabilité et la fonction de taux de hasard,
sont données respectivement comme suit :

2
flx, o) = %exp(—x—),x > 0,0 >0
o

202
72
R(z.0) = expl(~ )
et
h(z,0) = %
o

Ott o > 0 est le parameétre.

Dans ce chapitre, on s’intéresse dans un premier temps a I'estimation de la fonction de fia-
bilité et de la fonction de taux de hasard sous la fonction de perte quadratique et sous une
fonction de perte asymétrique (Linex) en présence d’un échantillon censuré de type 11 avec
une loi a priori non informative puis avec une loi a priori conjuguée naturelle. Dans une
second partie, nous nous intéressons au cas ou les données sont progressivement censurées ;

toujours pour l'estimation des mémes quantités
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4.1. Inférences avec des données censurées de type I1

4.1 Inférences avec des données censurées de type [/

4.1.1 Loi a priori vague

Soit (X1, X, ..., Xpn, ..., X;,) un échantillon de taille n censuré a X,,.

La fonction de maximum de vraisemblance est

n! - e
L(U‘ZE) = (n - m)| Hf(ZUZ,O')(l - F(‘TWL?U))
=1
= o m) H g2 ga)en(=5 )
1 T
L(z | o) o UTmel’p(—@)
Ou

Tm:Zx?Jr(n—m)xfn

i=1
Il est facile de démontrer que la distribution a priori définie par Jeffrey est :

0?In 1
m(o) = ()l = |- B2 o 2
o o
La densité a posteriori est
_ L@fo)m(e) _ (Tw)" 1 s T
mofr) = I L(zlo)mi(o)de  T(m) 2n1° erp(=558):

Estimation du paramétre o

L’estimateur de maximum de vraisemblance noté o,y est obtenue par la solution de

) . 9L
léquation W = 0, donc

T

oMV = _2m'

Par rapport a la fonction de perte quadratique, et une loi a priori vague, I’estimateur Bayésien

de o noté oy est obtenu en calculant la moyenne de la densité a posteriori

50 o0 T, L(m—1) T, .
ovQ _/0 orn(o|x)do = T(m) 2m1/0 o “Mexp( 202)d0 T(m) ( 5 )2.

Le risque a posteriori de o est donné par :

Rieve) = ()t - TR,
7




4.1. Inférences avec des données censurées de type I1

Par rapport a une fonction de perte Linex, et une loi a priori vague, I’estimateur de o noté

oy, est la solution de I’équation suivante :

o~ /\2 m fon o
WL o Pveyy = Tm) Ove Lo 2a5?
Ey| o2 exp(a( o2 )] = T'(m) 2m—1/0 U2m+3e:l:p( 252 (T — 2a0v,))do
et
ove,  (Tn)" ovy [* 1 1
exp(a)Ey( o2 ) = T'(m) 2m—1/ 02m+3exp(—202(Tm))dU

Apreés quelques manipulations algébrique, on obtient

- T a
ove = [5-(1 —eap(—— 1

1
N
Le risque a posteriori du paramétre o sous la fonction de perte Linex est donné par
R(a\'VL) = a(&VQ - 8VL).

Estimation de la fonction de fiabilité

Pour obtenir I'estimateur Sy,y (t) de la fonction de fiabilité S(¢), on remplace o par oy

dans 'expression de S(t), donc

mt?
Suy(t) = €£Cp(—T—)-

L’estimateur Bayésien de S(t) par rapport a la fonction de perte quadratique et une loi a

priori vague est
T,
T + 2

Svolt) = /O " S(tym(ola)do = ( ),

Le risque a posteriori de la fonction de fiabilité sous la fonction de perte quadratique est

donné par
T
T,, + 2t2

Tm )Qm
T, + t2

R(Svq(t)) = ( )™ = (

Pour calculer I'estimateur Bayésien de S(t) par rapport a la fonction de perte Linex noté

Srv(t), on pose le changement de variable S(t) = exp(—%) =y=0= (—%)% on écrit

la densité a posteriori de 7, on obtient

(T)™ 1 1, ¢

( 12 12 L\
['(m) 2m=12

27(ln’y)2)(_2ln’y

SIS

)3 (

mi(0le) = i
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4.1. Inférences avec des données censurées de type I1

Tm m 1 EL: m—
= (t—2) —F(m)(v) & (—lny)™ 0Ky <1

donc, 'estimateur Bayésien 7y de v est

T, 1 Ty

B [ ean(—an)# - ) )

Yov = —%l”Ep(exp(—a’y)) - —éln[( I'(m)

=y O 14 iy

k
|
el T,
Le dernier résultat est obtenu en utilisant un développement de (exp(—avy)) a l'ordre k au
voisinage de zéro, et on fait le changement de variable u = (—Iny) pour calculer I'intégrale.

Le risque a posteriori de la fonction de fiabilité sous la fonction de perte Linex est donné par
R(Svr(t)) = a(Sve(t) — Svi(t)).

Estimation de la fonction de taux de hasard

L’estimateur de maximum de vraisemblance de la fonction de taux de hasard h(t) noté

harv (t) est obtenu lorsqu’on remplace o par &)y dans 'expression de h(t) donc

t

m

Par rapport a une fonction de perte quadratique et une loi a priori vague de o 'estimateur

Bayésien de h(t) noté hyo(t) est

hv(t) = [ hemlola)do = T [T e (- o

t

Le risque a posteriori de la fonction de taux de hasard sous la fonction de perte quadratique

R(hyo(t)) = 47521;((+;_2)(Tm)2 — (2m)? (;;)2

L’estimateur de h(t) obtenu par la méthode de maximum de vraisemblance et par 'approche

Bayésienne avec une loi a priori vague et une fonction de perte quadratique sont identique.
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4.1. Inférences avec des données censurées de type I1

4.1.2 Loi a priori conjuguée naturelle

La loi a priori conjuguée naturelle est définie par :

1 B
m(0) o —peap(—53); .0 >0
La densité a posteriori est donc
T, + B)"t2 1 1
my(ofr) = ) cap(= 5 (T + )

- 2m+%flr(m + %) o2mta+l 202

Estimation Bayésienne du paramétre o

Toujours par rapport a une fonction de perte quadratique et une loi a priori conjuguée
naturelle de o, I'estimateur de o noté ¢ est obtenu en calculant sa moyenne par rapport

a la densité a posteriori

o) T a _ 1
am:Acmwmw:w%;ﬁgﬁf)J

Le risque a posteriori de paramétre o est donné par la formule suivante :

+
n[e

Tn+pB Tm+§-1) I*(m—5—7)

R(Geq) = =5 T(m+ 2) [2(m — 9) )

L’estimateur Bayésien de o par rapport a la fonction de perte Linex et une loi a priori

conjuguée naturelle de o, est la solution de I’équation

0 Gt o I(m+5+1)
ocr ocL _ om+g= 2
B2k con(a( T = 2 Soen [ M

oer, ~ . Lm+5+1)

exp(a)E,( - ) =0crLe T, 5

~ Tm + ﬁ a 1

= 1 — _— 2,
oor = [~ —(1 — exp( m+%+1))]

Le risque a posteriori de paramétre o sous la fonction de perte Linex est donné par :

R(ECL) = a(ECQ — /U\CL)-
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4.1. Inférences avec des données censurées de type I1

Estimation de la fonction de fiabilité

L’estimateur Bayésien de S(t) par rapport a la fonction de perte quadratique et une loi

a priori conjuguée naturelle est Scq (%)

Tm + B )rm—‘r%

Sealt) = [ Stmloleyis = (s

Seelt) =7 e

Le risque a posteriori de la fonction de fiabilité sous la fonction de perte quadratique est

donné par :

Tm + /B m+< Tm + 6 m-+ta
R(Scq(t) = (mm—7—55)"" 2 = ()"
T+ B+2t T+ 0B+t
Avec une loi a priori conjuguée naturelle, 'estimateur Bayésien sous la fonction de perte
Linex est noté Sc(t), pour le calculer, on utilise le changement de variable suivant S(t) =

2 2 1
exp(—3557) =7 = 0 = (—5,7)?, donc

—1
Yoq = jl"Ep(e-’Ep(—a’Y))

(T + )" 1
n =
a I'(m + %) (12)m+3

Tm+B 1

/0 " eap(—ar)(7) Y ) )

42

— Ly Cof gy dt

- +
a - 4! T, + 0

Le risque a posteriori de la fonction de fiabilité sous la fonction de perte Linex est donné par
R(Scr(t)) = a(Scq(t) — Sew(t))

Estimation de la fonction de taux de hasard

Par rapport a la fonction de perte quadratique, Iestimateur Bayésien de h(t) est

2(m + %)t

heq(t) = T3

Le risque a posteriori de la fonction de taux de hasard est donné par

t o, L(m+5+2)

R(heq(t) = (5

> T(m+2) (T +8)7" = hea(t)”
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4.2. Simulation

Sous la fonction de perte Linex, 'estimateur Bayésien de la fonction de taux de hasard est

donné par la formule suivante

2t i ( a
T+ 3 P et

hcm(t) =a )]71.

Le risque a posteriori de la fonction de taux de hasard sous la fonction de perte Linex est

R(her(t)) = alheq(t) — her(t)).

4.2 Simulation

1— On donne des valeurs & « et 3, on génére la loi a priori conjuguée naturelle et on
déduit la valeur de o.
2— On génére N = 10000 échantillons de taille n de la loi de Rayleigh de paramétre o, on
prend trois valeurs de n (n = 20, 30,50) et deux valeurs de m,(m = 10, 15).
3— On calcule les différents estimateurs de o, S(t) et h(t), avec la méthode de maximum
de vraisemblance (notée MV), et avec I'approche Bayésienne sous une fonction de perte
quadratique (noté MQ), et finalement sous une fonction de perte Linex (noté LI) pour trois
valeurs de a, (a = —0.5,—1,1).
4— Pour chaque estimateur, on calcule I'erreur moyenne quadratique (MSE), ¢ peut étre o,

S(t) et h(t), ¢ leurs estimateurs respectivement

1 10000 .
MSE = —— —¢)%
5 10000 4 (9= 9)
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4.2. Simulation

(n,m)

MV

quadratique

—-0.5)

linex(a

linex(a=-1)

linex(a=1)

(20,10)

1.7494(0.0005

1.8187(0.0021

1.6872(0.0072

1.7084(0.0041

1.6272(0.0210

0.9058(0.0048

0.9063(0.0049

0.8841(0.0023

0.8402(0.0017

0.6825(0.0235

0.2651(0.0006

0.2651(0.0006

0.2850(0.0021

0.3067(0.0046

(30,10)

1.7513(0.0044

1.8106(0.0023

1.6990(0.0069

1.6310(0.0199

0.9059(0.0048

0.9063(0.0049

0.8841(0.0023

0.8403(0.0002

0.6827(0.0253

0.2652(0.0007

0.2859(0.0021

(
(

(
0.2791(0.0016
(

(
0.2788(0.0016

0.3048(0.0043

(50,10)

1.8170(0.0019

1.6856(0.0075

)
)
)
1.7081(0.0041)
)
)
)

1.7090(0.0040

1.6332(0.0193

0.9059(0.0006

0.9065(0.0049

0.8845(0.0023

0.8398(1.46e-05)

0.2656(0.0007

0.2780(0.0015)

0.3048(0.0043

(20,15)

1.7557(0.0002

1.7157(0.0032

1.7285(0.0019)

1.6760(0.0092

(
(
(
(
(
0.2652(0.0007
(
(
(
(
(

0.9086(0.0052

0.9089(0.0053

0.8867(0.0025

0.8105(10-05)

0.6838(0.0231

)
)
)
)
)
)
1.7478(0.0006)
)
)
)
)
)

0.2565(0.0003

0.2565(0.0003

0.2684(0.0008

0.2645(0.0006)

0.2812(0.0018

(30,15)

1.7625(9e-05)

1.8082(0.0012

1.7200(0.0027

1.7238(0.0018)

1.6710(0.0102

0.9033(0.0053

0.9096(0.0054

0.8871(0.0026

0.8426(4e-05)

0.6837(0.0231

0.2543(0.0002

0.2543(0.0002

0.2671(0.0008

0.2642(0.0006)

( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
0.6824(0.0235)
( )
( )
( )
( )
( )
( )
0.2830(0.0019)

(50,15)

1.8006(0.0007

1.7119(0.0036

1.7299(0.0018)

1.67421(0.0096)

0.9085(0.0003

0.9088(0.0052

(
(
(
(
(
(
(
(
0.2856(0.0021
(
(
(
(
(
(
(
(

0.8864(0.0025

0.8427(4e-05)

0.6838(0.0237)

( )
( )
1.7551(0.0002)
( )
0.2566(0.0003)

)
)
)
)
)
)
)
)
0.2656(0.0007)
)
)
)
)
)
)
)
)
0.2566(0.0003)

(
(
(
(
(
(
(
(
(
1.8012(0.0008
(
(
(
(
(
(
(
(

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

0.2693(0.0009

0.2451(0.0006)

0.2818(0.0018)

TaB. 4.1: Les estimateurs Bayésiens de la distribution de

Rayleigh avec une loi a priori vague

quadratique

linex(a=-0.5)

linex(a=-1)

linex(a=1)

1.7846(0.0788

1.6615(0.0805

1.6831(0.0767

1.6123(0.0891

0.9033(0.0054

0.9011(0.0051

0.8903(0.0037

0.9640(0.0180

(
0.2740(0.0102

0.2936(0.0133

0.2858(0.0118

0.3119(0.0172

1.6634(0.0787

1.6103(0.0900

0.9037(0.0055

(
0.2729(0.0098

0.2924(0.0128

0.2859(0.0119

0.3127(0.0174

1.7879(0.0781

1.6646(0.0791

1.6823(0.0793

1.6120(0.0889

)
)
)
1.7867(0.0773)
)
)
)
)

0.9037(0.0055

0.9015(0.0052

0.8900(0.0037

0.9640(0.0179

parameétres
S(t)
h(t)
S(t)
h(t)
S(t)
h(t)
S(t)
h(t)
S(t)
h(t)
S(t)
h(t)
(n,m) | paramétres
(20,10) o
S(t)
h(t)
(30,15) o
S(t)
h(t)
(50,10) o
S(t)
h(t)

0.2729(0.01000)

( )
( )
( )
( )
0.9014(0.0051)
( )
( )
( )
( )

0.2924(0.0131

(
( )
( )
( )
1.6824(0.0761)
0.8903(0.0037)
( )
( )
( )
( )

0.2868(0.0124

(
(
(

(
0.9636(0.0179
(

(

(

(

0.3117(0.0168

)
)
)
)
)
)
)
)
)
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4.3. Application

(20,15) o 1.7856(0.0516) | 1.7012(0.0518) | 1.7074(0.0524) | 1.6655(0.0576)
S(t) 0.9077(0.0056) | 0.9053(0.0053) | 0.8932(0.0037) | 0.9691(0.0186)
H(t) 0.2599(0.0055) | 0.2725(0.0067) | 0.2707(0.0064) | 0.2846(0.0028)
(30,15) o 1.7856(0.0516) | 1.7012(0.0518) | 1.7074(0.0524) | 1.6655(0.0576)
S(t) 0.9070(0.0055) | 0.9046(0.0052) | 0.8932(0.0037) | 0.9689(0.0186)
h(t) 0.2620(0.0055) | 0.2747(0.0068) | 0.2706(0.0065) | 0.2852(0.0081)
(50,15) o 1.7782(0.0528) | 1.6942(0.0540) | 1.7113(0.0517) | 1.6603(0.0574)
S(t) 0.9069(0.0056) | 0.9045(0.0052) | 0.8936(0.0038) | 0.9686(0.0185)
h(t) 0.2423(0.0057) | 0.2750(0.0069) | 0.2695(0.0064) | 0.2860(0.0081)
TaB. 4.2: L’estimateurs Bayésiens de la loi de Rayleigh avec
une loi conjuguée naturelle
4.3 Application

On propose ici d’appliquer les méthodes des données réelles qui sont présentés dans
Lawless. Les données ont été soulevées dans l'essai sur I'endurance des paliers a rainures
profondes et sont discutées par Leiblein et Zalen. Il sont le nombre de tours & 1’échec de
chacun de n = 23 paliers dans le test de vie. Raqab et Madi ont indiqué que la distribution
de Rayleigh a un seul parameétre est acceptable pour ces données. La taille d’échantillon
censuré est m = 13, les observations sont :
0.1788,0.2892,0.3300,0.4212,0.4560,0.4848,0.5184,0.5196,0.6780,0.8412,0.9312,1.2792
L’estimateur de maximum de vraisemblance o est égal & oy, = 0.9175
Pour des différentes valeurs de ¢, t = 0.25,0.5,0.75, 1, on obtient les estimateurs de maximum
de vraisemblance de la fonction de fiabilité qui sont : Sy () = 0.9635, 0.8620, 0.7160, 0.5521
L’estimateurs de maximum de vraisemblance de la fonction de taux de hasard pour différentes
valeurs de ¢ sont : EMV(t) = 0.2969, 0.5939, 0.8908, 1.1878
Les estimateurs Bayésiens de paramétre o, de la fonction de fiabilité et de la fonction de
taux de panne avec une loi a priori vague puis avec une loi a priori conjuguée naturelle sont

données dans les tableaux suivants : Resultats :
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4.3. Application

t | paramétres | quadratique(PR) | Linex[a=-1](PR) | Linex[a=-0.5](PR) | Linex[a=1|(PR)
0.25 o 0.9451(0.0187) 0.9001(0.0449) 0.8921(0.0264) 0.8686(0.0765)
S(t) 0.9636(9.87*107°) | 0.9466(0.0169) 0.9605(0.0015) 0.9577(0.0818)

h(t) 0.2969(0.0067) 0.3085(0.0115) 0.3141(0.0085) 0.3313(0.0343)

0.5 S(t) 0.8627(0.0012) | 0.8514(0.0112) | 0.8609(0.0008) | 0.8514(0.0112)
h(t) 0.5939(0.0271) 0.6170(0.0231) 0.6282(0.0171) 0.6170(0.0231)

0.75 S(t) 0.7190(0.0042) 0.7144(0.0045) | 0.7189(2.14*107°) | 0.7378(0.0188)
h(t) 0.8908(0.0610) 0.9255(0.0346) 0.9423(0.0257) 0.9940(0.1031)

1 S(t) 0.5594(0.0078) 0.5603(0.0008) 0.5609(0.0007) 0.5628(0.0033)
h(t) 1.1878(0.1085) 1.2340(0.0462) 1.2564(0.0343) 1.3275(0.1375)

TAB. 4.3 — L’estimateurs Bayésiens de la loi de Rayleigh avec une loi a priori

vague
t | parameétres | quadratique(RP) | Linex[a=-1](PR) | Linex[a=-0.5](PR) | Linex[a=1](PR)
0.25 o 0.9473(0.0181) | 0.6075(0.3397) | 0.6051(0.1710) | 0.5980(0.3493)
S(t) 0.9638(0.0654) 0.9065(0.0581) 0.9176(0.0231) 0.9852(0.0214)

h(t) 0.2949(0.0064) 0.3059(0.0110) 0.3113(0.0082) 0.3277(0.0328)

0.5 S(t) 0.8635(0.1843) | 0.7124(0.1511) | 0.7173(0.0731) | 0.7124(0.1511)
h(t) 0.5898(0.0257) 0.6117(0.0220) 0.6226(0.0164) 0.6118(0.0220)

0.75 S(t) 0.7205(0.2371) 0.4772(0.2432) 0.4776(0.1214) 0.4783(0.2421)
h(t) 0.8847(0.0579) | 0.9178(0.0331) | 0.9339(0.0246) | 0.9833(0.0986)

1 S(t) 0.5614(0.2015) 0.2731(0.2882) 0.2723(0.1445) 0.2697(0.2916)
h(t) 1.1796(0.1030) | 1.2237(0.0441) 1.2452(0.0328) | 1.3111(0.1315)

TAB. 4.4 — L’estimateurs Bayésiens de la loi de Rayleigh avec une loi a priori

conjuguée naturelle.

On conclut que I'stimateur d parameétre ¢ a un risque minimum lorsqu’on utilise la fonction
de perte qudratique, et le meilleur estimateur de la fonction de fiabilité st obtenu avec la

fonction de perte Linex (a =

7).
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4.4. Inférences avec des données progressivement censurées

4.4 Inférences avec des données progressivement censu-
rées

4.4.1 Estimation par la méthode de maximum de vraisemblance

Dans le cas des données progressivement censurées, la fonction de maximum de vraisem-

blance est calculée a 'aide de la formule suivante

m

Lz | o) = AHf(xi, o) (1 — F(x;, o))"

avec

i

avec Try g, = iy 22(1 — Ry)

On prend le log de la vraisemblance, on obtient

S Ton, R,
l(x]o)=In(L(x| o)) =InA—-2milnc + g Inx; — 27”’1;1
o

i=1

On dérive par rapport a o, on obtient

ol —2 T, k.
(w]o) _=2m  Ton

do o o3
. )4 : Ol(x|o) . ~ T, R, . y - .
En résolvant I'équation =5= = 0, On obtient opv1 = 1/ 5>+ qui est estimateur de maxi-
mum de vraisemblance de paramétre o avec des données progressivement censurées.
Pour trouver 'estimateur de maximum de vraisemblance de la fonction de fiabilité, on rem-
?
place la valeur de o par la valeur de oy1 dans I'expression de S(z, ).

Suvai(z) = exp(—Tml’;) est 'estimateur de maximum de vraisemblance de la fonction de

sty

fiabilité, avec des données progressivement censurées.
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4.4. Inférences avec des données progressivement censurées

Aussi, pour trouver 'estimaeur de maximum de vraisemblance de la fonction de taux de

panne, on remplace la valeur de o par o)y, dans 'expression de h(z, o).

hava(z) = TQL; est l'estimateur de maximum de vraisemblance de la fonction de fiabi-
m,R;

lité, avec des données progressivement censurées.

4.4.2 Estimation Bayésienne

On prend une loi a priori conjuguée naturelle

1
O—a+1

b ), a, 3> 0.

exp(—@

(o)

Donc, la densité a posteriori est calculée a I'aide de la formule suivante

L(z | o)m(0)

I3 Lz | o)w(o)do

m(o|z) =

La densité a posteriori est donnée par

) _ (Tm,Ri + ﬁ)m-i—% O_—Zm—a—l

1
_ Um e (T +B)).
2m+§—1r(m_’_ %) &Tp( ( R ﬁ))

m(o |z 52

Fonction de perte quadratique

L’estimateur du parameétre o sous la fonction de perte quadratique est la moyenne a

posteriori g1 = Ex, (o | z), donc

Go1 = B (0| 2) = / omi(o | 2)do
0

_ Tm,Rl+ﬁF(m+%_%)
V 2 I'(m+ %)

0o est I'estimateur Bayesien du parameétre o sous la fonction de perte quadratique, avec

des données progressivement censurée.
Le risque a posteriori du paramétre o sous la fonction de perte quadratique est calculé comme
suit :

R(Gq.) = vars,(0) = Ex, (0* | z) = Exr, (0 | 2)°
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4.4. Inférences avec des données progressivement censurées

Donc

Topi + 8, T(m+5—1) I*(m+§—3)
m

Boe) ==y Ty

L’estimateur de la fonction de fiabilité est calculé comme suit
Soq(z) = / S(x)m(o | x)do
0

Tm,R1+/B m+<
Sau(r) = (28t Dy,

So.1(x), est 'estimateur Bayesien de la fonction de fiabilité sous la fonction de perte qua-

dratique.
R(Sq1(x)) = var+(S(x)) = B, (S(@)* | 2) = Ex(S(x) | 2)?
(T, +8) ™% (Tp, + B+ a2)2mte

Tm,Ri + ﬁ + 21’2 Tm,Ri + 5

R(Sg1(x)) est le risque a posteriori de la fonction de fiabilité sous la fonction de perte
quadratique avec des données progressivement censurées.

L’estimateur de la fonction de taux de panne est calculé comme suit

hgqi(x) = /000 h(z)m (o | x)do

 2zl(m+§ +1)
~ (Tog, + B)T(m+ 2)

hg1(x), est estimateur Bayesien de la fonction de taux de panne sous la fonction de perte

quadratique avec des données progressivement censurées.

R(hq.(x)) = vars, (0 | x) = Ex, (h(2)* | 2) — Ex, (h(2) | 2)*
_ 42’T(m+§) +2
~ I'(m+2)

2 42T (m +$ +1)

F2(m + %) (Tﬂ%Ri + ﬁ)_z

(Tm,Ri + 5)_

R(hg1(x)) est le risque a posteriori de la fonction de taux de panne sous la fonction de perte
quadratique avec des données progressivement censurées.
Fonction de perte Linex

Considérons la fonction convexe donnée par

L(A) o e™® —aA —1,a#0
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4.4. Inférences avec des données progressivement censurées

Le signe a et sa grandeur absolue représentent respectivement la direction et le degré d’asy-
métrie. Pour a — 0, on retrouve la fonction de perte quadratique.
Considérons la fonction de perte L(A;), ou Ay = (2)2 —1; cette fonction de perte a été utili-

sée par plusieurs auteurs dont Zellner (2006) et (2009). On minimise I’espérance a posteriori

B (L(A) ) )
EL(L(A) = Exleap((5) 1)~ a((5)° ~ 1) ~ 1)
= eap(—a) Bxlean(5)?) — a5 1.

En dérivant E,(L(A;)) par rapport a f et en égalant & zéro, on obtient estimateur Bayesien

§L71 de 0 sous la fonction de perte L(A;)

~ ~

= 2aexp(—a)Eﬂ(%)) - 2aE7r(0%) =0

OLx(L(A1))
00

On obtient alors gLJ comme solution de I’équation

~

1 0 1

Ex(greap(a(=51) = eapla) Ex(55).

L’estimateur Bayesien de parametre o sous la fonction de perte Linex o, ; est la solution de

I’équation suivante :

~ ~2 [}
L1 OLIN\ oyt @~ U(m+ 9 +1)
Eﬂ'l[ 0.2 ex ((I( 0_2 ))] =2 20_L71[(Tm,Ri +ﬁ_ 2a’0.\L71)m+%+1]

Or1y ~ 4 L(m+5+1)

exp(a)Eﬂ'l( 2 )Z L1 (T R +5)m+%+1

~ Tm R; + ﬁ a 1
— [zt TP . ®

T s

Le risque a posteriori du parameétre o sous la fonction de perte Linex est donné par
R(0L1) = a(gr —0La)

Avec une loi a priori conjuguée naturelle, 'estimateur Bayesien par rapport a une fonction

de perte Linex est noté S, 1(t), pour le calculer, on fait un changement de variable suivant :

2 2 1 . oy - . . 4 .
St)=exp(—5=)=7=>0= (—2577)5 ; on réécrit la densité a posteriori donnée en fonction

de ~y

-1
YL,1 = 7lnE7r(6xp(—a'y))
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4.4. Inférences avec des données progressivement censurées

Tm+R;+8

1. (T g, mtz ] > o
(Ton.p + ) / exp(—ar) () = F L (i)™ )

=" T mr )

42

)(7m+%)]
§ j' m,R; + B

Ce dernier résultat est obtenu en utilisant un développement de exp(—a~y) a Uordre k dans
un voisinage de zéro et en faisant le changement de variable u = (—Invy) pour le calcul de
I'intégrale.

Le risque a posteriori de la fonction de fiabilité sous la fonction de perte Linex est donné par

la formule suivante
R(Spa(t)) = a(Sqa(t) — Spa(t)).
Sous la fonction de perte Linex, I'estimateur Bayésien de la fonction de taux de panne est

donné par la formule suivante

2t
[1 = exp(=

z + U7
m,Ri+8 m+ 5

hL,l (t) =a

Le risque a posteriori de la fonction de taux de panne sous la fonction de perte Linex est

calculé a laide de la formule suivante

R(hp1(t)) = alhga(t) — hra(t)).
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. .
Conclusion et perspectives

L’évaluation de la fiabilité ou de la durée de survie suivant le contexte dans lequel on se
place est indisponsable pour concevoir des systémes plus performants. Les méthodes d’es-
timation des paramétres du modeéle ajusté au probléme étudié sont nombreuses et peuvent
donner des résultats fortement biaisés.

Dans cette thése, nous nous sommes intéréssés a l’estimation des paramétres, de la fonc-
tion de fiabilité et de la fonction taux de panne, a I'aide d’une approche Bayesienne. L’ap-
proche Bayesienne repose sur le choix d’une loi a priori qui résume l'information dont on
dispose en aval et sur le choix d’une fonction de perte. La fonction de perte la plus utilisée
est la fonction de perte quadratique, cependant, ces derniéres années les fonctions de perte
asymétriques de type LINEX ont été utilisées dans les problémes de l'inférence statistique
Bayesienne. De méme, nous consid érons différents plans d’expérience. En effet, un plan
d’expé rience complet est difficilement réalisable pour des raisons évidentes de coiit; c¢’est
pourquoi, nous avons considéré des plans censurés de type II et des plans progressivement
censurés.

Pour le modéle de Weibull tronqué et le modéle de Rayleigh, nous nous sommes intéréssés
a l'estimation des caracté ristiques cités ci-dessus, avec une étude comparative a partir des
erreurs quadratiques moyennes ( pour 'approche du maximum de vraisemblance) et a partir

du risque a postériori pour I’approche Bayesienne.
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Conclusion et perspectives

En conclusion, les estimateurs obtenus a partir d'une approche Bayesienne, sous des
fonctions de perte asymétriques sont plus performants.
Une extension possible de ce travail est de considérer pour les mode les étudiés des plans

d’expériences accélérés.
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Annexe

Algorithme d’estimation des paramétres de la loi de Weibull tronquée avec
la méthode de maximum de vraisemblance
N = 1000
H1 = numeric(N)
H2 = numeric(N)
H3 = numeric(N)
nsims = 100; m = 70; alpha = 2;lambda = 1;T = 1.5
cl = exp(—(T/alpha)lambda)
t=numeric(N)
for(kinl : N){
u = runi f(nsims,0,1)
vec = alphax((-log(1-(1-c1)xu)))*(1\lambda)
vec=sort(vec)
t=vec
# LV représente la fonction de log de vraisemblance
LV=function(par){log(factorial(nsims)-log(factorial(nsims-m))+(ms=log(lambda))*(ms*lambdasxlog(al
1)*(sum(log(t))))-((alpha(-lambda))*sum(tlambda))+((nsims-m)=log(c1))-(nsims*log(c2))}
# Q représente les paramétres de la loi

# dd représente les fonctions de la dérivée de la log de vraisemblance
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Annexe

g« function(Q){
1=((t[m] \ Q[1] A Q[2]) x (exp(—(t[m] \ Q[1]) A Q[2])
2=((QEB]\ QU] A Q2]) » (ezp(—(Q[3] \ Q[1]) A Q[2])
3=((Q[B]\ Q] A Q[2]) x (ezp(—(t[m] \ Q[1]) A Q[2])
bd=1 — (exp(—(Q[3] \ Q[1]) A Q[2])
dd — rep(N A, lenght(Q))
dd[1] — ((=m=*Q[2]\ Q[1]) + (((Q[1] A (=Q[2])) * (sum(t A Q[2])))) \ Q[1]) + ((nsims —m) x
(((Q[2 % 1) + (Q[1] + b3))) + ((nsims x Q[2] x b2) \ (Q[1] x b4))))
dd[2] — (m\ Q[2]) — (m*log(Q[1])) + (sum(log(t))) — (Q[] A (—=Q[2])) » sum(t A Q[2])) +
(Q[2] + sum((t A Q[2] x log(t))) * ((nsims —m) * ((log(t[m] \ Q[1]) » b1) — (log(Q[3] \ Q[1])
62))) \ b3) — ((nsims x Q[2] xb2) \ (Q[3] » b4))
dd[3] — (((nsims —m)*Q[2]xb2) \ (Q[3]xb3)) — ((nsims*Q[2]xb2) \ (Q[3] xb3)) — ((nsims
Q[2] % 02) \ (Q[3] x b4))
}
Q0 « ¢(2,1,1.5)
library(BB)
9(Q0)
BBsolve(par = Q0, fn = g)

Les estimateurs de Bayes des paramétres de la loi de Weibull tronqueé (L’al-

gorithme de Metropolis-Hastings)

N = 1000

H1 = numeric(N);H2 = numeric(N) ;H3 = numeric(N)
nstms = 100; m = 70; alpha = 1;lambda = 2;T = 1.5

c2 = exp(—(T \ alpha) A lambda)

t = numeric(m)

for (k in 1 :N){
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Annexe

u=runif(nsims,0,1)

vee = alpha * ((—log(1 — (1 — 2) x u))) A (1 \ lambda))

vec—sort(vec) ;t—vec

a=2b=1c=1;aa =4

J e function(z,y, 2)(1\ 2) * (y A (m — a)) % (& & (=b — (mxy))) * (prod(t) A (y — 1)) * exp((—c \ a
—(@ A (=y) * sum(t A y))) * ((exzp(—t[m] \ z) L y) —exp(—(z \ z) L y)) A (nsims —m)) *
(1= eap(—(z\ #) A y)) A (~nsims))}

g — function(z,y, 2)(z A (aa\ 2 — 1) % ezp(—z \ 2)) *x exp(—z \ 2)) % (y A (aa\ 2 — 1) x exp(—y \ 2))
M = 500;ind = N %3

X = matriz(rep(0, ind), ncol = 3, nrow = M);

y

X[1,1] = 1; X[1,2] = 1; X[1,3] = 1;

for (iin 2 :M)

}

y = rchisq(1,2) + ¢(1,0.8, 1.5)

val = (f(y[1],y[2], y[3]) * (X[ — 1,1], X[e — 1,2], X[i — 1, 3]))\(q(y[1], y[2], y[3]) = f(X[i —
1,1, X[i —1,2], X[i — 1,3]));

alpha0 = min(1, val);u = runi f(1);

if (u < alpha0)

{X[i, 1] — y[1); X[6,2] — y[2): X[1,3] — y[3])}

else

{X[i,1] — X[i = 1,1); X[i,2] «— X[i —1,2]; X[i,3] — X[i —1,3]}

}

H1[k] = mean(X],1])

H2[k] = mean(X[,2))

H3[k] = mean(X[, 3))

}
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Annexe

Comparaison a l’aide des critéres de Pitman, IMSE
N=1000
alphagq=numeric(N) ; lambdagq=numeric(N) ; Tgq=numeric(N);
alphae=numeric(N) ; lambdae=numeric(N) ; Te=numeric(N) ;
alphal=numeric(N) ; lambdal=numeric(N) ; Tl=numeric(N);
numl=0; num2=0,num3=0; num4=0; num5=0; num6=0; num7=0; num8=0 ; num9=0;
nsims=100; m=70; alpha=1; lambda=2; T=1.5; beta=-2; p=-0.5; r=-0.5; a=1; b=1;
c=2; aa=4
# Génération de la loi
c2=exp(-(T\alpha) A lambda)
t = numeric(m)
for(kinl : N){
u = runif(nsims, 0, 1){
vec = alpha x (((—log(1 — (1 —c2) xu))) A (1 \ lambda)
vec = sort(vec)
t = vec
# Méthode de Metropolis-Hastings
f—function (x,y,z){ (1\2)*(y A (m—a))*(x A (=b— (mx*y))*(prod(t) A (y—1))xexp((—c\z)*
(A (=y)xsum(tAy)))xexp(—(z\z) Ay)) A (nsims—m))«((1—exp(—(2\x) Ly)) A (—nsims))}
g function (x,y,2){ (xA((aa \ 2) — 1) xexp(—x\ 2)) * (y A ((aa \ 2) — 1) x exp(—y \ 2)) *
(z A ((aa\ 2) = 1) x exp(—2\ 2))}
M =500;ind = N %3
X = matriz(rep(0,ind), ncol = 3, nrow = M);
y = numeric(3)
)
X[L,1]=1,X[1,2] =1;X][1,3] =1,
for(iin2 : M)

{
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Annexe

y = rehisq(1,2) + ¢(1,2,1.5);

val = (f(y[1],y[2], y[3]) = ¢(X[i — 1,1}, X[i — 1,2], X[i — 1,3])) \ (q(y[1], (2], y[3]) * f(X[i -
1,1], X[i — 1,2], X[i — 1,3)))

alpha0 = min(1,val); u = runif(1)

if(u < alpha0)

{X[2, 1] — y1]; X[, 2] — y[2]; X[i, 3] < Y[3]}

else

{ X[, 1] = yl1]; XT[i, 2] — y(2]; X[z, 3] « y[3]}

# Les estimateurs de Bayes des paramétres sous la fonction de parte quadratique généralisée
alphagq|k|=(mean(X[,1]) Abeta) \ (mean(X[, 1] A (beta — 1))

lambdagq[k] = (mean(X[,2]) A beta) \ (mean(X[,2] A (beta — 1))

Tgqlk] = (mean(X[,3]) A beta) \ (mean(X[,3] A (beta — 1))

# Les estimateurs de Bayes des paramétres sous la fonction de perte entropie
alphae[k]=(mean(X[,1]A(=p))) A (=1 p)

lambdaelk] = (mean(X[, 2] A (=p))) A (=1\p)

Telk] = (mean(X[,3] A (=p))) A (=1\p)

# Les estimateurs de Bayes des paramétres sous la fonction de perte Linex
alphal[k|=(-1\a) * (log(mean(exp(—a = X[, 1]))))

lambdal[k] = (—1\ a) * (log(mean(ezp(—a * X[,2]))))

Ti[k] = (=1\ a)  (log(mean(exp(—a x X[, 3]))))

# Les estimateurs de maximum de vraisemblance

g function(Q){

b1 = ((t[m]\ Q[1]) A Q[2]) * (exp(—(t[m]\ Q[1]) A Q[2]))

b2 = ((Q[3]\ Q[1]) A Q[2]) * (exp(—(Q[3]\ Q[1]) A Q[2]))

phi = (exp(=(t[m] \ Q1)) A Q[2])) — (exp(—(Q[3]\ Q[1]) A Q[2]))

psi=1—exp(—(Q[3]\ Q1]) A Q[2]))

dd «— rep(N A, lengh(Q))

dd[1] « ((=m* Q[2]) \ Q[1]) + (Q[2] * (=Q[1] = 1)) * (sum(t A Q[2]))) + (((nsims — m) =
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(Q[2]\ Q[1]) * (b1 = b2)) \ pha) — (nsims * (Q[2] \ Q[1]) * b2) \ psi)

dd[2] — (m\Q[2]) — (mxlog(Q[1])) + (sum(log(t))) + (Q[1] A (=Q[2]) * (log(Q[1])) * (sum(t A
Q[2]))) — (QI] A (=Q[2])) * (sum(log(t) = (t A Q[2])))) + ((nsims —m) * (((log(Q[3] \ Q[1]))
b2) — ((log(t[m] \ Q[1])) * b1))) \ phi) — (nsims * (log(Q[3] \ Q[1]))  b2) \ psi)

dd[3] « ((nsims —m) x (Q[2] \ Q[3]) * b2 \ phi) — ((nsims + (Q[2] \ Q[3])) * b2) \ psi)

}

libary(BB)

v = BBsolve(par = ¢(1,2,1.2), fn = g)§par

alphamle[k] = v[1]

lambdamlelk] = v[2]

Tmlelk] = v[3]

if(abs(alphagq[k] — alpha) < abs(alphamlelk] — alpha)){numl = numl 4 1}
if(abs(lambdagqlk] — lambda) < abs(lambdamle[k] — lambda)){num2 = num?2 + 1}
if(abs(Tgq[k] —T) < abs(T'mle[k] — T)){num3 = num3 + 1}

if(abs(alphaelk] — alpha) < abs(alphamlelk] — alpha)){num4 = num4 + 1}

(abs(
(abs(
(abs(
(abs(
if (abs(lambdaelk] — lambda) < abs(lambdamie[k] — lambda)){num5 = num5 + 1}
if (abs(Te[k] — T) < abs(Tmie[k] — T)){num6 = num6 + 1}

if (abs(alphal[k] — alpha) < abs(alphamle[k] — alpha)){num7 = num7 + 1}

if (abs(lambdal k] — lambda) < abs(lambdamle[k] — lambda)){num8 = num8 + 1}

(abs(

if(abs(Tlk] —T) < abs(T'mle[k] — T)){num9 = num9 + 1}

}

# Comparaison entre les estimateurs mle et les estimateurs de Bayes sous la fonction de
perte quadratique généralisée a l'aide de critére de Pitman

Pl=numl\N

P2 =num2\ N

P3 =num3\ N

P1

P2
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P3

# Comparaison entre les estimateurs mle et les estimateurs de Bayes sous la fonction de
perte entropie a l’aide de critére de Pitman
P4=num4\ N

P5 = numb\ N

P6 = num6 \ N

P4

P5

P6

# Comparaison entre les estimateurs mle et les estimateurs de Bayes sous la fonction de
perte Linex a I’aide de critére de Pitman
P7=num7\N

P8 = num8\ N

P9 =num9\ N

P7

P8

P9

# Integrated mean square error

# Sous la fonction de perte quadratique généralisée
IMSE1=sum((alphagqg-alpha) A2) \ N

IMSE?2 = sum((lambdagq — lambda) A 2) \ N
IMSE3 = sum((Tgqg —T) A2)\ N

IMSE1

IMSE?2

IMSE3

# Sous la fonction de perte entropie
IMSE4=sum((alphae-alpha) A2) \ N

IMSES = sum((lambdae — lambda) A 2) \ N
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IMSEG6 = sum((Te—T) L2)\ N

IMSFEA4

IMSE5

IMSEG

# Sous la fonction de perte Linex
IMSE7=sum((alphal-alpha) A2) \ N

IMSES = sum((lambdal — lambda) A 2) \ N
IMSE9 = sum((Tl —T) A 2)\ N

IMSET

IMSES

IMSE9

# Les estimateurs de maximum de vraisemblance
IMSE10=sum((alphamle-alpha) A2) \ N
IMSFE11 = sum((lambdamle — lambda) A 2) \ N
IMSE12 = sum((Tmle —T) A 2)\ N

IMSE10

IMSFE11

IMSFE12
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