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Résumé
Cette thèse analyse la dynamique complexe des modèles épidémiologiques en

temps discret (SIR, SIRS), une approche essentielle pour le COVID-19. Le tra-
vail explore la théorie des systèmes dynamiques discrets en détaillant les bifur-
cations (Transcritique, Flip, Neimark-Sacker) qui révèlent l’émergence de cycles
périodiques et de chaos. Le modèle SIRS est enrichi par le contrôle optimal avec
contraintes pour la gestion de crise. Notre principale contribution concerne le dé-
veloppement du modèle SI-Ricker discret, combinant cinétique épidémique et fonc-
tion de Ricker pour une nouvelle approche de la dynamique épidémiologique, no-
tamment adaptée aux données algériennes. La résolution analytique des équilibres
a nécessité l’utilisation de la fonction de Lambert W . Cette recherche enrichit la
modélisation mathématique et fournit des outils précis pour la prévision et la prise
de décision en santé publique.

Mots clés : Système dynamique, Modélisation, Bifurcations, Modèle SIR, Mo-
dèle SIRS, Modèle SI-Ricker, Contrôle.
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Abstract
This thesis investigates the complex dynamics of discrete-time epidemiological

models (SIR, SIRS), an essential approach for understanding the spread of COVID-
19. The work explores the theory of discrete dynamical systems in detail, focusing
on bifurcations (Transcritical, Flip, Neimark-Sacker) that reveal the emergence of
periodic cycles and chaotic behavior.

The SIRS model is extended through optimal control under constraints to ad-
dress epidemic management and crisis response. Our main contribution concerns
the development of the discrete SI-Ricker model, combining epidemic kinetics and
the Ricker function for a novel approach to epidemiological dynamics, notably
adapted to Algerian data.

The analytical resolution of equilibrium points required the use of the Lam-
bert W function. Overall, this research contributes to mathematical epidemiology
by providing refined tools for prediction, analysis, and decision-making in public
health.

Keywords: Dynamical system, Modeling, Bifurcations, SIR Model, SIRS Model,
SI–Ricker Model, Control.
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Introduction
Avec l’accélération de la recherche et la complexité des systèmes biologiques, la

seule description verbale et l’approche réductionniste ne suffisent plus à saisir plei-
nement les phénomènes du monde réel. En épidémiologie, où les interactions dyna-
miques entre hôtes, agents pathogènes et environnements sont multiples, l’analyse
mathématique est devenue une discipline indispensable. Elle offre le seul moyen
d’explorer l’évolution des maladies infectieuses sur des échelles de temps et d’espace
souvent inaccessibles à l’expérimentation directe, fournissant un langage rigoureux
pour formaliser les mécanismes de changement.

Dans ce contexte, la Théorie des Systèmes Dynamiques (SD) est le cadre théo-
rique privilégié. Elle permet d’étudier la trajectoire temporelle d’un système à
travers des équations décrivant les flux entre les classes de population. Des para-
mètres fondamentaux comme le taux d’infection (β), le taux de guérison (γ), le
taux de recrutement (Λ) et le taux de perte d’immunité (δ) sont essentiels pour
quantifier la dynamique et dériver des indicateurs clés tel que le nombre de repro-
duction de base (R0), qui est la quantité seuil déterminante pour la persistance
ou l’extinction d’une épidémie [1]. L’importance de ces systèmes dynamiques, en
particulier lorsqu’ils sont formulés en temps discret, est largement reconnue en
modélisation épidémiologique. Ils offrent en effet un cadre naturel pour exploi-
ter les données épidémiologiques généralement collectées à pas de temps réguliers
(par exemple au jour ou à la semaine) [2], et permettent d’explorer l’évolution des
infections à travers des simulations numériques adaptées. Ce formalisme facilite
également l’analyse de propriétés essentielles, telles que la stabilité des équilibres,
l’apparition de comportements périodiques ou chaotiques, et la détermination des
conditions de persistance ou d’extinction d’une maladie.

L’histoire a toujours mis en évidence cette nécessité d’une approche rigoureuse
pour comprendre et combattre les maladies. L’une des maladies les plus meurtrières
ayant sévi à l’échelle mondiale pendant des millénaires est le paludisme. Son agent
pathogène, le parasite Plasmodium, a été découvert en 1880 par le médecin mi-
litaire français Alphonse Laveran, dans une clinique militaire de Constantine, en
Algérie. Cette découverte majeure a non seulement jeté les bases de la parasitologie
moderne, mais a aussi démontré le rôle crucial de l’observation et de la recherche
sur le terrain pour la santé publique. Le fondement de la modélisation mathéma-
tique moderne des épidémies a pris son essor au début du XXe siècle, culminant
en 1927 lorsque Kermack et McKendrick posèrent les bases de l’épidémiologie ma-
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thématique en proposant le premier modèle compartimental complet, le modèle
SIR (Susceptible-Infectious-Recovered) [3], un paradigme qui reste central pour
l’analyse des foyers épidémiques à grande échelle [4].

Dans la lignée de ces efforts historiques, la pandémie de COVID-19, émergée
fin 2019, a révélé la vulnérabilité de nos sociétés et souligné la nécessité d’adapter
les modèles classiques pour prendre en compte des dynamiques plus fines que les
seules cinétiques de la maladie [5]. L’analyse de l’émergence et de la propagation
du COVID-19 a montré que les modèles continus traditionnels échouaient souvent
à représenter correctement les données épidémiologiques collectées à intervalles
discrets (quotidiens ou hebdomadaires) [6] [7]. L’utilisation de modèles en temps
discret devient ainsi essentielle pour reproduire fidèlement ces données et fournir
aux décideurs des outils robustes pour anticiper et planifier les stratégies de riposte.

Cette thèse se concentre sur l’application de modèles mathématiques en temps
discret pour analyser la dynamique du COVID-19. Le travail est structuré de
manière progressive : nous commençons par une étude fondamentale du compor-
tement dynamique du modèle épidémiologique compartimental classique SIR, in-
cluant l’analyse de ses bifurcations, puis nous étendons l’étude au modèle SIRS
afin d’explorer des stratégies de contrôle optimal. L’apport principal de cette re-
cherche réside dans le développement et l’analyse du modèle SI-Ricker. Ce modèle
combine la dynamique épidémique compartimentale classique avec une fonction de
Ricker non linéaire appliquée au taux de recrutement, permettant de représenter
plus fidèlement les effets de densité et les régulations démographiques au sein de
la population susceptible. Cette approche s’avère particulièrement adaptée à la
modélisation du COVID-19 en Algérie. La complexité non linéaire du SI-Ricker
nécessite l’usage de la fonction de Lambert W pour la résolution analytique de ses
équilibres non triviaux, illustrant la rigueur mathématique et la sophistication de
l’analyse dynamique conduite dans cette thèse.

Les contributions principales de cette thèse s’organisent autour de cet apport mé-
thodologique et comprennent l’analyse dynamique détaillée des modèles comparti-
mentaux discrets (SIR, SIRS), incluant l’étude des bifurcations (Flip, Neimark-
Sacker, Transcritique) et l’examen des plans paramétriques pour identifier les
zones de stabilité, l’évaluation de l’adéquation du modèle aux données épidémio-
logiques des États-Unis suivie de l’application de techniques de contrôle optimal
avec contraintes au modèle SIRS pour déterminer des zones critiques, ainsi que le
développement du modèle SI-Ricker et l’étude de sa dynamique complexe.

Ce manuscrit comprend donc quatre chapitres
— Chapitre 1 : Fondements des systèmes dynamiques discrets, ce chapitre pré-

liminaire est dédié à l’introduction des concepts fondamentaux de la Théorie
des Systèmes Dynamiques Discrets. Il pose les bases théoriques nécessaires à
l’analyse des modèles épidémiologiques ultérieurs, en définissant les notions
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clés d’espaces de phase, de points d’équilibre, d’analyse de stabilité, et des
différents types de bifurcations. L’objectif est de fournir le langage mathé-
matique rigoureux indispensable pour aborder la complexité des dynamiques
non-linéaires explorées dans les chapitres suivants.

— Chapitre 2 : Analyse dynamique du Modèle SIR discret et étude des Bifurca-
tions, Ce chapitre établit le lien avec les fondements théoriques du Chapitre
1 en proposant une application concrète des concepts de dynamique discrète
au modèle épidémiologique SIR classique. L’analyse se concentre sur l’ex-
ploration de la richesse du modèle à travers l’apparition de différents types
de bifurcations (Flip et Transcritique), démontrant comment de légères va-
riations de paramètres peuvent induire des changements qualitatifs majeurs
dans la dynamique épidémique. Ce chapitre fournit ainsi la base analytique
nécessaire pour l’étude tridimensionnelle du modèle SIRS et pour l’introduc-
tion des stratégies de contrôle optimal.

— Chapitre 3 : Modèle SIRS discret Analyse de bifurcation, estimation des
paramètres et contrôle optimal : une étude comparative. Ce chapitre étend
l’analyse dynamique tridimensionnelle du modèle SIR au modèle SIRS, qui
intègre la perte d’immunité. L’étude se concentre sur l’analyse des bifurca-
tions et l’estimation des paramètres à partir de données réelles de la pandé-
mie de COVID-19. Les résultats montrent une bonne adéquation du modèle
aux données des États-Unis. Cependant, l’application du SIRS aux données
algériennes révèle des limites significatives, les paramètres estimés étant net-
tement incohérents avec la réalité épidémiologique locale, ce qui souligne la
nécessité d’ajuster le modèle. Le chapitre se termine par l’application de
techniques de contrôle optimal avec contraintes, établissant un cadre métho-
dologique pour la gestion future des pandémies. La non-pertinence du SIRS
pour l’Algérie justifie directement le développement du modèle alternatif
dans le chapitre suivant.

— Chapitre 4 : Ce chapitre est dédié à la contribution principale de cette thèse,
répondant directement aux limites soulevées par l’inadéquation du modèle
SIRS aux données épidémiques algériennes, comme établi dans le chapitre
3. Nous introduisons et analysons le modèle SI-Ricker discret, un système
original qui combine la dynamique épidémique classique avec une fonction
de Ricker non-linéaire sur le taux de recrutement des susceptibles. Cette
approche vise à capturer de manière plus fine les effets de densité et les mé-
canismes de régulation démographique propres au contexte local. L’analyse
détaillée des propriétés dynamiques du SI-Ricker sera menée à travers l’iden-
tification et l’étude de ses points d’équilibre et l’exploration de ses scénarios
de bifurcation, notamment ceux conduisant à des dynamiques complexes.
La richesse mathématique du modèle, soulignée par la nécessité d’utiliser la
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fonction de Lambert pour la résolution de son point fixe endémique, sera
mise en avant. Enfin, nous mettrons en évidence la pertinence et l’effica-
cité du modèle en montrant sa capacité à capturer fidèlement les données
du COVID-19 en Algérie, offrant ainsi un cadre théorique et pratique plus
fiable et mieux adapté au contexte épidémiologique national.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Introduction
Les systèmes dynamiques discrets jouent un rôle fondamental dans la modéli-

sation de divers phénomènes en science, tels que les populations biologiques, les
épidémies, les systèmes économiques et les processus de contrôle. Contrairement
aux systèmes continus où le temps évolue de manière continue, dans les systèmes
discrets, le temps progresse par étapes, rendant ces modèles particulièrement adap-
tés aux scénarios où les évènements se produisent à des intervalles réguliers (par
exemple, des mesures économiques mensuelles, des comptages de populations an-
nuels, ou des infections quotidiennes dans un contexte épidémiologique).

L’étude des points d’équilibre, de la stabilité et des bifurcations dans ces sys-
tèmes est essentielle pour comprendre les transitions qualitatives et quantitatives
des dynamiques sous-jacentes.

1.2 Système dynamique discret
Soit f : D → D ; D ⊆ Rn une application continue (ou une transformation), fk

désigne la kiéme itérée de f ; c’est-à-dire :

f 0(x) = x, f 1(x) = f(x), f 2(x) = f(f(x)), ......fk(x) = f(fk−1(x))

Dans la pratique
x0, x1 = f(x0), x2 = f 2(x0), .....

représentent les valeurs d’une certaine quantité au temps 0, 1, 2, ....
L’application f est appelée un système dynamique discret.

Définition 1.1. Un système dynamique discret autonome est défini par

 xn+1 = f(xn, c),
xn ∈ Rp, c ∈ Rq,

p, q ∈ N∗ . (1.1)
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Où f : Rp → Rp est au moins de classe C1 par morceaux, par rapport à la variable
x et au paramètre c, p étant la dimension de (1.1), l’espace Rp est appelé espace
de phase et Rq l’espace paramétrique.

Une solution de (1.1) est formée par une suite de points xn, n = 0, 1, 2, ... forment
la trajectoire discrète de phase ou suite itérée ou orbite. Le point xn+1 de la récur-
rence (1.1) est le point conséquent de rang 1 du point xn c-à-d

xn+1 = f(xn) (1.2)

Le point xk est l’antécédent de rang 1 de xn+1 ; noté : xn = f−1(xn+1).

1.3 Les singularités
Dans le cadre des systèmes dynamiques discrets, les singularités regroupent l’en-

semble des états présentant un comportement particulier sous l’action itérative de
l’application. Elles permettent de décrire la structure qualitative de l’évolution du
système. Les points d’équilibre constituent la forme la plus élémentaire de singula-
rités, car ils correspondent à des états invariants. Toutefois, il existe d’autres types
de comportements stationnaires ou répétés, notamment les points périodiques, qui
généralisent la notion d’équilibre.

1.3.1 Points d’Équilibre
Un point d’équilibre (ou point fixe) d’un système dynamique discret est un état

dans lequel le système reste inchangé d’une itération à l’autre. Cela signifie que si
le système atteint ce point, il n’évolue plus, à moins qu’une perturbation externe
ne soit introduite. Mathématiquement, un point d’équilibre x∗ satisfait :

x∗ = f(x∗)

Les points d’équilibre sont cruciaux dans l’étude des systèmes dynamiques car ils
représentent des comportements stationnaires. Cependant, tous les points d’équi-
libre ne sont pas nécessairement stables ; leur stabilité dépend de la nature du
système autour de ces points.

1.3.2 Point périodique
Le point x est un point périodique de période k > 1 pour f (ou k-périodique)

s’il vérifie les deux relations :fk(x) = x,

f i(x) 6= x, 1 < i < k.
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En d’autres termes, x est un point périodique pour f de période k si x est un
point fixe de fk mais pas de f i lorsque 1 < i < k.
Remarque 1.1. L’ensemble des itérations successives d’un point périodique x sous
l’action de f , c’est-à-dire

{x, f(x), f 2(x), . . . , fk−1(x)},
est appelé l’orbite de x.
Lorsque x est périodique de période k, cette orbite est appelée un cycle de

période k.

1.3.3 Étude de la stabilité
L’analyse du comportement d’un système dynamique à temps discret nécessite

l’étude de la stabilité des points fixes et des points périodiques.

Définition 1.2 (Stabilité au sens de Lyapunov). Un point fixe x∗ ∈ Rp de f est
dit :

1) Stable, si pour tout ε > 0 et M ≥ 0, il existe δ > 0 tel que ‖x− x∗‖ < δ
implique ‖fm(x)− x∗‖ < ε pour tout m ≥M .

2) Attractif, s’il existe δ > 0 tel que ‖x− x∗‖ < δ entraîne limm→+∞ ‖fm(x)− x∗‖ =
0.

3) Répulsif, s’il existe δ > 0 tel que ‖x− x∗‖ < δ entraîne limm→−∞ ‖fm(x)− x∗‖ =
0.

4) Asymptotiquement stable, s’il est à la fois stable et attractif.
5) Instable, s’il n’est pas stable.

1.3.4 Stabilité locale des systèmes non linéaires
Pour étudier la stabilité locale de x∗, on considère une petite perturbation d =

x− x∗ autour du point fixe. En linéarisant f autour de x∗ et on peut approximer
la dynamique de cette perturbation par

f(x∗ + d)− x∗ = Df(x∗)d + ε(x∗, d),

tel que ε(x∗, d) = o(‖d‖). En outre, lorsque ‖d‖ < η pour un certain η > 0, une
approximation linéaire locale de l’application f près du point fixe x∗ peut être
exprimée par

f(x∗ + d) = x∗ + Df(x∗)d. (1.3)
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Le vecteur fonction f = (f1, f2,..., fp) regroupe les composantes du système,
chaque fonction fi décrivant la dynamique de la ième variable d’état.

La représentation matricielle de l’application linéaire Df(x∗) (souvent appelée
« matrice Jacobienne » ), est donnée par

Df(x∗) =



∂f1
∂x1

(x) ∂f1
∂x2

(x) · · · ∂f1
∂xp

(x)
∂f2
∂x1

(x) ∂f2
∂x2

(x) · · · ∂f2
∂xp

(x)
... ... . . . ...

∂fp

∂x1
(x) ∂fp

∂x2
(x) · · · ∂fp

∂xp
(x)


x=x∗

.

Il est important de déterminer dans quelle mesure la caractérisation dynamique
du système non linéaire (1.1) est préservée par l’approximation linéaire (1.3).

Dans ce qui suit, l’ensemble des valeurs propres d’une matrice M est noté σ(M)
et ρ(M) désigne son rayon spectral

Théorème 1.1. Soit x∗ un point fixe de (1.3) et J∗ := Df(x∗) la matrice Jaco-
bienne de F en x∗.

(i) Si
ρ(J∗) < 1,

alors x∗ est asymptotiquement stable.
(ii) Si

ρ(J∗) > 1,

alors x∗ est instable. De plus, si

inf {|λ| : λ ∈ σ(J∗)} < 1,

alors x∗ est dit semi-stable.
(iii) Si

inf{|λ| : λ ∈ σ(J∗)} > 1,

alors x∗ est répulsif.

Démonstration. [8]

1.3.5 Stabilité des singularités
La nature stable ou instable des singularités est caractérisée par les multiplica-

teurs (les valeurs propres) définies lorsque f est différentiable au point considéré.
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1. Le cas unidimensionnel (n = 1) Le multiplicateur d’un point fixe x∗ est
s = f ′(x∗) où f ′ = df

dx
; celui d’un cycle d’ordre k (x0, x1, ....., xk−1) étant

s = (fk)′(xi) = f ′(x0) · f ′(x1) · .. · f ′(xk−1).
Un point fixe ou un k-cycle est dit attractif ou stable si |s| < 1 ; et est répulsif
ou instable si |s| > 1.

2. Le cas bidimensionnel (n = 2) Un point fixe ou cycle possède deux multipli-
cateurs si(i = 1; 2) qui sont les valeurs propres de la matrice Jacobienne de
f (pour un point fixe) ou fk (pour un cycle d’ordre k) au point considéré.
Un point fixe ou un cycle est dit attractif si |si| < 1; i = 1, 2 et répulsif si
|s1| > 1 ou |s2| > 1
Selon les valeurs propres s1 et s2 on peut définir plusieurs types de cycles
(resp de points fixes). Ces types caractérisent la dynamique du système au
voisinage des points cycles (resp de points fixes)
a) Si s1 ∈ R et s2 ∈ R

i. Si |s1| < 1 < |s2| ; le point fixe ou le cycle est de type col.
ii. Si |s1| < 1 et |s2| < 1 ; le point fixe ou le cycle est de type nœud

stable.
iii. Si |s1| > 1 et |s2| > 1 ; le point fixe ou le cycle est de type nœud

instable.
b) Si s1 et s2 sont complexes conjugués (s1 = s2 ∈ C)

i. Si |s1| = |s2| < 1 ; le point fixe ou le cycle est un foyer attractif.
ii. Si |s1| = |s2| > 1 ; le point fixe ou le cycle est un foyer répulsif.

3. Le cas tridimensionnel (n = 3) Pour l’espace d’états à trois dimensions ou
plus, il est courant de spécifier l’indice d’un point fixe

Définition 1.3. L’indice d’un point fixe, est défini comme étant le nombre
de valeurs propre de point fixe, dont les parties réelles sont en modules su-
périeurs à 1.

4. Les quatre principaux types de points fixes pour un espace d’état en trois
dimensions sont les suivantes
a) Point fixe de type Nœud : Toutes les valeurs propres sont réelles et de

module inférieur à 1. Toutes les trajectoires dans le voisinage du nœud
sont attirés vers le point fixe sans former une boucle autour du point fixe
i. Nœud en spirale : Toutes les valeurs propres ont des parties réelles de

module inférieur à 1 mais deux d’entre eux ont des parties imaginaires
non nulles. Les trajectoires forme une spirale autour du nœud sur une
"surface" à l’approche de ce point.
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b) Point fixe Répulsif : Toutes les valeurs propres sont réels et de module
supérieur à 1. toutes les trajectoires dans le voisinage de point répulsif
divergent de point répulsif.
i. Répulsif en spirale : Toutes les valeurs caractéristiques ont des parties

réelles et de module supérieur à 1, mais deux d’entre eux ont des par-
ties imaginaires non nulles (et en fait de former une paire de complexe
conjugué). Les trajectoires en spirale autour de point répulsif (sur une
"surface") car elles sont repoussées à partir du point fixe.

c) Point de selle d’indice 1 : Toutes les valeurs propres sont réelles. L’un est
de module supérieur à 1 et deux sont de module inférieur à 1. Les trajec-
toires se rapprochent du point de selle sur une surface (variété stable) et
divergent le long d’une courbe (variété instable).
i. Point de selle en spirale d’indice 1 : Il y a deux valeurs propres avec des

parties réelles de module inférieur à 1 qui forment une paire conjuguée
de nombres complexes. Les trajectoires forment une spirale autour du
point de selle à l’approche de la surface de variété stable.

d) Point de selle d’indice 2 : Toutes les valeurs caractéristiques sont réels.
L’un est de module inférieur à 1 et deux sont de module supérieur à 1.
Les trajectoires s’approchent du point de selle sur une courbe (variété
stable) et divergent du point de selle sur une surface (variété instable).
i. Point selle en spirale d’indice 2 : Les deux valeurs propres avec les

parties réelles de module supérieur à 1 forment une paire de nombres
complexe conjuguées. Les trajectoires diverge du point de selle sous
forme spirale et sur une surface (variété instable) et elles convergent
vers ce point le long d’une courbe (variété stable).

1.4 Bifurcations
Une bifurcation se produit lorsqu’une variation d’un paramètre du système mo-

difie qualitativement son comportement dynamique. Autrement dit, un change-
ment arbitrairement petit de ce paramètre peut provoquer une transition entre
différents régimes dynamiques. Par exemple, un point fixe stable peut disparaître
lors d’une bifurcation selle-nœud, échanger sa stabilité avec un autre point fixe
lors d’une bifurcation transcritique, ou encore perdre sa stabilité au profit de deux
nouveaux points fixes lors d’une bifurcation en fourche (pitchfork). Dans d’autres
cas, le système peut passer d’un point fixe stable à un cycle périodique, comme lors
d’une bifurcation périod-doubling, ou encore donner naissance à une courbe inva-
riante fermée à travers une bifurcation Neimark–Sacker. Ces phénomènes consti-
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tuent des mécanismes fondamentaux d’apparition de comportements complexes,
tels que les oscillations quasi périodiques ou le chaos.

Les bifurcations sont particulièrement importantes, car elles signalent des transi-
tions critiques dans l’évolution du système. En pratique, elles peuvent correspondre
à des changements majeurs, tels que le passage d’un état épidémiologique stable
à une épidémie incontrôlable, ou celui d’un régime économique équilibré à une
situation de crise.

1.4.1 Types de Bifurcations

Dans les systèmes dynamiques discrets, plusieurs types de bifurcations sont cou-
ramment étudiés :

1. Bifurcation transcritique ou échange de stabilité : Cette bifurcation
correspond à la rencontre de deux points fixes de stabilité opposée (1P s

k ,2 P u
k )

, qui se confondent pour donner un point fixe de type col, puis se séparent
à nouveau en s échangeant leur stabilité (1P u

k ,2 P s
k ), la figure 1.1 illustre ce

comportement..

c = c∗

c

x∗

1P s
k

2P u
k

2P s
k

1P u
k

Figure 1.1 – Bifurcation transcritique (λ = +1) : Deux point fixes ; un stable et
l’autre instable s’échange de stabilité au point de bifurcation c = c∗.

2. Bifurcation Neimark–Sacker : Un point fixe (cycles d’ordre k) de type
foyer change de stabilité (Lorsque s1 = s2 = ρ exp(iϕ) vérifiant ρ = 1) et
donne naissance à une courbe fermée invariante qui a la même stabilité que
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le point fixe (cycle) d’origine.On a le schémas
F k

S ←→ρ=1
F k

I + CFIS

F k
I ←→ρ=1

F k
S + CFII

F k
S signifie cycle foyer d’ordre k stable, F K

I cycle foyer d’ordre k instable,
CFIS courbe fermée invariante stable, CFII courbe fermée invariante in-
stable, une illustration de cette bifurcation est donnée en figure 1.2.

c = c∗

b

x∗

F k
S

F k
I

CF IS

CF IS

Figure 1.2 – Bifurcation Neimark (λ1,2 =
{
e±ιθ 6= ±1, θ ∈ R

}
). Ici, le paramètre

c = c∗.

3. Bifurcation Flip (ou de doublement de période (s = −1)) : Un point
fixe (cycle d’ordre k) de type nœud change de stabilité lorsque s1 ou s2 est
égale à −1 et donne naissance à un type d’ordre 2 (cycle d’ordre 2k) qui a la
même stabilité que le point fixe (cycle d’ordre k) d’origine. Cette bifurcation
est représentée par le schémas suivant :

Nk
S ←→s=−1

Nk
I + N2k

S

Nk
I ←→s=−1

Nk
S + N2k

I

Nk
S signifie cycle nœud d’ordre k stable, Nk

I cycle nœud d’ordre k instable,
N2k

S signifie cycle nœud d’ordre 2k stable, N2k
I cycle nœud d’ordre 2k in-

stable, ce mécanisme est illustré en figure 1.3 .
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c = c∗

c

x∗

Nk
S

Nk
I

N2k
S

N2k
S

Figure 1.3 – Bifurcation flip. Ici, le paramètre de bifurcation c = c∗.

1.5 Comportement chaotique
Un comportement chaotique dans un système dynamique discret survient lorsque

des changements infimes dans les conditions initiales conduisent à des résultats
drastiquement différents au fil du temps. Même si le système est déterministe, le
chaos signifie que sa dynamique devient imprévisible à long terme.

Les bifurcations de type Flip sont souvent un prélude à l’apparition de compor-
tements chaotiques, en particulier lorsque le système traverse une série de bifurca-
tions de doublement de période. Ces phénomènes sont typiques dans les systèmes
où des facteurs non linéaires amplifient les perturbations.

Définition 1.4. Le terme chaos n’a pas encore de définition universelle. Une dé-
finition pertinente, avancée par Devaney [9] est suggéré pour les systèmes à temps
discret. Une application continue f : X → X sur un espace métrique X est dite
chaotique selon Devaney si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

1. Transitivité topologique : Pour tous ensembles ouverts non vides U et V
de X, il existe un entier n ≥ 0 tel que fn(U) ∩ V 6= ∅.

2. Densité des points périodiques : L’ensemble des points périodiques de
f est dense dans X.

3. Sensibilité aux conditions initiales : Il existe une constante δ > 0 telle
que, pour tout point x ∈ X et tout voisinage V de x, il existe un point y ∈ V
et un entier n ≥ 0 tels que d(fn(x), fn(y)) > δ.

Selon Devaney, un système dynamique qui satisfait simultanément ces trois pro-
priétés est qualifié de chaotique. Cette définition met en évidence la complexité
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et l’imprévisibilité inhérentes aux systèmes chaotiques, même lorsqu’ils sont régis
par des lois déterministes.

1.6 Conclusion
Ce chapitre a présenté une introduction aux systèmes dynamiques discrets en

mettant l’accent sur les concepts de base tels que les points d’équilibre, la stabilité
et les bifurcations. Ces notions sont essentielles pour comprendre la complexité des
comportements dynamiques observés dans de nombreux domaines scientifiques.
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Chapitre 2

Analyse du modèle discret
épidémique SIR

2.1 Introduction
En 1927, William Ogilvy Kermack et Anderson Gray McKendrick ont proposé

le modèle épidémiologique Kermack-McKendrick, un outil mathématique essentiel
pour explorer comment les maladies infectieuses se propagent au sein d’une popu-
lation. Ce modèle offre un aperçu simplifié mais significatif des interactions entre
individus susceptible, infectés et rétablis, offrant ainsi un éclairage sur la diffusion
des épidémies et la possibilité d’anticiper leur trajectoire [3].

Plusieurs études ont approfondi l’analyse dynamique du modèles épidémiques
de type SIR en temps discret, mettant en évidence la richesse des comportements
que ce modèle peut exhiber. Zengyun Hu [10] et ses collaborateurs ont étudié les
comportements dynamiques de ce type de modèle en appliquant la théorie des
bifurcations. Leur travail met en évidence la stabilité locale des points d’équilibre,
tant le point sans maladie que le point endémique, ainsi que l’apparition de bi-
furcations de type Flip et Neimark-Sacker. Les simulations numériques confirment
ces résultats et montrent aussi des comportements dynamiques complexes tels que
les bifurcations par doublement de période (cycles de période 2, 4, 8), des courbes
fermées invariantes et des ensembles chaotiques, révélant une dynamique bien plus
riche que celle des modèles continus, malgré la simplicité relative du modèle discret
[10].

Dans ce chapitre, nous nous intéressons plus particulièrement au comportement
dynamique d’un modèle épidémique SIR formulé en temps discret. Ce choix s’ex-
plique par la pertinence des modèles discrets pour représenter des populations
évoluant à des intervalles de temps distincts, tels que la propagations des maladies

Deux points d’équilibre sont identifiés dans ce modèle : un point d’équilibre sans
maladie, où l’infection est éteinte, et un point d’équilibre endémique, où la maladie
persiste dans la population. Notre étude porte principalement sur ce second point
fixe, ainsi que sur sa stabilité, qui est cruciale pour déterminer la pérennité ou la
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disparition de l’infection dans le système.
En fonction des paramètres du modèle, deux types de bifurcations dynamiques

majeures sont observées : la bifurcation Flip et la bifurcation Neimark-Sacker, qui
correspondent respectivement à des changements qualitatifs dans la dynamique
du système, tels que l’apparition d’oscillations périodiques ou d’instabilités plus
complexes. Ces phénomènes sont analysés à l’aide de méthodes analytiques avan-
cées. pour illustrer la courbe bifurcation Flip, ainsi à l’aide d’une fonction implicite
obtenue à partir de l’équation caractéristique associée à la bifurcation Neimark-
Sacker.

Pour mieux comprendre et visualiser le comportement global du modèle, un
balayage du plan paramétrique est réalisé. Cette approche permet d’identifier les
zones de stabilité des points fixes ainsi que les domaines où apparaissent les dif-
férentes bifurcations. La superposition des courbes de bifurcation avec le plan
paramétrique met en évidence leur intersection avec les frontières des domaines de
stabilité, confirmant ainsi la cohérence entre la théorie des systèmes dynamiques
discrets et les simulations numériques réalisées.

L’objectif de ce chapitre est donc de présenter une étude complète de ces dyna-
miques complexes au sein d’un modèle SIR discret, en apportant une contribution
importante par l’analyse bifurcationnelle.

2.2 Le modèle SIR
Le modèle SIR est le modèle de référence des modèles épidémiologiques compar-

timentaux et le fondement de toute l’analyse dynamique menée dans ce chapitre.
Nous présentons ci-dessous sa formulation de base en temps continu, essentielle
pour établir le contexte de notre étude.

2.2.1 Contexte général
Les modèles épidémiologiques constituent un outil fondamental pour l’étude

de la propagation des maladies infectieuses au sein d’une population. Dans ce
chapitre, nous nous basons sur le modèle SIR qui a été introduit initialement en
1927, sert encore aujourd’hui de fondement conceptuel à de nombreux modèles
contemporains.

Nous présenterons ci-dessous la formulation mathématique de ce modèle dans
sa version classique, caractérisée par une population fermée sans renouvellement.
Cette base théorique sera ensuite enrichie, dans la Section suivante, par l’intégra-
tion des mécanismes de démographie (naissances et décès naturels), aboutissant
au système en temps discret qui fait l’objet de notre analyse détaillée.
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2.2.2 Formulation mathématique du système
On considère une population totale N constante telle que

N = S(t) + I(t) + R(t)

pour tout t ≥ 0.
L’évolution temporelle des trois compartiments est décrite par le système d’équa-

tions différentielles ordinaires autonomes suivant

dS

dt
= −β

SI

N
,

dI

dt
= β

SI

N
− γI,

dR

dt
= γI,

(2.1)

où :
— S(t) : nombre d’individus susceptibles à l’instant t,
— I(t) : nombre d’individus infectieux à l’instant t,
— R(t) : nombre d’individus retirés (guéris ou décédés),
— β : taux de transmission (nombre moyen de contacts infectieux par unité de

temps),
— γ : taux de guérison ou de retrait (taux moyen de sortie de l’état infectieux).

Le terme β
SI

N
représente le taux d’incidence, proportionnel au produit des den-

sités de susceptibles et d’infectieux, modélisant les contacts efficaces dans une
hypothèse de mélange homogène. Le terme γI quantifie la sortie des individus de
l’état infectieux vers l’état retiré.

2.2.3 Paramètres clés et nombre de reproduction de base
Un paramètre fondamental du modèle est le nombre de reproduction de base
R0, défini par [11, 12]

R0 = β

γ
.

Ce paramètre adimensionnel mesure le nombre moyen de nouvelles infections gé-
nérées par un individu infectieux typique dans une population entièrement suscep-
tible.

— Si R0 > 1, la maladie peut se propager dans la population et engendrer une
épidémie.

— Si R0 < 1, l’infection s’éteint rapidement.
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Le pic épidémique survient lorsque le nombre d’infectieux atteint un maximum,
c’est-à-dire lorsque dI

dt
= 0, ce qui correspond à la condition

Spic = N

R0
.

Ainsi, le pic se produit lorsque la fraction de la population encore susceptible
devient inférieure à 1/R0.

Figure 2.1 – Évolution temporelle typique des compartiments S(t), I(t) et R(t)
du modèle SIR.

Remarque. On observe la décroissance exponentielle initiale des susceptibles, l’ap-
parition d’un pic épidémique pour les infectieux, et la croissance sigmoïde des
retirés. La surface sous la courbe représente l’incidence totale de l’épidémie.

2.2.4 Analyse qualitative et portrait de phase
L’analyse du système SIR révèle des propriétés structurelles importantes. En

éliminant le temps entre les équations pour S et I, on obtient la relation :

dI

dS
= −1 + N

R0S
,

dont l’intégration conduit à l’intégrale première

I(S) = N − S + N

R0
ln
(

S

S0

)
.
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Figure 2.2 – Portrait de phase illustrant la relation entre S(t) et I(t) pour diffé-
rentes conditions initiales. Les trajectoires fermées correspondent à
différentes tailles d’épidémie. Le maximum de I est atteint lorsque
S = N/R0, comme le montre la ligne verticale pointillée.

Cette relation permet de construire le portrait de phase du système (figure 2.2),
qui montre l’évolution conjointe des variables S et I au cours du temps, indépen-
damment de la paramétrisation temporelle.

2.2.5 Influence du nombre de reproduction de base
La valeur deR0 détermine fondamentalement la dynamique de l’épidémie. Comme

l’illustre la figure 2.3, des valeurs plus élevées de R0 conduisent à des pics épidé-
miques plus précoces, plus élevés et à une proportion finale d’infectés plus impor-
tante.

2.2.6 Résolution numérique et simulations
Le système (2.1) ne possède pas de solution analytique explicite simple, sauf

dans des cas particuliers. La résolution est donc généralement effectuée à l’aide
de méthodes numériques, telles que les schémas de Runge–Kutta d’ordre 4 ou 5
implémentés dans des bibliothèques de calcul scientifique.

Les simulations permettent de visualiser l’évolution temporelle des trois com-
partiments (figure 2.1), ainsi que de caractériser :

— la période de croissance exponentielle initiale de I(t),
— la position et l’amplitude du pic d’infection,
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Figure 2.3 – Effet du nombre de reproduction de base R0 sur la courbe d’infec-
tion I(t). Des valeurs croissantes de R0 (de 0.05 à 6) entraînent un
pic épidémique plus précoce et plus intense, ainsi qu’une incidence
cumulative plus élevée. Ces simulations utilisent γ = 1/7 jour−1 et
une population initiale de 1% d’infectés.

— la proportion finale d’individus ayant été infectés, donnée implicitement par
l’équation transcendante :

s∞ = exp
(
−R0(1− s∞)

)
,

où s∞ = S∞

N
et 1−s∞ représente la proportion totale de la population ayant

été infectée au cours de l’épidémie.

2.2.7 Extensions du modèle SIR
Le modèle SIR constitue la base de nombreux modèles épidémiologiques plus

sophistiqués :
— Modèle SEIR : ajout d’un compartiment E (Exposés) pour représenter la

période d’incubation,
— Modèle SIRS : réintroduction d’individus guéris dans le compartiment sus-

ceptible modélisant une immunité temporaire,
— Modèles avec vitalité : intégration des naissances et décès naturels,
— Modèles stochastiques : prise en compte de la variabilité aléatoire, parti-

culièrement pertinente pour des populations de petite taille,
— Modèles structurés : intégration de l’hétérogénéité des contacts (âge, géo-

graphie, réseau social, etc.),
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— Modèles avec contrôle : incorporation d’interventions non-pharmaceutiques
et de campagnes vaccinales.

2.3 Le modèle SIR avec recrutement et mortalité
naturelle

Nous considérons le modèle épidémique SIR [13, 14] a temps continu, donné par
le système d’équations différentielles

dS
dt

= Λ− µS − βSI,
dI
dt

= βSI − (µ + γ)I,
dR
dt

= γI − µR,

N(t) = S(t) + I(t) + R(t).

(2.2)

Où S(t), I(t), R(t) et N(t) désignent le nombre d’individus sensibles, infectieux,
récupérés et le nombre total d’individus au temps t, respectivement, Λ est le taux de
recrutement de la population, µ est le taux de mortalité naturelle de la population,
γ est le taux de rétablissement des individus infectieux et β est le taux d’incidence
bilinéaire. La figure 2.4 montre la transition entre les trois classes différentes.

S I
βI γΛ

µ µ

R

µ

Figure 2.4 – Diagramme de transition du modèle SIR.
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En appliquant le schéma d’Euler direct au modèle (2.2), nous obtenons le modèle
épidémiques SIR en temps discret suivant :


Sn+1 = Sn + h(Λ− µSn − βSnIn),
In+1 = In + h(βSnIn − (µ + γ)In),
Rn+1 = Rn + h(γIn − µRn),
Nn+1 = (1− hµ)Nn + hβ.

(2.3)

Où h est la taille du pas. Les paramètres Λ, µ, β et γ sont définis comme dans le
modèle (2.2). On suppose que S(0) > 0, I(0) ≥ 0, R(0) ≥ 0, et tous les paramètres
sont positifs. Étant donné que les deux premières équations de (2.3) ne dépendent
pas de R, le système précédent est équivalent au modèle discret suivant :Sn+1 = Sn + h(Λ− µSn − βSnIn)

In+1 = In + h(βSnIn − (µ + γ)In)
(2.4)

2.3.1 Calcul du nombre de reproduction de base R0

Le nombre de reproduction de base R0 est calculé par la méthode de la matrice
de nouvelle génération, en décomposant les flux entrants et sortants du comparti-
ment infectieux.

2.3.1.1 Décomposition des flux

Séparons les flux dans l’équation des infectés :

In+1 = In + h[ βSnIn︸ ︷︷ ︸
Nouvelles infections

− (µ + γ)In︸ ︷︷ ︸
Sorties

]

Nous désignons par

F : Flux de nouvelles infections = hβSnIn

V : Flux nets de sorties = h(µ + γ)In

2.3.1.2 Point d’équilibre sans maladie

À l’équilibre sans maladie (I∗ = 0) :

S∗ = Λ
µ
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2.3.1.3 Matrices jacobiennes

Calculons les matrices jacobiennes évaluées à (S∗, 0) :

F = ∂F
∂I

∣∣∣∣∣
(S∗,0)

= hβS∗ = hβ
Λ
µ

V = ∂V
∂I

∣∣∣∣∣
(S∗,0)

= h(µ + γ)

2.3.1.4 Matrice de nouvelle génération

La matrice de nouvelle génération est K = FV −1. Comme nous avons un seul
compartiment infectieux :

K =
(

hβ
Λ
µ

)
× 1

h(µ + γ) = βΛ
µ(µ + γ)

2.3.1.5 Calcul de R0

Le nombre de reproduction de base est le rayon spectral de K :

R0 = ρ(K) = βΛ
µ(µ + γ)

2.3.1.6 Interprétation

La matrice de nouvelle génération K représente le nombre moyen de nouvelles
infections produites par un individu infectieux pendant sa période infectieuse. Sa
valeur propre dominante donne R0 :

K =
(

βΛ
µ(µ + γ)

)

Le rayon spectral ρ(K) est donc égal à l’unique valeur de cette matrice :

ρ(K) = βΛ
µ(µ + γ)

Par la méthode de la matrice de nouvelle génération, on obtient

R0 = βΛ
µ(µ + γ) .

Ce facteur sera retrouvé ultérieurement, où il sera calculé en tant que seuil de
bifurcation.
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2.4 Calcul des points d’équilibre
Théorème 2.1. Pour le système (2.4) et selon R0 = Λβ

µ(µ+γ) , nous avons
— Si R0 < 1, alors le modèle (2.4) a un seul point d’équilibre sans maladie

E0 = (Λ
µ
, 0)

— Si R0 > 1, alors le modèle (2.4) a deux point d’équilibres : Point d’équilibre
sans maladie E0 = (Λ

µ
, 0) et un point d’équilibre endémique E1 = (µ+γ

β
, Λ

µ+γ
−

µ
β
).

Démonstration. Le système (2.4) possède deux points fixes E0 et E1, donnés par
les équations suivantes

Λ− (µ + βI)S = 0
[βS − (µ + γ)] I = 0

(2.5)

À partir de la deuxième équation, on obtient :

I = 0 ou βS − (µ + γ) = 0.

— Cas 1 : I = 0
En remplaçant dans la première équation, on a :

Λ− µS = 0 =⇒ S = Λ
µ

, avec µ 6= 0.

Ainsi, le point fixe associé est

E0 = (Λ
µ

, 0)

— Cas 2 : βS − (µ + γ) = 0
On en déduit :

S = µ + γ

β

En substituant dans la première équation, on obtient :

Λ− (µ + βI)µ + γ

β
= 0,

ce qui se réarrange en :
I = Λ

µ + γ
− µ

β
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2.5 Étude de la stabilité des points d’équilibre :

Sous la condition que Sn ≥ 0, In ≥ 0, pour tout n, on obtient un second point
fixe

E1 = (µ + γ

β
,

Λ
µ + γ

− µ

β
)

existant uniquement si le nombre reproductif de base

R0 = Λβ

µ(µ + γ) > 1.

2.5 Étude de la stabilité des points d’équilibre :
Nous étudions la stabilité des points d’équilibre à l’aide de la méthode de linéa-

risation de la transformation

(S, I) 7−→ (S + h(β − µS − βSI), I + h(βSI − (µ + γ)I)) . (2.6)

La matrice Jacobienne de cette transformation est donnée par

J(S, I) =
[

1 + h(−Iβ − µ) −hβS
hβI 1 + h(βS − (µ + γ))

]
.

La stabilité des points fixes E0 et E1 est liée aux valeurs propres de la matrice
Jacobienne J aux points d’équilibres.

2.5.1 Le point sans-maladie E0

Théorème 2.2. Si le nombre de reproduction de base R0 = Λβ
µ(µ+γ) < 1, alors on

a :
1. E0 est asymptotiquement stable si : 0 < h < min

{
2
µ
, 2µ

µ(µ+γ)−Λβ

}
;

2. E0 est instable si : h > max
{

2
µ
, 2µ

µ(µ+γ)−Λβ

}
∨ min

{
2
µ
, 2µ

µ(µ+γ)−Λβ

}
< h <

max
{

2
µ
, 2µ

µ(µ+γ)−Λβ

}
;

3. E0 est non-hyperbolique si : h = 2
µ
∨ h = 2µ

µ(µ+γ)−Λβ
.

Démonstration. La matrice Jacobienne de la transformation (2.6) au point d’équi-
libre E0 est donnée par

J(E0) =
[

1 + h(−µ) −hβ Λ
µ

0 1 + h(β Λ
µ
− (µ + γ))

]
.
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Chapitre 2 Analyse du modèle discret épidémique SIR

La matrice J(E0) admet deux valeurs propres, données par

ω1 = 1− hµ et ω2 = 1 + h

[
Λβ

µ
− (µ + γ)

]
.

Le point fixe E0 = (Λ
µ
, 0) est asymptotiquement stable si

0 < h < min

{
2
µ

,
2µ

µ(µ + γ)− Λβ

}

|ω1| < 1⇒ |1− hµ| < 1⇒ −1 < 1− hµ < 1,

d’où
−2 < −hµ < 0⇒ 0 < h <

2
µ

.

De même, pour ω2,

|ω2| < 1⇒
∣∣∣∣∣1 + h

(
Λβ

µ
− (µ + γ)

)∣∣∣∣∣ < 1,

ce qui donne

−1 < 1 + h

(
Λβ

µ
− (µ + γ)

)
< 1,

donc
−2 < h

[
Λβ

µ
− (µ + γ)

]
< 0,

En réarrangeant,

0 < h

[
µ (µ + γ)− Λβ

µ

]
< 2,

Comme
R0 = Λβ

µ(µ + γ) < 1 alors µ (µ + γ)− Λβ > 0 et µ > 0,

on obtient
0 < h <

2µ

µ(µ + γ)− Λβ
.

Le point fixe E0 est instable si

h >
2
µ

ou h >
2µ

µ(µ + γ)− Λβ
.

En effet,

|ω1| > 1 si et seulement si h >
2
µ

et |ω2| > 1 si et seulement si h >
2µ

µ(µ + γ)− Λβ
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2.5 Étude de la stabilité des points d’équilibre :

Le point fixe E0 est non hyperbolique si

h = 2
µ

ou h = 2µ

µ(µ + γ)− Λβ

En effet,

|ω1| = 1 si et seulement si h = 2
µ

et |ω2| = 1 si et seulement si h = 2µ

µ(µ + γ)− Λβ
.

2.5.2 La stabilité du point E1

Le système (2.4) admet un autre point fixe, donné par

E1 = (S∗, I∗) = (µ + γ

β
,

Λ
µ + γ

− µ

β
).

La matrice Jacobienne au point d’équilibre E1 est donnée par

J(E1) =
 1− hΛβ

µ+γ
−h(µ + γ)

h(Λβ−µ(µ+γ))
µ+γ

1

 .

Pour les valeurs propres de J(E1), on distingue deux situations selon le signe du
discriminant ∆ = (µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)] > 0. Si ce discriminant est positif,
les valeurs propres sont réelles et s’écrivent

ω1,2 = 1 + 1
2h

(
−µR0 ±

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
En revanche, s’il est négatif, les valeurs propres sont complexes conjuguées et
données par

ω1,2 = 1 + 1
2h

(
−µR0 ± i

√
4 [Λβ − µ(µ + γ)]− (µR0)2

)
Théorème 2.3. Si le nombre de reproduction de base R0 > 1, la stabilité du
point d’équilibre endémique E1 dépend de la taille du pas h et du discriminant
∆ = (µR0)2 − 4[Λβ − µ(µ + γ)]. Nous définissons également les seuils critiques
pour la taille du pas h comme suit :

hreel1 =
µR0 −

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]
[Λβ − µ(µ + γ)]
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Chapitre 2 Analyse du modèle discret épidémique SIR

hreel2 =
µR0 +

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]
[Λβ − µ(µ + γ)]

et
hcomplexe = µR0

[Λβ − µ(µ + γ)]
1. E1 est asymptotiquement stable si l’une des conditions suivantes est vérifiée :
2. (µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)] < 0 et 0 < h < hcomplexe

a) (µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)] ≥ 0 et 0 < h < hreel1

3. E1 est instable si l’une des conditions suivantes est vérifiée :
a) (µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)] < 0 et h > hcomplexe

b) (µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)] ≥ 0 et hreel1 < h < hreel2

c) (µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)] ≥ 0 et h > hreel2

4. E1 est non-hyperbolique si l’une des conditions suivantes est vérifiée :
a) (µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)] < 0 et h = hcomplexe

b) (µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)] ≥ 0 et h = hreel1 ou h = hreel2 où

Démonstration. La stabilité :
— Cas (µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)] > 0 :
— Pour |ω1| < 1, alors

−1 < 1 + 1
2h

(
−µR0 −

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
< 1,

Cela revient à :

−2 < −1
2h

(
µR0 +

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
< 0,

puis à :
0 < h

(
µR0 +

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
< 4,

On en déduit la borne supérieure pour h :

h <
4(

µR0 +
√

(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]
) ,

En multipliant numérateur et dénominateur par le conjugué du dénomi-
nateur, on obtient :

h <
4
(
µR0 −

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
(
(µR0)2 − ((µR0) 2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)])

) ,
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2.5 Étude de la stabilité des points d’équilibre :

Le dénominateur se simplifie en 4 [Λβ − µ(µ + γ)], d’où :

h <
4
(
µR0 −

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
4 [Λβ − µ(µ + γ)]

Après simplification par 4 :

h <
µR0 −

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]
[Λβ − µ(µ + γ)] = hreel1.

— Pour |ω2| < 1, alors

−1 < 1 + 1
2h

(
−µR0 +

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
< 1,

Cela revient à :

−2 < −1
2h

(
µR0 −

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
< 0,

puis à :
0 < h

(
µR0 −

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
< 4,

On en déduit la borne supérieure pour h :

h <
4(

µR0 −
√

(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]
) ,

En multipliant numérateur et dénominateur par le conjugué du dénomi-
nateur, on obtient :

h <
4
(
µR0 +

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
(
(µR0)2 − ((µR0) 2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)])

) ,

Le dénominateur se simplifie en 4 [Λβ − µ(µ + γ)], d’où :

h <
4
(
µR0 +

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
4 [Λβ − µ(µ + γ)]

Après simplification par 4 :

h <
µR0 +

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]
[Λβ − µ(µ + γ)] = hreel2.
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Chapitre 2 Analyse du modèle discret épidémique SIR

Le point fixe E1 est asymptotiquement stable si

| ω1 |< 1 et | ω21 |< 1

C.à.d

0 < h < min {hreel1, hreel2}

Comme
hreel1 < hreel2 =⇒ min {hreel1, hreel2} = hreel1

Alors
h < hreel1

— Cas (µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)] < 0 :
— Dans ce cas, les valeurs propres ω1 et ω2 sont deux nombres complexes conju-

gués de même module. Elles s’écrivent
— Dans ce cas nous avons deux valeurs propres complexe conjuguées qui on le

même module :

ω1,2 = 1 + 1
2h

(
−µR0 ± i

√
4 [Λβ − µ(µ + γ)]− (µR0)2

)
Le module commun est donc :

|ω1| = |ω2| =
√(

1− 1
2hµR0

)2
+ 1

4h2 (4 [Λβ − µ(µ + γ)]− (µR0)2)

Le point fixe E1 est stable si et seulement si le module des valeurs propres
est strictement inférieur à 1 :

|ω1| < 1 =⇒
√(

1− 1
2hµR0

)2
+ 1

4h2 (4 [Λβ − µ(µ + γ)]− (µR0)2) < 1

En élevant les deux côtés au carré, on obtient :(
1− 1

2hµR0

)2
+ 1

4h2
(
4 [Λβ − µ(µ + γ)]− (µR0)2

)
< 1

En développant :

1− hµR0 + 1
4h2 (µR0)2 + h2 [Λβ − µ(µ + γ)]− 1

4h2 (µR0)2 < 1

1− hµR0 + h2 [Λβ − µ(µ + γ)] < 1
−hµR0 + h2 [Λβ − µ(µ + γ)] < 0
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2.5 Étude de la stabilité des points d’équilibre :

h2 [Λβ − µ(µ + γ)] < hµR0

comme h 6= 0
h [Λβ − µ(µ + γ)] < µR0

finalement :
h <

µR0

[Λβ − µ(µ + γ)] = hcomplexe

L’instabilité :
— Cas (µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)] > 0 :
— Pour |ω1| > 1, alors1 + 1

2h
(
−µR0 −

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
> 1

1 + 1
2h
(
−µR0 −

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
< −1

,

Cela revient à :
1
2h
(
−µR0 −

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
> 0

1
2h
(
−µR0 −

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
< −2

,

puis à :
h
(

µR0 +
√

(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]
)

> 4,

On en déduit la borne inférieure pour h :

h >
4(

µR0 +
√

(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]
) ,

En multipliant numérateur et dénominateur par le conjugué du dénomi-
nateur, on obtient :

h >
4
(
µR0 −

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
(
(µR0)2 − ((µR0) 2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)])

) ,

Le dénominateur se simplifie en 4 [Λβ − µ(µ + γ)], d’où :

h >
4
(
µR0 −

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
4 [Λβ − µ(µ + γ)]

Après simplification par 4 :

h >
µR0 −

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]
[Λβ − µ(µ + γ)] = hreel1.

31



Chapitre 2 Analyse du modèle discret épidémique SIR

— Pour |ω2| > 1, alors1 + 1
2h
(
−µR0 +

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
> 1

1 + 1
2h
(
−µR0 +

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
< −1

,

Cela revient à :−
1
2h
(
µR0 −

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
> 0

−1
2h
(
µR0 −

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
< −2

,

puis à :
h
(

µR0 −
√

(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]
)

> 4,

On en déduit la borne inférieure pour h :

h >
4(

µR0 −
√

(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]
) ,

En multipliant numérateur et dénominateur par le conjugué du dénomi-
nateur, on obtient :

h >
4
(
µR0 +

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
(
(µR0)2 − ((µR0) 2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)])

) ,

Le dénominateur se simplifie en 4 [Λβ − µ(µ + γ)], d’où :

h >
4
(
µR0 +

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]

)
4 [Λβ − µ(µ + γ)]

Après simplification par 4 :

h >
µR0 +

√
(µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)]
[Λβ − µ(µ + γ)] = hreel2.

Le point fixe E1 est instable si

| ω1 |> 1 ou | ω2 |> 1

C.à.d

h > hreel1 ou h > hreel2

Comme
hreel1 < hreel2

Alors
hreel1 < h < hreel2 ou h > hreel2
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— Cas (µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)] < 0 :
— Dans ce cas, les valeurs propres ω1 et ω2 sont deux nombres complexes

conjugués de même module. Elles s’écrivent :

ω1,2 = 1 + 1
2h

(
−µR0 ± i

√
4 [Λβ − µ(µ + γ)]− (µR0)2

)
Le module commun est donc :

|ω1| = |ω2| =
√(

1− 1
2hµR0

)2
+ 1

4h2 (4 [Λβ − µ(µ + γ)]− (µR0)2)

Le point fixe E1 est instable si et seulement si le module des valeurs
propres est strictement supérieures à 1 :

|ω1| > 1 =⇒
√(

1− 1
2hµR0

)2
+ 1

4h2 (4 [Λβ − µ(µ + γ)]− (µR0)2) > 1

En élevant les deux côtés au carré, on obtient :(
1− 1

2hµR0

)2
+ 1

4h2
(
4 [Λβ − µ(µ + γ)]− (µR0)2

)
> 1

En développant :

1− hµR0 + 1
4h2 (µR0)2 + h2 [Λβ − µ(µ + γ)]− 1

4h2 (µR0)2 > 1

1− hµR0 + h2 [Λβ − µ(µ + γ)] > 1
−hµR0 + h2 [Λβ − µ(µ + γ)] > 0

h2 [Λβ − µ(µ + γ)] > hµR0

comme h 6= 0
h [Λβ − µ(µ + γ)] > µR0

finalement :
h >

µR0

[Λβ − µ(µ + γ)] = hcomplexe

La non-hyperbolicité :
— Cas (µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)] > 0 :

— Le point fixe E1 est non-hyperbolique si et seulement si |ω1| = 1 ou |ω2| =
1. Comme nous avons démontré la stabilité et l’instabilité du point fixe
E1 selon les différentes valeurs de h, il en découle naturellement que le
système est non-hyperbolique dans ce cas pour les valeurs critiques :

h = hreel1 ou h = hreel2
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— Cas (µR0)2 − 4 [Λβ − µ(µ + γ)] < 0 :
— Dans ce cas, le point fixe E1a des valeurs propres ω1 et ω2 complexes

conjugués de même module et pour que ce point endémique soit non-
hyperbolique il faut que le module de ses valeurs propres égal à 1 c.à.d :

|ω1| = |ω2| = 1

Pour ce cas comme la stabilité et l’instabilité du point fixe E1 dépendent
de valeur de h = hcomplexe, il s’ensuit que ce point endémique E1 est
non-hyperbolique pour h = hcomplexe

2.6 Analyse des bifurcations
Dans cette partie, nous étudions les bifurcations du système en fonction du

paramètre h. Les bifurcations se manifestent aux instants cruciaux où la dynamique
des deux points fixes E1 E2 subit un changement, traversant subtilement de la
stabilité à l’instabilité ou inversement.

En raison de son rôle crucial dans la compréhension de l’évolution des mala-
dies, notre attention se porte principalement sur le point endémique E2, illustrant
un état où l’infection demeure présente au sein de la population. Il est essentiel
d’étudier attentivement la stabilité d’un système et les points de basculement qui
lui sont liés afin de saisir les circonstances favorisant l’émergence ou la disparition
d’une épidémie.

Les valeurs critiques h = hreel1, hreel2, hcomplexe marquent l’instant où le système
perd son hyperbolicité, se produisant lorsque le module des valeurs propres atteint
l’unité. Ces points indiquent des transitions dynamiques significatives susceptibles
de provoquer des changements imprévus ou inattendus tels que les phénomènes de
bifurcation.

Selon la nature des valeurs propres au voisinage des valeurs critiques, différentes
bifurcations peuvent apparaître, notamment des bifurcations transcritiques, flip,
ou encore des bifurcations Neimark-Sacker, marquant des transitions dynamiques
significatives.

Ces scénarios de bifurcation révèlent la sensibilité du système aux variations
des paramètres, en particulier le pas de discrétisation h et le taux d’infection
β. Pour mieux comprendre et visualiser ces transitions, nous traçons les courbes
de bifurcation dans le plan (h, β), qui définissent les frontières entre les zones
de stabilité, d’instabilité et de courbe fermée du point endémique. Ces courbes,
obtenues analytiquement à partir des conditions de changement de stabilité ou
par des méthode spécifique telle que la méthode de carcasses [15], seront ensuite
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confirmées et affinées par un balayage du plan paramétrique, permettant d’avoir
une vue générale du comportement dynamique.

2.6.1 Bifurcation transcritique
Dans notre cas, cette bifurcation s’illustre par le passage d’un état sans maladie

à un état de maladie endémique : le point d’équilibre correspondant à l’absence de
maladie devient instable, tandis qu’un nouveau point endémique stable apparaît,
représentant la persistance de la maladie dans la population pour plus de détail
concernant cette bifurcation dans les maladie infectieuses consulter [16].

Cette bifurcation intervient lorsque ω2 traverse +1 ce qui donne

ω2 = 1 + h

[
Λβ

µ
− (µ + γ)

]
= 1

Ce qui revient à :

h× (Λβ − µ (µ + γ)) = 0
Remarque 2.1. On remarque que selon cette équation, la bifurcation transcritique
survient indépendamment du paramètre h, ce paramètre n’a pas d’influence directe
sur la condition critique, puisque la multiplication par h ne modifie pas la nullité de
l’expression. Ainsi, le paramètre h est neutre dans l’apparition de cette bifurcation.

Indiquant que le paramètre h, souvent associé à la discrétisation temporelle,
n’intervient pas directement dans le seuil de cette bifurcation. Cela signifie que
le déclenchement de la bifurcation transcritique dépend uniquement de la relation
entre les paramètres biologiques du modèle : le taux de recrutement Λ, le taux d’in-
fection β, le taux de mortalité µ, et le taux de rétablissement γ. Concrètement,
lorsque la combinaison (Λβ − µ (µ + γ)) change de signe, le point d’équilibre sans
maladie E0 devient instable, ce qui entraîne l’apparition d’un point d’équilibre
endémique E1 stable. Ce phénomène reflète la transition épidémiologique où l’épi-
démie s’installe dans la population.

Cette analyse nous permet d’identifier précisément les conditions biologiques
et épidémiologiques nécessaires au contrôle ou à la prévention de la maladie, et
sert de base pour développer des stratégies de contrôle optimal visant à limiter la
propagation et éviter l’effondrement du système sanitaire.

Remarque 2.2. Dans notre modèle, on observe que la condition critique

(Λβ − µ (µ + γ)) = 0

équivaut à
Λβ

µ (µ + γ) = 1
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Chapitre 2 Analyse du modèle discret épidémique SIR

Cette quantité correspond exactement au nombre de reproduction de base R0.
Ainsi, la bifurcation transcritique se produit lorsque R0 = 1, c’est-à-dire au seuil
épidémiologique où la maladie passe d’un état non persistant (R0 < 1) à un état
endémique (R0 > 1). Ce résultat souligne que la stabilité de l’état sans maladie
dépend directement de R0, confirmant que le contrôle des paramètres affectant R0
est crucial pour la gestion de la propagation épidémique. Ce que signifié l’impor-
tance de R0 en tant que indicateur de risque.

Dans le prochain chapitre, nous montrerons un exemple de bifurcation trans-
critique dans le plan des paramètres (β, Λ), démontrant comment la variation du
taux de transmission et du taux de recrutement peut entraîner une transition de
l’état sans maladie vers un état endémique, en modifiant la stabilité des équilibres
du système.

2.6.2 Bifurcation Flip

Dans notre cas, la bifurcation Flip se produit lorsque l’une des valeurs propres
du point d’équilibre endémique traverse la valeur critique −1. Cette transition
entraîne la perte de stabilité de cet équilibre, provoquant l’apparition d’un cycle
périodique de période 2 dans la dynamique du système.

Du point de vue épidémiologique, cela correspond à l’apparition de vagues ré-
pétées de la maladie : au lieu que le nombre de cas reste stable, on observe des
hausses et des baisses qui se succèdent de façon régulière. Ce phénomène rend la
gestion de la pandémie plus complexe, car la maladie ne disparaît pas simplement
mais revient en cycles.

La figure 2.5 présente le diagramme de bifurcation Flip, qui illustre la transition
dynamique du point endémique E1 stable vers un comportement oscillatoire de
période 2.

2.6.2.1 Courbe de bifurcation Flip

En utilisant la méthode de Carcasses introduite par Carcasses [15] pour déter-
miner et de tracer précisément la courbes de bifurcation Flip. L’application de la
méthode de Carcasses dans le contexte de notre modèle discret est particulièrement
convenable pour visualiser l’apparition de bifurcations Flip dans le plan des para-
mètres (h, β), offrant un cadre précis pour étudier les phénomènes de périodicité
et de complexité des dynamiques épidémiologiques.

Soit la courbe de bifurcation flip d’ordre k = 1, notée B(1)
F lip dans le plan (h, β),
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est la solution du système :


f(S, I, β, h) = S

g(S, I, β, h) = I

det(J + I2) = 0
(2.7)

où J est la matrice Jacobienne évaluée en (S, I, β, h).
En résolvant le système d’équations (2.7) en utilisant Maple (un outil de calcul

symbolique), on détermine l’expression analytique de la courbe de bifurcation Flip
pour le point E1

β = µ3h2 + 2 µ2h2γ + µh2γ2 − 4 µ− 4 γ

Λh (µh + hγ − 2) (2.8)

La figure 2.6 du balayage du plan paramétrique offre une vue générale du com-
portement dynamique, en illustrant la courbe de bifurcation qui délimite la fron-
tière entre deux régions de stabilité distinctes.

2.6.3 Bifurcation Neimark-Sacker (ou Hopf discret)
Dans notre cas, la bifurcation Neimark-Sacker se produit lorsque la paire de

valeurs propres complexes du point d’équilibre endémique atteint le cercle unité
dans le plan complexe. Cette transition entraîne la perte de stabilité de cet équilibre
et la naissance d’une courbe fermée invariante.

Du point de vue épidémiologique, cette bifurcation traduit l’apparition de cycles
d’infections oscillants autour d’un niveau moyen stable, caractérisant des vagues
épidémiques périodiques. Ces oscillations rendent la dynamique de la maladie plus
complexe, posant des défis supplémentaires pour la gestion et le contrôle de la
pandémie.

La figure 2.7 présente le diagramme de bifurcation Neimark-Sacker, qui illustre la
transition dynamique du point d’équilibre stable vers un comportement oscillatoire
périodique.

2.6.3.1 La courbe de bifurcation

La courbe de bifurcation Neimark-Sacker est déterminée par la condition où une
paire de valeurs propres complexes conjuguées du système atteint le cercle unité
dans le plan complexe. Cette condition s’exprime à travers l’équation caractéris-
tique associée à la matrice jacobienne évaluée en un point fixe.

La courbe de bifurcation Neimark-Sacker est déterminée en identifiant l’ensemble
des couples de paramètres (h, β), où h le pas de discrétisation temporelle et β
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désigne le taux d’infection, qui satisfont la condition critique d’apparition d’une
bifurcation Neimark-Sacker.

Cette courbe correspond au lieu géométrique des points (h, β) dans l’espace
paramétrique pour lesquels cette condition est vérifiée. Elle peut être exprimée
sous la forme d’une fonction implicite, dérivée de l’équation caractéristique du
système :

F (h, β) = 0, (2.9)

où F représente l’écart entre le module des valeurs propres et 1, ou une condition
équivalente impliquant le polynôme caractéristique.

La fonction F est donnée par :

F (h, β) =

∣∣∣∣∣h

2

((
Λβ − µ2 − µγ

)
(µ + γ)

+ d −

√
(µ + γ) − 2

(
Λβ − µ2 − µγ

)
+

(
Λβ − µ2 − µγ

)2

(µ + γ)2 − 2γ (µ + γ) − 2
γ
(

Λβ − µ2 − µγ
)

(µ + γ)
+ γ

)
− 1

∣∣∣∣∣−1

(2.10)

La figure 2.8 du balayage du plan paramétrique offre une vue générale du com-
portement dynamique, en illustrant la courbe de bifurcation Neimark-Sacker qui
délimite la frontière entre les régions de stabilité et d’instabilité.

2.7 Simulation numérique

Afin d’illustrer le comportement dynamique du modèle étudié, nous présentons
dans cette section plusieurs simulations numériques. Celles-ci incluent l’étude des
bifurcations Flip et Neimark-Sacker sous différentes conditions paramétriques.

2.7.1 Bifurcation Flip

Dans cette partie, nous présentons la simulation numérique de la bifurcation
Flip afin d’analyser la transition du système vers un comportement périodique.

2.7.1.1 Diagramme de bifurcation Flip

Le diagramme de bifurcation Flip illustre l’évolution du comportement dyna-
mique du système lorsque le paramètre h varie, mettant en évidence le phénomène
de doublement de période.
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(a) S(n) (b) I(n)

Figure 2.5 – Diagramme de bifurcation Flip du modèle (2.4) pour (a) S(n) et
(b) I(n) avec Λ = 4, µ = 0.2, γ = 0.15, β = 0.12 et h ∈ [2, 2.85]

2.7.1.2 Balayage du plan paramétrique et courbe de bifurcation

La figure ci-dessous illustre la superposition de la courbe de bifurcation Flip avec
le balayage du plan paramétrique, cette courbe représentant la frontière exacte
entre la zone de stabilité et l’apparition des régimes périodiques.

Figure 2.6 – Superposition de la courbe de bifurcation Flip avec le balayage du
plan paramétrique avec Λ = 4, µ = 0.2, γ = 0.15, β ∈ [0.1, 0.126]
et h ∈ [2.0, 3.0]

2.7.2 Bifurcation Neimark-Sacker
Ces simulations illustrent l’apparition de la courbe fermée invariante caractéris-

tique de la bifurcation Neimark-Sacker dans le système discret.
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2.7.2.1 Diagramme de bifurcation Neimark-Sacker

Le diagramme de bifurcation Neimark-Sacker illustre l’évolution du système vers
un comportement oscillatoire lorsque le paramètre h varie.

(a) S(n) (b) I(n)

Figure 2.7 – Diagramme de bifurcation Neimark-Sacker du modèle (2.4) pour
(a) S(n) et (b) I(n) avec Λ = 1.2, µ = 0.2, γ = 0.24, β = 0.45 et
h ∈ [2.8, 3.4]

2.7.2.2 Balayage du plan paramétrique et courbe de bifurcation

La figure ci-dessous illustre la superposition de la courbe de bifurcation Neimark-
Sacker avec le balayage du plan paramétrique, la courbe représentant la frontière
exacte entre la zone de stabilité et la courbe fermée invariante.

Figure 2.8 – Le balayage et superposition de la courbe de bifurcation Neimark-
Sacker (N-S) avec Λ = 1.2, µ = 0.4, γ = 0.24, β ∈ [0.3, 0.5] et
h ∈ [2.0, 4.0]
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2.8 Discussion et interprétation des résultats
Les résultats de l’analyse dynamique du modèle SIR discret révèlent une com-

plexité structurelle qui a des implications directes pour la compréhension des épi-
démies.

— Stabilité des points d’équilibre : La détermination de la stabilité asymp-
totique du point d’équilibre endémique E1 est cruciale. Lorsque ce point
endémique est stable, le modèle prédit que la maladie persistera dans la po-
pulation, atteignant un état d’équilibre stationnaire où le nombre d’infections
nouvelles compense les guérisons et les retraits.

— Signification de la bifurcation Flip (doublement de période) : L’ap-
parition de cycles de période 2, 4, et 8 (via la cascade de bifurcations Flip)
n’est pas un simple artefact numérique. Biologiquement, ces oscillations ré-
gulières et de plus en plus complexes peuvent être interprétées comme la
modélisation de vagues épidémiques récurrentes ou de cycles saison-
niers, souvent observés pour des maladies comme la grippe ou la rougeole.
Ces résultats montrent que même sans forçage saisonnier externe, la dyna-
mique interne du système peut générer des fluctuations périodiques.

— Interprétation de la bifurcation Neimark-Sacker (courbe fermée
invariante) : La bifurcation Neimark-Sacker, menant à une courbe fer-
mée invariante, indique une transition vers des oscillations plus complexes
et irrégulières. Cela suggère que, pour certaines combinaisons de taux d’in-
fection (β) et de recrutement (Λ), l’épidémie n’atteindra pas un état stable,
mais oscillera de manière imprévisible, rendant la prévision à long terme plus
difficile.

— Rôle des paramètres biologiques : L’analyse bifurcationnelle fournit des
seuils critiques clairs (en termes de Λ, β, γ, µ). Le franchissement de la courbe
de bifurcation Flip ou Neimark-Sacker par un ajustement des paramètres
(par exemple, par l’augmentation du taux de guérison γ via un traitement
ou la réduction du taux de transmission β via la vaccination) est l’objectif
des politiques de santé publique. Nos résultats mathématiques quantifient les
conditions exactes sous lesquelles le contrôle de l’épidémie devient instable
ou cyclique.

En somme, l’étude des bifurcations permet de traduire les variations des para-
mètres biologiques en changements qualitatifs dans le comportement de l’épidé-
mie, fournissant ainsi une base théorique solide pour l’élaboration de stratégies
d’intervention efficaces.
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2.9 Conclusion
Ce chapitre établit le lien avec le précédent en proposant une application concrète

des notions de base de la dynamique discrète, tout en explorant sa richesse à tra-
vers l’apparition de différents types de bifurcations. Il constitue également une
introduction au chapitre suivant, qui étudiera un modèle SIR avec perte d’im-
munité, caractérisé par une dynamique discrète tridimensionnelle plus complexe.
Ce modèle sera analysé en utilisant des valeurs de paramètres estimées à partir
de données réelles issues de la pandémie de COVID-19 [17], garantissant ainsi une
pertinence pratique et une application concrète, ce qui nous permettra d’introduire
un contrôle optimal pour une gestion efficace de cette pandémie, afin d’éviter un
effondrement du système sanitaire.
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Chapitre 3

Modèle SIRS discret : analyse de
bifurcation, estimation des

paramètres et contrôle optimal

3.1 Introduction
Les modèles épidémiques jouent un rôle essentiel dans la compréhension et la ges-

tion des maladies infectieuses. Le modèle SIRS (Susceptibles-Infectés-Récupérés-
Susceptibles) est largement utilisé pour décrire la dynamique des maladies où les
individus récupérés peuvent redevenir susceptibles après une période d’immunité
temporaire. Ce chapitre explore les bifurcations dans le modèle SIRS en temps dis-
cret et développe des stratégies de contrôle optimal pour atténuer la propagation
des maladies, en particulier dans le contexte de la pandémie de la COVID-19.

Dans ce chapitre, nous utilisons un modèle SIRS pour illustrer l’impact des
bifurcations sur la dynamique de propagation de la pandémie de la COVID-19.
Les paramètres du modèle ont été estimés par optimisation à l’aide de Python, et
toutes les simulations ainsi que les graphiques ont été réalisés avec Python, Matlab
et Fortran.

Aux premiers stades de la pandémie, l’équilibre sans maladie était stable, ce qui
signifiait que le virus ne se propageait pas de manière significative. Toutefois, avec
l’apparition de mutations et une augmentation de la transmissibilité, le nombre
de reproduction de base R0 a dépassé la valeur critique de 1, rendant l’équilibre
sans maladie instable. Ce phénomène a conduit à une bifurcation transcritique,
provoquant ainsi une propagation rapide et généralisée de la COVID-19.

L’objectif de ce chapitre est d’analyser cette transition à travers une étude des
bifurcations dans le modèle SIRS, en tenant compte des mutations du virus et
de leur impact sur la transmissibilité. De plus, nous illustrons l’application de
la théorie du contrôle optimal pour développer des stratégies visant à réduire la
transmission du virus, en optimisant les variables de contrôle pour minimiser des
objectifs spécifiques, tels que le nombre total d’infectés ou le pic des infections.

43



Chapitre 3 Modèle SIRS discret : analyse de bifurcation, estimation des
paramètres et contrôle optimal

3.2 Modélisation mathématique du modèle SIRS en
temps discret

De nombreux scientifiques tentent d’étudier le comportement de la COVID-19
d’un point de vue mathématique. Des auteurs ont appliqué des versions modi-
fiées des modèles SIR (susceptibles, infectés, rétablis) et SIRS (susceptibles, infec-
tés, rétablis, redevenus susceptibles) pour estimer le taux d’infection actuel de la
COVID-19 en utilisant diverses méthodes pour contrôler la propagation rapide du
virus. De nombreux mathématiciens ont exploré la dynamique de la COVID-19 à
travers divers modèles dynamiques [18], en temps continu [19], en temps discret
[20], ainsi qu’à travers des modèles stochastiques [21].

Plusieurs études se sont déjà intéressées aux modèles épidémiques en temps
discret. Lee et Wong [22] ont analysé les bifurcations et d’autres phénomènes dy-
namiques dans le cadre du modèle épidémique SIRS, qui est essentiellement un
modèle basé sur des équations différentielles [13] est décrit comme suit :



dS

dt
= Λ− µS − βSI + δR,

dI

dt
= βSI − (µ + γ)I,

dR

dt
= γI − (µ + δ)R,

N(t) = S(t) + I(t) + R(t).

(3.1)

où S(t), I(t), R(t) et N(t) représentent respectivement le nombre d’individus
susceptibles, infectés, rétablis et le nombre total d’individus au temps t. Λ est
le taux de recrutement de la population, µ est le taux de mortalité naturel de la
population, γ est le taux de guérison des individus infectés, β est le taux d’incidence
bilinéaire, et δ est le taux de perte d’immunité. Nous avons établi un diagramme
de transmission des flux entre les trois classes différentes (voir la Figure 3.1).
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S I
βI

δ

Λ

µ µ

R

µ

γ

Figure 3.1 – Diagramme de transition du modèle SIRS.

En appliquant le schéma d’Euler explicite au modèle 3.1, nous obtenons le mo-
dèle épidémique SIRS en temps discret suivant :


Sn+1 = F (Sn, In, Rn, ) := Sn + h(Λ− µSn − βSnIn + δRn),
In+1 = G(Sn, In, Rn, ) := In + h(βSnIn − (µ + γ)In),
Rn+1 = H(Sn, In, Rn, ) := Rn + h(γI − (µ + δ)Rn),
Nn+1 = (1− hµ)Nn + hΛ,

(3.2)

où h est la taille du pas. Il est supposé que S0 ≥ 0, I0 ≥ 0, R0 ≥ 0, et que
tous les paramètres Λ, h, γ, δ, β, et µ sont des constantes positives (voir les détails
des variables et de leurs valeurs dans les Tableaux 3.1 et 3.2). Les comportements
dynamiques du modèle 3.2 sont équivalents aux comportements dynamiques de
l’application T : R3 −→ R3, exprimée sous forme récurrente :

(Sn+1, In+1, Rn+1) = T (Sn, In, Rn)
:= (F (Sn, In, Rn), G(Sn, In, Rn), H(Sn, In, Rn))

(3.3)
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Variable Définition Dimension
Sn Densité des individus susceptibles au temps n 0 ≤ Sn ≤ 1
In Densité des individus infectés au temps n 0 ≤ In ≤ 1
Rn Densité des individus rétablis au temps n 0 ≤ Rn ≤ 1

Table 3.1 – Variables d’état et dimensions pour le modèle SIRS discret

Paramètre Description Valeur (par jour) Source
Λ Taux de recrutement de la population 0.0007 Estimé
β Taux d’incidence bilinéaire 0.86687879 Ajusté
δ Taux de perte d’immunité 1.16743084 Ajusté
γ Taux de guérison des individus infectés 0.45314086 Ajusté
µ Taux de mortalité naturel de la population 0.0082 Estimé
h Taille du pas 0.1 Fixé

Table 3.2 – Valeurs numériques et description des paramètres estimés et ajustés.

3.3 Données et identification des paramètres
(Matériels et Méthodes)

Les données sur la COVID-19 utilisées dans cette étude proviennent de [17]. Elles
couvrent la période du 10 mai 2021 au 5 septembre 2021 pour l’Algérie, et du 24
octobre 2021 au 10 mars 2022 pour les États-Unis. Les données disponibles incluent
les cas actifs (infectés I(t)), les décès cumulés (cas mortels), et les rétablissements
cumulés (cas de guérison). Ces données ont été pré-traitées, incluant le calcul des
nouveaux cas infectés et des nouveaux cas rétablis à partir des données brutes et
l’ajustement des données démographiques.

Ajustement du modèle
Pour optimiser les paramètres (γ, β, et δ) du modèle, nous avons développé un

code utilisant une méthode de minimisation afin d’ajuster les paramètres du modèle
SIRS aux données épidémiologiques observées. La fonction objectif à minimiser est
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définie comme la somme des écarts quadratiques entre les données observées et les
prédictions du modèle.

Pour l’optimisation des paramètres du modèle, soient
{(

Ŝn, În, R̂n

)}
n=0,1,2,...,N

l’ensemble des points de données rapportés. Pour obtenir les paramètres du modèle,
nous résolvons le problème de minimisation suivante

min
(γ,δ,β)∈R3

+

Φ(γ, δ, β),

où Φ est la fonction objectif, définie par :

Φ(γ, δ, β) := ΣN
k=0

[(
Sk − Ŝk

)2
+
(
Ik − Îk

)2
+
(
Rk − R̂k

)2
]

,

quand (S0, I0, R0) = (Ŝ0, Î0, R̂0), et les deux paramètres Λ et µ sont des pa-
ramètres estimés. D’autre part, les séquences {Sk := Sk(S0, γ, δ, β)}k=0,1,2,...,N ,
{Ik := Ik(I0, γ, δ, β)}k=0,1,2,...,N , {Rk := Rk(S0, γ, δ, β)}k=0,1,2,...,N sont générées à
partir du modèle.

Les Figures 3.2 et 3.3 montrent les données des nouveaux infectés et des nou-
veaux rétablis, ainsi que les comparaisons entre les données observées et les pré-
dictions du modèle pour les deux pays, l’Algérie et les États-Unis.

(a) Nouveaux infectés quotidiens (b) Nouveaux rétablis quotidiens

Figure 3.2 – Comparaison des valeurs des données et des prédictions du modèle
pour les nouvelles infections et les nouveaux rétablissements en Al-
gérie.
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(a) Nouveaux infectés quotidiens (b) Nouveaux rétablis quotidiens

Figure 3.3 – Comparaison des valeurs des données et des prédictions du modèle
pour les nouvelles infections et les nouveaux rétablissements aux
États-Unis.

Des simulations numériques ont été effectuées pour fournir une meilleure com-
préhension de la région de stabilité dans le plan des paramètres (Λ, β), avec les
paramètres fixés à h = 0.1, δ et γ, comme spécifié dans le Tableau 3.3 pour les
États-Unis, et µ = 0.0082. Ensuite, nous explorons l’existence, la stabilité et les
types d’équilibres pour le système (3.2).

Paramètre Algérie USA
β 4.79491051 0.86687879
δ 6.27806231 1.16743084
γ 4.36485748 0.45314086

Table 3.3 – Valeurs des paramètres estimées par optimisation.

3.4 Analyse des équilibres
En appliquant une approche basée sur la matrice de nouvelle génération [23, 12,

11], nous calculons le nombre de reproduction de base comme suit :

R0 = ∂(λSI)
∂I

×
(

∂ [(µ + r)I]
∂I

)−1
∣∣∣∣∣∣
(S,I,R)=(

A

µ
,0,0)

= A λ

µ(µ + r) ,
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qui représente le nombre moyen d’infections secondaires produites par un groupe
initial d’individus infectés au cours de leur vie. Concernant l’existence de points
d’équilibre non négatifs pour le système (3.2), nous présentons les résultats sui-
vants :

Théorème 3.1. Le système (3.2) a toujours un équilibre sans maladie E0 =
(Λ
µ

, 0, 0). De plus,

— Si R0 < 1, alors le modèle (3.2) n’a qu’un équilibre sans maladie E0,
— si R0 > 1, alors le modèle (3.2) a également un équilibre endémique, donné

par E1 =
(

µ + γ

β
,
(Λβ − µ(µ + γ))(δ + µ)

µΛ(δ + µ + γ) ,
γ(Λβ − µ(µ + γ))

µβ(δ + µ + γ)

)
.

Démonstration. L’équilibre E = (S, I, R) du système (3.2) satisfait
Λ− (µ + βI)S + δR = 0,

[βS − (µ + γ)] I = 0,

γI − (µ + δ)R = 0.

(3.4)

À partir de la deuxième équation du système (3.2), nous obtenons I = 0 ou
βS − (µ + γ) = 0, donc E0 = (Λ

µ
, 0, 0). D’autre part, βS − (µ + γ) = 0 et la

condition sur I et R (In ≥ 0, Rn ≥ 0, pour tout n), nous avons

E1 =
(

µ + γ

β
,
(Λβ − µ(µ + γ))(δ + µ)

µβ(δ + µ + γ) ,
γ(Λβ − µ(µ + γ))

µβ(δ + µ + γ)

)
si Λβ

µ(µ + γ) > 1.

Dans le cadre du système discret (3.2), l’analyse de la stabilité consiste à linéa-
riser le système autour d’un point d’équilibre (S∗, I∗, R∗) en calculant la matrice
Jacobienne,

J(S∗, I∗, R∗) =


1− h(I∗β + µ) −hβS∗ hδ

hβI∗ 1 + h(βS∗ − (µ + γ)) 0

0 hγ 1− h(δ + µ)

 .

et en l’évaluant au point d’équilibre. Les valeurs propres de cette matrice Ja-
cobienne sont cruciales pour déterminer la stabilité. Si toutes les valeurs propres
de J(S∗, I∗, R∗) ont des valeurs absolues inférieures à 1, le point d’équilibre est
asymptotiquement stable. Si au moins une valeur propre a une valeur absolue su-
périeure à 1, le point d’équilibre est instable. Les valeurs spécifiques des paramètres
(Λ, µ, β, δ, γ) et les valeurs d’équilibre (S∗, I∗, R∗) détermineront la stabilité du
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système. Cette analyse est généralement réalisée numériquement, car trouver des
solutions analytiques peut être difficile pour les systèmes non linéaires. Cependant,
il est parfois possible d’établir certains résultats analytiques comme il sera montré
dans la suite.

Théorème 3.2. 1. Si le taux de reproduction de base R0 < 1, alors :
a) E0 est un nœud stable (puits) si

0 < h < h∗ = 2 min
{

1
µ+δ

, 1
(µ+γ)(1−R0)

}
,

b) E0 est un nœud instable (source) si
h > h∗ = 2 max

{
1
µ
, 1

(µ+γ)(1−R0)

}
,

c) E0 est non-hyperbolique si
h ∈

{
2
µ
, 2

µ+δ
, 2

(µ+γ)(1−R0)

}
,

d) E0 est une selle si
h∗ < h < h∗ et h /∈

{
2
µ
, 2

µ+δ
, 2

(µ+γ)(1−R0)

}
.

2. Si le taux de reproduction de base R0 > 1, alors :
a) E0 est un nœud instable (source) si

h > 2
µ
,

b) E0 est non-hyperbolique si
h ∈

{
2
µ
, 2

µ+δ

}
,

c) E0 est une selle si
h < 2

µ
et h 6= 2

µ+δ
.

Démonstration. La matrice Jacobienne du modèle 3.2 en E0 est

J(E0) =



−µh + 1 −hβ
Λ
µ

hδ

0 1 + h
(

βΛ
µ
− µ− γ

)
0

0 hγ 1− h(δ + µ)


.

Le résultat découle du calcul des valeurs propres de la matrice J(E0), c’est-à-dire

ω1 = 1− hµ, ω2 = 1 + h
Λβ − µ (µ + γ)

µ
et ω3 = 1− h(δ + µ).

1. Si le taux de reproduction de base R0 < 1, alors :
a) E0 est un nœud stable (puits) si
|ω1| < 1, |ω2| < 1 et |ω3| < 1 =⇒ 0 < h < 2

µ
, 0 < h < 2µ

µ(µ+γ)−Λβ
et

0 < h < 2
µ+δ

=⇒ 0 < h < h∗ = 2min
{

1
µ+δ

, 1
(µ+γ)[1−R0]

}
,
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b) E0 est un nœud instable (source) si
|ω1| > 1, |ω2| > 1 et |ω3| > 1 =⇒ h > 2

µ
, h > 2µ

µ(µ+γ)−Λβ
et h > 2

µ+δ
=⇒

h > h∗ = 2max
{

1
µ
, 1

(µ+γ)[1−R0]

}
,

c) E0 est non-hyperbolique si
|ω1| = 1 ou |ω2| = 1 ou |ω3| = 1 =⇒ h = 2

µ
ou h = 2µ

µ(µ+γ)−Λβ
ou

h = 2
µ+δ

=⇒ h ∈
{

2
µ
, 2

µ+δ
, 2

(µ+γ)(1−R0)

}
,

d) E0 est une selle si
(|ω1| < 1 ∧ |ω2| < 1 ∧ |ω3| > 1) ou (|ω1| < 1 ∧ |ω2| > 1 ∧ |ω3| > 1)
ou (|ω1| < 1 ∧ |ω2| > 1 ∧ |ω3| < 1) ou (|ω1| > 1 ∧ |ω2| < 1 ∧ |ω3| < 1)
ou (|ω1| > 1 ∧ |ω2| < 1 ∧ |ω3| > 1) ou (|ω1| > 1 ∧ |ω2| > 1 ∧ |ω3| < 1) =⇒
h∗ < h < h∗ et h /∈ H =

{
2
µ
, 2

µ+δ
, 2

(µ+γ)[1−R0]

}
.

2. Si le taux de reproduction de base R0 > 1, alors :
a) E0 est un nœud stable (puits) si

h < h∗ = 2 min
{

1
µ+δ

, 1
(µ+γ)(1−R0)

}
−→ h < 1

(µ+γ)(1−R0) < 0, ce qui est
impossible.

b) E0 est un nœud instable (source) si
|ω1| > 1, |ω2| > 1 et |ω3| > 1 =⇒ h > 2

µ
, h > 2µ

µ(µ+γ)−Λβ
et h > 2

µ+δ
=⇒

h > h∗ = 2
µ
,

c) E0 est non-hyperbolique si
|ω1| = 1 ou |ω2| = 1 ou |ω3| = 1 =⇒ h = 2

µ
ou h = 2µ

µ(µ+γ)−Λβ
ou

h = 2
µ+δ

=⇒ h ∈
{

2
µ
, 2

µ+δ

}
,

d) E0 est une selle si
(|ω1| < 1 ∧ |ω2| < 1 ∧ |ω3| > 1) ou (|ω1| < 1 ∧ |ω2| > 1 ∧ |ω3| > 1)
ou (|ω1| < 1 ∧ |ω2| > 1 ∧ |ω3| < 1) ou (|ω1| > 1 ∧ |ω2| < 1 ∧ |ω3| < 1)
ou (|ω1| > 1 ∧ |ω2| < 1 ∧ |ω3| > 1) ou (|ω1| > 1 ∧ |ω2| > 1 ∧ |ω3| < 1) =⇒
h < 2

µ
et h 6= 2

µ+δ
.

Le résultat suivant sur la stabilité locale de l’équilibre sans maladie E0 = (Λ
µ
, 0, 0)

peut être obtenu simplement à partir du Théorème 3.2.

Corollaire 3.1.

1. Lorsque R0 < 1, si 0 < h < h∗ alors l’équilibre sans maladie E0 = (Λ
µ
, 0, 0)

est localement asymptotiquement stable, et si h > h∗ alors l’équilibre sans
maladie E0 = (Λ

µ
, 0, 0) est instable.

2. Lorsque R0 > 1, l’équilibre sans maladie E0 = (Λ
µ
, 0, 0) est toujours instable.
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Remarque 3.1. Dans le contexte de nos simulations numériques, le paramètre h
représente la taille du pas du schéma d’Euler utilisé pour la discrétisation des
équations différentielles du système (3.1). La taille du pas h impacte significative-
ment la stabilité et la précision de la solution numérique, plutôt que des facteurs
biologiques ou épidémiologiques.

— Lorsque R0 < 1, l’analyse théorique indique que l’équilibre sans maladie E0
devrait être stable, ce qui signifie que la maladie s’éteindrait. Cependant, si
la taille du pas h dépasse un seuil critique h∗, la solution numérique peut
introduire une instabilité. Cette instabilité numérique ne reflète pas les vé-
ritables dynamiques du système mais est plutôt un artefact de l’utilisation
d’une grande taille de pas dans la méthode d’Euler.

— Par conséquent, pour garantir des résultats numériques précis et stables, il
est essentiel de choisir une taille de pas h inférieure à h∗. Cela garantira
que la solution numérique s’aligne avec l’attente théorique de stabilité pour
R0 < 1.

Nous étudions maintenant la stabilité locale de l’équilibre endémique E1. La
matrice Jacobienne du modèle 3.2 en E1 est donnée par :

J(E1) =


1 + h

(
−(µ + δ) (Λβ − µ2 − µγ)

µ (δ + µ + γ) − µ

)
−h(γ + µ) hδ

h (µ + δ) (Λβ − µ2 − µγ)
µ (δ + µ + γ) 1 0

0 hγ 1− h(δ + µ)

 .

Nous obtenons trois valeurs propres de J(E1), notées ω1, ω2, et ω3, qui sont
données par :



ω1 = 1− hµ,

ω2 = − 1
2µ(δ + µ + γ)

[
a +
√

∆
]

,

ω3 = − 1
2µ(δ + µ + γ)

[
a−
√

∆
]

.

(3.5)

où
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

a = Λhβ (δ + µ) + µ(bh(δ + µ)− 2 (δ + µ + γ))

b1 = β2Λ2(δ + µ)

b2 = 2βΛ (δ(δ + (3µ + 4γ)) + 2µ(µ + 2γ) + 2γ2)

b3 = µ2 (δ (δ (δ + 5µ + 4γ) + 8µ ((µ + 2γ) + γ2)))

b4 = 4 (µ (µ (µ + 3γ) + 3γ2) + γ3)

∆ = h2(δ + µ) (b1 − b2 + b3 + b4)

Théorème 3.3. Soit R0 > 1 ; l’équilibre endémique E1 est un puits si l’une des
conditions suivantes est satisfaite :

1. ∆ ≥ 0 et les valeurs propres ω2 et ω3 vérifient −1 < ω2,3 < 1,
2. ∆ < 0 et les valeurs propres complexes conjuguées ω2 et ω3 vérifient |ω2,3| <

1.

Démonstration. Étant donné que 1−hµ < 1, la démonstration découle du fait que
E1 est un puits si et seulement si |ω2,3| < 1.

Pour le système dynamique en temps discret xk+1 = T (xk), k ∈ N ; les points
d’équilibre mentionnés plus tôt représentent un cas particulier de points pério-
diques de période k lorsque k = 1.

Définition 3.1. x∗ ∈ Rm est un point périodique de période k, cycle de période
k, ou point périodique de période k de l’application T , si

1. T k(x∗) = x∗,
2. T r(x∗) 6= x∗, pour tout r < k.

L’ensemble
{
x∗, T (x∗), . . . , T k−1(x∗)

}
est appelé une orbite périodique de période

k.

3.5 Analyse de bifurcation
La bifurcation est un changement qualitatif ou quantitatif dans la dynamique

qui se produit lorsqu’un paramètre du modèle franchit un seuil critique. Cela
peut entraîner des changements majeurs dans le cours d’une épidémie, comme
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la transition d’une épidémie contrôlée à une pandémie majeure. En comprenant
les conditions qui mènent aux bifurcations et les implications biologiques de ces
événements, il est possible de développer des stratégies de contrôle plus efficaces
pour les maladies infectieuses.

Dans cette section, nous étudions en détail les structures de bifurcation du sys-
tème SIRS (3.2) dans l’espace à deux dimensions des paramètres (Λ, β).

Le plan(Λ, β) a été sélectionné pour l’analyse de bifurcation car les paramètres
Λ et β jouent des rôles cruciaux dans la dynamique épidémique. Λ influence le
taux de recrutement des individus dans la population, qui peut être contrôlé par
des politiques d’immigration. β représente le taux d’incidence bilinéaire, peut être
influencé par des interventions sanitaires telles que la vaccination et l’améliora-
tion des soins médicaux. Des mesures comme les confinements peuvent également
affecter ces deux paramètres. L’analyse des bifurcations dans ce plan nous aide
à comprendre comment les changements de ces paramètres impactent la stabilité
et le comportement de la propagation des maladies. Nous allons utiliser les bifur-
cations classiques de type Fold et Flip. Nous étudions le comportement de telles
bifurcations en relation avec certains cycles d’ordre k ∈ N. Pour plus de détails
sur la théorie des bifurcations, voir par exemple [24, 25].

3.5.1 Courbe de bifurcation
Les méthodes analytiques peuvent être utilisées pour tracer des courbes de bifur-

cation pour les points fixes et les cycles périodiques dans les systèmes dynamiques,
en se basant sur le concept du multiplicateur réduit introduit dans [15, 26].

Soit X∗ = (S∗, I∗, R∗) ∈ R3 un cycle de période k, les trois déterminants MS, MI

et MR, construits à partir des mineurs de la matrice Jacobienne

JT (X∗) =


∂F k(S,I,R)

∂S
∂F k(S,I,R)

∂I
∂F k(S,I,R)

∂R
∂Gk(S,I,R)

∂S
∂Gk(S,I,R)

∂I
∂Gk(S,I,R)

∂R
∂Hk(S,I,R)

∂S
∂Hk(S,I,R)

∂I
∂Hk(S,I,R)

∂R


(S,I,R)=(S∗,I∗,R∗)

sont

MS = det


 ∂Gk(S,I,R)

∂I
∂Gk(S,I,R)

∂R
∂Hk(S,I,R)

∂I
∂Hk(S,I,R)

∂R


(S,I,R)=(S∗,I∗,R∗)

 ,

MI = det


 ∂F k(S,I,R)

∂S
∂F k(S,I,R)

∂R
∂Hk(S,I,R)

∂S
∂Hk(S,I,R)

∂R


(S,I,R)=(S∗,I∗,R∗)


et
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MR = det


∂F k(S,I,R)

∂S
∂F k(S,I,R)

∂I
∂Gk(S,I,R)

∂S
∂Gk(S,I,R)

∂I


(S,I,R)=(S∗,I∗,R∗)

 .

L’équation caractéristique (écrite pour T k voir la définition 3.1) associée à ce
cycle peut être exprimée comme suit : Le multiplicateur réduit associé à X∗ est le
nombre réel σ qui satisfait l’équation suivante

Σ(σ, S∗, I∗, R∗) := Tr(JT k(X∗)) + det(JT k(X∗))− σ (1 + MS + MI + MR) = 0,

où det et Tr désignent respectivement le déterminant et la trace d’une matrice.
Les bifurcations sont étudiées dans le plan des paramètres (Λ, β) dans le cas des

cycles de période k, puis l’évolution de la structure de bifurcation dans ce plan
sera étudiée en faisant varier les paramètres Λ et β.

Théorème 3.4. Pour l’application (3.2), une courbe de bifurcation de type Fold
d’ordre k (c’est-à-dire liée au cycle de période k de T ), notée B(k)0 dans le plan
(Λ, β), est la solution du système

F k(S, I, R; Λ, β) = S,

Gk(S, I, R; Λ, β) = I,

Hk(S, I, R; Λ, β) = R,

Σ(1, S, I, R; Λ, β) = 0.

(3.6)

Théorème 3.5. Pour l’application (3.2), une courbe de bifurcation de type Flip
d’ordre k (c’est-à-dire liée au cycle de période k de T ), notée Bk dans le plan (Λ, β),
est la solution du système 

F k(S, I, R; Λ, β) = S,

Gk(S, I, R; Λ, β) = I,

Hk(S, I, R; Λ, β) = R,

Σ(−1, S, I, R; Λ, β) = 0.

(3.7)

3.5.2 Courbes de bifurcation de type Flip
Une bifurcation de doublement de période dans les systèmes dynamiques dis-

crets est un type de bifurcation dans lequel la période des oscillations du modèle
double. Cela peut se produire lorsque l’un des paramètres du modèle, tel que le
taux de transmission, augmente progressivement. À une certaine valeur critique
du paramètre, le modèle passe d’un état où il oscille avec une période de k = 1 à
un état où il oscille avec une période de k = 2. Ce phénomène peut continuer à se
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produire, la période doublant à chaque fois, jusqu’à ce que le modèle atteigne un
état chaotique. Les bifurcations de doublement de période sont importantes dans
les modèles SIRS car elles peuvent conduire à un comportement imprévisible et
erratique dans la propagation de la maladie. Par exemple, une bifurcation de dou-
blement de période pourrait entraîner une augmentation soudaine et inattendue
du nombre d’individus infectés, même si le taux de transmission de la maladie n’a
pas changé de manière significative.

Lorsqu’un cycle stable d’ordre k a une valeur propre qui passe par la valeur
−1, une bifurcation de ce type se produit. Après cela, ce cycle se déstabilise et
donne naissance à un cycle stable d’ordre 2k. Dans le plan des paramètres (Λ, β),
le lieu de cette bifurcation est une courbe de bifurcation de type Flip notée Bk

j . Il
est généralement difficile d’obtenir une expression analytique explicite pour cette
courbe de bifurcation associée à l’équilibre endémique E1. Nous avons donc eu
recours au logiciel de calcul symbolique Maple pour déterminer l’équation régissant
le paramètre β à partir de la résolution du système d’équations (3.7). L’équation
de la courbe de bifurcation de type Flip pour le point fixe E1 est ainsi donnée par :

β = µ((µ + δ)(µ + γ)(µ + γ + δ)h2 + 2δ(µ + δ)h− 4µ− 4γ − 4δ)
Λ(µ + δ)h(−2 + (µ + γ + δ)h) . (3.8)

3.5.3 Courbes de bifurcation transcritique
Cette bifurcation est un cas particulier de la bifurcation de type Fold et se

produit lorsque les deux points fixes E0 et E1, avec des stabilités opposées, se
rejoignent pour former un point fixe selle avant de se séparer à nouveau en échan-
geant leur stabilité. Dans le plan des paramètres (Λ, β), le lieu de cette bifurcation
est une courbe de bifurcation transcritique notée B(1)0 . La résolution du système
(3.6) par rapport à l’application (3.2) donne l’équation de la courbe transcritique
R0 = 1, c’est-à-dire,

Λ β − µ(µ + γ) = 0 (3.9)

La Figure 3.4 illustre les domaines de stabilité obtenus à partir de simulations
numériques pour l’application (3.2) dans le plan des paramètres (Λ, β), avec les
paramètres fixés à h = 0.1, δ = 1.16743084, µ = 0.0082 et γ = 0.45314086.
Chaque région colorée indique l’existence d’un cycle stable (point périodique), avec
la période k indiquée par le carré de couleur dégradée à droite. Les régions noires
représentent soit k ≥ 17, soit un comportement chaotique, tandis que les régions
blanches indiquent l’absence d’un ensemble attracteur, entraînant des transitoires
chaotiques vers l’infini. L’axe horizontal représente Λ et l’axe vertical représente
β.
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Figure 3.4 – Le plan des paramètres (Λ, β) du modèle (3.2), avec µ = 0.0082, γ =
0.45314086, h = 0.10 et δ = 1.16743084, représente le diagramme de
bifurcation en deux dimensions. La zone bleue représente la région
de stabilité des points fixes non nuls (avec k = 1). Les régions
suivantes, indiquées en jaune (pour k = 2), cyan (pour k = 4), etc.,
correspondent au phénomène de doublement de période, menant
finalement à la région chaotique.

Pour obtenir ce diagramme, il suffit de suivre les itérations de l’application
(3.2) initialisée avec divers points initiaux (S0, I0, R0), choisis de manière uniforme
aléatoire dans l’espace (S, I, R), pour des valeurs des paramètres (Λ, β) également
réparties uniformément. Après un nombre d’itérations suffisamment grand, et en
supposant que la séquence générée converge, on vérifie la période k du point obtenu.
Une couleur proportionnelle à la valeur de k est ensuite assignée au point (Λ, β)
dans le plan (Λ, β).

3.5.4 Bifurcation de type Flip (ou Bifurcation de doublement
de période)

Une bifurcation par doublement de période dans les systèmes dynamiques dis-
crets est un type de bifurcation dans lequel la période des oscillations du modèle
double. Cela peut se produire lorsqu’un paramètre du modèle, tel que le taux de
transmission, augmente progressivement. À une certaine valeur critique du para-
mètre h ≈ 2.9, le modèle passe d’un état où il oscille avec une période de k = 1 à
un état où il oscille avec une période de k = 2 (voir les Figures 3.6-3.7). Cela peut

57



Chapitre 3 Modèle SIRS discret : analyse de bifurcation, estimation des
paramètres et contrôle optimal

continuer, avec un doublement de la période à chaque fois, jusqu’à ce que le modèle
atteigne un état chaotique (voir les Figures 3.8-3.9). Les bifurcations par double-
ment de période sont importantes dans les modèles SIRS car elles peuvent conduire
à un comportement imprévisible et erratique dans la propagation de la maladie.
Par exemple, une bifurcation par doublement de période pourrait entraîner une
augmentation soudaine et inattendue du nombre d’individus infectés, même si le
taux de transmission de la maladie n’a pas changé de manière significative [27].

(a) Sn (b) In

(c) Rn

Figure 3.5 – Diagramme de bifurcation de type Flip du modèle (3.2) avec les va-
leurs des paramètres β = 0.86687879, µ = 0.0082, γ = 0.45314086,
h = 0.10, δ = 1.16743084, et Λ ∈ [0.2, 0.5], en utilisant les condi-
tions initiales (S0, I0, R0) = (0.99, 0.01, 0.0).
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(a) Sn (b) In

(c) Rn

Figure 3.6 – Graphique des séries temporelles du système (3.2), présentant un
équilibre endémique stable E1 avec les valeurs des paramètres Λ =
0.26, β = 0.86687879, µ = 0.0082, γ = 0.45314086, h = 0.10, et
δ = 1.16743084.

(a) Sn (b) In

(c) Rn

Figure 3.7 – Graphique des séries temporelles du système (3.2), présentant un
cycle stable de période 2 avec les valeurs des paramètres Λ = 0.30,
β = 0.86687879, µ = 0.0082, γ = 0.45314086, h = 0.10, et δ =
1.16743084.

59



Chapitre 3 Modèle SIRS discret : analyse de bifurcation, estimation des
paramètres et contrôle optimal

(a) Sn (b) In

(c) Rn

Figure 3.8 – Graphique des séries temporelles du système (3.2), présentant un
cycle stable de période 4 avec les valeurs des paramètres Λ = 0.33,
β = 0.86687879, µ = 0.0082, γ = 0.45314086, h = 0.10, et δ =
1.16743084.

(a) Sn (b) In

(c) Rn

Figure 3.9 – Une trajectoire chaotique du modèle (3.2), résultant d’une bifur-
cation par doublement de période (bifurcation de type Flip) avec
les valeurs des paramètres Λ = 0.34, β = 0.86687879, µ = 0.0082,
γ = 0.45314086, h = 0.10, et δ = 1.16743084.
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3.5.5 Bifurcation Transcritique
Dans une bifurcation transcritique, les deux points fixes, E0 et E1, ont des stabi-

lités opposées et échangent leurs stabilités sur la courbe de bifurcation transcritique
donnée par l’équation (3.9).

(a) Régions de stabilité et courbes de bifurcation
de type Fold pour les points fixes E0 et E1.

(b) Agrandissement d’une région spécifique de (a)
montrant en détail les régions de stabilité et
les courbes de bifurcation de type Fold pour
les points fixes E1 et E1.

Figure 3.10 – Diagramme de bifurcation en deux dimensions du modèle (3.2)
dans le plan des paramètres (Λ, β) pour µ = 0.0082, γ =
0.45314086, h = 0.10, et δ = 1.16743084. La ligne cyan pointillée
représente les courbes de bifurcation de type Fold, délimitant les
frontières des zones de stabilité pour le point fixe E0 (en bleu) et
le point fixe E1 (en rouge).

La Figure 3.4 montre les domaines de stabilité obtenus par des simulations
numériques pour (3.2) dans le plan des paramètres (Λ, β). Nous pouvons voir que
la courbe de bifurcation de type Fold (la ligne cyan pointillée) sépare les régions
de stabilité des deux points fixes E0 et E1.

3.6 Le problème de contrôle optimal
Pour réduire le nombre de personnes vulnérables et infectieuses avec le moins

de dépenses possible sur les mesures de contrôle des maladies, nous appliquons
les meilleures mesures de contrôle, telles que le confinement, la vaccination, et le
contrôle des frontières [28]. L’objectif principal de cette section est de proposer
une méthode pour gérer ce type particulier de problème d’optimisation. Deux
variables de contrôle sont utilisées pour formuler ce problème comme un problème
de contrôle optimal (qui représente le contrôle des frontières et la mise en œuvre
de stratégies d’intervention non pharmaceutiques (NPI)). Dans notre étude, nous
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nous sommes concentrés sur les valeurs des variables de contrôle (u, v) qui se situent
dans le domaine de stabilité des points fixes (cycles de période 1) afin de favoriser
la convergence vers un équilibre sans maladie. L’investigation des valeurs de (u, v)
dans le domaine de stabilité des points de périodes supérieures (par exemple,
cycles de période 2) nécessite le calcul analytique des courbes de bifurcation à
ces points. Actuellement, de tels calculs sont complexes et impossibles à réaliser,
ce qui limite notre capacité à explorer ces scénarios en détail. De futures recherches
pourraient relever ces défis et fournir une analyse plus complète des scénarios de
contrôle optimal impliquant des bifurcations à double phénomène. Nous présentons
maintenant deux contrôles, u et v, qui contrôlent respectivement les nouveaux
immigrants arrivant de l’étranger et les personnes infectées recevant un traitement
par unité de temps, de sorte que (3.1) devienne



dS

dt
= uΛ− µS − vβSI + δR,

dI

dt
= vβSI − (µ + γ)I,

dR

dt
= γI − (µ + δ)R,

N(t) = S(t) + I(t) + R(t).

(3.10)

Le problème est de minimiser la fonctionnelle de coût donnée par :

J(u, v) =
∫ T

0

(1
2u(s)2 + 1

2v(s)2 + I(s)
)

ds. (3.11)

La plupart des problèmes de contrôle dans le monde réel se concentrent à la
fois sur la satisfaction des contraintes et sur l’optimalité. Nous voulons localiser
0.10 ≤ u ≤ 0.22, 0.5 ≤ v ≤ 1, pour t ∈ [0 , T ], comme une région incluse dans
la zone de stabilité, comme montré dans la Figure 3.11, afin de minimiser J(u, v)
avec S(0) = S0, I(0) = I0, R(0) = R0.
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Figure 3.11 – Diagramme de bifurcation en deux dimensions du modèle (3.2)
dans le plan des paramètres (Λ, β) pour µ = 0.0082, γ =
0.45314086, h = 0.10, et δ = 1.16743084. La région bleue, déli-
mitée par le rectangle vert, représente l’ensemble de contrôle dans
lequel nous étudions le contrôle optimal inclus dans la zone de
stabilité.

Notre objectif est d’utiliser les variables de contrôle (u, v) pour réduire la fonc-
tionnelle de coût spécifiée dans (3.11) en réduisant le nombre d’immigrants et de
personnes malades. Alternativement, la variable de contrôle (u, v) ∈ Uad reflète
la proportion d’immigrants et de personnes infectées qui sont contrôlés et traités
respectivement, par unité de temps, et Uad est l’ensemble de contrôle spécifié par

Uad = {(u, v) : 0.1 ≤ u ≤ 0.22, 0.5 ≤ v ≤ 1}.

3.6.1 Existence d’un contrôle optimal
Théorème 3.6. Il existe des variables de contrôle u∗ et v∗, telles que

J(u∗, v∗) = min
(u,v)∈Uad

J(u, v).

Démonstration. En s’appuyant sur les travaux fondateurs de Fleming et Rishel [29]
et de Lukes [30], la démonstration de l’existence d’un contrôle optimal nécessite,
premièrement, la non-vacuité de l’ensemble des contrôles et des variables d’état
associées, deuxièmement, la validation des propriétés de convexité et de fermeture
de l’ensemble admissible Uad, et enfin, il faut s’assurer que le côté droit du système
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d’état (3.10) est borné par une fonction linéaire dans les variables d’état et de
contrôle.

3.6.2 Unicité d’un contrôle optimal
Le problème d’optimisation abordé dans cette étude ne garantit pas une solu-

tion unique, ce qui signifie que plusieurs stratégies de contrôle optimales peuvent
exister. Cette non-unicité peut introduire une variabilité dans les recommanda-
tions dérivées du modèle. De futures recherches devraient explorer des méthodes
pour aborder cette question, telles que les techniques de régularisation et l’ajout
de contraintes supplémentaires.

3.6.3 Caractérisation du contrôle optimal
Nous allons maintenant établir les conditions initiales pour l’existence du contrôle

optimal en formulant l’Hamiltonien H et en appliquant le principe du maximum de
Pontryagin. Pour simplifier les notations, nous écrivons X(t) = [S(t), I(t), R(t)]T ,
W (t) = [u(t), v(t)]T et ξ(t) = [p1(t), p2(t), p3(t)] (pi, i = 1, 2, 3 sont les fonctions
adjointes).

Nous décrivons d’abord le Lagrangien pour le problème de contrôle optimal
3.10-3.11 avant de décrire la paire de contrôles optimale :

L(W, X) = 1
2u2(t) + 1

2v2(t) + I(t). (3.12)

Avec ces notations et terminologies, l’Hamiltonien H pour le problème de contrôle
est donné par :

H = H(W (t), X(t), ξ(t)),
= L(W (t), X(t)) + ξT (t)Xt(t),

= 1
2u2 + 1

2v2 + I + p1 (uΛ− µS − vβSI + δR) , (3.13)

+ p2 (vβSI − (µ + γ)I) + p3 (γI − (µ + δ)R) .
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Ensuite, les conditions nécessaires du premier ordre pour l’existence d’un contrôle
optimal sont données par les équations :

∂H

∂W
(t) = 0, (3.14)

dX

dt
(t) = ∂H

∂ξ
, (3.15)

dξ

dt
(t) = −∂H

∂X
, (3.16)

avec les conditions d’optimalité :



∂H

∂u

∣∣∣∣∣
u(t)=u∗(t)

= 0,

∂H

∂v

∣∣∣∣∣
v(t)=v∗(t)

= 0.

(3.17)

En simplifiant (3.17), nous obtenons :

u∗ + p1Λ = 0,

v∗ + (p2 − p1)(βSI) = 0.
(3.18)

En tenant compte de l’ensemble de contrôle Uad, nous avons :

u∗ = min{0.22 , max (0.1 , −p1Λ)},
v∗ = min{1 , max (0.5 , (p1 − p2)(βS(t)I(t))}.

(3.19)
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Ensuite, à partir de (3.16) , nous obtenons les équations des co-états :



dp1

∂t
= −∂H

∂S
,

dp2

∂t
= −∂H

∂I
,

dp3

∂t
= −∂H

∂R
,

(3.20)

et après simplification de (3.20), nous obtenons :



dp1

dt
= p1 (µ + vβI(t))− p2vβI(t),

dp2

dt
= −1 + p1vβS(t)− p2vβS(t) + (µ + γ)− p3γ,

dp3

dt
= −p1δ + p3(µ + δ),

(3.21)

avec les conditions de transversalité :


p1(T ) = 0,

p2(T ) = 0,

p3(T ) = 0.

(3.22)

3.6.4 Simulation numérique
Notre objectif principal en utilisant l’outil de contrôle optimal est de minimi-

ser le nombre d’individus infectés tout en maximisant le nombre de personnes
non infectées. Ces objectifs sont clairement visibles dans les résultats numériques.
L’algorithme suivant, inspiré par Hattaf et Yousfi [31], décrit la méthode d’approxi-
mation pour chaque contrôle optimal. Ici, une variante numérique de la méthode
d’Euler avancée avec une taille de pas ∆t est employée.

Les expérimentations numériques réalisées à l’aide de l’algorithme 1 nous per-
mettent d’affirmer la possibilité de réduire la densité d’individus infectés (voir
Figure 3.12).
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Input : S0 = 0.9892, I0 = 0.0083, R0 = 0.0025, u0
∗, v0

∗, pN
1 = 0, pN

2 =
0, pN

3 = 0, ∆t = 0.10
Output : uN−1

∗ , vN−1
∗

while n < N − 1 do

Sn+1 = Sn + ∆t (unΛ− µSn − vnβSnIn + δRn) ,

In+1 = In + ∆t (vnβSnIn − (µ + γ)In) ,

Rn+1 = Rn −∆t (γIn − (µ + δ)Rn) ,

pN−n−1
1 = pN−n

1 −∆t
(
pN−n

1 (µ + vnβIn)− pN−n
2 vnβIn

)
,

pN−n−1
2 = pN−n

2 −∆t
(
−1 + pN−n

1 vnβS
n+1 − pN−n

2 vnβS
n+1 + (µ + γ)− pN−n

3 γ
)

,

pN−n−1
3 = pN−n

3 −∆t
(
−pN−n

1 δ + pN−n
3 (µ + δ)

)
,

un+1
∗ = min

{
0.22, max(0.1,−pN−n

1 Λ)
}

,

vn+1
∗ = min

{
1, max(0.5,

(
pN−n

1 − pN−n
2

)
βSn+1In+1)

}
end

Algorithme 1 : Méthode d’approximation pour obtenir le contrôle optimal

Figure 3.12 – Dynamique de la population nouvellement infectée avec contrôle
contraint, sans contrôle, et données réelles aux États-Unis avec
les valeurs des paramètres : Λ = 0.0007, β = 0.86687879, δ =
1.16743084, γ = 0.45314086 et µ = 0.0082.
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3.7 Commentaires

La Figure 3.12 montre les différentes dynamiques de la population nouvelle-
ment infectée, y compris plusieurs aspects. La couleur verte représente les données
réelles aux États-Unis pour la vague de COVID-19 entre le 6 novembre 2021 et
le 10 mars 2022 [17], la couleur rouge représente la dynamique déterministe sans
contrôle, et la couleur bleue représente la dynamique déterministe avec contrôle
contraint. La Figure 3.13 montre les variables de contrôle u et v ensemble. Les
États-Unis auraient pu mieux contrôler la maladie en se référant au graphique du
modèle déterministe avec contrôle contraint. Cela peut être dû à plusieurs facteurs,
notamment le fait que le gouvernement n’a pas été aussi strict, que les gens n’ont
pas respecté les gestes barrières, que de nombreux individus n’ont pas respecté les
mesures de confinement, ou encore à la réticence de certaines personnes à se faire
tester pour éviter la quarantaine.

La Figure 3.13 présente les variables de contrôle u et v obtenues par l’algorithme
1.

Figure 3.13 – Variables de contrôle u et v données par l’algorithme 1 avec les
valeurs des paramètres : Λ = 0.0007, β = 0.86687879, δ =
1.16743084, γ = 0.45314086, et µ = 0.0082.
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3.8 Discussion

Dans cette étude, nous avons mené une enquête sur le comportement d’un mo-
dèle épidémique SIR discret avec perte d’immunité. Notre analyse a révélé la pré-
sence de deux types significatifs de bifurcations : les bifurcations transcritiques
et les bifurcations de doublement de période. Nous avons observé que les para-
mètres β et Λ ont un impact important sur les points d’équilibre du modèle. Les
bifurcations de doublement de période indiquent une transition vers le chaos dans
les systèmes dynamiques et sont largement observées dans les modèles en temps
discret en raison de leur structure itérative. Bien que ces bifurcations soient inhé-
rentes aux modèles discrets, elles reflètent également des scénarios réalistes dans
la dynamique épidémique, où les changements de paramètres peuvent entraîner
des transitions entre des schémas réguliers et chaotiques de la maladie. Dans notre
modèle, le paramètre de bifurcation Λ influence le taux de recrutement, condui-
sant à des comportements complexes qui reflètent les dynamiques du monde réel.
Ainsi, les bifurcations de doublement de période observées ne sont pas seulement
des artefacts de la discrétisation mais représentent des transitions significatives
dans le processus épidémique.

De plus, notre modèle présente des bifurcations transcritiques, où l’équilibre
sans maladie et l’équilibre endémique échangent leur stabilité à mesure que les
paramètres varient. Cette transition est cruciale pour comprendre les seuils à partir
desquels une maladie peut se propager ou être contrôlée, soulignant l’importance
de gérer des paramètres tels que le taux de recrutement Λ pour maintenir la santé
publique.

Notamment, la valeur du paramètre de bifurcation dans les bifurcations trans-
critiques coïncide avec le passage du nombre de reproduction de base R0 à travers
la valeur 1. Cela indique un seuil critique où la maladie peut soit envahir la po-
pulation, soit disparaître, mettant en évidence l’importance de maintenir R0 en
dessous de 1 pour contrôler l’épidémie.

En outre, nous avons introduit un contrôle optimal contraint pour un modèle
SIRS qui intègre deux variables de contrôle, u et v. Ces variables régissent respec-
tivement le taux de recrutement et le taux d’infection. La variable de contrôle u
représente les mesures de contrôle aux frontières visant à réguler l’entrée de voya-
geurs en provenance de l’extérieur, limitant ainsi le recrutement. Pendant ce temps,
la variable v englobe la mise en œuvre de stratégies d’intervention non pharma-
ceutiques (NPI) pour minimiser les taux d’infection. Ces NPI incluent l’adhésion
aux protocoles de traitement et l’application des consignes de sécurité et d’hy-
giène, en particulier dans le contexte de la COVID-19. Un aspect novateur de
notre approche de contrôle optimal contraint est l’introduction d’un ensemble de
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contraintes représentant la zone de stabilité du cycle 1. Nous avons également
formulé la fonction objectif pour le problème de contrôle optimal contraint, nous
permettant d’acquérir une compréhension plus complète des stratégies de contrôle
épidémique. Dans notre étude, nous nous sommes concentrés sur les valeurs des
variables de contrôle (u, v) qui se situent dans le domaine de stabilité des points
d’équilibre (points fixes) afin de favoriser la convergence vers un équilibre sans
maladie. L’exploration des valeurs de (u, v) dans le domaine de stabilité des points
de périodes plus élevées (par exemple, les points de doublement de période) néces-
site le calcul analytique des courbes de bifurcation à ces points. Actuellement, de
tels calculs sont complexes et irréalisables, ce qui limite notre capacité à explorer
ces scénarios en détail. De futures recherches pourraient relever ces défis et four-
nir une analyse plus complète des scénarios de contrôle optimal impliquant des
bifurcations à double phénomène.

Pour accomplir ce travail, nous avons construit l’Hamiltonien et appliqué le prin-
cipe du maximum de Pontryagin pour résoudre ces problèmes de contrôle optimal
contraint. Pour la simulation numérique, nous avons utilisé un algorithme inspiré
par Hattaf et Yousfi [31], basé sur l’approximation des différences avant et arrière.
Nos résultats de simulation indiquent que le contrôle simultané du recrutement et
de l’infection améliore l’efficacité de la stratégie optimale. Il est possible de dévelop-
per ce travail en ajoutant du bruit et en introduisant des équations différentielles
stochastiques ou partielles.

D’autre part, dans notre modèle, nous n’avons pas explicitement pris en compte
les cas non signalés. Cette simplification a été faite pour se concentrer sur la dy-
namique des cas signalés et sur l’impact des stratégies de contrôle sur ces cas.
Cependant, nous reconnaissons que les cas non signalés, y compris les individus
asymptomatiques, jouent un rôle important dans la propagation des maladies in-
fectieuses. Les porteurs asymptomatiques peuvent transmettre le virus sans être
détectés, ce qui conduit à un nombre potentiellement élevé de cas non signalés qui
influencent la véritable dynamique de l’épidémie.

Les travaux futurs devraient viser à intégrer les cas non signalés dans le modèle
pour offrir une compréhension plus complète de la propagation de l’épidémie. Cela
pourrait impliquer l’introduction de compartiments supplémentaires pour les cas
asymptomatiques et non signalés, ainsi que des techniques d’estimation des para-
mètres qui permettent de déduire la prévalence de ces cas cachés à partir des don-
nées disponibles. Ce faisant, nous pourrons développer des stratégies de contrôle
plus robustes qui tiennent compte de l’ensemble du spectre des dynamiques de
transmission de la maladie.

Une autre limitation importante de notre étude est la durée irréaliste de la
perte d’immunité produite par le processus d’optimisation. Pour la COVID-19, le
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modèle a suggéré une perte d’immunité de moins de 7 jours, et pour l’Algérie,
elle a changé pour presque un jour. Cela est incohérent avec la compréhension
biologique actuelle, où l’immunité post-infection peut durer plusieurs mois à un
an (voir [32, 33]). Ces résultats doivent être interprétés avec prudence, et les limites
du modèle dans la capture précise de la durée de l’immunité doivent être reconnues.
Les futurs modèles devraient intégrer des paramètres biologiquement plus réalistes
pour améliorer la validité des résultats.

Malgré les enseignements fournis par cette étude, il est important de reconnaître
plusieurs limites inhérentes à notre approche. Premièrement, l’exactitude et l’appli-
cabilité de nos résultats sont limitées par la qualité et la disponibilité des données
du monde réel, qui peuvent contenir des incohérences et des lacunes. De plus, le
modèle SIR et ses dérivés, bien qu’ils soient précieux pour comprendre les dyna-
miques épidémiques, simplifient intrinsèquement les complexités de la transmission
et de la progression des maladies. Ces simplifications peuvent limiter la capacité à
capturer l’ensemble du spectre des comportements épidémiques et des impacts des
différentes mesures de contrôle. Les recherches futures devraient viser à intégrer
des données plus détaillées et complètes, ainsi qu’à explorer des extensions et des
modifications du modèle SIR pour mieux rendre compte des complexités du monde
réel. Relever ces défis nécessite des efforts continus dans la collecte de données, le
raffinement des modèles et la collaboration interdisciplinaire pour améliorer notre
compréhension et notre gestion des épidémies.

3.9 Conclusion
Le modèle SIRS étudié dans ce chapitre offre un cadre solide pour comprendre

les dynamiques des maladies infectieuses, en particulier en ce qui concerne les bi-
furcations et le contrôle optimal. Les résultats obtenus à partir des simulations
numériques soulignent l’importance de ces approches pour gérer efficacement les
pandémies futures, comme celle de la COVID-19, En analysant les résultats ob-
tenus, nous constatons que les paramètres estimés pour les États-Unis sont cohé-
rents avec les données réelles et indiquent que le modèle SIRS s’adapte bien à la
dynamique de l’épidémie dans ce pays. En revanche, les paramètres pour l’Algérie
révèlent des valeurs nettement plus élevées, ce qui suggère que le modèle ne par-
vient pas à capturer adéquatement la complexité de la situation épidémiologique
dans ce pays.

Après ce constat, il est évident que le modèle SIRS tel qu’appliqué à l’Algérie
nécessite des ajustements pour mieux refléter la réalité épidémiologique du pays.
Dans le chapitre suivant, nous explorerons un modèle alternatif qui intègre un
recrutement de type Ricker, un modèle dynamique plus adapté aux contextes où les
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populations présentent des variations de croissance non linéaires, souvent observées
dans les systèmes biologiques complexes.
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Chapitre 4

Le modèle épidémiologique SI-Ricker

4.1 Introduction
Les modèles dynamiques discrets sont des outils puissants pour analyser des

phénomènes biologiques, écologiques et épidémiologiques complexes. Parmi ces
modèles, celui de Ricker, initialement utilisé pour décrire la dynamique des popu-
lations animales, en particulier les saumons, offre une approche utile pour explorer
l’interaction entre les populations et leurs environnements. Quelques années après
leur naissance, les saumons adultes entreprennent un long voyage vers leur lieu
de naissance, guidés par un instinct de reproduction qui les conduit à perdre une
grande partie de leur poids avant de mourir dans les mêmes eaux. Ce cycle de
vie, marqué par la mortalité des générations précédentes avant l’apparition des
suivantes, suggère l’utilisation de relations de récurrence pour modéliser les dyna-
miques populationnelles [34, 35]. Le modèle de Ricker est basé sur l’hypothèse que
la population de saumons adultes et de recrues peut être décrite par des équations
différentielles et des relations de récurrence.

Le modèle de Ricker est défini par l’équation suivante :

yn+1 = yn exp
(

r

(
1− yn

p

))
. (4.1)

où yn est la population à l’année n , r est le taux de croissance intrinsèque de la
population, et p représente la capacité limite de l’environnement, ou capacité de
charge [34]. Ce modèle prend en compte la régulation de la croissance population-
nelle due à la densité, capturant ainsi l’effet de la compétition entre individus pour
les ressources limitées.

Cependant, ce modèle ne s’applique pas uniquement aux populations animales,
mais peut également être adapté pour modéliser la propagation des maladies dans
des populations humaines ou animales. Dans ce cadre, des systèmes similaires ont
été développés pour décrire la dynamique des populations susceptibles et infectées,
en particulier dans les modèles épidémiologiques discrets. En effet, les systèmes dy-
namiques discrets sont largement utilisés pour modéliser les interactions complexes
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dans des contextes biologiques, écologiques et épidémiologiques [2, 4].
Dans cette étude, nous proposons d’intégrer le modèle de Ricker dans un cadre

épidémiologique pour décrire la dynamique des populations susceptibles et infec-
tées. Le système étudié est défini par deux équations discrètes qui modélisent la
croissance non linéaire des individus susceptibles, l’influence de la population in-
fectée sur cette croissance et la transmission de la maladieSn+1 = r Sα

n e−σIn − βSnIn,

In+1 = βSnIn,

où :
— Sn : Nombre d’individus susceptibles au temps n.
— In : Nombre d’individus infectés au temps n.
— r > 0 : Facteur de croissance de la population susceptible.
— α > 0 : Paramètre de non-linéarité représentant les rendements décroissants

ou croissants dans la croissance de la population susceptible.
— σ > 0 : Paramètre de régulation, quantifiant l’effet inhibiteur de la population

infectée sur la croissance des susceptibles.
— β > 0 : Taux de transmission, représentant la vitesse à laquelle les individus

susceptibles deviennent infectés.
Ce système étend les modèles épidémiologiques classiques, tels que le modèle SIR
(Susceptible-Infecté-Rétabli) [3], en incorporant des dynamiques discrètes et des
interactions non linéaires. Des systèmes similaires ont été étudiés dans le contexte
des interactions hôte-parasitoïde [36] et de la dynamique des maladies [7], mais
l’inclusion du terme non linéaire Sα

n et du facteur d’atténuation exponentiel e−σIn

introduit des caractéristiques uniques qui justifient une investigation plus appro-
fondie.

L’objectif principal de cette étude est d’analyser la stabilité des points fixes de
ce système et d’explorer les scénarios de bifurcation possibles qui apparaissent à
mesure que les paramètres varient. Les points fixes et leur stabilité sont essen-
tiels pour comprendre le comportement à long terme des systèmes dynamiques
[37]. Nous comparerons nos résultats avec ceux de systèmes similaires, tels que le
modèle discret SIS (Susceptible-Infecté-Susceptible) étudié par [7] et le modèle de
Ricker avec effets Allee [38]. Ces comparaisons mettront en évidence les propriétés
dynamiques uniques de notre système, en particulier l’interaction entre la crois-
sance non linéaire des susceptibles et l’effet inhibiteur de la population infectée. De
plus, nous étudierons le comportement de bifurcation du système, en identifiant
les transitions entre les équilibres stables, les oscillations périodiques et les régimes
chaotiques. De telles bifurcations sont courantes dans les systèmes discrets et ont
été largement étudiées dans les modèles écologiques et épidémiologiques [39, 24].
En comparant nos résultats avec ceux de systèmes similaires, nous visons à fournir
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une compréhension complète de la manière dont la structure spécifique de notre
modèle influence son comportement dynamique.

4.2 Modèle de Ricker
Afin d’analyser la dynamique du modèle épidémiologique intégrant la fonction

de Ricker comme modélisation du recrutement, il apparaît nécessaire d’examiner
préalablement les propriétés intrinsèques de ce modèle. Ce dernier, initialement
conçu pour décrire la dynamique de populations animales, offre un cadre concep-
tuel approprié pour comprendre les comportements complexes et les transitions
dynamiques observées dans les systèmes discrets non linéaires.

Les propriétés mathématiques du modèle de Ricker et les scénarios de bifurcation
qui en découlent sont détaillés dans les sous-sections qui suivent.

4.2.1 Propriété du modèle
Nous commençons par simplifier l’équation 4.1, en posant R = exp(r) et σxn =

r

p
yn, ce qui donne :

xn+1 = Rxne−σxn = f(xn). (4.2)
Ce modèle de recrutement est généralement appelé modèle de Ricker ou fonction
de Ricker, et l’espace des paramètres est donné par :

Σ0 =
{
(R, σ) ∈ R2 : R, σ > 0

}
.

Remarque 4.1. D’après la dérivée de la fonction de Ricker :

f ′(x) = R(1− σx)e−σx, (4.3)

si x <
1
σ

, alors f ′(x) > 0, et f ′(x) < 0 lorsque x >
1
σ

. De plus, limx→∞ f(x) = 0.
La population de la génération suivante est plus grande que celle de la précé-
dente lorsque x <

1
σ

. La valeur x̂ = 1
σ

est connue comme le niveau maximum de
recrutement.

4.2.2 Points fixes du modèle de population de Ricker et
scénarios de bifurcation

Les états stationnaires d’un modèle de croissance de population sont donnés
par les points fixes positifs, qui constituent une partie significative de l’étude de
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Chapitre 4 Le modèle épidémiologique SI-Ricker

Figure 4.1 – Modèle de population de Ricker f(x; R > 0, σ = 1.0), avec les
graphes correspondant à R = 1, 1.8333, 2.6667, 3.333, 4.1667, 5.0,
qui illustrent les résultats de la Remarque 4.1.

la dynamique des populations. Pour trouver les points fixes de la fonction de
Ricker, nous considérons le membre de droite de l’équation 4.2, dont l’équation
correspondante est donnée par :

f(x) = x⇐⇒ x = 0 ∨ x = ln(R)
σ

,

où x = 0 est la solution triviale. D’autre part, puisque x ≥ 0, le second point fixe
(x = ln(R)

σ
) existe lorsque R > 1. Ainsi, nous avons :

— Si 0 < R < 1, il y a un seul point fixe x∗ = 0.
— Si R > 1, f admet deux points fixes distincts x∗ = 0 et x∗∗ = ln(R)

σ
.

— Si R = 1, les deux points fixes coïncident x∗ = x∗∗ = 0.
Cependant, au niveau des points fixes, la première dérivée de la fonction de Ricker
f ′ vérifie que :

f ′(x∗) = R, f ′(x∗∗) = 1− ln(R). (4.4)

Afin d’analyser le comportement du système au voisinage de ces valeurs cri-
tiques, nous rappelons ci-dessous deux résultats classiques de stabilité locale dus
à Devaney [9].
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Théorème 4.1. ([9]) Si x̂ est un point fixe de f avec f ∈ C2 et f ′(x̂) = 1, alors :

1. Si f ′′(x̂) > 0, alors x̂ est asymptotiquement stable en dessous et instable
au-dessus (ou répulsif).
a) Si f ′′(x̂) < 0, alors x̂ est asymptotiquement stable au-dessus et instable

en dessous (ou répulsif).

Théorème 4.2. [9]) Si x̂ est un point fixe de f avec f ∈ C3 et f ′(x̂) = −1, alors :

1. Si Sf(x̂) := f ′′′(x̂)
f ′(x̂) −

3
2

[
f ′′(x̂)
f ′(x̂)

]2

> 0, alors x̂ est instable au-dessus.

a) Si Sf(x̂) < 0, alors x̂ est localement asymptotiquement stable.
D’après l’analyse de l’expression 4.4

1. Le point fixe x∗ est stable si 0 < R < 1 (voir. 4.3), il est instable si R > 1,
et R = 1 est un cas critique de Lyapunov.

2. Le point fixe x∗∗ est stable si 1 < R < e2 (voir. 4.4), il est instable si
0 < R < 1 ou R > e2 ≈ 7.3890561. R = 1 et R = e2 sont également des
cas critiques de Lyapunov.

3. Pour R = 1, x∗ = x∗∗ = 0 et f ′(x∗) = f ′(x∗∗) = 1, f ′′(x∗) = f ′′(x∗∗) =
−2σ < 0. Selon le théorème de Devaney et Sharkovskii (voir 4.1) , x∗

et x∗∗ sont instables. La valeur critique R = R∗ = 1 (appelée valeur de
bifurcation) correspond à une bifurcation transcritique, où un point fixe
stable x∗ se déstabilise et donne naissance à un point fixe stable x∗∗.

4. Pour R = e2, x∗∗ = − 2
σ

et f ′(x∗∗) = −1, f ′′(x∗∗) = 0 et Sf(x∗∗) =

−σ − 3
4σ4 < 0. Ainsi, d’après le théorème de Devaney et Sharkovskii

(voir 4.2), x∗∗ est stable. Ici, la valeur critique R = R∗ = e2 correspond à
une bifurcation Flip (doublement de période). En passant par le point R∗,
une bifurcation de retournement apparaît, associée à la naissance d’un
cycle de période 2 stable résultant de la déstabilisation du point fixe x∗∗.

Le point du cycle de période 2 qui apparaît après cette bifurcation est
une solution de l’équation

f 2(x) = x⇐⇒ R2xe−σ xe−Rxσ e−σ x = x.

Cette équation est impossible à résoudre analytiquement, mais pour chaque
valeur fixée de R et σ, il est possible de la résoudre numériquement (voir.
4.5).
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Chapitre 4 Le modèle épidémiologique SI-Ricker

Figure 4.2 – Zones de stabilité dans le plan des paramètres (R, σ) des points
fixes de la fonction de Ricker 4.2. En vert, point fixe x∗ ; en rouge,
point fixe x∗∗.

(a) Diagramme en toiles d’araignée. (b) Séries temporelles.

Figure 4.3 – Trajectoires de la fonction de Ricker 4.2 montrant un point fixe
attractif (x∗) lorsque R = 0.5.
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(a) Diagramme en toiles d’araignée. (b) Séries temporelles.

Figure 4.4 – Trajectoires de la fonction de Ricker 4.2 montrant un point fixe
attractif (x∗) lorsque R = 5.0.

Figure 4.5 – Diagramme de bifurcation de la fonction de Ricker (4.2) en fonction
de R dans l’intervalle [0, 10].
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(a) Diagramme en toiles d’araignée. (b) Séries temporelles.

Figure 4.6 – Trajectoires de la fonction de Ricker 4.2 montrant un 2-cycle at-
tractif lorsque R = 8.0.

4.2.3 Bifurcation de doublement de période et chemin vers le
chaos

Les comportements dynamiques du modèle (4.2) lorsque R > e2 sont étudiés
numériquement. Si R1 = e2 et R2 = 12.509119730, la fonction f n’admet pas de
cycles d’ordre 3 dans l’intervalle [R1 , R2]. En effet, l’équation f 3(x) = x n’admet

comme solutions que les points fixes x∗ = 0 et x∗∗ = ln(R)
σ

(voir. 4.7). Cependant,
l’équation f 2(x) = x possède un 2-cycle attractif (voir. 4.5), lorsque R ∈ [R1 , R2].

De manière similaire, pour des valeurs de R comprises entre R3 et R4 = 14.244200395,
le 2-cycle devient instable et donne lieu à un 4-cycle stable (voir. 4.8). Ainsi, nous
observons une cascade de bifurcations de doublement de période, conformément
au théorème de Sharkovskii , conduisant à un comportement chaotique pour les
valeurs sélectionnées des paramètres de bifurcation lorsque R >> R4 (voir. 4.9).
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Figure 4.7 – Graphes de f (en rouge), f 2 (en vert) et f 3 (en bleu), lorsque R = 8
et σ = 1.

Figure 4.8 – Graphes de f (en rouge), f 2 (en vert) , f 3 (en bleu) et f 4 (en cyan)
lorsque R = 13 et σ = 1.
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Chapitre 4 Le modèle épidémiologique SI-Ricker

Figure 4.9 – Diagramme de bifurcation du modèle de Ricker 4.2 en fonction de
R dans l’intervalle [0 , 20], présentant un comportement dynamique
chaotique.

4.3 Modèle épidémique SI avec recrutement de type
Ricker

Dans cette section, nous examinons un système discret à deux dimensions inspiré
du modèle de Ricker, qui a été largement utilisé dans la dynamique des populations
[34]. Le système est défini comme :Sn+1 = r Sα

n e−σIn − βSnIn,

In+1 = βSnIn,
(4.5)

Ce système intègre une croissance non linéaire, une transmission de la maladie et
des effets de régulation, ce qui le rend adapté à l’étude des dynamiques complexes
des maladies.
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4.3.1 Analyse du modèle
L’équation régissant l’évolution de la population susceptible est donnée par

Sn+1 = r Sα
n e−σIn − βSnIn

et comprend les termes suivants :
1. rSα

n : Terme de croissance, représentant le renouvellement naturel de la popu-
lation susceptible. L’exposant α introduit une non-linéarité, modélisant des
effets tels que la dépendance à la densité avec des rendements décroissants
(α < 1) ou des effets accélérateurs (α > 1).

2. e−σIn : Terme de régulation via la population infectée, représentant l’effet
inhibiteur de la population infectée sur la croissance des susceptibles. Cela
peut refléter des changements de comportement, des efforts d’immunisation
ou des contraintes environnementales, tels que la réduction des interactions
ou des interventions externes.

3. −βSnIn : Terme de perte, représentant les nouvelles infections causées par
les interactions entre les individus susceptibles et infectés.

La population infectée croît uniquement par le biais des nouvelles infections :

In+1 = βSnIn.

Ce terme suppose que le nombre de nouveaux individus infectés est proportionnel
à la fois aux populations susceptibles et infectées.

4.3.2 Calcul de nombre de reproduction de base R0

Considérons le modèle discret SI 4.5. Lorsque In → 0, on peut approximer
e−σIn ≈ 1. Les équations se réduisent alors à :

Sn+1 ≈ r Sα
n − β Sn In, (4.6)

In+1 ≈ β Sn In. (4.7)

La dynamique de la population infectée est gouvernée par la seconde équation :

In+1 ≈ β Sn In.

4.3.2.1 Condition Initiale Sans Infection (In = 0)

À l’état initial sans infection (In → 0), on évalue Sn à son point d’équilibre en
l’absence d’infection, noté S∗. Cet équilibre est obtenu en résolvant

Sn+1 = Sn ⇐⇒ S∗
n = S∗ ⇐⇒ S∗ = r (S∗)α ⇐⇒ S∗ = 0 ∨ S∗ =

(1
r

) 1
α−1

.

Cette équation peut être résolue pour S∗
n en fonction des paramètres r et α.
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4.3.2.2 Expression de R0

Le facteur multiplicatif de In dans la seconde équation est donné par :

R0 = β S∗ = β
(1

r

) 1
α−1

,

où S∗ est le point d’équilibre obtenu précédemment.

4.3.2.3 Interprétation de R0

— Si R0 > 1, l’infection se propagera dans la population.
— Si R0 < 1, l’infection disparaîtra.

Ainsi, R0 dépend de β et du point d’équilibre S∗, lequel est déterminé par les
paramètres r et α.

4.3.3 Comportements dynamiques
Si In = 0, la population infectée disparaît, et Sn croît selon rSα

n , atteignant
potentiellement un état stationnaire ou une croissance illimitée en fonction des
paramètres. Le système peut atteindre un équilibre où Sn et In se stabilisent. Cela
représente un état stationnaire où la maladie persiste dans la population.

Selon les valeurs des paramètres, le modèle peut présenter des oscillations pé-
riodiques ou chaotiques, reflétant des vagues récurrentes d’infection.

4.4 Points fixes et leurs stabilités
Le système (4.5) possède trois points fixes :
1. Point fixe trivial P1 = (0, 0),

2. Point fixe sans maladie P2 =
((

1
r

) 1
α−1 , 0

)
lorsque r > 0 et α 6= 1.

3. Point fixe endémique P3 =
 1

β
,

βW

(
σr
(

1
β

)α
e

σ
β

)
−σ

σβ

, lorsque (β, σ) 6= (0, 0),

où W (z) est la fonction de Lambert, est définie comme l’inverse de la fonc-
tion f(W ) = WeW , où W est une fonction implicite qui satisfait l’équation
z = W (z)eW (z). Cette fonction est particulièrement utile dans la résolu-
tion d’équations qui impliquent des produits de termes et des exponentielles,
comme c’est le cas dans divers domaines des mathématiques appliquées, y
compris les modèles épidémiologiques et les processus de croissance.

L’interprétation biologique pour les trois points fixes est la suivante :
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1. Le point fixe P1 représente une situation dans laquelle il n’y a ni individus
susceptibles ni individus infectieux. Ce point n’a aucun sens dans la réalité.

2. Le point fixe P2 reflète le cas où il y a des individus susceptibles, mais aucun
individu infectieux, ce qui correspond à un équilibre sans maladie.

3. Le point fixe P3 fait référence à la coexistence de nombres fixes non nuls d’in-
dividus susceptibles et infectieux, ce qui correspond à un équilibre endémique.

l’analyse de la stabilité consiste à linéariser le système autour d’un point d’équilibre
(S∗, I∗) en calculant la matrice Jacobienne J(S, I) du système (4.5) au point (S, I),
donnée par

J(S, I) =
[

r Sαα e−σI

S
− βI −r Sασ e−σI − βS

βI βS

]
.

Ses valeurs propres sont :

e1 = αr Sαe−σI + β S2 − βSI +
√

∆
2S

,

e2 = αr Sαe−σI + β S2 − βSI −
√

∆
2S

,

où

∆ = (Sα)2 (e−σI
)2

α2r2−4S1+αe−σIσβrSI+2Sαe−σIαβr S2−2Sαe−σIαβrSI−4S1+αe−σIαβrS+β2S4−2β2S3I+β2S2I2.

Les valeurs propres de la matrice jacobienne sont essentielles pour déterminer
la stabilité. Asymptotiquement, le point d’équilibre est stable si toutes les valeurs
propres de J(S∗, I∗) ont des valeurs absolues inférieures à 1. Il est instable si le
point d’équilibre contient au moins une valeur propre dont la valeur absolue est
supérieure à 1. La stabilité du système sera déterminée par les valeurs particulières
des paramètres (r, α, β, σ) et des valeurs d’équilibre (S∗, I∗). Habituellement, cette
analyse est réalisée numériquement, car il peut être difficile d’obtenir des solutions
analytiques pour des systèmes non linéaires.

Théorème 4.3. 1. Si le taux de reproduction de base R0 < 1, alors
a) P2 est un nœud stable (puits) si

0 < α < α∗ = min
{
1, ln r

ln β
+ 1

}
avec ln r

ln β
> −1,

b) P2 est un selle si
α > 1.

2. Si le taux de reproduction de base R0 > 1, alors
a) P2 est un nœud instable (source) si

α > α∗ = max
{
1, ln r

ln β
+ 1

}
avec ln r

ln β
> −1,
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b) P2 est un selle si
α < 1.

3. Si le taux de reproduction de base R0 = 1, alors
α = ln r

ln β
+ 1 et P2 est non hyperbolique.

Démonstration. Le résultat découle du calcul des valeurs propres de la matrice
J(P2) :e1 = rα

(
e− ln(r)

α−1

)α−1
= r α

(
eln r

− 1
α−1

)α−1
= α, (r 6= 0 et α 6= 1),

e2 = β e− ln(r)
α−1 = β r− 1

α−1 .
(4.8)

Pour caractériser pleinement la dynamique du système, il suffit d’analyser R0
et e1, étant donné que R0 et e2 sont mathématiquement équivalents. Cette équi-
valence simplifie l’étude en éliminant la nécessité d’une évaluation explicite de
e2.

1. Si le taux de reproduction de base R0 = β

e
ln(r)
α−1

< 1 =⇒ α < ln r
ln β

+ 1

a) P2 est un nœud stable (puits) si
|e1| < 1 et |e2| < 1. Comme R0 < 1 =⇒ |e2| < 1, il suffit de vérifier que
|e1| < 1 =⇒ α < 1, donc 0 < α < α∗ = min

{
1, ln r

ln β
+ 1

}
avec ln r

ln β
> −1.

b) P2 est un selle si
|e1| > 1 =⇒ α > 1.

2. Si le taux de reproduction de base R0 > 1, alors
a) P2 est un nœud instable (source) si
|e1| > 1 =⇒ α > 1

b) P2 est un selle si
|e1| < 1 =⇒ α < 1.

3. Si le taux de reproduction de base R0 = 1, alors
β
(

1
r

) 1
α−1 = 1 =⇒ α = ln r

ln β
+ 1 et P2 est non hyperbolique.

Le résultat suivant concerne la stabilité locale de l’équilibre sans maladie. Il est
facile d’obtenirP2 =

((
1
r

) 1
α−1 , 0

)
à partir du théorème 4.3.

Corollaire 4.1.

1. LorsqueR0 < 1, si 0 < α < α∗ alors l’équilibre sans maladie P2 =
((

1
r

) 1
α−1 , 0

)
est asymptotiquement stable localement et si α > 1 alors l’équilibre sans ma-
ladie P2 =

((
1
r

) 1
α−1 , 0

)
est instable.
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2. Lorsque R0 > 1, l’équilibre sans maladie P2 =
((

1
r

) 1
α−1 , 0

)
est toujours

instable.

Remarque 4.2. Le paramètre α dans nos simulations numériques représente la
non-linéarité de l’équation différentielle (4.5) dans son évolution. La stabilité et la
précision de la solution numérique sont largement influencées par la non-linéarité
dans son développement α, plutôt que par des variables biologiques ou épidémio-
logiques.

— L’étude théorique suggère que l’équilibre sans maladie P2 devrait être stable
lorsque R0 < 1, ce qui signifie que la maladie disparaîtra. Cependant, les
solutions numériques peuvent induire de l’instabilité si α dépasse un seuil
critique α∗.

— Choisir α plus petit que α∗ est crucial pour obtenir des résultats numériques
précis et stables. Pour R0 < 1, cela garantira que la solution numérique soit
cohérente avec l’attente théorique de stabilité.

Nous étudions maintenant la stabilité locale de l’équilibre endémique

P3 =
 1

β
,
βW

(
σr
(

1
β

)α
e

σ
β

)
− σ

σβ

 .

Les valeurs propres du modèle (4.5) en P3 sont données par :


e1 = 1

2

(
r (β−1)α

α e− W(Y (r,α,β,σ))β−σ
β + β−1 − W(Y (r,α,β,σ))β−σ

σβ
+
√

∆
)

β,

e2 = 1
2

(
r (β−1)α

α e− W(Y (r,α,β,σ))β−σ
β + β−1 − W(Y (r,α,β,σ))β−σ

σβ
−
√

∆
)

β.

(4.9)

Où

Y (r, α, β, σ) = σ r
(
β−1

)α
e

σ
β

et

87



Chapitre 4 Le modèle épidémiologique SI-Ricker

∆ =
((

β−1
)α)2 (

e− W(Y )β−σ
β

)2
α2r2

+ 2 (β−1)α
α r

β
e− W(Y )β−σ

β

− 2 (β−1)α
α r (W (Y ) β − σ)

σ β
e− W(Y )β−σ

β

− 4 (β−1)α+1
r (W (Y ) β − σ)

β
e− W(Y )β−σ

β

− 4 e− W(Y )β−σ
β

(
β−1

)α+1
α r

+ β−2 − 2 W (Y ) β − σ

β2σ
+ (W (Y ) β − σ)2

σ2β2 . (4.10)

Définition 4.1. La fonction Lambert, notée W (x), est définie comme la fonc-
tion inverse de f(W ) = WeW , voirure 4.10, ce qui signifie que pour tout nombre
complexe x, la fonction satisfait à l’équation suivante :

W (x)eW (x) = x. (4.11)

Pour les valeurs réelles de x, la fonction est multivaluée :
— Si x ≥ 0, W (x) a une solution réelle unique, notée W0(x).
— Si −1

e
≤ x < 0, deux branches réelles existent, notées W0(x) (la branche

principale) et W−1(x).
— Si x < −1

e
, W (x) n’a pas de solutions réelles mais possède des valeurs com-

plexes.
La branche principale, W0(x), est une fonction réelle qui satisfait à l’inégalité :

W0(x) ≥ −1, pour tout x ≥ −1
e

. (4.12)

La branche réelle secondaire, W−1(x), est définie pour −1
e
≤ x < 0 et satisfait à

l’inégalité :

W−1(x) ≤ −1. (4.13)

Cette fonction joue un rôle crucial dans divers domaines, y compris la combina-
toire, la physique quantique, et la résolution d’équations transcendantales. Pour
plus d’informations sur la fonction Lambert, veuillez consulter les sources [40, 41],
ainsi que leurs références respectives.
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Figure 4.10 – Les deux branches réelles de la fonction Lambert W , définies
comme l’inverse analytique réel de la fonction W (x) = xex : W0(x)
(branche principale) et W−1(x) (autre branche réelle).

Remarque 4.3. Dans notre cas, la quantité x = Y (r, α, β, σ) est strictement posi-
tive. Par conséquent, seule la branche principale W (Y ) de la fonction de Lambert,
définie sur le domaine positif, est nécessaire pour notre analyse.
Théorème 4.4. Soit R0 > 1 ; l’équilibre endémique P3 est un attracteur si l’une
des conditions suivantes est vérifiée :

1. ∆ ≥ 0 et les valeurs propres e1 et e2 satisfont −1 < e1,2 < 1.
2. ∆ < 0 et les valeurs propres complexes conjuguées e1 et e2 satisfont |e1,2| < 1.

Démonstration. Si |e1,2| < 1, alors P3 est un attracteur, et cela découle logiquement
de la démonstration.

4.5 Analyse de bifurcation
Dans ce qui suit, nous présentons les principaux types de bifurcations observés

dans notre modèle : la bifurcation Transcritique, la bifurcation Flip et la bifurcation
Neimark–Sacker.
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Chapitre 4 Le modèle épidémiologique SI-Ricker

4.5.1 Bifurcation Transcritique

Cette bifurcation illustre la transition fondamentale entre l’état sans maladie et
l’état endémique. Plus précisément, elle gouverne l’échange de stabilité entre P2
l’équilibre sans maladie et P3 l’équilibre endémique.

La figure 4.11 illustre ce seuil épidémiologique à travers la courbe Transcritique
(courbe cyan), qui constitue la frontière critique dans le plan des paramètres (β, α),
cette courbe sépare deux régimes dynamiques distincts , la zone bleue, où l’équilibre
sans maladie P2 est stable et la zone rouge, où l’équilibre endémique P3 devient
stable.

Lorsque cette courbe est franchie, l’équilibre sans maladie P2 perd sa stabilité,
tandis que l’équilibre endémique P3 acquiert la stabilité. Autrement dit, le passage
de la zone bleue à la zone rouge correspond à la transition qualitative d’un régime
sans maladie vers un régime endémique.

Figure 4.11 – Zones de stabilité des points fixes P2 et P3, séparées par la courbe
de bifurcation Transcritque et délimitées par les courbes de bifur-
cation Flip et Neimark-Sacker (N-S), lorsque r = 7.0, σ = 0.0030,
α ∈ [0.0, 0.9] et β ∈ [−0.2, 1.0]. En rouge, le point fixe P2 et en
bleu, le point fixe P3.
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4.5.2 Bifurcation de type Flip

La bifurcation de type "Flip" se produit lorsqu’un des paramètres de contrôle du
modèle, tels que le facteur de non-linéarité α ou le taux de transmission β, franchit
une valeur critique. Cet événement est caractérisé par le franchissement de la valeur
−1 par une valeur propre du cycle stable, ce qui entraîne la déstabilisation du cycle
original d’ordre k et l’émergence d’un cycle stable d’ordre doublé (2k).

Les bifurcations de doublement de période sont cruciales dans les modèles épidé-
miologiques. Elles introduisent des dynamiques chaotiques et inattendues dans le
développement de la maladie, pouvant provoquer des augmentations abruptes des
taux d’infection. Les figures 4.12 et 4.13 illustrent ce phénomène : le diagramme
de bifurcation montre des ramifications successives (doublement des branches), le
long de la progression du paramètre, se terminant par le chaos.

Le seuil d’apparition de ce phénomène est précisément délimité par la courbe
de bifurcation Flip dans le plan des paramètres (β, α). La figure 4.13 démontre
cette transition bidimensionnelle : après avoir franchi la courbe Flip (tracée en
magenta), le système entre dans le régime de doublement de période (avec des
régions k = 2, 4, etc., visualisées à l’aide d’un dégradé continu indiqué par l’échelle
de couleurs), menant finalement au régime chaotique.

En synthèse, l’analyse de la bifurcation Flip démontre que l’introduction d’une
non-linéarité dans le modèle épidémiologique génère une richesse dynamique im-
prévue. La persistance de la maladie se traduit alors par des cycles complexes
ou un chaos, plutôt que par la convergence vers un état endémique stationnaire
simple.

(a) S(n). (b) I(n).

Figure 4.12 – Diagramme de bifurcation de type Flip du modèle (4.2) pour (a)
S(n) et (b) I(n) avec r = 7, σ = 0.0030, et α ∈ [0.0000001, 0.038].
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Chapitre 4 Le modèle épidémiologique SI-Ricker

(a) S(n). (b) I(n).

Figure 4.13 – Diagramme de bifurcation de type Flip du modèle (4.2) pour (a)
S(n) et (b) I(n) avec r = 7, σ = 0.0030, et β ∈ [0.42, 0.56].

4.5.3 Bifurcation Neimark-Sacker
La bifurcation de Neimark-Sacker se produit lorsqu’il existe une paire de

valeurs propres e1 = ρeiθ et e2 = ρe−iθ d’un point fixe dans un système dynamique
discret, où ρ = 1, ce qui signifie que les valeurs propres ont une magnitude de 1.

En d’autres termes, si |e1| = |e2| = 1, alors la bifurcation Neimark-Sacker se
produit. Voir [42] pour une investigation complète des bifurcations.

Cela signifie que les deux valeurs propres complexes, situées sur le cercle unité
dans le plan complexe, entraînent des oscillations périodiques dans le système.

La bifurcation Neimark-Sacker est une bifurcation locale qui se produit dans
les systèmes dynamiques discrets lorsque la paire de valeurs propres complexes
conjuguées du système linéarisé près du point périodique S∗ traverse le cercle
unité dans le plan complexe. Les conditions nécessaires pour cette bifurcation sont
les suivantes.

1. Condition spectrale : À la valeur du paramètre critique β = βc, la matrice
jacobienne J(S∗; β∗) a une paire de valeurs propres complexes e(βc) et e(βc)
telles que |e(µc)| = 1, avec e(βc) 6= ±1 et aucune autre valeur propre dans le
cercle unité.

2. Condition de transversalité : Les valeurs propres traversent le cercle unité
avec une vitesse non nulle, c’est-à-dire d|e(β)|

dβ
6= 0 à β = βc.

3. Condition de non-résonance : ek(βc) 6= 1 pour k = 1, 2, 3, 4, assurant
l’absence de résonances de bas ordre.
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4.5 Analyse de bifurcation

Lorsque ces critères sont remplis, le point fixe perd sa stabilité, un événement
confirmé analytiquement par le croisement de la ligne |e1,2(β)| = 1 dans la fi-
gure 4.19. Le système génère alors une Courbe Fermée Invariante (CFI), topolo-
giquement semblable à un cercle, ce qui correspond à l’émergence de dynamiques
quasi-périodiques : ces oscillations sont visibles dans le temps (voir la figure 4.18)
et dans l’espace des phases par la boucle dense de la CFI (voir la figure 4.18).
Les diagrammes unidimensionnels (voir les figures 4.15 et 4.14) ainsi que la forme
d’entonnoir du diagramme 3D (voir la figure 4.16 ) illustrent l’expansion de ces
oscillations, dont la zone d’occurrence est délimitée par la Courbe Neimark-Sacker
(en vert) dans le plan paramétrique (voir la figure 4.16 ). Épidémiologiquement,
cette bifurcation marque le passage d’un état endémique stationnaire à des vagues
d’infection soutenues et récurrentes.

Ce phénomène est clairement illustré par les diagrammes de bifurcation et si-
mulations numériques suivants :

— Les figures 4.15 et 4.14 sont des diagrammes de bifurcation unidimensionnels
qui présentent le passage de la stabilité d’un point fixe à des oscillations
quasi-périodiques à la suite d’une bifurcation Neimark-Sacker.

(a) S(n). (b) I(n).

Figure 4.14 – Diagramme de bifurcation Neimark-Sacker du modèle (4.2) pour
(a) S(n) et (b) I(n) avec r = 5, σ = 0.40, et β ∈ [0.254, 0.28].
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(a) S(n). (b) I(n).

Figure 4.15 – Diagramme de bifurcation Neimark-Sacker du modèle (4.2) pour
(a) S(n) et (b) I(n) avec r = 5, σ = 0.40, et α ∈ [0.25, 1.0].

— La figure 4.16 illustre de manière synthétique et tridimensionnelle la transi-
tion de stabilité induite par la bifurcation Neimark-Sacker dans l’espace des
variables d’état (Sn, In) en fonction du paramètre de bifurcation (α ou β). La
figure adopte la forme d’un entonnoir, ce qui est très pertinent pour visualiser
la dynamique : le goulot correspond au point fixe stable avant la bifurcation,
tandis que l’évasement se développe lorsque le paramètre franchit sa valeur
critique. Cet évasement met en évidence l’émergence d’une Courbe Fermée
Invariante (CFI) dont le diamètre (l’amplitude des oscillations) augmente
progressivement à mesure que le paramètre s’éloigne du seuil de bifurcation,
traduisant ainsi la naissance et l’expansion des dynamiques quasi-périodiques
dans le modèle épidémiologique.

(a) S(n). (b) I(n).

Figure 4.16 – Diagramme de bifurcation Neimark-Sacker 3D du modèle (4.2)
pour (a) α, S(n), I(n) et (b) β, S(n), I(n) avec r = 5, σ = 0.40,
α ∈ [0.25, 1.0] et β ∈ [0.254, 0.28].

94



4.5 Analyse de bifurcation

— La figure 4.17 est une preuve analytique essentielle qui confirme la condition
d’occurrence de la bifurcation Neimark-Sacker pour le point fixe P3. Elle
représente l’évolution du module des valeurs propres |e1,2(β)| de la matrice
jacobienne en fonction du paramètre de bifurcation β. Le point crucial est le
point vert sur le graphique (identifié comme βc), qui marque l’intersection de
la courbe du module avec la valeur critique |e1,2(β)| = 1. Cette intersection
confirme que les valeurs propres complexes traversent le cercle unité avec une
pente non nulle, satisfaisant ainsi la condition de transversalité nécessaire à la
bifurcation Neimark-Sacker. Ce croisement indique que la stabilité du point
fixe est perdue au-delà de βc, cédant la place à l’émergence d’une Courbe
Fermée Invariante (CFI) et aux dynamiques quasi-périodiques observées dans
le modèle.

Figure 4.17 – Tracé des fonctions β 7−→ |e1(β)| , |e2(β)| pour le point fixe P3.
Lorsque r = 7, σ = 0.0030 et α = 0.324. Le point vert représente
la condition de transversalité : les valeurs propres croisent le cercle
unité avec une vitesse non nulle.
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Chapitre 4 Le modèle épidémiologique SI-Ricker

— La figure 4.18 est un tracé de la dynamique temporelle qui illustre directe-
ment la conséquence de la bifurcation Neimark-Sacker. Elle montre que les
variables d’état Sn (en bleu) et In (en rouge), au lieu de converger vers un
point fixe, se stabilisent sur des oscillations soutenues au fil des itérations
(t). Cette dynamique est qualifiée de quasi-périodique et prouve l’émergence
d’une Courbe Fermée Invariante (CFI) dans l’espace des phases. Épidémiolo-
giquement, la figure montre que sous ces conditions de paramètres, la maladie
ne parvient plus à atteindre un état endémique constant, mais évolue vers
des vagues d’infections récurrentes.

Figure 4.18 – Dynamique temporelle des variables Sn (en bleu) et In (en rouge)
après une bifurcation Neimark-Sacker. Des oscillations émergent
autour du point fixe, illustrant la création d’une courbe invariante
dans l’espace des phases (trajectoire dans R2). Paramètres : σ =
0.0030, α = 0.30, β = 0.3255, et r = 7.

— La figure 4.19 est un tracé essentiel qui illustre la dynamique du système
dans l’espace des phases (Sn, In) après la bifurcation Neimark-Sacker. Elle
représente l’état asymptotique des variables Sn et In (les points bleus) une
fois que les transitoires ont disparu. Au lieu de converger vers un point fixe,
les itérations dessinent une boucle dense appelée Courbe Fermée Invariante
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(CFI), qui est la signature de cette bifurcation dans les systèmes discrets.
Le caractère dense de la CFI indique que la dynamique est quasi-périodique.
Épidémiologiquement, cette figure montre que la maladie, loin de se stabili-
ser à un niveau endémique constant, maintient des oscillations épidémiques
soutenues où l’état de l’épidémie est plus complexe à prévoir que de simples
cycles périodiques.

Figure 4.19 – Courbe fermée invariante générée par une bifurcation Neimark-
Sacker dans un système discret (4.5). La trajectoire (points bleus)
s’enroule autour d’un tore invariant, une caractéristique des dy-
namiques quasi-périodiques. Paramètres : σ = 0.0030, α = 0.30,
β = 0.3255, et r = 7.

La figure 4.20 présente une vue d’ensemble des zones de stabilité du modèle
(4.5) dans le plan paramétrique (β, α) lorsque r = 7 et σ = 0.0030. Chaque point
de la grille correspond à la dynamique asymptotique obtenue pour la paire (β, α),
permettant ainsi de cartographier les différents régimes dynamiques du système.
La colormap indique les régimes stables observés : points fixes, cycles de différentes
périodes, ou comportements plus complexes. Sur cette carte sont superposées les
principales courbes de bifurcation obtenues. Ces courbes séparent les régions du
plan paramétrique où le comportement du système change qualitativement. La
courbe cyan correspondent à la bifurcation Transcritique. Les courbes magenta
représentent les bifurcations flip, qui marquent le début d’une cascade de dou-
blements de période. À mesure que l’on traverse ces courbes, le système passe
d’une solution périodique de période 1 à 2, puis à 4, 8, etc., ce qui est typique des
dynamiques menant au chaos.
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Chapitre 4 Le modèle épidémiologique SI-Ricker

La courbe verte correspond à la bifurcation Neimark–Sacker.
Ainsi, la figure 4.20 constitue une représentation synthétique de l’architecture

dynamique du modèle. Elle révèle notamment l’interaction entre les différents
types de bifurcations (Transcritique, Flip, Neimark–Sacker) et l’organisation des
zones stables dans le plan (β, α). Ce balayage paramétrique montre clairement
comment les paramètres influencent la stabilité du point fixe et l’émergence de
dynamiques plus complexes, incluant cycles de haute période et comportements
quasi-périodiques.

Figure 4.20 – Zones de stabilité du modèle (4.5) dans le plan des paramètres
(β, α) lorsque r = 7.0, σ = 0.0030, α ∈ [0.0, 0.9] et β ∈ [−0.2, 1.0].
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4.6 Estimation des paramètres et résultats
d’ajustement

Cette section a pour objectif de valider la pertinence appliquée du modèle SI-
Ricker. Nous procédons à la calibration du modèle en ajustant ses paramètres
optimaux (r, α, σ, β) aux données épidémiologiques observées en Algérie. Le but
est de confirmer que la structure du modèle SI-Ricker est bien adaptée au contexte
local.

4.6.1 Estimation des paramètres
L’estimation des paramètres du modèle SI-Ricker constitue une étape mathéma-

tique critique justifiée par l’incapacité des modèles épidémiologiques classiques à
représenter la dynamique observée en Algérie. En particulier, l’application du mo-
dèle SIRS aux données épidémiologiques nationales, telle que rapportée par Belili
et al. [43], a conduit à des valeurs des paramètres non réalistes (taux d’infection
de 4.79, taux de guérison de 4.36 et taux de perte d’immunité de 6.28), signalant
que sa structure n’est pas adaptée au contexte local.

L’objectif est donc de confirmer la pertinence structurelle du modèle SI-Ricker
en ajustant ses paramètres aux données épidémiologiques observées en Algérie.
Nous cherchons les valeurs optimales des paramètres(r, α, σ, β) qui minimisent la
fonction de coût, définie par la minimisation de l’erreur quadratique moyenne
(MSE) :

N∑
i=1

[(
Sdonnées

i − Smodèle
i

)2
+
(
Idonnées

i − Imodèle
i

)2
]

, (4.14)

où Si et Ii représentent les populations susceptibles et infectées au temps i, et
N est le nombre total de points de données. Cette minimisation a été effectuée à
l’aide de méthodes d’optimisation non-linéaire.

Les résultats de cette estimation ont permis d’obtenir les valeurs pour les para-
mètres du modèle dans le Tableau 4.1 :

Paramètre Algérie Description
r 0.998854 Facteur de croissance des Susceptibles
α 0.373299 Paramètre de non-linéarité
σ 0.014673 Paramètre de régulation
β 1.030162 Taux de Transmission

Table 4.1 – Valeurs des paramètres estimées par optimisation du modèle SI-
Ricker.
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4.6.2 Interprétation des paramètres calibrés du modèle
SI-Ricker

— Facteur de croissance des susceptibles (r) : Avec une valeur de 0.998854
, qui est proche de l’unité, le modèle indique un taux de croissance de la
population susceptible relativement stable (ou quasi nul) en l’absence de
l’effet d’inhibition.

— Paramètre de transmission (β ) : Le taux de transmission 1.030162
représente le taux d’infection ajusté aux données réelles observées en Algérie.

— Paramètre de non-linéarité (α) : La valeur 0.373299 confirme l’existence
d’un effet non-linéaire significatif sur le recrutement des susceptibles, un
élément essentiel pour capturer la dynamique complexe.

— Paramètre d’effet Inhibiteur (σ) : La valeur 0.014673 quantifie l’impact
inhibiteur des individus infectés sur la croissance (ou le recrutement) des
susceptibles.

Les figures (4.21) montrent les données des infectés et des susceptibles, ainsi que
les comparaisons entre les données observées et les prédictions du modèle pour
l’Algérie.

(a) Les susceptibles (b) Les infectés

Figure 4.21 – Comparaison des valeurs des données et des prédictions du modèle
SI-Ricker pour les susceptibles et les infectés en Algérie.

Le modèle SI-Ricker a démontré une capacité d’ajustement significative aux
données épidémiologiques algériennes. Contrairement au modèle SIRS simple, sa
courbe prédite parvient à capturer la tendance générale observée dans l’évolution
des cas actifs (infectés) et des populations susceptibles. Cette performance est attri-
buée à l’incorporation de la fonction de Ricker, qui enrichit le cadre mathématique
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pour modéliser des dynamiques de populations complexes. Par conséquent, ce jeu
de paramètres devient la base fondamentale pour toute analyse prédictive future
ou pour l’évaluation rétrospective de l’efficacité des politiques de santé publique.

4.7 Conclusion
Le modèle épidémiologique discret SI-Ricker que nous avons développé constitue

un cadre analytique rigoureux pour analyser les interactions entre les populations
susceptibles et infectées. En intégrant une croissance non linéaire et des mécanismes
de régulation, il permet d’explorer des dynamiques complexes qui dépassent les mo-
dèles traditionnels. L’analyse de stabilité et la théorie des bifurcations ont révélé
une richesse structurelle : la transition vers l’endémie est gouvernée par une bifur-
cation transcritique, et des phénomènes comme la bifurcation Neimark-Sacker et
les courbes invariantes quasi-périodiques offrent une interprétation pertinente des
vagues épidémiques récurrentes. L’expression analytique du point fixe endémique
impliquant la fonction de Lambert confirme la complexité non-linéaire du système
et fournit une base analytique rigoureuse. Cette étude dynamique approfondie éta-
blit la supériorité théorique du modèle. En effet, là où les modèles classiques de
type SIRS s’avèrent inadaptés pour capturer les dynamiques épidémiques réelles
en Algérie, notre modèle SI-Ricker offre la structure nécessaire à une modélisation
fidèle et pertinente de ce contexte. L’ensemble de ces travaux ouvre ainsi la voie
à une meilleure anticipation des comportements complexes des épidémies dans le
contexte algérien.
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Conclusion et perspectives
Cette thèse a atteint son objectif principal en développant et en analysant des

modèles épidémiologiques en temps discret qui offrent une description plus fidèle
et nuancée de la dynamique du COVID-19. En s’éloignant des systèmes en temps
continu, nous avons adopté le cadre naturel de l’exploitation des données collec-
tées quotidiennement, ce qui confère à nos résultats une pertinence opérationnelle
cruciale.

Ce travail réside dans la démonstration de la richesse dynamique et de la sensi-
bilité paramétrique inhérentes aux systèmes discrets. L’étude détaillée des modèles
SIR et SIRS a révélé l’émergence de bifurcations complexes dont l’interprétation
épidémiologique est fondamentale :

Bifurcation Transcritique : Ce phénomène marque un point de basculement où
l’équilibre sans maladie (l’état sain) échange sa stabilité avec l’équilibre endémique
(l’état où la maladie persiste). Épidémiologiquement, cela correspond au seuil cri-
tique défini par le nombre de reproduction de base R0. Lorsque traverse l’unité,
le système passe de l’extinction garantie de l’épidémie à sa persistance. Cette bi-
furcation est l’indicateur le plus direct de l’efficacité des mesures de contrôle pour
éradiquer ou laisser s’installer la maladie.

Bifurcation Flip (ou de doublement de période) : Elle se produit lorsque l’équi-
libre endémique devient instable, basculant vers des cycles d’ordre supérieur et
potentiellement le chaos. Cette dynamique se traduit par l’apparition de vagues
d’infection irrégulières et imprévisibles, où la prévalence alterne entre des pics et
des creux. Ces fluctuations sont caractéristiques des vagues récurrentes ou des
épidémies saisonnières, signalant que le système est en déséquilibre stable.

Bifurcation Neimark-Sacker : Elle marque la transition vers des oscillations
quasi-périodiques et soutenues. Ces cycles invariants peuvent être interprétés comme
le reflet d’une persistance complexe et fluctuante de la maladie, potentiellement
engendrée par des facteurs endogènes tels que la diminution de l’immunité (perte
d’immunité), les variations saisonnières ou l’émergence de nouveaux variants (mu-
tation des virus) qui modifient le taux de transmission de manière cyclique.

En enrichissant l’analyse, l’intégration du contrôle optimal avec contraintes dans
le modèle SIRS a fourni un cadre théorique solide pour l’élaboration de stratégies
d’intervention visant à minimiser l’impact de l’infection tout en respectant les
capacités logistiques et économiques réelles.

L’apport le plus significatif réside dans le développement du modèle SI-Ricker
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discret. En combinant la cinétique épidémique aux principes de la dynamique des
populations (via la fonction de Ricker), nous avons créé un outil qui modélise plus
fidèlement les régulations démographiques complexes qui influencent la propaga-
tion. Ce modèle s’est avéré particulièrement adapté au contexte épidémiologique
algérien.

Enfin, sur le plan de la résolution analytique, la structure fortement non-linéaire
de ces modèles, et notamment du SI-Ricker, rend la détermination analytique des
points d’équilibre particulièrement complexe. Le recours à la fonction de Lambert
W est ainsi indispensable pour obtenir des solutions exactes pour les équilibres
non triviaux, illustrant la rigueur et la sophistication requises pour une analyse
complète de ces systèmes épidémiologiques discrets.

En conclusion, cette thèse fournit des outils d’analyse précis dont les résultats dy-
namiques (les bifurcations) portent des interprétations épidémiologiques cruciales
pour la prévision et la prise de décision en santé publique. Le modèle SI-Ricker,
rigoureux et empiriquement pertinent, ouvre la voie à des recherches futures dans
le domaine des systèmes hybrides et de l’optimisation dynamique des ressources.
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