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Résumé

L’objectif principal de ce travail est d’étudier la stabilité de la solution d’un systéme d’
équations différentielles fractionnaires linéaires et non linéaires. Les dérivées considérées sont
au sens de Caputo, et d’ordre compris entre 0 et 2.

Mots clés

Dérivée fractionnaire de Caputo, équation différentielle fractionnaire, équation integrale

de type Volterra, transformée de Laplace.
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Introduction

HISTORIQUE

En mathématiques, ’analyse fractionnaire est une branche de ’analyse, qui étudie la
possibilité qu'un opérateur différentiel puisse étre élevé a un ordre non entier. Le sujet du
calcul fractionnaire a gagné une popularité considérable et importante au cours des trois der-
niéres décennies, principalement par ses applications démontrées dans de nombreux domaines
de la science et de 'ingénierie. Il fournit en effet plusieurs outils potentiellement utiles pour
la résolution des équations différentielles et intégrales, et divers autres problémes impliquant
des fonctions spéciales de la physique mathématique, ainsi que leurs extensions et généralisa-
tions & une et plusieurs variables. Le concept de calcul fractionnaire découle historiquement
d’une question soulevée dans I'année 1695 par Marquis de L’Hopital (1661-1704) a Gottfried

Wilhelm Leibniz (1646-1716). Lorsque Leibniz a répondu par une lettre a L’Hopital, il a

désigné la n®™¢ dérivée d’une fonction f par le symbole % ( apparemment avec ’hypothése
implicite que n € N), 'Hopital a répondu alors, "Que signifie cczl"{ sin = % 7"

Dans sa réponse, datée du 30 Septembre 1695, Leibniz écrit & L’Hopital comme suit :
"... C’est un paradoxe apparent, a partir duquel un jour, des conséquences utiles seront
tirées...". Plusieurs auteurs considérent cette lettre datée en 30 septembre 1695, comme heure
de naissance du calcul fractionnaire. Donc le calcul fractionnaire est un sujet mathématique

datant de plus de 300 ans.

La mention des dérivées fractionnaires a été faite dans un certain contexte, (par exemple)
Euler en 1730, Lagrange en 1772, Laplace en 1812, Lacroix en 1819, Fourier en 1822, Liouville
en 1832, Riemann en 1847, Greer en 1859, Holmgren en 1865, Grinwald en 1867, Letnikov en
1868, Sonin en 1869, Laurent en 1884, Nekrassov en 1888, Krug en 1890, et Weyl en 1917.

En fait, dans son manuel de 700 pages, intitulé "Traité du Calcul Différentiel et du Calcul
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Intégral" (deuxieéme édition ; Courcier, Paris, 1819), S.F. Lacroix a consacré deux pages (pp.

409-410) au calcul fractionnaire, montrant finalement que

(1)

Le premier ouvrage, consacré exclusivement a I’'objet de calcul fractionnaire, est le livre
d’Oldham et Spanier publié en 1974.. En effet, de nombreux autres ouvrages (des livres,
des volumes édités, et des comptes rendus de conférences) sont également apparus. Ceux-ci
incluent (par exemple) la remarquable monographie encyclopédique et compléte de Samko,
Kilbas et Marichev , qui a été publiée en russe en 1987 et en anglais en 1993, et le livre
consacré essentiellement aux équations différentielles fractionnaires par Miller et Ross, qui a
été publié en 1993. Aujourd’hui, il existe au moins deux journaux internationaux qui sont
consacrés presque entierement a I’objet du calcul fractionnaire :

(i) Journal of Fractional Calculus
(ii) Fractional Calculus and Applied Analysis.

Récemment, la théorie de stabilité des équations différentielles fractionnaires (EDF) est
d’un intérét principal dans le systéme physique. En plus quelques résultats de stabilité sont
apparus [2 — 9]. Ces résultats de stabilité concernant essentiellement les systémes différentiels
fractionnaires linéaires avec un ordre proportionnel[3].

Par exemple : une condition nécessaire et suffisante sur la stabilité asymptotique du
systéme différentiel fractionnaire linéaire d’ordre 0 < a@ < 1.a été donner en [4].

En suite quelques littératures sur la stabilité du systéme d’équation différentielle frac-
tionnaire linéaire d’ordre 0 < « < 1 sont apparus [5,6]. Cependant ce n’est pas tout les

systémes d’équations différentielles fractionnaires a un ordre dans (0,1), il existe des mo-
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deles fractionnaires qui ont des ordres fractionnaires situés dans (1,2), par exemple :supper
— diffusion][7]

Donc la stabilité des systémes d’équations différentielles fractionnaires linéaires d’ordre
1 <a <2 aété également considerée par l'utilisation des méthodes de la conversion et le

transfere de la fonction|8, 9].

Introduction

Comparons les deux systémes suivants pour, 0 < A < 1;0 < a < 1let x(0) =z .

Dx(t) = M1 = 2(t) = t* + 1z (*)
c o _ AT(\)tA a1
Dga(t) = M = () = XS 4w ()

Ou °Dg, la dérivée de Caputo définés par (1.21)

On remarque en effet, que le systéme d’ordre entier (*) est instable quel que soit A € ]0, 1].
Le systéme d’ordre non entier ou fractionnaire (**) est stable quel que soit A € 0,1 — «f. Ceci
montre en général que les systémes fractionnaires possédent des caractéristiques différentes
de celles des systemes d’ordre entier

Le but de ce mémoire est d’étudier la stabilité de la solution d’un systéme d’équation
différentielle fractionnaire avec la dérivée de Caputo d’ordre « appartenant a lintervalle
(0,2), il se compose de trois chapitres, le premier chapitre contient des notions fondamen-
tales, qui nous serons utiles par la suite, le deuxiéme chapitre traite les systémes d’équations
différentielles fractionnaires linéaires ; le troisiéme chapitre concerne les systémes d’équations

différentielles fractionnaires non linéaires.



CHAPITRE 1

Notions Fondamentales

Le but de ce chapitre est de présenter, d’'une maniére synthétique et unifiée, les éléments
sur la théorie du calcul fractionnaire et des systémes & dérivée d’ordre non entier sur lesquels

s’appuient nos travaux décrits dans les chapitres 2 et 3 .

1.1 Fonctions nécessaires au calcul fractionnaire

Dans cette partie, on présente les fonctions : Gamma d’Euler, Béta et Mittag-LefHler
qui seront utilisées dans d’autres chapitres. Ces fonctions jouent un role trés important dans

la théorie du calcul fractionnaire.

1.1.1 Fonction Gamma

En mathématiques, 'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction
eulérienne Gamma (ou fonction Gamma). C’est une fonction complexe qui prolonge la

fonction factorielle & ’ensemble des nombres complexes.
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Définition 1.1.1 Pour tout nombre complexe z tel que Re(z) > 0, la fonction Gamma

d’Euler T'(z) est définie par Uintégral suivant ( dit intégral d’Euler ) :

[(z) = /000 t*te tdt (Re(z) > 0) (1.1)

ol 71 — 6(z71)log(t)'

Quelques propriétés importantes de la fonction Gamma

1) Une proprieté importante de la fonction I'(z) d’aprés ( 1.1) est la relation suivante :

[(z+41) = 2I'(2). (1.2)

qu’'on peut demontrer par une integration par parties

[(z+1) = / t*e~dt
0
= —tze_t|;°+/ 25 e tdt
0

= z2I'(2)
2) La fonction Gamma généralise le factoriel car :
I'(n+1)=n! (n € Np) (1.3)

3) On définit le prolongement de I'(z) pour z nombre réel négatif comme suit :
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Supposons z € |—1;0[ alors z4+1 >0 est bien défini par la formule ( 1.2), mais

non pas par ( 1.1) .

Alors il convient de définir I'(z) par la relation suivante :

r 1
I'(z) = T+ (1.4)
z
En suivant la méme procédure pour tout nombreréel z €| —(n+1); —n [ (n € Ny)
on aura :
I'(z+n+1)
[(z) = 1> 1>0 1.5
(2) 2(z+1)...(z +n) 1>z+n+ ] (15)

Pour z = 0 : I'(2) est infinie, il en sera de méme pour toutes les valeurs entieres
négatives de z c’est a dire I'(—1) ; I'(—=2);........ ;I'(—n) sont infinies
On a : I'1)=1 ; I'(0") =40

I'(z) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 1 > z > 0

1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.1.2 La fonction béta est définie par l'intégrale d’Euler :

B(z;w) :== /t’z_l(l — ) dt (Re(z) > 0,Re(w) > 0) (1.6)

0

Cette fonction est reliée a la fonction gamma par la relation :

B(ziw) = % (e ¢ Zg) (1.7)

6
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1.1.3 Fonction Mittag-Leffler

La fonction exponentielle, e*, joue un role trés important dans la théorie des équations
différentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle & un seul paramétre
a été introduite par G.M. Mittag-LefHler

- Fonction Mittag-Leffler & un seul parametre

Définition 1.1.3 la fonction Mittag-leffler o un seul parametre, est définie
par :
—+00 Zk
E.(z) = e R >0, C 1.8
=S Ty R >0 ze (18)

2- Fonction Mittag-leffler & deux parametres
La fonction de Mittag-Leffler & deux parameétres joue également un role trés important
dans la théorie du calcul fractionnaire. Cette fonction & deux parameétres a été introduite par

ARGAWAL et elle est définie par un développement en série

Définition 1.1.4 la fonction Mittag-leffler & deux parametres, est définie par :

E.p(z) = Z Fz— Re(a) >0 et f,z€C (1.9)

Remarque 1.1.5

* E,1(2) = Eu(2)

+oo +00
* _ 2k _ 2k 2
Eia(2) = E : T(k1) E :? =€

k=0 k=0

*  Par analogie avec (1.9) pour A € C™ on introduit une matrice dans la
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fonction de Mettag-Leffler est définie par :

o0 Ak

Quelques relations avec les fonctions classiques

D’aprés (1.9) on obtient les relations suivantes :

Ei,(2) = sinh(2) E1 4(2) = cosh(z) Eiy(2) = -1

N

1.2 Intégrales et dérivées fractionnaires de Riemann-

Liouville

Dans cette section on donne les définitions des intégrales est des dérivées fractionnaires
de Riemann-Liouville sur un intervalle borné dans R.

On peut commencer par examiner une formule (unique) qui donne des primitives succes-
sives d’une fonction continue par exemple

Soit ¥ : [a;b) — R, (b < 400) une fonction continue ; une primitive de y qui s’annule

en a est donnée par

(I1y)(x) = / y(t)dt

Pour une primitive seconde on aura
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x S

(12y) () = / / y(t)dt | ds

a a

Le théoreme de Fubini nous raméne cette intégrale double a une intégrale simple

T

() = [~ oy

a

Puis un itération donne
xr

) = [T

a

1.2.1 Définitions des intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville

Définition 1.2.1 Soit Q = (a,b] (—0o < a < b < 00) un intervalle fini sur l'axe réel R. Les
intégrales fractionnaires gauche et droite de Riemann-Liouville I}y et I' y d’ordre o € C

(Re(a) > 0) sont définie respectivement par :

(I2.9)(x) = (1a) | (Iy_(tz;lf_a (>0, Re(a)>0) (L.11)
(2 ) () = P(la) / (ty_(glf_a (x <b, Re(a)>0) (1.12)

['(«) est la fonction Gamma définie par (1.1),

On remarque que la formule( 1.11) est (du moins formellement) une généralisation de la

n-iéme primitive avec un ordre " de primitivation " a non entier

Voyons un exemple

Exemple 1.2.2 considérons la fonction y(z) = (v —a)® .Alors

I ((x—a)?) = ﬁ [F(x—t)*71(t —a)Pdt

9
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Pour évaluer cette intégration on pose le changement :

t=a+ (x—a)r (1.13)

a z—a)Pte rl a—
12, (x —a)? = B [0(1 =)ot fdr

r (03 9 N
= %(I —a)’t d’apres (1.7 )et(1.6)

On voit bien que c’est une généralisation du cas a =1, oti on a :

r 1
1L (x —a)’ = {53 (e — a)**!

(z—a)Pt1
B+1

d’aprés (1.2)
Si a = n € N, les définitions (1.11) et (1.12) coincident avec la éniéme intégrale de la

forme :

(12 y)(z) = / "ty / Yty / T )t (1.14)
= (n_l)!/a (x — )"y (t)dt (n € N)

et

(Lry)(z) = /bdh tbdt2-~~ b y(tn)dty (1.15)

b
= —)'/x (t — )" Yy (t)dt (n € N)

10
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1.2.2 Définitions des derivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Définition 1.2.3 les dérivées fractionnaires ; gauche et droite de Riemann-Liouvile Dg y et

Dy y d’ordre o € C (Re(aw) > 0) sont définies respectivement par :

(D2o)e) = oy () (1.16)
= —1 i” x—y(t)dt T >a ;n=|Rela
- e @) [ ales @>a = Re)]+)
et
(Do)a) = = (o () (@) (117)

R . bM x :n = [Re(a
B F(n—a)( dm> /gg (t — z)a—ntl (r <b;n=[Re(a)] +1)

[Re()] est la partie entiere de Re(«)

En particulier si « =n € Ny , alors

(Do, y)(@) = (Dy_y)(@) =y(x) ; (DFy)(z)=y"(z) (1.18)

et (Diiy)) = (-1)y"™(x) (n € N)

y™(x) est la dérivée usuelle de y(x) d’ordre n .

Si 0 < Re(a) < 1; alors

(Dg,y)(x) = —_/x w1 (x>a ;0<Re(a)<1) (1.19)

11
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(D2 y)(x) = —ﬁ%/m (i(f)f; (2<b ;0<Re(a) <1) (1.20)

1.3 Dérivées fractionnaires de Caputo

Dans cette section on présente les définitions et quelques proprietées des dérivées de
Caputo.

Soit [a,b] un intervalle borné dans R; D2, [y(t)] (z) = (D2,y) (z) et Dy [y(t)] (z) =
(Dg y)(x) les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville d’ordre o« € C (Re(a) > 0)
définies respectivemment par (1.16) et (1.17). Les dérivées fractionnaires (°D2,y) (z) et
(°Dy_y)(z) d’ordre a € C (Re(a) > 0) sur Uintervalle [a,b] sont définies respectivemment

comme suit

nl M) (a
(D.y) () = (Dz; o) -3 e - )D (x), (1.21)
k=0 '
Et :
n—1 (k) a
(Diy) (2) = (Dz_ [yu) LI t>k]> (v), (1.22)
avec n = [Re(a)]+ 1 pour a ¢ Ny, n=a pour o€ Ny (1.23)

Les dérivées (“D2,y) (z) et (°Dyy)(x) sont appellées les dérivées fractionnaires gauche
et droite de Caputo d’ordre «.. En particulier , si 0 < Re(a) <1 les relations (1.22) et (1.23)

12
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seront sous les formes suivantes :

(“Dgyy) () = (D34 [y(t) — y(a)]) (x) (1.24)

et

(“Di_y) (z) = (D5 [y(t) — y(0)]) () (1.25)

Si y(z) est une fonction pour laquelle les dérivées fractionnaires de Caputo ( D¢ +y) (x)
, (CD?_y) (x) et les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville (Da +y) () et (Dg“_y) (x)

d’ordre o € C ( Re(a) > 0 ) existent, alors on a les relations suivantes

(D) ) = (L)) = Xl =By =" = (Rl +1) (120
et
(D5y) (@) = (DFy)( Z =2 = Re(@)] +1) (2D
En particulier , si 0 < Re(a) <1, alors on a :
(D2) (1) = (D)@ — 1o =) (1.28)
et
(D5 1) (@) = (D)) = 2 o= ) (1.29)

Si «a ¢ Ny ,alors les dérivées fractionnaires de Caputo (1.21) et(1.22) coincident avec les

dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville ( 1.16) et (1.17) dans les cas suivants :

13
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(“Dg,y) (z) = (D y)(x) st yla)=y(a)= y (a)=..=y"V(a) =0 (n=[Re(a)] +1)
(1.30)

et

(“Dyy) (z) = (Dy_y)(x) si yb)=y'(b)= y (b)) =...=y" () =0 (n=[Re(e)] +1)
(1.31)

En particulier , si 0 < Re(a) <1,o0ona:

(‘Diyy) (2) = (Dy.y)(x) si yla) =0 (1.32)

et

(“Diy) (=) = (Di_y)(x) siy(b) =0 (1.33)

Sia=n€ Ny etladérivée usuelle y™ (x) d’ordre n existe , alors les dérivées fractionnaires

de Caputo (°Dg,y) (z) et (°Dj_y) (x) coincident avec y™ (z)

(‘Dary) (2) =y (2) (n € No) (1.34)

et
(“DiLy) (2) = (=1)"y"™ () (n € No) (1.35)
Théoréme 1.3.1 soit & € C ( Re(a) > 0), et soit n = [a] + 1. Si y(x) € AC™ [a,b], alors
les dérivées fractionnaires de Caputo existent presque par tout en |a,b] .

*sia ¢ Ny, (“D2,y) (z) et (“Dg"_y) (z) sont représentées par

14
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1 [ oy
(D) () = e / e = ) ) (130
et
b (
(D59) () = 5 / S s e ()
avec D = 4L et n = [Re(a)] + 1; et
f(x) € ACab] ¢ fla) = e+ [ plt)it [ p(t) € L(ab) ],

AC™[a,b] = {f : [a,b] — C et (D" 'f)(z) € AC[a,b] D=L},

AC" [a,b] = AC [a,b] .

En particulier, si 0 < Re(a) <1 et y(z) € AC [a,b],

(D2) () = i o [ (e = (15D (1.38)

a

et
b

(D29) (@) = 7= / = (~1)(1="Dy) () (139

Si o € Ny,alors (“D2,y) (z) et (“Di_y) () sont représentées par(1.34) et(1.35),

en particulier (°DY,y) (z) = (°Dj_y) (=) = y(z)

1.4 Transformation de Laplace

La transformation de Laplace appartient a la famille trés vaste des transformations inté-

grales, qui établissent une relation entre une fonction f et sa transformée F' sous la forme
F(w) = /k(w,t) f(t) dt (1.40)

15
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Une transformation particuliére nécessite donc la définition du noyau k(w,t) et de l'in-
tervalle d’intégration 1

Les transformations les plus utilisées sont celles de Fourier, pour lesquelles on a :

I=R et k(w,t)=e ™ w€R  ( Fourier )

et celle de Laplace , pour laquelle on a :

I=R" et k(w,t)=e" weC  ( Laplace )

Remarque 1.4.1

- Puisque w est complexe, la transformation de Laplace peut étre vue comme une géné-
ralisation de la transformation de Fourier, restreinte aux fonctions définies sur R
- On exigera qu’une transformation intégrale F' posséde les propriétés suivantes
* la continuité

* existence d’une transformation inverse

Définition 1.4.2 soit [ une fonction de la variable réelle, la transformée de Laplace de f,

Uorsqu’ elle existe, sera la fonction L(f) de la variable complexe z définie par l'integrale

L()(z) = / £(t) et (1.41)

- on appelle f Doriginal et sa transformée L(f) 'image

- les valeurs de f pour t< 0 n’interviennent pas dans la définition ( f est dite causale)

16
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1.4.1 Propriétés de la transformation de Laplace

* Linéarité : soient [ et g deux fonctions du temps, la linéarité de l'intégration permet

d’établir I’égalité suivante :
L) +pg)] = LIN@)] + L [pg(t)] (1.42)

* Dérivation

Si L[f(t)](2) = F(z) alors F(z /f e *dt

En intégrant par partie F(z), on obtient

LUFO)) = [he 0]+ [ 7o) e
— L) + 1O

Soit +  L(f(1)(2) = 2LLf(W)](=) — f(o)

De méme on a :
LUDE)(2) = LI B)(2) + 27 (0) + 27 2f0) + ..+ 2" £ (0) (143)

Si les conditions initiales sont telles que f(0) =0, f<(0) =0,...., f"V(0) = 0; alors

L(F™M()(2) = 2"LIfF(D)](2) (1.44)
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c / f(rydr | (2) = HAOIE) (1.45)

z

1.4.2 Transformées de quelques fonctions

- La transformée de Laplace de la fonction unitaire u(t) est :

Lu(®)(2) = / et — {_e:t}:m _ % (1.46)

Donc : L(u(t —tp))(z) = e~

z

- La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Rieman -Liouville est :

, (n—1<a<n) (1.47)

/e_Zt ‘D3 x(t)dt = 2°X (z) — Z 2 W), (n-1<a<n) (1.48)

- La transformée de Laplace de la fonction de Mettag-Leffler est

—atgor—pot g®) (g — R R " 1.49
e a,ﬂ( a ) - (Za T a)k“ 7( e(z) > ‘CZ’ ) ( . )
R+
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1.4.3 Transformée de Laplace inverse

En pratique, on utilise les tables de la transformée de Laplace pour le calcul de la trans-

formée inverse de Laplace notée £,

1°) Soit L[f(t)](z) = ﬁ ,En analysant la table de Laplace on obtient :

f(t) = (1 —e"u(t)

On peut aussi procéder autrement en décomposant L£[f(t)](z) en éléments simples. Soit

LIFB)(z) = — 1=

Donc : f(t) =u(t) —e tu(t)=1—¢*

Ona: L[f(1)](z) =2 — %
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CHAPITRE 2

Stabilité de la solution d’un systéme différentiel fractionnaire

linéaire d’ordre a € (0;2)

2.1 Préléminaires

Il est utile de rappeler quelques lemmes et les formules asymptotiques de la fonction de

Mettag -leffler

Lemme 2.1.1 (JORDAN Décomposition [12] )

soit A une matrice carrée complexe, alors il existe une matrice inversible P telle que

PlAP=J & ... & J, (2.1)
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ou J; sont les blocs de Jordan de A avec les valeurs propres de A sur la diagonale, les

blocs de Jordan sont uniquement déterminer par la matrice A

Lemme 2.1.2 si 0 < a < 2, B un nombre arbitraire complexe et 11 est un nombre
arbitraire réel, telsque

% < pu < min{m, Ta} (2.2)

Alors pour un nombre entier arbitraire w > 1, les expressions suivantes sont vérifiées

1 1-8 1 = Z_k —w—1
Eop(z) = a(z) o exp(ze) — TG ak) +0(z] ), (2.3)
k=1
avec |z| — o0, |[Arg(z)] < pu et
Busle) = =30 = 0 2.4)
" &~ T(3 - ak) ’

avec |z| — o0, pu < |Arg(z)| < .

Remarque 2.1.3 Sia = alors :

]_ 11—« 1 d Z_k —w—1
E =—(2)= a) — v 2.
) = 40 explet) = X T o (2.5)
avec |z| — o0, |Arg(z)| < p et
Bupl2) = =3 e 0 (2.6)
PR ['(a— ak) ’ '
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avec |z| — oo et p < |Arg(z)| < .

Preuve. Si résultats sont prouvés en [10] m

Spécialement en tenant compte du lemme (2.1.2 ) et la dérivée de la fonction de Mettag-

leffler on obtient

aj+B8—1 (5) e 9|1, =8 1
t 7+ Eaj,ﬁ()\t ) ~ (5)] a)\ o eXp()\at) 5 (27)
avec t — 00, |[Arg(\)| < p et
. : 4 At (j+ DI
tajJrBflE(J) A ~ (—1 j+1 J tﬁfafl tﬁanfl 9.
a,,B( ) ( ) F(B—Oé) + F(5—20é) ) ( 8)

avec t — 00, u < |[Arg(\)| <7, j=0,1,2, ...

Lemme 2.1.4 (voir [11])Si A € C™" et 0 < o < 2, [ nombre réel arbitraire, p satisfait
G < p<min{mr,ma} et C >0, réelles constantes alors :

C

< — 2.
STl 2

| Eo,5(A)]

Ou p < |[Arg(N)| < 7 VA € spec(A),telle que spec(A) : les valeurs propres de la matrice

A et ||.|| est dit ls—norme

Lemme 2.1.5 (voir [13])si :

(1) < h(t) + / k(s)z(s)ds, Le [to,T) (2.10)

to
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Ou toutes les fonctions impliquées sont continues sur [ty, T') , T < +oo et k(z) > 0,

alors x(t) satisfait

t t

x(t) < h(t) + /k(s)h(s) exp /k(u)du ds, telt,T). (2.11)

to S

En plus si h(t) est non décroissante, alors

t

x(t) < h(t)exp /k‘(s)ds , telto,T) (2.12)

to

Définitions sur la stabilité

Définition 2.1.6 la constante x., est un point d’équilibre du systéme différentiel fraction-

naire D ,a(t) = f(t,x) si est seulement si f(t, ) = Dgt ,a(t)] pour tout t > tg, ol

z(t)=xe

J C o o
loperateur Dy, ; est Dy, ou gDy ,

sans perdre de généralité, supposons que le point d’équilibre est trivial :x., = 0, nous

introduisons les définitions suivantes

Définition 2.1.7 la solution Zéro de Df, ,x(t) = f(t,z(t)) d’ordre0 <a <1[oul <a <2]
est dite stable si, pour toute valeur initiale xo [ou x( k= 0,1)], il existe ¢ > 0 tel que

|z(t)|| < e pour tout t > t.

Définition 2.1.8 la solution zéro est dite asymptotiquement stable si en plus d’ étre stable,

|z(t)|]] — 0 quand t — +o0
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CHAPITRE 2. STABILITE DE LA SOLUTION D'UN SYSTEME DIFFERENTIEL
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2.2  Stabilité de la solution d’un systéme différentiel

fractionnaire linéaire d’ordre a € (0;1)
2.2.1 Systéme différentiel fractionnaire linéaire autonome

Dans cette section on étudie la stabilité de la solution du systeme Différentiel fractionnaire

linéaire autonome avec la dérivée de Caputo de la forme

L — A x(t) t>tg

x(tg) = o

Ou xz € R”, lamatrice A€R"™ et 0<a<l1

Théoréme 2.2.1 Le systéeme différentiel fractionnaire linéaire autonome (I) avec la dérivée

de Caputo est asymptotiquement stable si est seulement si |Arg(\)| > & VA € spec(A)
Preuve. m

Par Papplication de la transformation de Laplace, on obtient la solution du systéme (1)

2(t) = Eo (At — to)®)zo. (2.13)
+oo

Dapres (1.10) ona: E,(A(t—1p)*) = Y | St
m=0

*  Premiérement supposons que la matrice A est diagonalisable,

i.e : il existe une matrice inversible P telle que
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A =P AP =diag(\1, Mg, ...y As) (2.14)
Donc :
+o0 .
Ea(At—to)) = Y EA M)
m=0

Ona  (PAP~ )™= PAmp-!

Donc :

Ea(A(t = to)° Z B v

. Am t— tO am
=P < I'(ma+1) >

On a: A™ = diag(A\]", \y', ....., XS”)

+00 +o00
a . A7 (t— am )\m am . )\HL
Donc : E.(A(t —tg)*) = P diag (Z 11“((tm20421) : F(tmio—t—l : 2 : ma+1 )

= Pdlag(Ea()‘l(t - tO)a)a sy Ea<)\5(t - tO) )) P~ !
Comme |[Arg(\)| > ¢ (I=1,...,s), D’aprés (2.4)

One : BalulE =) Z“l”ﬁ”‘” QU] " 1 0|t — f0)| ) — 0

r'(1-ma)

avec t — 400, [=1,...,s

donc ||z(t)|| — O (t — 400).

La solution est asymptotiquement stable.

* Ensuite, d’aprés le lemme (2.1.1) il existe une matrice inversible P telle que
A=PJpP! avec J = diag(Jy, Ja, ...y J5)

ou J; (I=1,s) sont les blocs de Jordan de la matrice A avec les valeurs propres de A

sur la diagonale
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CHAPITRE 2. STABILITE DE LA SOLUTION D'UN SYSTEME DIFFERENTIEL
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YR
A1
Ji = , (2.15)
A1
Al
nypXng
[=1,2,...,s, A\ € C est la valeur propre de la matrice A et an =n.
=1
Ona: A=PJP!
Donc A™ = PJP'PJP~ .. . PJP!
A" = pJjmnp-t
On a J=diag( Jy, Ja,.....,Js) alors J™ = diag( J*, J5, ..., J")
Donc :
A™(t —to)*™ = P diag(J}", J3*, ..., J™) P~ (t — to)*™
Donc :
(At — to)%) = P i diag(J", J5", ooy J)(E = t0)™™ | oy
° 0 P T(ma+k+1)
Ona: Y diag( J", J5, ... J") = diag(Y_ J©. > T3y "
m=0 m=0 m=0 m=0
Alors :
Tt — 1) = Syt — o)™ — It — )™
E (A(t —t9)¥) = Pdiag(y ————, Y ————— ... —— P
(Al = 0)” zagz ['(ma+1 ’m:O L(ma+1) 777 4~ T(ma+1) )

26
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Donc :

Eo(Ji(t —t0)*)
Eo(Jo(t —t0)* )

Eo(A(t—ty)*) =P P!

Eo(Js(t —to)*)
(2.16)

On a pour m € N :

AT [x=x e () "I D,

Sl

A O™ hen ai(

N G ) N e,

<

nyXng

(2.17)

et

L Tt — tg)o™

Eo(Ji(t —t0)) = I'(ma +1)

Donc pour [ =1, s :

Eo(Ji(t —10)) = Tl(z %) (2.18)
m=0 A=\

27
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Tel que
1 & al®)’ (nll—l) ()
1 CELC A
T = ; I=T5  (219)
1 s
1
nyxny
Alors :
Eald(t —t0)") = Ty [EaMt —to))]l,_,,  1=Tos (2.20)

1 d
—) UV EL(A(t —tp)™ =12, 2.21
G ) B )]s = L2 (221)
Si d1=1,s telque \; =0 : Alors
1 d . (t —to)*U—1
: VDR (At — tg)* = 0 2.22
(] N 1)'(d>\) ( ( 0) ) - F(a(] _ 1) n 1) ( )

Comme j>1 et 0<a<1; ilsestclaire que
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(t —to)*U~1)
Pla(G=1)+1)

— 0 (t — )

Donc : ||z(t)|| — o0 (t — o0)

Si Vi=1,..,s: A\ #0, on a trois cas
1" Cas : si Vi=1,....s:|Arg(\)| > & (t— o0)

2

D’apreés ( 2.8)

aj— j—1 « j A — R —2«
(=)0 BSVOE — 1))~ (—1) | s (= o)™ + Sy (= o)

On a

(BNt~ 10)%) = (£ — 10) UV EG (At~ 10)7) (2.23)

(G=1! A=)\
Alors
G . ol {(%)“”Ea(k(t—to)a)} L e [r(fl__j =t + Fj(lAE;_ )(t_tO)za]
(2.24)

comme 0<a<1; alorspour j=T;n (I=1s)

o e - )

A=)\

Alors : Jjz(t)]| — 0  (t — o0)

20m¢ Cas :si 31 e{l,..,s} :|Arg(\)| <% et t — o0
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D’aprés (2.7)

d

(t= VB O ~ t)") ~ (500 | exp(h (e - 1)

Donc d’aprés(2.23) :

1 d 1 i

- 1 1
GDE (At — t)® ~ — (7=1) [—eXp o (t—t } . (2.25
G G B0~ (0 [ feeti e | L 225)
j = 1,2, U
On a
d . 1 1
()97 | = exp(re(t - tg)] —P(t—to)exp |\ (t —to) |, (2.26)
A=X
J = 1a27 ey T
tel que P(t —ty) est un polynome de degré (j — 1),
Le terme le plus grand degré de P(t — tg) est
L L0 0GED g gyt (2.27)

(j—1)ai"

Donc pour j=1,2,...,m

AANGDED (1 — o) exp(Aa (t — to))| = L[\ ITIGET ()i

exp(\7 (¢ — to)))

G-t 1'oﬂ

= o M|OTGED (1) exp |)\z|COS(AT%.EAl))(t—to)}

Comme |Arg(\)| < <*

Donc ATgT(’\l)‘ <Z  Alors cos(A%(A)) >0

2

30
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1yl . 1
Alors : ﬁa—lj)\l(j DD gyt exp(A\7 (t — tg))| — o0 ( t — +00)
Donc  |[z(t)|| — o0 (t — +0)
gme Cas SiVI=1,...s :|Arg(N)| = % ; possedent la méme multiplicité algébrique

et géométrique.

Alors les matrices J; sont diagonales

A
Al
J = - (2.28)
Al
A
nixny
Alors Jm = N"diag(1,...,1)
Donc [ =1;s:
%@a—mﬂzfi%%%F
m=0
= Y A
m=0

= diag(E,(N(t —t0)®), ..., Ea(N(t — t0)®))
D’apres (2.7)  (on prend j =0)

1
a

[Ba(Mlt = 10)?)] ~ | L exp(Of (¢ o)
Ona: N =|N| [cos(Arg(N\)) + i sin(Arg(\)] (i = —1)

A = N [eos(5) + sin(3)] = i [A?

1%m;szm@wmmﬁ@—mM:k@@mﬁ@—m):1
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Donc :  [E,(N(t —tg)*)] ~ £ (t — o0)

Dong, la solution du systéme (I) dans ce cas est stable, sans étre asymptotiquement

stable.

Remarque 2.2.2

* Supposons 31 € {1,...,s} :|Arg(\)| = &, telque la multiplicité algébrique de la
valeur propre critique \; n’est pas égale a la multiplicité géométrique

Alors les matrices J; sont des blocs de Jordan de la matrice A,

D’apres (2.16) : E,(A(t — t0)*) = Pdiag(Eq(N(t — t0)®), ..., Ea(N(t — to)*)) P~?

La matrice E,(J;(t — t9)*) peut étre écrit comme( 2.20), et chaque élément non nul de

la matrice E, (J;(t — t9)®) peut étre écrit comme (2.21)

On a: 2 (D) 0D {(EL(A\(t — to)™)} = (t — t0)°U ™D A BI V(N — 1))

(G—D)!\dA G-«

D’apres le (2.7)

, , 1
(j—ll)! ()Y VEL(A( ~ t0>a)|)\:>\l ~ (j—ll)! ()90 15 exp(Aa(t - to)} ‘A:)\l I =Lh2
, 1
Ona: (&4)6-D [éexp(xé(t - to)” —P(t—ty) exp(\F (t—to)  j=1,2,.my
A=\
tel que P(t —ty) est un polynome de degré (j — 1),
; 1 1,6-DE-D —1
Le plus grand degré deP(t — tg) est GO N ot —tg)!
1 1

Ona: A\» =|\N|o ¢
Donc pour j=1,2,...n;:

(L - 1 1)L . 1
(j—ll)!éA(J (3 1)(25 _ tO)J 1 eXp()\a (t _ to)) — (j_ll)!é ‘)\l‘(J D(;-1) (t—to)j 1 eXp()\a (t . to))

= e M ITDGEY (¢ — gp)7
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Al 11 ,0-DE-Y -1 AR
OIS | G—Dias M (t —to)’ ™ exp(A7 (t = to))| — o0 (t—00)

Donc ||z(t)]| — 00 (t — o)

Conclusion

(1)si Jile{l, ., s} :|Arg(N)| < & ; alors la solution du systéme (I) n’est pas

stable.

(2) Si la matrice A a une valeur propre nulle, la solution du systéme (/) n’est pas stable.

(3) Si la matrice A a une valeur propre critique );, qui satisfait, [Arg(\;)| = %& et
que la multiplicité algébrique de la valeur propre critique A; n’est pas égale a la multiplicité
géométrique, alors la solution du systéme (/) n’est pas stable.

(4) Sil e {1,..,s} : [Arg(N)| > <, telles que les valeurs propres critiques qui

satisfont |Arg(\)] = %¢ possédent la méme multiplicité algébrique et géométrique, alors

la solution du systéme (I) est stable, sans étre asymptotiquement stable.

2.2.2 Systéme différentiel fractionnaire linéaire non autonome

Dans cette section on étudie la stabilité d’un systéme différentiel fractionnaire linéaire

non autonome avec la dérivée de Caputo, de la forme

o — Ax(t) + B(t)z(t) t > to
(11)

.’E(to) = 2o
Ou z € R", la Matrice A € R™" 0 < a < 1 et B(t) : [ty,+00] — R™™ est une

matrice continument differentiable

Théoréme 2.2.3 Si VA € spec(A) #0, |Arg(\)| > &, telles que les valeurs propres cri-
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tiques qui satisfont |Arg(\)| = %5° possédent la méme multiplicité algébrique et géométrique

et / IB@)|dt est borne
to

Alors : la solution du systéme (1) est stable
On obtient la solution du systéme (/7) en utilisant la transformation de Laplace et la

transformée inverse de Laplace

x(t) = Eo(A(t —to)*)zo + /(t — 1) By o (At — 7)) B(7)z(7)dT. (2.29)

to

De la preuve du théoreme (2.2.1), on peut démontrer pour tout ¢t > ¢, les matrices
(t — t0)* Eapi1(A(t — to)®) sont borné; Conséquent il existe deux nombres positifs My; M,

telsque pour tout t > ty,

| (£ —t0)" Eapra(Alt —t0)*)|| < My (2.30)

de méme on peut démontrer que (t — 7)* ! E, o (A(t — 7)*) est borné;
Conséquent, il existe un nombre positifs L telque pour tout t >
et pour 7 € [to;t],

[(t=7)* " BaalAlt—7)%)|| < L (2.31)

Maintenant on obtient ’estimation de la solution
t

[ < Mo [lzo| + /L 1B {l2(7)]| dr

to
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L’application de I'inégalité de Gronwall (2.12) donne :

t
le(®)]] < Mo |lzo] exp | L / |B(r)|| dr
to

Comme / IB()| dt < o0, Alors|lz(t)]| < oo,

to

donc la solution du systeme(/]) est stable

De méme on peut déduire le théoréme suivant
Théoréme 2.2.4 Si la matrice A satisfait Y\ € spec(A) # 0, [Arg(\)| > et | B(1)]|
=0(t—1t) (-l<y<l—a,ty>0) pourt>0

Alors : la solution du systéme (I7) est asymptotiquement stable.

Preuve. =

On a la solution du systeme (1)

Donc :

[z < 1| Ea(A(t = t0)*)] lzoll + /(t = 7) (¢ = ) EaalAlt = T))HIB)| ()l d7

to

(2.32)
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D’aprés ( 2.9) il existe Cy telle que

| < Co
T A= t)°

| Ea(A(t —t0)?) (2.33)

De la preuve du théoréme (2.2.1), on peut démontrer que (t — 7) E,o(A(t — 7)%) est
borné; pour tout 7 € (to;t)

Donc il existe un nombre positif L; telle que pour tout ¢ > ¢g, et pour 7 € [to; ]

||(t - T) Ea,cv(A(t - T)a>|| < Iy
Donc :

t

5 llzoll + Ly /(t =) 2B la(r)|l dr (2.34)

to

Co
leOl < 1= IA][ (t — to)

Donc d’apres(2.30) :

t

le@I < Mo |zl + Ll/(t—f)"“2|lﬁ(7)ll [[(7) [} dr

to
D’apreés (2.12)
¢

£(t) < Mo |20 exp | Ly / (t — 1) |8 dr | . (2.35)

to
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Substituer (2.35 ) dans (2.34 )

t

Co / o o
[z(@)] < T Al =t onHJrLlMoH%H/(t—T) 218(7)llexp | Ly /(t—ﬁ) 218 dn| dr

to

Il résulte de la condition || B(t)| = O(t — t,)” (-l<y<l—a, ty>0) pour

t
t > 0, qu'il existe une constante M > 0 telle que /(t —n)*2||B(n)||dn < M et

to

t
5 lzoll + Mo [lzol| Ly GMLI/(t —7)*?0(t —t,)7dr

to

Co
IOl < AT =)

On utilise (1.7)

t
a— T'(a—1)I(1 a—
/ (t = 7)*720(t — t,)'dr = KOt — 1, )1+o!
to
Donc :

B < +M, L !
||I( )H =14 ||A|| (t _ to)a ||.730H 0 H‘IOH 1€ F(oz—}-’y)

O(t—t,)""* 1 — 0(t — o0)

Donc la solution du systeme (I7) est asymptotiquement stable

2.2.3 Systéme différentiel fractionnaire linéaire perturbé
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Dans cette partie, on étudie la stabilité d’un systéme différentiel fractionnaire linéaire

Perturbé suivant avec la Dérivée de Caputo de la forme

Lz = Ax(t) + f(t,2(t)) t>to 7 (117)

l’(to) = 2o

Ou z € R", la Matrice A € R™", 0 < o < 1 et f(t,z(t)) : [to, +00) X R" — R™  est
une fonction continue avec f(t,0) = 0, f(t,x(t)) satisfait la condition de Lipschtz pour z,

alors la solution unique du Systéme (/11]) est

t

x(t) = Eo(A(t — to)*)zo + /(t — 1) By o (At — 7)) f (7, 2(7))dT (2.36)

to

Théoréme 2.2.5 Si la matrice A satisfait VA, € spec(A) # 0, |[Arg(\)| > %F, les va-

leurs propres critiques qui satisfont |Arg(\)| = & ont la méme multiplicité algebrique et

géometrique, de plus il existe une fonction y(t) qui satisfait les conditions suivantes

[e.o]

(i) /'y(t)dt est borné

to
(i) £ 2) < (@) =@
Alors : la solution du systéme systéme (I11]) est stable

Preuve.

De la preuve du théoréme (2.2.3 ), et d’aprés (2.30) et (2.31) , on obtient l’estimation de

la solution
t

[ < Mo [lzo| + /L 1/ (7, ()] dr

to
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D’apés (ii) :
t

|z(®)]| < Mo [Jxol| + /L v(@) | ()|l dr
to
L’application de l'inégalité de Gronwall (2.12 ) donne :
¢
o0 < Mofaallexp | L [ 5(@)dr
to

Draprés (i) [[z(8)]| < oo,

Alors la solution du systéme (I11) est stable

2.3 Stabilité de La solution d’un systéme différentiel

fractionnaire linéaire d’ordre « € (1;2)

2.3.1 Systéme différentiel fractionnaire linéaire autonome

Dans cette partie, on étudie la stabilité d'un systéme différentiel fractionnaire linéaire
autonome avec la dérivée de Caputo de la forme

T = At t >t

e ®)(tg) = x4, (k=0,1)

Ou x € R", la Matrice A e R"™" et 1 < a < 2.

Théoréme 2.3.1 Le systéme Différentiel fractionnaire linéaire autonome (IV') avec la dé-

rivée de Caputo est asymptotiquement stable si est seulement si VA, € spec(A) # 0,
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[Arg(M) > 5

2

Dans ce cas les composantes de la décomposition tend vers 0 comme ¢!

Preuve. m
En appliquant la transformation de Laplace, on obtient la solution du systeme (V)
$(t) = EQ(A(Z% — to)a)l‘o + (t — to) Eag(A(t — to)a)$1 (237)

1

— Z(t — to)k Eo 1 (At —to))xy,

k=0

On va étudier les propriétés des éléments de les matrices

B(k) = (t — to)* Eapi1(A(t — t0)®) (k=0,1) (2.38)
+oo
Dapres (1.10) ona:  B(k) = (t —to)* Y it (k=0,1)
m=0

*  Premiérement supposons que la matrice A est diagonalisable,

i.e : il existe une matrice inversible P telle que :

A =P AP =diag(Ai, Mg, ...y Ns)

—+00

B ) . k (PAP—Hym(t—tg)om
Donc pour k= 07 L: B(k) - (t - to) Z F(moa—&-k:-i-lo)
m=0
Ona  (PAP )™ = PA"P~!
Donc pour £=0,1:
+00
. k PA™ P~ (t—tg)™
B(k) - (t - tO) F(ma+k+01)
m=0
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e-otr (3 ey ) o
On a: A" = diag(A]", Ay, ooy AL)

+o0 +o0
Donc: B(k> <t - to kP dla’g (z : rrfaiolz-&-l z : 27§7t,ocj-ok+1 3o I‘S(T(rfaj-()lg-&-l)) P '
m=0 m=0 m=0

pour k=0,1:
B(k) = Pdiag((t — to)"Eaps1(M(t —t0)®), oy (t — t0) Eu i1 (As(t — t0)®)) P

D’aprés (2.4) pour I =1,....,s et k=0,1

w

Ona & (t—to)" Bappr(N(t—to)™) = — > A0 L 0(|A72(t — to)=2]) — 0,

m=1

avec t — 400

Donc pour k=0,1: ||B(k)|| — 0 (t — 400 )
Alors la solution du systéme (/V') est asymptotiquement stable.

* ensuite, d’aprés le lemme (2.1.1) il existe une matrice inversible P telle que

A=pJjp! avec J = diag(Jy, Jo, ..., Jy)

ou J; (I =1,s) sont les blocs de Jordan de la matrice A avec les valeurs propres de A

sur la diagonale
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Al

Ji =

A

nyXng

[=1,2,...,s, A\ € C est la valeur propre de la matrice A et an =n
1=1
Donc d’apres (1.10) on a, pour k = 0,1 :

o0

t—to am
B(k (t —to)
Z F(ma+k+1)

Ona: A=PJP!
Donc A™ = PJP'PJP~!. .. . PJP!

Am = pJjmpi

On a J = diag( Ji, Jay....., Js) alors J™ = diag( J{", J3", ..... Jm)

?¥s

Donc :

A" (t = 10)™ = P diag(J", JI", ..., J™) P~V (t — tg)*™

?¥s

Donc pour £ =0,1:

B(k) = (t — to)*p id@ag(J?,Jgn, ..... D=t ]

m=0
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On a:

m=0

Alors pour £k =0,1:

t—to am

B(k) = (t—to) szagzrma+k+1
m=0

B(k) = (t—to)"P

avec k=0,1

Eopr1(Ji(t —to)*)

On a pour m € N :

A

et

A (A

~3

e w(GH)AT e

&.lg

Eop (Nt — o)) =

i diag( JP, . T = diag(Y TPy

i": J(t — to)o™
’ T(ma+k+1)’

m=0

Eopr1(J2(t —t9)*)

Al

Tt — o)™
I'(ma+k+1)

m=0
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Donc pour [ =1, s :

ATt —t)™
t —t0) " Eo g1 (Ji(t —t0)*) = T ,
( 0) 7k+1( l( 0) ) Q(Z F(ma+k+1))
m=0 )\:)\l
tel que
15 a(&) e (ax) Y
! ()2
Ty = (t —to)" : [ =1,s, (2.40)
d
1 i
1
nyXng
Alors :
(t = 10)* Bagra (Nt = t0)*) = To [BagpnMNE —to))][,oy, 5 =15 (2.41)

Donc chaque élément non nul de la matrice (t — to)*E, 1 (Ji(t — to)®) peut étre écrit

sous la forme

Ci=1,2, . (2.42)

Sidle{l, .., s} : N =0;Alors
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_ (= to)* (t—tg)*U—1)
T(a(j—1)+k+1)

(t = t0)* Gy L ()Y Barn (Mt — t0)*) }

A=X;=0

o (t,to)a(j—l)-t,-k
= T(a(G-D+k+D)

Comme j>1, 1<a<2 et k=0,1 ilest claire que

(t _ to)a(j_1)+k
ToG—D)+k+1)

Ainssi pour k=0;1 : | B(k)|| — o0 (t —> o)

Donc : ||z(t)|| — o0 (t — 0)
Sivie{l,..,s} : \#0;0n a3 cas

17 Cas : siV 1€ {l,.. s}:|Arg(N)| >

On a:
(t=t0) 2y { ()9 Easenn (Mt = 1))}y, = (t=0)* 0™ iy EJ B (A — 1)) A=x
D’aprés (2.8) :
(t—to)* {(i)(j—l)E At —to) H — L(t—t )k—a+£(1§_
0/ G=n)1 Wax ok ( 0) A=)\ T(k+1—a) 0 D(k+1—2a)

- {(%W-”Ea,km(t - to>a>}

(—1)! A=)
Donc pour k=0;1 : || B(k)|| — 0 (t — o0)
donc ||z(t)|| — 0 (t — o0)

2me Cas :siVie{l,..s}t:|Arg(\)| <% et t —

Ona (t—to) 52y { ()Y Bapr (Nt —10)")} = (t_to)a(j_1)+k(j—ll)!Ec(vk+)1()‘(t to)®)

45

to)k_Qa



CHAPITRE 2. STABILITE DE LA SOLUTION D'UN SYSTEME DIFFERENTIEL
FRACTIONNAIRE LINEAIRE D'ORDRE « € (0;2)

D’aprés (2.7)

1 d 1. &
~ 0D | I
A=A (7 —1)! (d)\) «Q

(t—to)" G _1 0 {(%)(j_l)Ea,k+l()‘<t - to)a)}

exp(A= (t — to)]

A=)

on a :

=P(t—to)exp(\F (t—to), j=1,2,.,m(l=T;s).

ou P(t —ty) est un polynome de degré (j — 1)

Le terme de plus grand degré de P(t — ty) est :

L1 G-y

R (t —to)"

Donc pour k=0,1et j=1,2,...,my (lzm):

ke oyl . L
1 1 Ao +(J 1)(a 1)(t _ t0>]_1 exp()\la (t — to))‘

G-Dlas

ki) (L= . i
= Fma N TITPETY (¢ — )i ‘GXP(A[” (t— to))’

= Gl N OTET (o) L exp ||| cos( A2 (¢ — )|

(51 @

Arg(M)

«

Comme |Arg(\)| < %&£, on a <3 Alors cos(_ATi(A)) >0

2

Ainssi pour [ =1;s
ZEi-1)(2-1 1 o
Faht S e (- o)) o0 (t—o0; 1=T55)
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donc: |z()]] — o0  (t — )

gme Cas Si Vi e {1,..,s} : |[Arg(N)| = <5 on la méme multiplicité algébrique et

géométrique,

Alors les matrices J; sont diagonales

i

(]l:

Al

nyXng

Alors J* = A" diag(1, ..., 1)

d’apres (2.39) pour k= 0;1
B(k) = Pdiag((t — to)" Eap1 (J1(t — t0)*); s (t — t0)* Egpyr (Jo(t — t0)*)) P

Donc pour k=0;1 et =1;s

o JM(t—tg )Mo
(t = t0)" Eapsr (Ji(t —t0)*) = (t —to)* Z(W(Loe-&-z)-&-l)

m=
OO

— (=t Z A ding(L.1)(t—to) "
0 I(ma+k+1)

= (t—ty)" dwg( akt1 (At —10)®), oo, a1 (Nt —10)?))

D

Ona |Arg(\)| = %, I'élément diagonal de la matrice précédente
D’aprés (2.7)  (on prend j =0)

|(t = t0)* B gy (it — t0)” }N’ )\a GXP(/\ (t = to)
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Ona: N\ =|N| [cos(Arg(N)) +i sin(Arg(\)] (i = —1)

1

= 1 ..
AP =N [cos(3) + isin(F)]

Y
Done ‘exp(Aﬁ(t - to))) - ‘exp(i N7 (= to)| = 1
Donc pour k =0;1 etl=1;s:
[(t = t0)* Buers (N (t = 0))| ~ I (t — o)
Donc : la solution du systéme (V') dans ce cas est stable, sans étre asymptotiquement

stable.
Remarque 2.3.2

* Supposons 31 € {1,...,s} : |[Arg(\)| = & et que la multiplicité algébrique de la valeur
propre critique A; n’est pas égale a la multiplicité géométrique

Alors les matrices J; sont des blocs de Jordan de la matrice A,

les matrices (t — to)" Eq k1 (Ji(t — t0)®) peut étre écrite comme (2.41),et chaque élément

non nul de la matrice peut étre écrit sous la forme comme(2.42)

(t = to)* 25 ()™ {(Bapr (Mt — 1))} = (£ — to) U= D+F Lo BUC (X(t — 10)°)

)(jfl) [é)\%k eXp()\é(t—to)] |)\:)\l: P(t—to) exp()\lg(t—to) ] = 1,2,.-.,7’”
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ou P(t —ty) est un polynome de degré (j — 1)

Le terme de plus grand degré de P(t —tg) est

1 1

1 1
Ona: A\ =[N

Donc pour j=1,2,...,n, (I=1,s):

LA DG (¢ — )i Lexp(Aa (t — t))

(- 1 Lad
; 1
= i = TGt [exp(AF (t — o))
— 'a] by |*+(] D(5-1) (t — to)? !
Alors| 7= ,alj)\ UG )(t —to) ! exp()\ (t —to))| — o0 (t— 00)

Donc ||z(t)|| — 00 (t — o0)

(1)Si 3Fle{l,..,s} :|Arg(N)| < &; alors la solution du systéme (/V') n’est pas
stable.

(2) Si la matrice A a une valeur propre nulle, la solution du systéme (IV') n’est pas
stable.

(3) Si la matrice A a une valeur propre critique A.,qui satisfait, |[Arg(spec(\)] = < et
que la multiplicité algébrique de la valeur propre critique A\; n’est pas égale a la multiplicité
géometrique alors la solution du systéme (V') n’est pas stable.

(4) Si toutes les valeurs propres de A satisfont [Arg(\;)| > <, telles que les valeurs

propres critiques qui satisfont |Arg(\;)| = % possédent la méme multiplicité algébrique et

géométrique, alors la solution du systéme(/V') est stable, sans étre asymptotiquement stable.
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2.3.2 Systéme différentiel fractionnaire linéaire non autonome

Dans cette partie, on étudie la stabilité du systéme différentiel fractionnaire linéaire non

autonome avec la dérivée de Caputo de la forme

Lr — Ax(t) + B(t)x(t) t > tg

V)
2 ®)(to) = (k= 0;1)
Ou 2 € R, la matrice A € R™", 1 < a < 2et B(t) : [ty,+00] — R™™ est une

matrice continument differentiable

Théoréme 2.3.3 Si VA € spec(A) # 0, [Arg(N)| > &, telles que les valeurs propres cri-

tiques qui satisfont |Arg(\)| = G- possédent la méme multiplicité algébrique et géométrique

et /||B(t)||dt est  borné,
to

alors la solution du systéme (V) est stable
On obtient la solution du systéme (V) en utilisont la transformée de Laplace et son

mverse

t

x(t) = Z(t —t0)" Bopi1 (At —t0)) s + /(t — 7)1 By oAt — 7)) B(1)z(7)dT (2.43)

k=0 i
d’aprés ( 2.30)et (2.31 )on
[(t = t0)* Eapr1(A(t —to)*)|| < M, (k=0,1). (2.44)
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et pour 7 € [to; ]

[(t =) Eaa(A(t = 7)) < L. (2.45)

Maintenant on obtient ’estimation de la solution
t

[z < Mo [|lzoll + M [l [| + /L 1B {l2(r)| d.

to

Daprés (2.12 ) on a :

()] < (Mo [[zoll + My [|1]]) exp L/ [B(T)| dr | - (2.46)

Comme/HB(t)Hdt < 00
t

0

Alors la solution du (V') est stable.

De méme on peut déduire le théoréme suivant

Théoréme 2.3.4 i la matrice A satisfait VA, € spec(A) # 0, |[Arg(\)| > 5 et || B(t)]| =

Ot —t,)” (-l<y<l—a,ty>0) pourt>0,

alors la slution du systéme (V') est asymptotiquement stable.

Preuve. m
On a la solution du systéme (V)

z(t) = Eo(A(t —t0)*) o+ (t —to) Ea2(A(t —t0)*) x4

+/(t — 1) B, o(A(t — 7)) B(T)z(7)dT

to
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Alors :

lz@I < [[Ea(AE = to)*)|[ 2ol + (¢ = to) [[Ea2(AE = t0)*)[| [zl

t

+ /(t —7)* 2t = 7) EaalAt = T))HIBE) z(7)]| dr

to

D’aprés ( 2.9) il existe Cy et C telle que

Co

|| EOC(A(t - to)a)H < 1+ ||A|| (t —_ tO)a

(2.47)

Ch

I Eeal A =1l = T =

(2.48)

Donc :

t

C'0 CI / )
D) < t—t L t—7)° d
Hili'( )” = 14+ HAH (t —to)a ”xUH—i_( 0) 1+ ||AH (t — tO)a Hx1”+ ( 7-) HB(T)H H:C(T)H T
to
(2.49)
Par ailleurs, comme 1 < « il existe une constante Lo > 0 telle que
CO C11
+ < L t>1 2.50
1+ ||A” (t — tO)a ||l'0|| 1+ ”A” (t — to)ail ||I1|| >~ L2 0 ( )

Donc :
t

[z < La + L/(t—T)“HB(T)H [ (7)[| dr

to
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D’aprés (2.12)
¢

2(8) < Loexp | Iy /(t—f)“Hﬁ(T)HdT (2.51)

to

Substituer (2.51 ) dans (2.49)

C() C’1
AT T =
+2L [(= 2 e | L[ = 130l n | ar

to to

lz@)] < 7 2l (2.52)

Il résulte de la condition ||B(t)|| =O(t —1t,)" (-1 <y<1l—a, tp >0) pourt > 0;

qu’il existe un nombre constant M > 0 telle que

t

/ (t — m)* 80| dn < M (2.53)

to

Alors :

¢
o |21 ||+Lo LGML/(t—T)a2O(T—tO)7dT

to

Co G
(D] < To||+(t—1
lz(@)]| < 1+ [[A] (¢ — to)° |ol|+(t—to) L+ JA|| (t — to)

(2.54)

On utilisant la Fonction Béta,
t t

a— _ a—1)— — _ D(a=1)T'(1+y) a—
/ (t—7)20(t—t,) dr — / (=)@ D10(r — 1,01 gr — Hec DI oy gyt

to to
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Alors

Co

Ch
lxOl < 7 A (t — to)

’ T(o — DT(1+7)
1+ [ AJl(t — to)

Fla+7)
(2.55)

21| 4Ly LM L

5 llzoll+-(t=t0) O(t—to)"+!
Comme ~v<1l—a alors,vy+a—-1<0

l<a<?2 alors; 1 —a<0
Donc ||z(t)|| — 0 (t — +00)

La solution du (V') est asymptotiquement stable.

2.3.3 Systéme différentiel fractionnaire linéaire perturbé

Dans cette partie, on étudie la stabilité du systéeme différentiel fractionnaire linéaire per-
turbé avec la Dérivée de Caputo, de la forme

Lo = Az(t) + f(t,2(t)) >ty
) (VI)

¥ (to) = a3 (k= 0;1)
Ou z € R"]a Matrice A € R 1 < a < 2et f(t,x(t)) : [to, +00) x R" — R" est une
fonction continu avec f(¢,0) = 0, f(t, x) satisfait la condition de Lipschtz pour x, la solution

unique du Systeéme (V1) est

t

2(8) = St — t0)F Eagera (At — to)*)as + / (t — 7Y By (At — 7)) f (7, 2(r))dr (2.56)

k=0 i

Théoréme 2.3.5 Si la matrice A satisfait Y\ € spec(A) # 0, |Arg(\)| > &, telles que
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les valeurs propres critiques qui satisfont |Arg(N\)| = %5 possédent la méme multiplicité

algébrique et géométrique, de plus il existe une fonction y(t) qui satisfait les conditions

suvantes

[e.9]

(i) /’y(t)dt est borné

to

(i) (£t 2) | <~ @) =)l
Alors : la slution du systeme (V1) est stable.

Preuve. =
D’aprés( 2.56) ;(2.30)et(2.31) on obtient l'estimation de la solution
t

[ < Mo [[zol| + My ]| + /L Lf (7, (7)) dr (2.57)

to

D’aprés (ii) :
t

[z < Mo [|zol| + My [l || + / L@) ||l=(t)| dr

to

L’application de L’intégrale de Gronwall (2.12 ) on a :
t
()] < (Mo [|lzol| + My [lz1[[) exp | L / (t)dr

to

D’aprés (i), Alors la solution du (V1) est stable.
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2.4 Conclusion

1- Considérons le systéme linéaire fractionnaire d’ordre v € (0, 1) suivant :

L = Aux(t) t>to,

J](to) = 29
Ou z € R” laMatrice AeR™™ 0<a<]l.

Le théoréme(2 .2.1 )sur la stabilité, il détermine les différentes régions stables et instables,

voir figures —1—

2- Considérons le systéme linéaire fractionnaire d’ordre « € (1,2) suivant :

o — Ax(t) t > tg

¥ (to) = (k= 0;1)
Ou z €R” laMatrice AeR™" 1<a<?2

Le théoreme( 2 .3.1 )sur la stabilité, il détermine les différentes régions stables et instables,

voir figures —2—
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Im
4
stable
stable
stabl
instable
af
—af Re
stab) instable
stable
stable

Figure—1 — Région de stabilité d’'un systeme d’équations différentielles

fractionnaires linéaire d'ordre « < (0,1)

Inm
) instable
instable
stable
instable
x %
—x -: Re
sta instable
instable
instable

Figure-2 — Région de stabilité d'un systéme d'équations différentielles

fractionnaires linéaire d'ordre @ € (1,2)

o7



CHAPITRE 3

Stabilité de la solution d’un systéme différentiel fractionnaire non

linéaire d’ordre o € (0;2)

3.1 Définitions

0

Définition 3.1.1 S’il existe un constant e telque f(e) = 0, alors 7e” est dit :un point

d’équilibre pour X = f(x)

Définition 3.1.2  Le point d’équilibre "e” est dit :

© localement stable si est seulement si V¢ > 0, 3 6 > 0.tel que |z(t) —e|] < e pour V
ro€{z:|z—el <6} etVt>0
© localement asymptotiquement stable si est seulement si le point d’équilibre est loca-

lement stable et ,limoz(t) = e

Définition 3.1.3 Soit x(t) , T(t) solutions du systéme (x) avec données initiales xg ,

To respectivement, la solution x(t) est dite :
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© localement stable si est seulement si Ve > 0, 3 > 0 : tel que |z(t) —Z(t)| < e
pour |xg — To| < I et VE >0

© localement asymptotiquement stable si est seulement si le point d’équilibre est
localement stable et (lim . [z(t) — Z(t)] =0

Définition 3.1.4  Une fonction étant continue par rapport au temps t,

(1) =(t) est dite strictement croissante au temps t* s’il existe une constante assez

petite g9 > 0 telle que z(t* +¢) > z(t*), Ve € (0; &)

(2) x(t) est dite croissante au temps t* s'il existe une constante assez petite 9 > 0
telle que x(t* +¢) > x(t*) pour Ve € (0; &o)
(3) z(t) est dite strictement décroissante au temps t* s'il existe une constante assez

petite g9 > 0 telle que z(t* + &) < x(t*), Ve € (0; &)

(4) x(t) est dite décroissante au temps t* s'il existe une constante assez petite 9 > 0
telle que x(t* +¢) < z(t*), Ve € (0; &9)

Théoréme 3.1.5 (voir [14] ) Soit le systéme suivant avec la dérivée de Caputo (1)

Dex(t) = f(t;z(t)) m—-—1l<a<meZt
DFz(a) = x4 k=0,1,2,.....om—1
Si la fonction f(t;x(t)) est continue, alors le systéme (1) est équivalent a I’équation

intégrale non linéaire de volterra (2)



CHAPITRE 3. STABILITE DE LA SOLUTION D’UN SYSTEME DIFFERENTIEL
FRACTIONNAIRE NON LINEAIRE D’ORDRE «a € (0;2)

Inversement toute solution de I’équation intégrale non linéaire de volterra (2) est solution

du systéme (1) et en plus elle est continue.

3.2 Stabilité de la solution d’un systéme différentiel

fractionnaire non linéaire d’ordre o € (0;1)

Dans cette partie, on étudie la stabilité asymptotique locale du point d’équilibre de 1’équa-

tion différentielle fractionnaire non linéaire de la forme suivante :

@ = f(@)

z(0) =z

ou f est continue, 0 < a < 1 et la dérivée est au sens de Caputo.

Remarque 3.2.1 En suppose zog < 0 , le cas ou xo > 0 peut étre étudier suivant une

démarche analogue.

d%x __

Lemme 3.2.2  Sile systéme 2=f(x) a une solution zéro, f(x) est continue et

dt>

Alors la solution x(t) de (x) est strictement croissante au tempst = 0.

Preuve. m

: i)
soit  f(x) == ’,(;;O) + o(z)

D’ou o(z) =s(z)xr , f(0)=0
Posons %ﬁ?) =\ alors
f(z)

(A +s(z))
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Comme A\ < 0, alors il existe une constante positive 0 assez petite

telle que

Veg € {z: |2| <d} , A+s(m) <0

d’aprés le théoréme (3.1.5)

1

x(t) = m/t—TQIA—FS(()))CL’(T)dT

Comme z(t) est continue il existe 9 >0 ( assez petit ) tel que

A+ s(z(t) <0 VYt e |0;e

Onprend  0<ey<eg telque |z(t) — x| < —2 YVt e [0;ep]
i.e Mocp(t) <@ <0 et A+s(z(t) <0 Vit e [0;e)]
Donc

1 a—1

vt € [0;2) m/t—f) O+ s(a(r)a(r)dr > 0
0
)
(t—7)"1>0

Car V7 e [0;t] ¢ A+s(z(r) <0

Alors : Vt € [0;e(]  x(t) > 2o

Donc z(t) est strictement croissante au temps t = 0.
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a-

Lemme 3.2.3 5i le systéme 3

Sa=f(x) aune solution zéro, f(x) est continue et %&?) <0,

alors il existe 9 > 0 tel que la solution z(¢) du systéme (*) soit toujours supérieure a
xo avant qu’elle traverse 'axe du temps V¢ € (0; &)

Preuve. =

Supposons 3 Ty € (0;e9) tel que :

JI(T()) = 2o
et (3.6)

2(t) <0Vt € [0;Ty)

\

Donc xog = x(Ty) = zo + ﬁ/(To — 1) N+ s(x(7))] z(7)dT

Alors : / — 1) N+ s(z(7))] z(T)dT =0

To
Mais d’aprés (3.4) et(3.6) on a : ﬁ/(Tg — 7)Y\ + s(z(7))z(7)dT >0
0
Il y a une contradiction. Ce qui abouti & la conclusion suivante :

Il existe €, constant assez petit; 0 < £ < gy tel que la solution z(t) du systéme (x)

satisfait.
0>%>ua(t) >z Vte (0;¢)
et xz(t) >x9 VYt e (0;e0)
Lemme 3.2.4 Si le systéme (x) a une solution zéro, f(x) continue et af(o) <0,

alors il existe g > 0 tel que la solution x(t) de (%) ne traversé jamais l'axe du temps sur
[0; £0]
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Preuve. m

Supposons que z(t) traverse 'axe du temps dans le premier temps 7Ty,
ie 3 Ty € (gh;e0) tel que z(Tp) =0

Ona 3cas:

17" cas : soit ; assez petit tel que &1 € (0; g9 — Tp),

ro <z(t) <0  pour te]0;Tp]
et

et

0<x(t) < — xo pour t€|Ty;Ty + &)

2ime cag : soit &, assez petit tel que e € (0; g9 — Tp),

x(t) <0 :Vtel0;To|
et

I(t) =0 :Vt € [TO;TO +€2]

\

3i“me cas : soit 3 assez petit tel que 3 € (059 — Tp),

ZL'(t) <0 :Vt € [O,T()[ U ]TO;TQ + 83}

et

\
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Pour le 1" cas Soit e, assez petit tel que g1 € (0;¢9 — Tp),

ro<xz(t)<0  pour te€]0;Tp]
et

et

0<z(t) < — xo pour te€|Ty;Ty + &
\ T
D’aprés (3.3) on obtient : x(Ty) = zo + ﬁ/(Tg — 1) LA+ s(z(7)] z(T)dT

0

Ve e (0;e1)
o(Ty +¢) — (Th) = / (Ty +=7)" = (Ty =) N+ s(a(7)] a(r)dr
+ﬁ / (To+e—71) LN+ s(z(r)] z(7) dr
( (To +e—71)t'—(Top — 7)1 <0
Vel A+ s(z(r)) <0
x(r) <0
Donc \

V1 € [0,Tp] : /[(To +e—7)t —(Ty — 1) A+ s(z(r))] z(r)dT <0

Et :
)
(Ty +e—7)°"1 >0
V7 elTo,Tot+el: 4 A+s(x(r) <0
z(r) >0
\
Donc

/ (Ty + 1 — 7)° [\ + s(2(7))] 2(7) dr <0

To
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Alors: Ve € (0;e1): az(To+e)= x(To+¢e)— x(Tp) <0
Mais d’aprés 'hypothése  z(Tp+¢) >0 Ve € (0;e1)

(il y a une contradiction)

Donc  xz(t) est toujours négative

Pour le 2™ cas soit 9 assez petit tel que e € (0; g9 — Tp)
4

z(t) <0 :Vte0;Tof

3 et

ZL‘(t) =0 :Vte [TO;T[) +€2]

\

Ve e (0;e9)
o(T) = a(To + &) = ey [ [T = 1" = (T +2 = 1)+ s(a(r)] alr)dr

0
To+e

/C&+s—ﬂw49+dﬂﬂﬂﬂﬂdr

To

Ona Vrel[Ty;To+¢el: o(t)=0

L
I'(«)

et

Ve e (0;e9) o x(To) —x(To+¢)=0

Donc Ve € (0;¢9)
To

/ (T — )"t = (Ty +2— 1) A+ s(a(r))] o(r)dr = 0
Mals onaVe € (0;e)

(Ty — 1) ' = (Ty +e—7)* YA+ s(x(r))]z(r)dr >0

O\_,H

(To —7)* ' —(Ty +e—7)*1t>0

Car : V71e& [O,To[ : A+ 3(;5(7')) <0

z(1) <0
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Donc le 2™ cas n'est pas vrais

Pour le 3" cas Soit €3 assez petit tel que e3 € (0;e9 — Tp),

Jf(t) <0 Vit e [O;To[U]To;T0+€3]
et

\
soit € >0 et ¢ >0 telsque: 0 <e*+ ¢ <e3

d’aprés (3.3)
To+e*+e

o(To+e* +¢) =x0+ ﬁ / (To+e*+e—71) A+ s(z(r)] z(7)dr

r(To+e*+e) —x(To+e*) = ﬁ / (To+e*+e—1) = (To+&* — 1) [N+ s(z(7))] x(7)dr

To+e*+e
+ﬁ / (To+e*+e—7)* LA+ s(x(r))] z(r)dr

To+e*

To+€*

Soit I = ﬁ (To+e*+e—1) = (To+e* — 1) [N+ s(x(r))] z(r)dr
0
To+e*+e
I = b / (To+&* + 2 — 721 [\ + s(a(r))] a(r)dr
To+e*

D’apres le théoreme de la valeur moyenne :

7€ (0,7 +¢*) tel que:

I = ﬁ (To+e*+e—1)1 — (T + e — 7)1 / A+ s(z(7)] z(T)dr
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To+e*—71*+¢ To+e*
= ﬁ(a - 1) / t*2dt / A+ s(z(1))] z(r)dr
To+e*—1* 0

D’apres le théoréme de la valeur moyenne :

dtr e (To+e* —75,To+c* — 7 +¢) telle que

To+e*
I, = ﬁ (a—1)(t*)* % / A+ s(z(7))]z(r)dr <0
0
To+e*
I > ﬁ (o —1)(7**)> 2% / A+ s(z(r))] z(T)dr
0
= — (1€
avec ¢; est un nombre constant positif tel que : 7 = . inf  t*(e)
<e<ez—e*
To+e*+e
L= 5 / (To + e+ — 1) A+ s(x(r) x(r)dr
To+e*

D’aprés le théoréme de la valeur moyenne : 37 € [Ty +*; Ty + * + €] tel que :

To+e*+e
b = Potse)] o)y [ @rere-nidr

To+e*
= A+ se(m)] 2(7 )iy [—i (To+e* +e—71)° 53122*5]

= [A+s(z(7))] x(T/)ﬁea >0

Soit o f ObsEme) | g
ot = T Ter

Donc : A+ s(z())] :U(T’)mga > cpe®

Alors : z(To+e*+¢e) —x(To+¢e*) > —cre + ce®

Comme 0 < «a < 1, alors il existe £** qui satisfait

e >0 et 0<e™+ ™ < ey
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Tel que

—C1E +e® >0 Ve € (0;e™)

Donc Ve € (0;¢™) @ a(To+e*+¢e) —a(To+¢e*) > 0.
Alors  x(Tp +¢€*) est strictement croissante.

Comme &* est un nombre fixe de [0; 3] .
Alors x(t) n’est pas décroissante au temps Tp,

donc on a une contradiction

Alors le 3°¢ cas n’est pas vrai.

Conclusion :

Vt € (0;e9) 0> x(t) > xo (3.7)

Lemme 3.2.5 Si le systéme (x)a une solution zéro, f(x) est continue et 8’;—5{?) <0,
alors la solution x(t) du (x) satisfait ¥Vt € (0;400) 0> x(t) > xo

Preuve. m
On a d’apres (3.7) Vt € (0;59) 0> x(t) > o
1- Supposons qu’il existe Ty > g9 tel que

(

J,‘(Tg) = X9

et (3.8)

x(t) <0 Vt € [eo; To)

\
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Donc : Vte (0;Ty) xo < z(t) <O0.
Alors :
VT e (0; 1) A+ s(z(r)) <0
To

On a d’apres (3.3) w9 = 2(Tp) = xo + %/(Tg — 1) LA+ s(z(7)] z(7)dT

Alors :

To

. / (Ty — )01 A+ s(a(r)] a(r)dr = 0
mais d’apres (3.8)061: (3.9) :

ﬁ/(TO — 1)L A+ s(e(r)] #(F)dr > 0
0
Donc contradiction

Alors

Vt € (0;400) z(t) <0

2- On montre que z(t) ne transverse jamais I’axe du temps

Supposons xz(t) traverse laxe du temps dans le premier temps Tp,

ie 3 T € leg; 400 tel que z( Tp) =0

On a 3 cas en suivant les mémes étapes de la preuve du lemme (3.2.4),
on conclu que :

vt € (0;+00 ) xo < x(t) <0

Lemme 3.2.6 Si le systéme (%) a une solution zéro, f(x) continue et aJ(;_(o) <0,
x

alors la solution x(t) du(x) est strictement croissante sur l'interval [0;+o0 [.
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Preuve. m

D’apres (3.11) on a :
Vt € (0;+00 ) xo < x(t) <O0.
Donc

Vt € (0;+00 ) A+ s(z(t) <0 (3.12)

Soit € >0 une constante arbitraire assez petite
supposons que € < €3 oll ezune constante fixe positive.

D’apres (3.3)

t

z(t) = xo + ﬁ/(t — 1) LN+ s(z(7)] z(7)dT

0
t+e

x(t+¢e) =xo + ﬁ/(t +e—1) N+ s(z(7))] z(7)dT

t

Bt o) —alt) = b / (42— 7)1 — (t — 791 [\ + s(2(r)] a(r)dr

0
t+e

+ ﬁ/(i +e—7) N+ s(z(7))] z(7)dr

t

Soit Iy — ks / (e — 1) — (t— 7)Y [\ + s(a(r))] a(r)dr

t+e

Iy = ﬁ/(t +e—7) N+ s(x(r))] dr
t
Selon le théoréme de la valeur moyenne :
37 € (0,t) tel que
t
I3 = ﬁ [(t+e— 7%t — (t — 7)1 / A+ s(z(7))] z(7)dr
0
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= mola—1) H]T*Z“‘zdz TO/H*[A +s(a(r))]x(r)dr

D’apres le théoreme de la valeur moyenne :

2t e(t—7"t—7"4+¢€) tel que
t

I3 = ﬁ (v — 1)(2*)0‘_25/ A+ s(z(7))] z(T)dr <0

0

Donc : I3 > —cse,

Avec ¢3 = sup L)(a—l )t —7( / A+ s(z(r))] z(r)dr| >0
0<e<es3 :

t+e

L= o [(t+e =77 ot sta(m) a(r)ir

Selon le théoréme de la valeur moyenne : 3 7 € [t ;¢ +¢] tel que :

t+e

L= A+ s(z(r7))] CL‘(T**)F(Q) /(t +e—1)*tdr

= Pt e ] ol )ty [ (42 = 1)

= [A+s(z(r7)] z(r7) (a+1)€ >0

Soit ¢ =  inf Ors)e)
ot Te%tr;ltJrs) I'(a+1)

Donc I, > cye®

Alors z(t+e) —a(t) > ce® —cse

Comme 0 < a <1, alors il existe &5 >0

Tel que c4e® —c3e >0 Ve € (0;e5)

Donc Ve € (0;e5) a(t+e) —x(t) >0

Alors  z(t) est strictement croissante en toute t € (0;+00).

71



CHAPITRE 3. STABILITE DE LA SOLUTION D’UN SYSTEME DIFFERENTIEL
FRACTIONNAIRE NON LINEAIRE D’ORDRE «a € (0;2)

Théoréme 3.2.7 Si le systéme (x) a une solution zéro, f(x) continue et %&0) <0,

alors cette solution nulle (zéro) est localement asymptotiquement stable.
Preuve. n

D’apres le lemme (3.2.6) on conclu que z(t) est monotone

On va démontrer que z(t) s’approche asymptotiquement de 0
i.e Ve >0 (arbitraire assez petit), il existe T > 0 tel que: Vt > T ; | z(t)| < e

Supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que VI' > 0: |z(t)| >e, t>T

Comme zg € {z: |z| <}, donc A+ s(z(t)) <0 Vit >0,

Alors il existe deux constantes M (> 0) et m(> 0),

Telles que —M < A+ s(z(t) < —m vt > 0.

D’apreés (3.3) on a

t

z(t) =xo+ ﬁ/(t —7)* LA+ s(z(r))] @(r)dr

0
t
> 1z + ﬁ/(t — 7)Y m)e dr = w9 Tttty 1
0

Comme elle est vraie quelque soit ¢t > 0

m e

1
On choisit ¢ > (—M> “, alors z(t) >0

Donc on a une contradiction (z(t) <0 V¢t >0).

Alors z(t) — 0 (t — +00),

la solution est localement asymptotiquement stable.
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3.3 Stabilité de la solution d’un systéme différentiel

fractionnaire non linéaire d’ordre a € (1;2)

Dans cette section on étudie la stabilité asymptotique locale de la solution du systéme

différentiel fractionnaire de la forme

ou 1< a<2, avec la dérivée de Caputo.

Définition 3.3.1 Soit a > 0, l'operateur I® définis sur Ly |a;b] par

() = ﬁ /x@ — ()t (3.13)

pour a < x < b, est appellé 'operateur intégral de Riemann-Liouville d’ordre «

Remarque

D) = 5 |5 [ F0in) = s (3.14)

Définition 3.3.2 Soit a« > 0, et n = [«a] alors on définit la dérivée fractionnaire de Caputo

d’ordre o par

‘DY f=I1""°*D"f (3.15)
avec D"f € Ly [a;b] ( la dérivée usuel d’ordre n )

Remarques
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-Sia €Ny, alorsn=a : DY f=I°D"f =D"f

- On s’intéresse pour le cas a ¢ N, soit le simple exemple

Exemple 3.3.3 soit f(z) = (z—a)® pour 3>0 alors

‘DY f(x)=0 sipe{0;1;..;n—1} (3.16)

r 1
°Dy f(z) = %(z —a)"™ si (B € Netf > n)ou( ¢ Net >n —1). (3.17)
Définition 3.3.4 soit « > 0, et n = [«], alors on définis la dérivée fractionnaire de

Riemann-Liouville d’ordre «

D f =D f (3.18)

Théoréme 3.3.5 soit a« >0, n = [a] et f e A" [a;b], alors

Dy f= Dg (f=Tarlf;al), (3.19)
tel que
n—1 (k)
Thalf;a] = ! k'(a) (z— a)k
k=0 )
Remarques

- D2 f existe si D f existe et f possede (n — 1) dérivées en a.

- Sin=0alors T,,_1 [f;a] =0

- Si o € Ng,alorsD? f = D" (f —T,_1[f;a])
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= D" (f=Ta-1[f30])
= D" f=D"(T,-1[f;a])
— Df

donc

DY f = D°f (3.20)

Car T,,_1 [f; a] est un polynome de degré (n — 1).

Lemme 3.3.6 Soit « >0 et n=[al, si ‘D> f et D f existe alors,

n—1
D* f(a) k—
‘DY = D¢ — — " 21
@) =) = 3 e (3.21)
Preuve. n
On a d’apres (3.19) :
n—1
k a
°Dg f(w) = Dg f(x) = Dy (3 H= (x — a))
k=0
n—1 .
= D7 f(2) =Y 208 [ - )] (@)
k=0
n—1 .
= D fla) =) sy (e — )t
k=0
Remarque
Soit « > 0et n=lal|,si ‘DY f et D f existe alors,
‘D f(x) = Dy f(z), (3.22)

vrais si est seulement si D¥f(a) =0 (k=0,1,...n—1)
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Lemme 3.3.7 Soit m,n > 0(tels que m +n > 1) et f € Ly [a;b], alors

L S (3.23)

Lemme 3.3.8 soita >0, « ¢ N et n=[al, en plus f € C"[a;b], alors

‘DY fe Cla;b] et DY f(a)=0 (3.26)

Lemme 3.3.9 soit n;e >0, ke N et f € CF|a;b]

Alorsilexiste L e Navec L<k et n;n+e€[L—1;L] tels que:

“Di°DIf = ‘DI f (3.24)

Preuve. m

*Si n=L—1 et n+e=1L alors ce cas est trivial
* On s’intéresse pour le cas 0 < ¢ < 1
d’apres (3.22) on a

‘D:f= D, f (3.25)

tel que f(a) =0,

On a 3 cas

I Sin¢N et n+e €N, dans ce cas [n] =n+¢ alors [n] —n=¢
On a f € C*[a;b], alors d’aprés le lemme (3.3.8) : D" f(a) =0

Alors <D °Df = D: D f ( d’apres ( 3.25) )
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=De """ pInlf ( d’apres(3.15) )
=D' [}= D f ( d’apres(3.18) )
= D' I!DI"f ( d’apres(3.23) )
= D¢ ( d’aprés(3.14) )
—cpyrly ( d’apres(3.20) )
=cDntef (car [n]=n+¢e)
2% SineN
¢D: cDf =c<D: D"f ( d’apres(3.20) )
= ['=D'D"f ( d’apres(3.15) )
— IlstnJrlf

commen € Net 0 <e<1,0na
n+el=n+1[n+e]l—(n+e)=1—c¢

Donc :

ep epnf = M pinsel 5

=¢ Dt f ( d’apres(3.15) )

3x Sin¢Netn+eé¢N, tels que [n] = [n+¢]

Comme D" f(a) = 0, alors

¢D: °Df =D °DI'f ( d’apres(3.25))
=D 1" DM f ( dapres(3.15))

DS eDrf= D I LMD (dapres (3.18) )
= D! e pin g (daprés (3.23))
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CHAPITRE 3. STABILITE DE LA SOLUTION D’UN SYSTEME DIFFERENTIEL
FRACTIONNAIRE NON LINEAIRE D’ORDRE «a € (0;2)

Comme [n] = [n+ €]
¢DE epnf = [C[n+€1_(n+€)DM+8]f (dapres (3.14) )

= cpntef ( d’apres (3.15)
Remarque 3.3.10

a) Ce résultat ne peut pas étre vrais en généralité si la dérivée est de Riemann-Liouville,
comme exemple

considérons la fonction f avec f(z)=1;et soit a=0;n=1;¢= %

(D¢ f')(x) = DZ (0) =0

(D¢ f)(x) = (D? I3 f(z) (dapres (3.18))

D’aprés (3.13) on a :

b) La condition d’existence pour le nombrel dans le lemme est essentiel, voir I'exemple
Soit n=e=q alorsn<l<n+e etsoita=0 ,f(z)==x
D’apres (3.15)

D} f(x) = 1° | *DIF] f(a)
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= 5 [z — t)i0-tdt (d’apres (3.13))

7 i 7
Donc : ¢DI® ¢DE f(z) = I3 D! <D f(z) (d’aprés (3.15))

= — fom(x - t)l%flt%fldt (d’apres (3.13))

Soit changemmet t = x7

3 1

_ 3 _ _
e [(1—m)0 0

LA

"D D f(x) = iy
10

d’apres (1.7)

DEENGE) =2

o T
D D f(x) =

c) Soit € €]0;1[tel que a=1+¢

D’aprés le théoréme (3.3.9) on a :

dez(t) _ d'fex(t) _ i(dw(t))
dtx T dtlte T dte\ dt

posons d’;—gﬂ =y(t) et z/(0)=y(0) =0
donc z(t) = z(0) + fot y(T)dr
=a+ [y y(r)dr

Le systeme(xx) devient :
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L) =f) >0
y(0) =10
alors
() = f |a+ fyy(r)r| t>0

Posons F(y) = f [a + foty(’i')d’i':|

Le systéme (xx) devient :

E(y(t) = F(y) t>0

avec € € ]0; 1]

on a [F' continue

La question qui reste est : déterminé des conditions sur la partie non linéaire, qui per-

mettent I’étude de la stabilité suivant ’approche du cas précédent.
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Conclusion

-La solution d'un systéme d’équations différentielles fractionnaires linéaires d’ordre 0 <

a < 2 est stable si et seulement si toutes les valeurs propres de A satisfont |Arg()\;)| > <,

telles que les valeurs propres critiques qui satisfont |Arg(\;)| = <& possédent la méme
g 2

multiplicité algébrique et géométrique, sans étre asymptotiquement stable.

- Dans le cas d’équation scalaire, aprées avoir linéarisé I’équation différentielle fractionnaire
non linéaire d’ordre 0 < « < 1, on montre que si f(z) est continue et ag_(mo) < 0, alors la
solution est localement asymptotiquement stable.

- Pour étudier la stabilité d’une équation différentielle fractionnaire non linéaire d’ordre
1 < a < 2, on la transforme en un systéme d’équations différentielles fractionnaires non

linéaires d’ordre 0 < o < 1. Ainsi, la question qui reste est : déterminé des conditions sur la

partie non linéaire, qui permettent I’étude de la stabilité suivant I’approche du cas précédent.
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