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Résumé

L’objectif de cette thése est de donner, dans un premier temps, un développement
important de la méthode des inégalités énergétiques dans 1’étude d’une série de pro-
blémes aux limites, engendrés par des équations fonctionnelles possédant des coefficients
opérationnels a domaines dépendant du temps et des conditions aux limites de Cauchy
et de Goursat . Différents problémes rencontrés en théorie de la conduction thermique,
en thermo élasticité et en physique des plasmas peuvent étre ramenés a des probléemes
aux limites avec différents types de conditions (intégrales, locales, non locales, ...).

Dans un second temps, nous développons la méthode de Rothe a I’étude des pro-
blémes non locaux semi linéaires pour les équations intégro-différentielles de type parabo-
lique et hyperbolique avec des conditions initiales de Neumann et intégrales. La présence
des conditions intégrales est la source de grande complication rendant inopérante la mé-
thode de Rothe standard de sorte qu’une adaptation adéquate de cette derniére s’impose.
L’idée clef que nous proposons est de mener les calculs dans un espace fonctionnel non
classique et d’introduire une généralisation naturelle de la notion de solution faible pour
le probléme étudié. Appliquant cette idée nous établissons les estimations a priori néces-
saires, sur la base des quelles la convergence d’un schéma d’approximation semi discrétisé
correspondant est démontré.

La thése se compose d'une introduction et de Cinque chapitres essentiels, dans les
deuxiéme, troisiéme et quatriéme chapitres, on étudie des problémes aux limites avec
des conditions de Cauchy ou de Goursat. On établit I'existence et 'unicité de la solu-
tion forte généralisée par la méthode ds inégalités énergétiques. Dans les cinquiéme et
sixieme chapitres, en appliquant la méthode de Rothe, on étudie 'existence et 1'unicité
de la solution faible des équations intégro-différentielles de type parabolique et hyperbo-
lique & lesquelles sont jointent les conditions initiales, de Neumann et intégrales. Enfin,
I’annexe de ce document se compose notamment de rappels de quelques notions de base
de I'analyse fonctionnelle qui seront utilisées par la suite. On termine cette thése par la

bibliographie.



Abstract

The objective of this thesis is to give, in a first step, a development of energy inequality
method in the study of a series of boundary value problems, generated by functional
equations such that the domains of the operator coefficients depend on time and the
boundary conditions are Cauchy and Goursat conditions. Various problems in the theory
of heat conduction, thermo elasticity and plasma physics can be reduced to boundary
value problems with different types of conditions (integral conditions, local conditions,
non local conditions, ...).

In a second step, we develop the method of Rothe to the study of non-local problems
for semi-linear integro-differential equations of parabolic and hyperbolic type with initial,
Neumann and integral conditions. The presence of the integral conditions is of great com-
plication rendering ineffective the classical method of Rothe, so that adequate adaptation
of the latter is required. The idea we propose is to conduct calculations in a non classical
functional space and introduce a natural generalization of the notion of weak solution to
the studied problem . Applying this idea we establish a priori estimates necessary, that
the convergence of a corresponding semi-discretized approximation scheme is proved.

The thesis consists of an introduction and five essential chapters. In the first three
chapters, we study boundary value problems with conditions of Cauchy or Goursat type.
We establish the existence and uniqueness of strong generalized solution by the energy
inequalities method. In the fifth and sixth chapters, by applying the method of Rothe,
we study the existence and uniqueness of weak solution of integro-differential equations
of parabolic and hyperbolic type with initial, Neumann and integral conditions. Finally,
we recall some basic notions of functional analysis to be used thereafter in the annex. We

end this thesis by the bibliography.



Chapitre 1

Introduction

De nombreux phénomenes physiques peuvent étre modélisés par des problemes aux
limites non classiques avec des conditions non locales. Quand des intégrales apparaissent
dans les conditions aux limites, on parle alors de conditions non locales intégrales. Si
les intégrales apparaissent dans I’équation elle-méme on aboutit & des équations intégro-
différentielles. L’étude des ces problémes est d’actualité ceci est dii & I'importance des
conditions non locales qui apparaissent lors de la modélisation mathématique de divers
phénomenes de la physique, ’écologie, la biologie. .. etc. C’est le cas ou les valeurs de la
fonction sur la frontiére sont liées a ses valeurs & 'intérieur du domaine ou lorsque les
mesures directes sur la frontiére ne sont pas possibles.

On constate que les problemes liés aux conditions non locales ont beaucoup d’appli-
cations dans de nombreux problémes tels que la dynamique des populations, le processus
de conduction de la chaleur, la théorie du controle, etc. En particulier, I'introduction de
conditions non locales peuvent améliorer les caractéristiques qualitatives et quantitatives
du probléme ce qui conduire a de bons résultats concernant d’existence, I'unicité et la
régularité de la solution.

Au cours de ces derniéres années, il y a eu un grand développement dans 1’étude
des équations d’évolution linéaires et non linéaires. Les applications les plus importantes

de cette théorie concernent les problémes aux limites pour les équations différentielles



fonctionnelles. Actuellement, les méthodes fonctionnelles sont devenues essentielles dans
I’étude des problémes mathématiques théoriques et appliqués. Le role principal des mé-
thodes fonctionnelles, est de donner de meilleurs résultats par rapport & ceux obtenus
par les techniques classiques, en conséquence, il y a eu des progrés considérables dans
I’étude des équations différentielles opérationnelles dans les espaces de Banach ou de Hil-
bert, mais on remarque que la majorité des résultats obtenus concerne les équations a
coefficients constants ou a coefficients opérationnels possédant des domaines de définition
constants.

L’une des méthodes fonctionnelles est la méthode des inégalités énergétiques qu’on a
développé et appliqué dans cette these a I’étude de nouveaux type de problémes aux li-
mites. Cette méthode est basée sur les idées de Dezin [18] et développée par Ladyzenskaya
[44-45], ou elle a été utilisée dans la résolution du probléme de Cauchy lié aux équations
du type hyperbolique. Par la suite les développements importants de la méthode sont dus
a J. Leray [48] et L. Garding [19]. Cette méthode a été également utilisée et développée
dans les travaux de Bouziani [|, Guezane-Lakoud [|, Mesloub [2, 77],Yurchuk [2, 77] et
d’autres voir [J..

Le schéma de la méthode a été donné pour la premiére fois par A. A. Dezin et qui
peut étre résumé comme suit :

Pour l'opérateur L engendré par le probléme considéré, on démontre 1'inégalité éner-
gétique du type

lull < Cl1Zull ¥ € D(L) 1)

La démonstration se base sur une analyse précise des formes obtenues en multipliant
I’équation donnée par un opérateur Mu contenant la fonction u ou ses dérivées et une
certaine fonction poids. Le choix de l'opérateur Mu est fondamental, il est dicté par
I’équation et les conditions aux limites. Ensuite dans les topologies fortes des espaces F et
F, on construit la fermeture L de I'opérateur L et la solution de I'équation Lu = F, F €F
est appelée solution forte du probléme considéré. A I'aide d’un passage a la limite, on

prolonge 'inégalité (1) au e D (L) .



Comme l'opérateur L~ est continu on conclut pour I'image de Iopérateur L I'égalité
R (f) = m Pour la démonstration de I’existence de la solution forte pour tout F € F,
il suffit d’établir la densité de R (L) dans F' qui est obtenue a 'aide des opérateurs de
régularisation. Le choix des opérateurs de régularisation est lié au caractére du probléme
étudié.

La méthode des estimations & priori est une méthode efficace pour I’étude de beaucoup
de problémes de la physique mathématique, elle est fondée sur un support théorique solide
et est développée dans un cadre abstrait élégant. Mais dans ’application de cette méthode
on trouve des difficultés parmi lesquelles nous citons :

. Le choix des espaces fonctionnels.

. Le choix du multiplicateur Mu

. Le choix de l'opérateur de régularisation.

Les questions sont tellement variées et récentes, que 1’élaboration d’une théorie géné-
rale est encore prématurée. Chaque probléme nécessite une étude spéciale, d’ou 'actualité
du théme.

L’objectif de cette thése est de donner, dans un premier temps, un développement
important de la méthode des inégalités énergétiques dans 1’étude d’une série de pro-
blémes aux limites, engendrés par des équations fonctionnelles possédant des coefficients
opérationnels a domaines dépendant du temps et des conditions aux limites de Cauchy
et de Goursat . Différents problémes rencontrés en théorie de la conduction thermique,
en thermo élasticité et en physique des plasmas peuvent étre ramenés a des problémes
aux limites avec différents types de conditions (intégrales, locales, non locales, ...).

L’actualité de ’analyse de ces problémes (avec des domaines variables) est d'un intérét
important. Cet intérét est dicté non seulement par le développement de la théorie des
équations aux dérivées partielles, mais aussi par ’étude des problémes apparaissant au
moment de la modélisation de problémes concrets en physique changeant avec le temps.

Dans un second temps, nous appliquons les méthodes d’approximation a I’étude

des équations intégrodifférentielles avec des conditions non locales de type intégrales.



L’importance des méthodes d’approximation est qu’elles ne permettent pas seulement de
démontrer ’existence et I'unicité de la solution mais elles permettent aussi la construction
des algorithmes pour les solutions numériques. Parmi ces méthodes on peut citer la
méthode de Galerkin et la méthode de discrétisation en temps appelée aussi la méthode
de Rothe qui est un outil trés efficace dans I’étude de la solution approchée et de sa
convergence vers la solution des problémes d’évolution non-linéaire. En général il est
difficile de trouver la solution exacte, dans de tels cas, le rapprochement des méthodes
d’analyse donnent d’autres moyens afin de trouver les approximatives des solutions.

La méthode de Rothe trouve son origine dans les travaux du mathématicien Allemand
E. Rothe en 1930 [71] pour résoudre des équations linéaires paraboliques et unidimen-
sionnelles, elle a été également utilisée et développée dans la résolution des équations
paraboliques d’ordre supérieur par O.L. Ladyzenskaja voir [44 — 45] aussi bien que dans
les travaux de K. Rektorys [67 — 70], J. Necas [65] et J. Kacur [30 — 34] qui a étudié des
équations d’évolution non linéaire de type parabolique. Plusieurs autres résultats ont été
réalisés en changeant l'ordre des dérivées ou en changeant 1’équation et les conditions
par exemple I’équation de Schrodinger [3], I’équation Navier Stokes [39], I’équation de
télégraphe [17], les équations différentielles avec conditions intégrales dans les travaux
de Bouziani [] ainsi que les problémes intégrodifferentiels de Bahuguna [3 — §] .

Notre objectif est d’étendre cette technique aux équations intégro-différentielles avec
conditions aux limites non classiques. Plus précisément nous développons la méthode de
Rothe & I’étude des problémes non locaux semi linéaires dont les conditions aux limites
est la source de grande complication rendant inopérante la méthode de Rothe standard
de sorte qu'une adaptation adéquate de cette derniére s’impose. L’idée clef que nous
proposons est de mener les calculs dans un espace fonctionnel non classique et d’introduire
une généralisation naturelle de la notion de solution faible pour le probléeme étudié.
Appliquant cette idée nous établissons les estimations a priori nécessaires, sur la base
des quelles la convergence d’un schéma d’approximation semi discrétisé correspondant

est démontré.



Le schéma de la méthode de Rothe est comme suite :
On divise 'intervalle du temps en n sous intervalles (t,_1,t;), j =1,...,n. ou t; = jh

et h =T/n. on note par u; = uj(x) = u;(z, jh) les approximants de u.

u ou 9
—5 et = par 0u; =

ot ot

5’&]‘ — 5Uj_1

A et

-On remplace les dérivées de la fonction u,

ou; = % pour tout t = ;.

-On obtient un systéme formé de n équations en = ou l'inconnu est u;(x) donc on
approxime le probléme posé & tout point ¢ = ¢;, j = 1,n . par un nouveau probleme
discret.

-On détermine les fonctions u™ solutions du systéme obtenu.

-On construit les fonctions de Rothe définies par
U(n) (t) =uj,1+(5uj (t—t]), te [tjfl,tj], j: 1,...,n

et les fonctions test correspondantes

Uo t € [—h,0]

-Apres avoir démontré quelques estimations pour la solution approchée, nous établis-
sons la convergence de la solution approchée u™ (t) vers la solution du probléme posé.

Nous passons maintenant & la description précise du plan de la these.

La premiére partie est dédiée a I’étude de quelques problémes aux limites par la
méthode des inégalités énergétiques, elle se compose de trois chapitres.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie un probléme de Cauchy pour une équation
hyperbolique de type Euleur-Poisson-Darboux dont les coefficients opérationnels sont &
domaines variables et avec singularité. Ce travail qui est une généralisation de [17] ou
I’auteur a étudié le cas des coefficients & domaines constants, est motivé par une séries de

résultats récents concernant des problémes aux limites similaires [21 — 22, 50, 52, 54, 56] .



On considére le probléeme de Cauchy suivant :

%+%Z—?+T(t)u-f(t),t€ I =10,R]
u(O):d—z(O):O

Ou u et f sont des fonctions de I & valeurs dans un espace de Hilbert H . On suppose
que les opérateurs T'(t) et S(t) sont linéaires, non bornés, & domaines D; (T'), D, (S)
respectivement dépendant de la variable t € I et denses dans H. Sous certaines conditions
sur les coefficients opérationnels, on démontre que ce probléme est bien posé au sens
de Hadamard . Contrairement au cas constant, on est amené & imposée des conditions
supplémentaires et & choisir d’autres espaces fonctionnels. L’existence et 'unicité de la
solution forte généralisée sont établies grace aux estimations a priori. Les résultats de ce
chapitre ont fait I'objet de la publication internationale :

A. Chaoui and A. Guezane-Lakoud, On an abstract Euler-Poisson-Darboux type equa-
tions. Int. J. Appl. Math. Stat : Vol. 13;No. M08 ; March 2008 ;12-21.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude d’une classe d’équations hyperboliques
bidimensionnelles avec les conditions dites de Goursat. On suppose que le coefficient
opérationnel est non borné et & domaine variable. Plus précisément, on considére dans
2 =]0,T}[ x |0, T3] le probleme de Goursat suivant :

2
g+ Tt = £(0)
u(t1,0) = u(0,t3) =0

Les opérateurs {T'(t),t € 2} sont linéaires, non bornés, auto-adjoints dans H et a
domaines D;(T") dépendants de la variable ¢ et denses dans un espace de Hilbert H,
Une série de problémes similaires a été étudiée dans les travaux [51-56] ou les auteurs
ont supposé que les coefficients sont & domaines de définition constants, ou a domaines
variables dans le cas unidimensionnel. Dans ces travaux, l'existence et 'unicité de la

solution forte généralisée sont démontrées.
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Nos résultats s’étendent & ceux obtenus dans [2,17], des techniques similaires sont
appliquées dans cette étude au méme type d’équations sous différentes hypothéses. D’un
autre coté, la majorité des résultats existants sont obtenus dans le cas unidimensionnel
alors que notre étude traite un probléme bidimensionnel ce qui cause des difficultés
supplémentaires. Lors du passage & la dimension supérieure, le probléme change comple-
tement, car pour les équations hyperboliques du second ordre, les caractéristiques sont
présentées par deux ensembles différents.

Existence et I'unicité de la solution forte généralisée sont étudiés Les preuves se
basent sur une généralisation de la méthode bien connue des inégalités énergétiques.
Premiérement, nous dérivons des estimations a priori pour les solutions fortes généralisées
en utilisant les opérateurs d’approximation de Yosida. Puis, en utilisant les résultats
précédents, nous montrons que I'image de 'opérateur engendré par le probléme posé est
dense. Les résultats de ce chapitre sont publiés dans le journal international

- A. Guezane-Lakoud and A. Chaoui, A functional method applied to operator equa-
tions, Banach J. Math. Ana. 3. (2009). no 1. 52-60.

Au quatriéme chapitre on étend la méthode développée au chapitre précédent a
I’étude d’un probléme de Goursat engendré par une classe d’équations bidimensionnelles
opérationnelles paraboliques ol les coefficients opérationnels sont & domaine variable.

On considére le probléme bidimensionnel suivant :

ou  Ou
lu = o + ETR + A(t)u = f(t) (4.1)

llu(tlﬁtQ) = u<t1> 0) =@ (tl) )
lQU(tl, tg) = 'U,(O, tg) = w (tQ)

(4.2)

Nous écrivons le probléme sous forme opérationnelle, et nous décrivons le cadre fonction-
nel en précisant les espaces fonctionnels dans lesquels ’étude est faite. Nous établissons

un théoréme d’homéomorphisme. La démonstration est basée sur une estimation a priori
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bilatérale et la densité de I’ensemble des valeurs de cet operateur dans I'espace d’arrivé.
Les résultats de ce chapitre ont été soumis et acceptés dans un journal international

A. Guezane-Lakoud and A. Chaoui, On functional parabolic equations. To appear.

La deuxiéme partie concerne 'étude des équations intégro-differentielles par la
méthode de Rothe elle se compose de deux chapitres.

Inspirer des travaux de Bahuguna [1-6], on étudie dans le cinquiéme chapitre une

équation intégro-différentielles parabolique suivante

55 @0+ [tk )ds ()

avec la condition initiale

u(z,0) = U (2) x € (0,1) (%))
la condition de Newman
ou
p (0,t) = a(t) t€]0,7T] (%))

et la condition non locales intégrale du premier type

/0 u(x,t)de = FE(t) t€]0,T] ((% % %))

Récemment on trouve une série de travaux concernant les problémes aux limites avec
des conditions non locales de types intégrales tels que les travaux de Bouziani[9-10],
Mesloub [59-60], Pulkina[66] et Beilin][].

On établit I'existence, 1'unicité, la dépendance continue de la solution par rapport
aux données. Les résultats de ce chapitre ont fait ’objet de la publication

A. Guezane-Lakoud, M. S. Jasmati, A. Chaoui, Rothe’s method for an integro-
differential equation with integral conditions, Nonlinear Analysis. 72 (2010) 1522-1530.
(2010) .

12



Dans le sixiéme chapitre on s’intéresse a I’étude d’une équation intégro-differentielle
hyperbolique avec des conditions initiales et intégrales par la méthode de Rothe. On ra-
meéne les conditions intégrales non homogene & des conditions homogénes en introduisant
une nouvelle fonction puis on démontre que sous certaines condition sur les fonction
apparaissant dans I’équation, I'existence et I'unicité de la solution faible.

Enfin, Pannexe de ce document se compose notamment de rappels de quelques no-
tions de base de ’analyse fonctionnelle qui seront utilisées par la suite. On termine cette

these par la bibliographie.
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Chapitre 2

Etude d’un probléme de Cauchy
pour une équation abstraite de type

Euler-Poisson- Darboux

Résumé

Nous étudions dans ce chapitre un probléme de Cauchy pour une équation hyperbo-
lique dont les coefficients opérationnels sont & domaines variables et avec singularité. Les
résultats de ce chapitre ont fait I’objet de la publication internationale :

A. Chaoui and A. Guezane-Lakoud, On an abstract Euler-Poisson-Darboux type
equations. Int. J. Appl. Math. Stat : Vol. 13;No. M08 ; March 2008 ;12-21

14



2.1 Introdction

Nous étudions dans ce chapitre un probléme de Cauchy pour une équation hyperbo-
lique dont les coefficients opérationnels sont a domaines variables et avec singularité. Ce
travail qui est une généralisation de [21] ou l'auteur a étudié le cas des coefficients & do-
maine constant, est motivé par une séries de résultats récents concernant des problémes
aux limites similaires sans singularité [25, 26, 54, 56] . Sous certaines conditions sur les co-
efficients opérationnels, on démontre que ce probléme est bien posé au sens de Hadamard
. Contrairement au cas constant, on est amené & imposer des conditions supplémentaires
et a choisir d’autres espaces fonctionnels. L’existence et 1'unicité de la solution forte géné-
ralisée sont établies grace aux estimations a priori. Dans le cas des coefficients & domaine
de définition constant, on trouve plusieurs travaux importants on peut citer [21, 40, 42,
46, 54] ou les démonstrations sont basées sur des estimations a priori obtenues grace aux
inégalités énergétiques. Le présent travail généralise [21] des techniques similaires sont
appliquées sous différentes hypothéses. Les résultats de ce chapitre ont fait 'objet de la
publication internationale :

A. Chaoui and A. Guezane-Lakoud, On an abstract Euler-Poisson-Darboux type

equations. Int. J. Appl. Math. Stat : Vol. 13;No. M08 ; March 2008 ;12-21

2.2 Description du probléme

Soit H un espace de Hilbert ol la norme et le produit scalaire sont notés respective-
ment par |.|, (,).
On définit sur D; (le domaine de 'opérateur T'(¢)) le produit scalaire énergétique noté

(;), par
(u,v), = (T'(t)u,v),Yu,v € D, (T)

On note Hr l'espace de Hilbert énergétique qui est le complété de D, (T") par rapport
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A la norme :

jul, = | T4 (ud)|

On consideére dans I = ]0, R[, R < oo le probléme de Cauchy suivant :

C;Tg + %% +T(t)u = f(t) (Pb1)
w(0) = d—? 0) =0

Ou u et f sont des fonctions de I & valeurs dans H .

On suppose que les opérateurs T (t) , S(t) sont linéaires, non bornés, & domaines
D (T), Dy (S) respectivement dépendant de la variable t € I et denses dans H.

On suppose que les opérateur 7' (t) , S(t) sont soumises aux hypothéses suivantes:

H1) L’opérateur T (t) est auto-adjoint et fortement monotone, i.e., Il existe une

constante ¢; > 0 telle que
(T(t)v(t),v(t)) > e o)), Yo(t) € Dy (T) pptel

H2) L’opérateur inverse de T'(t) existe et est fortement différentiable par rapport a t

dans H, de plus
dT=1(t) d*T~(t)
e dt?

e B(I, L(H))

ou L(H) est 'espace des opérateurs linéaires bornés de H a valeurs dans H, muni de

la norme || 7| ;) = SuPyueyr %et B(I,L(H)) I'espace de Banach des opérateurs bornés.
u#0

H3) Il existe une constante c; > 0 telle que

dT—1(t)
dt

— Re( u,u) < (T (t)u,u),Yu € H, p.pt €1

H4) Les opérateurs S (t) sont fermés dans H, et ST= € B(I,L(H)), D, (T%> C
D, (S) pp.telet

Re(S (t) u,u) > 0,Yu € D, (T), pptel

16



2.3 Espaces fonctionnels

Soit L lopérateur non borné engendré par le probléme (Pbl) de domaine de définition

1du d? d
7;d—?7d_tgaT(t)u € Ly(I,H) ,u€ D,(T), = € D, (S) avec u(0)

D(L) = {u € Ly(I,H) -

L’opérateur L agit de 'espace E; a valeurs dans ’espace Es, ol

Ej : est le complété de D(L) par rapport a la norme Hermitienne :

d 2
S \uyf) dt

Huu?=/0R<—

dt

On munit l'espace Ly (I, H) de la norme

Sy (L, (R = 1) &) at

| f]l, = sup
2 veEFE H/UH1

on obtient un espace de Banach noté FEj.
Lemme 2.1 Sous les hypothéses (H1) et (H2), D (L) est dense dans Ly (I, H).

Preuve. voir la preuve du lemme (4.1) . =

2.4 Estimations a priori

Lemme 2.2 Sous les hypothéses (H1) et (H4), Uopérateur L est fermable et sa fermeture
L a un domaine de définition D(L) vérifiant D(L) = D(L).

Définition 2.1 La solution de [’équation

Lu=f

est appelée solution forte généralisée.
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Théoréme 2.1 Sous les conditions du lemme 2.2, on a
lull, < K ||Zul, Vu € D(L) (2.1)

ot K est une constante positive indépendante de u et de t.

Preuve. Comme signalé précédemment on va démontrer I’estimation (2.1) pour cela
on choisit comme opérateur multiplicateur Mu = e~ (R — t) T (¢) %% puis on inteégre
par parties

du

dt
dt )

R
2Re/ B (R —t) (Lu, T (1) —
0
pour obtenir :

du|?

dt
dt

R
| el oG
0

R
+ / c(R t)
0

f c(R—t) -1 du
— 2Re (R =) (Lu, T (1))t

o[

TH(H)T® (t>u(2 dt

2

du gt

-1
T(:‘Tt_
()=

/ «(R=) ( ‘T2 (t)u St
e (R~ 1) du . 4, du
“2Re | (SO T (1) )t
R R—t d -1
+Re/0 el )(R—t)(dt(T(t)Tg (t))u, u)dt (2.2)

En tenant compte des propriétés des opérateurs de régularisation lorsque ¢ tend vers 0,
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des hypotheses (H3) et (H4), 'expression (2.2) s’écrit

ul} = [ R(

du

dt

2
+ |u|f) dt <

f c(R—t) du
2Re | e (R—1t)(Lu,—)dt
0 dt
R du|?
c¢(R—t)
—c e R—t)|—]| dt
/0 (R=1)\%

dt. (2.3)

‘ 2

+ (¢ — ) /OR e“BD (R — 1) ‘T%(t)u(t)

Si on choisit ¢ telle que ¢ > ¢, > 0, les deux derniers termes dans le membre droit de

(2.3) sont négatifs et par suite

R dv
. ‘fo (Lu,(R—t)E)dt’
lull, < 2e?%sup

veEFE] “UHl

= 207 Zu,

Remarque 2.1 De lestimation (2.1), on déduit l'unicité de la solution forte généralisée
du probléme (Pbl) si elle existe, sa dépendance continue par rapport & la donnée f, et

que ['tmage R (f) de L est fermée dans Es et

R(L) =R(L);(L)

=TT

Par conséquence, pour prouver l’existence de la solution forte généralisée, il suffit de

démontrer que R (L) est dense dans U'espace réflexive Es, i.e R (L)" = {0}.
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2.5 Existence de la solution forte généralisée

Théoréme 2.2 Sous les hypothéses du théoréme 2.1, le probléme (Pby) posséde une

unique solution forte généralisée u € D(L), u = (Z)fl [ wvérifiant
lully < K[| Zu,

Preuve. Soient v € E; et u € D(L) vérifiant

R dv
/0 (L, (R 1) Tyt = 0 (2.4)

et prouvons que v = 0. Soit u = T-'(t)h, ou h € Ly (I, H) telles que les fonctions
Ldh & € Ly(I,H), h(0) dh (0) = 0 et soit w € F lution dans H d
- — = — = 0 et soit w une solution dans u
tdt’ dt? 2 dt b

probléme de Cauchy suivant :

dw

dv
_ _—c(R-t) . _
’r e g w(0) =0.

Intégrant (2.4) par parties, on obtient :

R d2h dw
BTV (R — ) — | dt
| (e m-n%

R raT-1(t) dh d
= —2/ ( = ()—eC(R_t)(R—t)—w>dt
0

dt dt’

(
_ /OR (ﬂTgl(t)%, B (R —t) d—w) dt
< h, e P (R —t) d—“’) dt

- /O ’ (T(t)T;l(t)h, e (R —t) Z—f) dt. (2.5)

D’aprés les propriétés des opérateurs de régularisation et ’hypotheése (H4), on voit
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que dTi:(t), d2%;21(t), ST (1), S(t)dTi#, T(t)T-*(t) sont bornés dans H. En uti-

lisant l'inégalité de Cauclgy—Schwartz, I'inégalité de Poincaré-Friedrichs et I'estimation
R R
1 d
/0 e \f\2 dt < 4 /0 d—J; dt, on trouve que le membre gauche de (2.5) est majoré par
R /12
d°h dw
—— BT ) (R —t) = ) dt
| (G m-0
1dh
tdt

gy

Lo(I,H) Ly (I1,H)

ol /4 est une constante positive. En intégrant (2.5) par parties et par passage a la limite

sur toutes les fonctions h € Ly (I, H) telle que

1dh
S e Ly (ILH -
tdte 2(7 )7h(0> 07

puis posant h = w, et prenant deux fois la partie réelle, il résulte

R

=1 dwl? R RUNESRRE
lim [ e BT ()—| dt + lim [ B9\ T3 (Hw| dt
e—0 Jg dt e—0 /g
R = dwl? R VNS DR
= — limc/ eCBD(R — ) |17 (t)—| dt — lim c/ e BD(R — 1) ‘Ti(t)Tg2 (t)w
e—0 Jo dt e—0 J,
R -1
. _ dw dT(t) dw
— lim R B(R—t) | —, ——2— | dt
% e/oe ( )(dt’ dt dt)
R AT7H)  dw
. c(R—t €
R AT () w dw
—21lim R AB=)(R —¢ ) ———=—, — | dt
Jimy / (R ><S<> it t?dt)
S ) dw d
e w dw
—21i _ T —, — | dt
ginoRe/o t (S() ; dt’dt>
i d(TT?
lim Re/ e“B(R — 1) (Mw,w) dt (2.6)
e—0 0 dt
En vertu du d—inégalité et le faite que gt—iTE_l — 0,k = 1,2; quand ¢ — 0, le
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troisieme et le quatriéme terme dans le membre droit de (2.6) tendent vers

3 [ dw
2 (R=O(R — ) |—
2 /0 R 1

2
dt.

—1
Comme HS‘HC;—Z

‘ — 0, il s’ensuit que le cinquiéme terme tend vers

R
dw
C(R—t) R_t _
[ eomn |G

2

dt.

En utilisant la condition(H4), le sixiéme terme va disparaitre. Le dernier terme tend vers

R
02/ eF(R —t) Jwl|? dt.
0

dw

Finalement en regroupant les termes similaires on obtient :

R 2 R N
dt+/ |w|; dt
IR RS
3 R dw
< (2= «(R=U)(R _ )| ==
= (2 C)/O THR= 1

R
(e —0) / ) o2 dt. (2.7)
0

2

dt

En choisissant ¢ > max (CQ, %) , le membre droit du (2.7) est négatif, et par suite on a

d
‘d—f —|uw], =0 = w=0

ce qui achéve la démonstration. m

Exemple 2.1 Soit J =10,¢[,¢ < oo et H= Ly(J), on note par ||.|| et |.| la norme dans
Ly (J) et la valeur absolue dans R (resp.).
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L’opérateur T (t) est engendré par ’expression :

Tu (z t)——@(x t);(x,t)eJxI
9 - a$2 ) 9 9 9
et les conditions auz limites
ou (1.t
w(0,t) = 0, ua(a; ) v ayul,t) =0, (2.8)

0
ou la fonction réelle a € C' est non-négative et ‘%‘ < M. Le domaine D;(T) de

Uopérateur T (t) est donne par

Dy (T) = {u(z,t) € Ly (J x I),u(z,t) € W5 (J),Vt € I;

0*u ~ou(lt) _
) € Ly (X 1), u(0,1) =0, 7 —|—a(t)u(l,t)—0.}

Les opérateurs S (t) sont donnés par lexpression différentielle suivante :

Ou (x,t)

Xz

St)u(z,t)=— i (z,t) € J x 1.

Les opérateurs T (t) et S (t) satisfont les conditions H1-Hj.

En effet :
Les opérateurs T (t) sont auto-adjoints dans H. En utilisant I'inégalité de Poincaré-

Friedrichs, on obtient

2

ou (z,t) ”

ox

(T W u,u) = a(t) (b))’ + /0

> G ||U (ajat)”Q?

ou la constante ¢; = 3.
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Les opérateurs inverses de 7" () sont

T_l(t)v(x,t):/Occ/jv(r,t)drds—%/Ol/jv(r,t)drds.

-1
det<t>U(£C,t) = xaa /8t / / (r,t)drds.

En utilisant I'inégalité de Cauchy—Schwarz, on aura

De plus

S VeIl
<

< =l

dT—1(t)
H at

et par suite
dT—1(t)
dt

€ B(I, L(H))

La constante dans la condition H3 est égale & ¢, = MI*/ V3.

Les opérateurs S (t) vérifient

Re (S (t)v,v) = /0 —%udw =u*(I) > 0.

Les espaces fonctionnels sont définis comme suit :

La norme énergétique est

ut<%<wwﬁume+@%§9W>é

On choisit le complété de 'ensemble D (L) suivant comme espace de Hilbert E des

solutions fortes généralisées

D(L) ={u(z,t) € Ly (J x I,H) ,u(z,t) € W3 (J,H) ,Vt € I
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0*u 10u(z,t) 0%*u
82(1’ t)y € Ly(Jx1), n ét )W(z,t),T(t)u(a:,t)ELQ(I,H),

ou

u(xz,t) € D’f(T)’E

(x,t) € Dy (S),

ou du (¢, 1)

u(a:,O):E(m,O)zO,u(O,t)zO, pe +a(t)u(€7t):0},

muni de la norme :

ul|3, = /OR/SZ ( 2) dxdt+/0Ra(t) lu (0,1)] dt.

L’espace d’arrivé F', est le compété de Ly (J x I, H) par rapport a la norme

u(z,t)|> | 0u(x,t)

ox

R—-t)f :ct)8
ot

(z,t) d:cdt‘

1fllF = sup
e vl

Finalement, on énonce le théoréme suivant :

Théoréme 2.3 Pour toute fonction f € F, le probléme mizte (Pbl), (2.8) posséde une

unique solution forte généralisée u € F, telle que

lullp < KNl -
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Chapitre 3

Probléme de Goursat pour une
équation hyperbolique

bidimensionnelle

Résumé

Dans ce chapitre on s’intéresse a I’étude d’une classe d’équations hyperboliques bidi-
mensionnelles avec les conditions dites de Goursat. On suppose que le coefficient opéra-
tionnel est non borné et a domaine variable. Les résultat de ce chapitre sont publiés dans
le journal international

- A. Guezane-Lakoud and A. Chaoui, A functional method applied to operator equa-
tions, Banach J. Math. Ana. 3. (2009). no 1. 52-60.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse a I’étude d’une classe d’équations hyperboliques bi-
dimensionnelles avec les conditions dites de Goursat. On suppose que le coefficient opé-
rationnel est non borné et & domaine variable. Une série de problémes similaires a été
étudiée dans les travaux [55-59, 60] ou les auteurs ont supposé que les coefficients sont
a domaine de définition constant [14, 25,26, 46, 84,], ou a domaine variable dans le cas
unidimensionnel. Dans ces travaux, I'existence et 'unicité de la solution forte généralisée
sont démontrées en utilisant la méthode des inégalités énergétiques.

Nos résultats s’étendent a ceux obtenus dans [14,84], des techniques similaires sont
appliquées dans cette étude au méme type d’équations sous différentes hypotheéses. D’un
autre coté, la majorité des résultats existants sont obtenus dans le cas unidimensionnel
alors que notre étude traite un probléme bidimensionnel ce qui cause des difficultés
supplémentaires. Lors du passage a la dimension supérieure, le probléme change comple-
tement, car pour les équations hyperboliques du second ordre, les caractéristiques sont
présentées par deux ensembles différents.

Existence et 'unicité de la solution forte généralisée sont étudiés Les preuves se
basent sur une généralisation de la méthode bien connue des inégalités énergétiques .
Premiérement, nous dérivons des estimations & priori pour les solutions fortes généralisées
en utilisant les opérateurs d’approximation de Yosida. Puis, en utilisant les résultats
précédents, nous montrons que I'image de 'opérateur engendré par le probléme posé est
dense.

Le plan de ce chapitre se présente comme suit : Dans la section suivante, nous ex-
posons le probléme, présentons les principales hypothéses et nous définissons les espaces
fonctionnels. Dans la section 3, nous dérivons certaines estimations a priori qui prouvent
I'unicité de la solution forte généralisée si elle existe et sa dépendance continue par rap-
port aux données. L’existence de la solution forte généralisée est établie dans la derniére
section. Les résultats de ce chapitre sont publiés dans le journal international

- A. Guezane-Lakoud and A. Chaoui, A functional method applied to operator equa-
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tions, Banach J. Math. Ana. 3. (2009). no 1. 52-60.

3.2 Position du probléme et hypotheéses

Soit H un espace de Hilbert ot la norme et le produit scalaire sont notés respective-
ment par |.|, (,).

Soit © un rectangle borné de R2tel que Q =10, 71| x |0, Ty .

On considére dans 2 le probléme de Goursat suivant :

(Pb2) 0?12;2 +T(tu=f(t) (3.1)
u(ty,0) = u(0,ta) =0 (3.2)

ou u et f sont des fonctions de €2 & valeurs dans H.

On suppose que {7T'(t),t € Q} est une famille d’opérateurs linéaires, non bornés, auto-
adjoints dans H et a domaine D;(T") dépendant de la variable ¢t = (t1,12) € € et denses

dans H, on suppose aussi que les conditions suivantes sont vérifiées:

a) Il existe une constante c¢; > 0 telle que :

w(t)[? = (T)(t), v(t)) > e [o(t)]2,Yo(t) € DJ(T) vt € Q

t

b) Les opérateurs inverses de T'(t) existent et sont fortement différentiable par rapport

a t dans H, de plus

oT—1(t) T (t) 9*T'(t)
oty 7 Oty ' Ot10ty

€ A8, L(H))

ou : L(H) est l'espace des opérateurs linéaires bornés de H a valeurs dans H muni
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B(I,L(H)) est I'espace de Banach des opérateurs bornés.

c) Il existe deux constantes a; > 0,as > 0 telle que,

w(t),ut)) < a(T~H(E)u(t), ut),Yu € H,i=1,2

On définit sur D, le produit scalaire énergétique qu’on le note (, ), par
(u,v), = (T'(t)u,v),Yu,v € D, (T)

On note par Hr l'espace de Hilbert énergétique comme le complété de D, (1) par
rapport & la norme :

jul, = | T4 (ud)|
Soit L l'opérateur engendré par le probléme (Pb2)

ou Ou O%*u

D(L) = {u € Lo(2, H),u(t) € D (T), Ot,’ Oty Ot 0ty

T(t)u € La(Q, H),u(t1,0) = u(0,t2) = 0}

On note par E le complété de D(L) par rapport a la norme

S1
lul? = sup / (b1, 52)
(sl,sz)eﬁ 2

]2%(31>t2) (

ot se(ty, t2) = (Ty — 1) (Tp — 1) .

8u(t1 y 82)
oty

2
+ |U(t1, 82)|§> dtl—f-

du(s1, ta) ?
Oty

+ ’U(Sl,tg)ﬁ) dtQ s
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L’espace F' est le complété de Lo(€2, H) par rapport a la norme

vEEy

Ifbwp|//ﬂ%bﬂﬁmwwm/vo
Q

0 0
8_tu + 8_tu et Fy est l'espace de toutes les fonctions v € Lo(2, H) dont
1 2

o v o
Ot Oty Ot10ts

s1
Il = sup /kuh@>(
(s1,52)EQ 0

7%(31,t2) ( Av(sy, ta)|?

Ots
Lemme 3.1 Sous les conditions (a), (b) et (¢), D (L) est dense dans Lo(S2, H).

ou Au =

€ Ly(Q, H) ,vérifiant les conditions (3.2) et muni de la norme

81}(251, 82) 2
oty

+c Iv(t1,32)|f> dt1+

“+ ‘U(Sl,tg)‘?> dtQ

Preuve. Voir la preuve du lemme (4.1). =

3.3 Estimation a priori

Théoréme 3.1 Supposons que les hypothéses (a)-(c) sont satisfaites, alors pour chaque
ue D(L) ona
[ull; < Cl|Lull, (33)

ou C' est une constante positive indépendante de t et de u.

Preuve. Soient u € D(L), lopérateur d’approximation 7-'(t) = (I +¢eT'(t))"",

e > 0, intégrons 'expression

66(51+S2_t1 —tQ)%(t1’ t2) (L’LL, Tg_l (t)AU)
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par parties sur le domaine Qg =10, s1[ x |0, 52 C €2, on obtient

51 ) 2 . ) 2\ |
/ eclortsa—tita) (g gy ( TE_Q(t)g—tu + |1 2 ()T (u (t) >
0o = 1 _
r 1 oul ! 2) |
/ ecrtsa—ti=ta) yop gy [ |7 Q(t)ﬁ + |1z 2 () T2 (t)u (t)‘

2
/| 1

2Re//60(51+52_t1_t2)%(t1,t2) (Lu, T (t)Au) dtqdty

to=s2

to=s1

Qs
_1 2
—2c / / eclsrtsa=ti=ta) ) 4V ITE 2 (H)u (t)| dtydty
¢
Qs
_1 0 2 _1 9 2
_c//60(81+52t1t2)%(t1,t2) (Te Q(t)a—z + 1% 2(t)a—z ) dt1dts
Qs

_1 _1 2
_//ec(s1+sz—t1—t2)%l(tl) (Ts 2(”% + T Q(t)u (t)‘t> dtdts
1
Q
1 Ou 2 1 2
_//ec(s1+82—t1—t2)%2<t2) T: 2(&@ + T2 2 (Hu (t)‘t dt,dts
2
Qs

i Ou OT(t) du Ou OT'(t) du
C(S1+82 t1 t2) 5 £
+Re//e #(hst2) K@tl’ Ot 81%1) * (8752’ Ot

Qs

T—l

£

T—l

£

a(T (1)
8t1

d(T (1)
8t2

L(Tozte, ) (

ou %(tl) = (Tl — tl) et %('[Jg) . (Tg — '[52) .

), uﬂ dtydt

dt,

dty

Aty

En appliquant le é—Cauchy inégalité avec 6 = 1, les propriétés des opérateurs de

régularisation et la condition (b), puis par passage a la limite quand e tend vers 0, il
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résulte :

si [ ou |? ]
/ 60(51+52_t1_t2)%(t1, t2) gu + |u (t) ? dt; +
0 oty ¢
i dta=so
so [ ou |? ]
/ @c(sl+s2_tl_t2)%<t1, tg) < _u —+ |u (t)ﬁ) dtg
o Oty .
<4 11=81

< 2Re// eclrtea=timta) yo(p) 40 (Lu, Au) dtydts
Qs

+(—2c+ a1 + a9) // eclrtsa=ti=to) (1) 1o ul? dtydt,
Qs

1
' (‘” 5) [ | et [

1
Pour ¢ > max (—, il _5 e

2
+

%
oty

ou

Oty

2
seront négatifs, par suite un simple calcul nous donne

7 du(ty,
[t (‘%
1

0

[ u(sy, t
+ [tont) (‘—U(at -
2

0

2
+ |U(t1,82)|?> dtl

to=s2

2
+ ’U(Sl,t2)|?> dtg

t1=s1

S 2€a(T1+T2) //%(tl,tg) (LU, Au) dtldtg
Qs

2
] dtdty  (3.5)

) = a, les deux derniers termes dans le membre droit de (3.5)

(3.6)

prenons le sup par rapport (si,ss) € Q dans le coté gauche de (3.6), divisons les deux

membres par ||ul|, et en tenant compte de la condition (a) on trouve que |ju|; > ||ul|,,

Vu € D (L) et par conséquence
lully < 26| L,

ce qui achéve la preuve du théoréeme.

De maniére standard on démontre que 'opérateur L est fermable. Soit L sa femeture
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de domaine de définition D (L) = D (L). =

Comme les fonctions u € D(L) sont des limites des suites u,, € D(L), par passage a

limite, on prolonge 'inégalité (3.3) aux solutions fortes

|ull, <C HEUHQ; Yu € D(L) (3.7)

Remarque 3.1 1) A partir de Uinégalité (3.7), la solution forte du probléme si elle

existe elle est unique et dépend continiment du second membre f.

Remarque 3.2 2) Pour l'image de l'opérateur L on a :

R(L)=R(L); (L)™'=L"!

Par conséquence pour démontrer ’existence de la solution forte généralisée pour f

quelconque dans F', il suffit de montrer que R(L) est dense dans l’espace F' (i-e R(L) =

3.4 Existence de la solution forte généralisée

Théoréme 3.2 On suppose que les conditions du Théoréme 3.1 sont satisfaites. Alors,

pour tout f € F, il existe une unique solution forte généralisée u € D(L) du probléme

(Pb2) telle que u = (L)™' (f), et vérifiant linégalité (3.7).

Preuve. D’aprés un corollaire du théoréme de Hahn-Banach, il suffit de prouver que
si

/ / sty ) (Lu, Aw) dtrdts = 0, Yu € D (L) (3.9)

Yv € Ey, alors v = 0.
Soit C' (€2, H) P'ensemble des fonctions v € C* telles que v|,,_, = 0; v|,_, = 0,

comme C (2, H) est dense dans Ej, on va démontrer que si la condition (3.8) est vérifié
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Vv € C (Q, H), alors v = 0.En substituant la fonction u dans la relation (3.8) par 7. (¢)h,

ou h € Ej, on obtient

0%h
2 — A
Re// tl,tQ )8t18t2 U)dtldtg
T
= —QRG// tl,tQ atlai)h A’U)dtldtg
- St ok OTIN(t) Oh
QRG// tl,tQ 8‘[,‘2 8t1 + atl 8152 Av)dtldtg

—2Re / / se(ty, ta) (T (1) T (t)h, Av) dtqdts. (3.9)

D’apres la condition (b) et les propriétés des opérateurs de régularisation, alors les opera-
O*TM(t) 0T '(t) o1 '(t )
(91518252 ’ 81?1 ’ at2

égalité de Cauchy-Schwartz et I'inégalité de Poincaré-Friedrichs, on voit que le membre

teurs et T (t) T '(t) sont bornés dans H. En utilisant 1'in-

droit de (3.9) en valeur absolue est estimé par

(15

ol 7 est une constante positive. Soit w une solution du probléme suivant :

o H% L M) s, )T (O,

eclitTa—ti—ta)p 4o Ny = Aw

w (0,t3) = w (t1,0) =0
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En intégrant (3.9) par parties, en suite posant h = w, on arrive a

Q
//ec(TﬁTQtltQ)%(thtz)tlt?(
Q

ow|?
T > ()8_251

ow
T. > ()8_252

+] T2 0u )

2
) dt dty +
t

2 1 2
-+ Tg 2 (t)'LL (t) dtldtQ
t

0 -1 2
// MFTati=ta) st 1.3, <Ta (t )aTw + T2 2 (H)u (t) > dtidty +
Q ! '
_1 2 -1 2
// 60(T1+T27t17t2)%(t1’ t2)t1 < CZ_:E 2 (t)a_w + TE 2 (t)u (t) > dtldtQ
0 oty t
ow |? wl®
. c(T1+To—t1—t2) t1 . to)tqt Ta — E_i dt,dt
c// x(t1, ta)t1ts ()3251 ()8752 1552
_26//€C(T1+T2t1t2)%<t1’t2>t1t2 TE_5(t) dto

T
—QRG// o(Ti+Tz—t—t2) (tl,t2>t1t2 (a—() ,A'LU) dtldtz

Ot10ty
OT(t) Ow
_ c(Th+To—t1—t2) € it
QRG// (tl,tg)tltg < atl atg_'_
oT!

8152 8_t1 AU)> dtldtg + Re// o(Ti+To—ti=ts) (tl, t2>t1t2 X
IT-1(t) Ow Ow IT-1(t) Ow Ow
= —, - —, — | | dt1dt
<( oty oty 81&1) - ( Oty Oty Oty e

+Re//ec(Tl+T2tlt?)%(tl,tQ) X
0

-1 Tt Tt
OTMTM), Y o (2TOTO), N atar, (3.10)
at2 8t1
2—1 -1
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les termes —8 . () o1 (1)
8t18t2 atz

tendent vers 0 quand ¢ tend vers 0, alors le 5™, 6°™m¢ et le 7™ terme du membre droit

dans (3.10) peuvent étre estimés par 0. En appliquant les propriétés des opérateurs de

régularisation et la condition (c) a la derniére intégrale, en suite regroupant les termes
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similaires, il résulte

// c(Th+To—t1—t2) tl t2 tyts (‘
// c(Th+To—t1—t2) tl t2 tyts <‘

+ |w | ) dtldtg +

// 60<T1+T2_t1_t2)%(t1, tQ)tg (Ctl + 1) dtldtg
o(Ty+To—t1 —t2) 8w
1rizmiTe (tl, tz)tl (Ctg + 1) dtldtg
Oty
C(T1+T2—t1—t2) 2
(—26 + as + CLl) // (& %(tl, tz)tltg |w|t dtldtg. (311)
Q

1 1 az + ap
Ty’ Tg’ 2

} le membre droit de (3.11) est négatif, et donc 5
1

pour ¢ > max {

(9_w
Ots

inversible et si Av = ¢ alors

= |w|? = 0 ce qui donne v = 0. en effet pour v € C (2, H), Popérateur A est

t1
/ g(s1,81 —t1+ta)dsy, t; > 1o
¢

— —t
v = Lt2

2
/ g (82 + 11 — 1o, 82) dSQ, t1 < to.
t

2—11
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Chapitre 4

Probléme de Goursat pour une
équation parabolique

bidimensionnelle

Résumé

Dans ce chapitre on s’intéresse a 1’étude d’une classe d’équations paraboliques bidi-
mensionnelles avec les conditions de Goursat. On suppose que le coefficient opérationnel

est non borné et & domaine variable. Les résultat de ce chapitre sont soumis et acceptés

pour publication.
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4.1 Introduction

Dans chapitre, La méthode des inégalités énergétiques est utilisée dans I’étude d’une
classe d’équations différentielles paraboliques bidimensionnelles dans un espace de Hil-
bert, 'opérateur apparaissant dans I’équation est supposé étre linéaire, positif, de do-
maine variable.

Nous mentionnons que ces problémes apparaissent en cosmologie, dans la théorie du
ralentissement des neutrons, ... Voir [13].

L’actualité de I’analyse de ces problémes (avec des domaines variables) est d'un intérét
important. Cet intérét est dicté non seulement par le développement de la théorie des
équations aux dérivées partielles, mais aussi par ’étude des problémes apparaissant au
moment de la modélisation de problémes concrets en physique changeant avec le temps.

Dans le cas ot les coefficients opérationnels ont des domaines de définition constant,
certains problémes aux limites ont été étudiés dans [14, 26, 50]. Des problémes similaires
avec conditions aux limites non locales mais dans le cas unidimensionnel ont été étudiés
dans [ 9, 17, 18, 27|. Pour le cas équations ou les coefficients sont a domaine variable on
peut citer les travaux [25, 58, 56]. Dans tous ces travaux la méthode fonctionnelle utilisée

est celle des inégalités énergétiques.

4.2 Description du probléme et hypothéses

Soit H un espace de Hilbert muni d’une norme et d’un produit scalaire qu’on note
respectivement par |.|, (,).

On considére dans D le probléme bidimensionnel suivant :

ou  Ou
lu= 8_t1+8_t2+A(t>u_ f(t)

(Pb3) hu(ty, t2) = u(t,0) = ¢ (1),
lu(ty, t2) = u(0,t2) = ¥ (t2)
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ou f: D — H, ¢:]0,Th1] — H et v :]0,To[ — H sont les données et u est la
fonction inconnue a valeurs dans H.

On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :

(a) : Les opérateurs A (t) sont auto-adjoint pour tout ¢t € D et il existe une constante

c1 > 0 indépendante de ¢ et de v(t) telle que :
(AB)o(t), v(6) > er [0, Vo(t) € D (A1) ppte D

(b) : Les opérateurs inverses de A(t) existent pour tout t € D, A~!(t) est fortement

différentiable par rapport a ¢t dans H de plus

DAY (t) 0ATL(¢)
oty 7 Oty

€ Loo(D, L(H))

ou L(H) est 'espace des opérateurs linéaires bornés de H a valeurs dans H. muni de la
norme
| Aul
A =sup ——
” HE(H) weH |u|
u#0

On donne maintenant un exemple d’opérateur A (t) satisfaisant les conditions (a) et

(b).

4.3 Espaces fonctionnels

Soit D (A% (t)) # &. On construit l'espace de Hilbert W (¢) sur D <A% (t)) pour
t € D muni de la norme

lul, = )A% (1) u‘ .

On définit par L 'opérateur (I, [, l3) engendré par le probleme (4.1)-(4.2) de domaine
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définition

ou Ou

D(L) = {UELQ(D,H),U(t) ED(A(t))’é?_tl’O_tz’

A(t)uELz(D,H)}.

L’opérateur L agit deE; a valeurs dans Ey ou E est le complété de D (L) par rapport

4 la norme

S1 52
lul? =  sup { / ulty, so) dtr + / s, )2 dty
0

81 52)6D

Es est V'espace de Hilbert Ly (D, H) x Ly (]0,T1[,H) X Ly(]0,T5], H), muni de la

norme

2 2 2 2
IEWy = 1 zam,m + el aqompm + 10000 m0m

Lemme 4.1 Siles conditions (a) et (b) sont vérifiées, alors D (L) est dense dans Ly (D, H) .

Preuve. Soit v € Ly (D, H) telle que

/ / (u, v) dtrdty — O¥u € D (L) (4.1)

D

On pose u = A7 (t)h, o h est une fonction quelconque dans Lo (D, H). On peut

/ / t) h,v) dtydt; = 0. (4.2)

En particulier si v = h, alors d’aprés la condition (a) on obtient

facilement voir que

et par suite



4.4 Estimations a priori

Théoréme 4.1 Sous les conditions (a) et (b), on obtient pour chaque v € D (L) ’esti-

mation

2 2
lull} < C||Lull; (4.3)
ou, C' est une constante positive indépendante de t et de u.

Preuve. Comme les opérateurs A (¢) sont non bornés, on va les approximer par des

opérateurs bornés et fortement différentiables A (t) AZ! (¢) ou

ATV = (I +2A (1) e = 0,

£

Intégrant par parties deux fois la partie réelle de I'expression e“(*152t1=%) (Jyy, A= (t) u)

sur le domaine D, = ]0, s1] % ]0, s3] C D, on obtient :

2Re// eclertsa—ti—t2) (lu, AZM (t) ) dtydty =

S2 1 2 52 _1
/ pC(s2—12) Al? (t) u dty — / els1ts2—t2) A2 (t) U dts
0 t1=s1 0 t1=0
51 1 2 51 _1 2
[ e latanl = [T et fato
0 to=s2 0 to=0
i _1 2 1 -1 2
2// eclortsa—ti—ta) | | A2 (t)u| + ‘Ai (t) A2 (t)u ] dtidty

_ 7 AT ()u AT (H)u
_ c(s1+s2—t1—t2) € €
Re / / Se <u o0 + o, )dtldtg. (4.4)

En utilisant le §—inégalité et en appliquant les propriétés des opérateurs de régularisation
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quand ¢ tend vers 0, on obtient

S2 st
/ 2712 |y (51, 15)|? dty + / e (1, ) diy+
0 0

// 0(81+82 t1—t2) |u (t17t2)|t dtidts < / C(Sl+82_t2)|u(0,t2)|2 dt,

+/ c(51+52 t1) ’u (tb )‘ dtl—l- // c(s1+s2—t1—t2) ’lu<t1,t2)’ dtldtg
0 B

Pour éliminer le dernier terme dans le membre droit de 'inégalité (4.5) on choisit 6 = 4

et ¢ =1, il s’ensuit que

S2 51
/ 2712 |y (s1,t2)|* dta + / 1 Ju (b, 5,) | dir+
0 0

// elertsa=ti=ta) \yy () )2 dtydty < / e(s1s2=t2) |12 i,

‘l‘/ (51+52 t1) |l ul dt1—|—2// (s1i+s2—t1—t2) |lu (tl,t2)| dtldtg (46)
O S

Sachant que la fonction exponentielle est croissante par rapport a t; et t, alors

S92 S1
/|M%mﬁm+/hmmmwﬁa//mm@m%mg
0 0 S

S2 S1
ﬁ/|mﬁm+£/|mﬁm+wmm//uwﬁm2 (4.7)
0 0 s

En passant au sup par rapport a (si,s) € D dans (4.7) on établit (4.3) ou la constante

C = 2eNi+T2) n

Lemme 4.2 L'opérateur L est fermable et sa fermeture L de définition D(L) vérifiant
D(L) = D(L).
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Preuve. Comme les opérateurs [;u et [ou sont continus, il suffit de prouver que si
(un), € D(L) : u,, — 0, et lu, — f € Ly(D,H) = f=0 (4.8)

Soit v € D(L), alors

n—---+o0o

(f,0) o = lim //(lun,v)dtldtg
D

' ov  Ov
st | f [ (g~ A0
D
T2 Tl
+ / (UTH U)t1:T1 dt2 + / (un7 U)t2:T2 dtl
0 0
=0

De la densité de D(L) dans L (D, H) (voir lemme 4.1) il s’ensuit que f = 0,et par suite

tout élément de D(L) est une limite d'une suite u,, € D(L), ie :

Lu= lim Lu,,
n—--+00
et ainsi
D(L) = D(L)

Par passage a limite, on prolonge l'inégalité (4.3) aux solutions fortes généralisées u €

D(L): m

lull? < C || Tul;;Vu € D(T). (4.9)

On peut facilement démontrer que R(L) = R (L) et (L)™' = <F> .
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Remarque 4.1 De linégalité (4.9), on déduit l'unicité de la solution forte généralisée
si elle existe, sa dépendance continue par rapport aux données (f,p,1) et la fermeture de

R(L). Pour démontrer l’existence de la solution forte généralisée, il revient & démontrer

que Uimage R (L) est dense dans Es, ce qui est équivalent o R (L) = {0} .

4.5 Existence de la solution forte généralisée

Théoréme 4.2 On suppose que les conditions du Théoréme 4.1 sont satisfaites, et que

pour tout t € D ["inégalité

DA~ (1)

— Re( TS

o(t),v(t)) < a; [o(t)[*, Yo (t) € Hi=1,2 (4.10)

est vérifiée, ot a; > 0,1 = 1,2, sont indépendantes de v et de t,.alors pour tout (f,p, 1) €

Es, il existe une unique solution forte généralisée uw € D(L) du probléme (Pbs) vérifiant

lull? < C ||[Zulf?; Vu € D(T).

Preuve. Soit V = (v, ¢, 1)) € R(L)" et u € D(L) montrons que si, (Lu, V) = 0 alors
V=0.0na:

(Lu, V) = 0= (lu, U)LQ(D,H) + (hu, @)LQ(}O,TI[,H) + (lau, w)Lg(]O,TQ[,H) =0
Premiére étape : Soit
u € Do(L) =A{u € D(L);lyu = lau = 0},

alors

(Lu, V) = 0= (lu,v) L, (n,m) (4.11)

On pose u = AZ! (t) h dans (4.11), ot h est une fonction arbitraire dans Ly(D, H), telle
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Oh 0Oh

ue —,— € Ly(D, H) et h(t;,0) = h(0,t2) = 0, on obtient
Oty Oty

//D(z (A (1) h) ,v) dt = 0,

// ((%1 o, (t)v) dtydty =
//( - ) // (t)v) dtrdts. (4.12)

La fonction AZ! (t) v a une dérivée dans Ly(D, H) et s’annule pour t; = T} et ¢ty = Th.

donc

En intégrant par parties le membre gauche de (4.12), en considérant deux fois la partie
réelle, puis remarquant que h € H' qui est dense dans Ly(D, H), on généralise I'inégalité

obtenue a toutes les fonctions h € Lyo(D, H),puis si on pose h = v on trouve

1 2 -1 -1
// ‘A A2 t ’U dtldtg == —Re// aAE (t) Y + aAE (t)v,v dtldtg
S\ on ot

(4.13)

En appliquant les propriétés des opérateurs de régularisation et l'inégalité (4.10) au

membre droit de (4.13) il résulte

f [ftomon]

Faisant tendre ¢ vers 0 (tenant en compte des propriétés des opérateurs de régularisation)

// ’Az ’ dtydty < 0

ce qui implique que ‘A% (t) v‘ =0 p.p.t € D. De la condition (a) on conclut que v = 0

,_.

dtydty < & (ar + as) [AZY (1) A () 0] (4.14)

il s’ensuit que

p.pteD.

Deuxiéme étape : Soit u € D(L) alors

(Lu, V) =0 = (hu, @)LQ(}O,Tl[,H) + (2w, w)Lg(]O,Tg[,H) = 0.
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Comme I'image de 'opérateur (11, [3) est dense dans ’espace Lo (|0, T1[, H)x Lo (]0, To[ , H)
alors ¢ =1 = 0, et par suite V = 0.Ce qui acheéve la preuve du Théoréme 4.2. m

On donne maintenant un exemple d’opérateur A (t) satisfaisant les conditions (a) et

(b).

Exemple 4.1 Soit [ =10,¢[,¢ < 0o et H = Ly (I), on note par ||.|| et |.| la norme dans
Lo (1) et la valeur absolue dans R (resp.). L’opérateur A (t) est engendré par l’expression :

d%u

Au (z,t) = —@(

z,t);(z,t) € I x D

avec les conditions aux bord

ou (1,t)
ox

u(0,t) =0, +a(t)u(l,t)=0,

ot la fonction réelle a € C' est positive et

définition de A (t) est

IN

M;, i = 1,2. Le domaine de

da (t)
ot;

D (A(t)) = {u(x,t) € Ly (I x D), u(x,t) € W5 (I),Vt € D;

Ou € Ly (I x D), u(0,) =0, 8“8(;’” taul,t) :0.}

0x?

et vérifie les conditions (a) et (b).

En effet :

Condition (a) : Les opérateurs A (t) sont auto-adjoints (puisque ils sont symétriques
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dans H). En utilisant I'inégalité de Poincaré-Friedrich voir chapitre(2), on obtient

¢
u (z,t)|?

(A(t)u,u) = al(t) (u(é,t))2+/ P dx

v

L
a(t) (u(t,1)” + C?/ Ju(z, ) de > e [|u (2, 1),

ou la constante ¢; = 3.

Condition (b) : Les opérateurs inverses A~! (¢) sont

14

A (t)v(a:,t):/om/v (r,tl,tg)drds—%/ol jv (r. 1, 1) drds.

0

DATYH(t) 0ATL(t)
oty 0Oty

-1
04 (t)v(x,t): /atl// (r,t1,t2) drds.
oty

des opérateurs A~! (t) sont égales a

Les dérivés fortes

-1
(9Aat (t)v(x,t): J:(?a /8t2// (r,t1,t2) drds.
2

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on aura

2 M2l6
—v|1%;

H OA(H),
ot;

DA~L(t)?
ot

et par suite les opérateurs Lo(D,L(H)).i=1,2

Exemple 4.2 Soit G =1 x D. On considére dans G le probléme mixte suivant

du du — {2h1g2ml 0*u

Lu(a.t) = 5 (o.4) + 5 (2.1 L@ t); kmeN,
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avec conditions au bord

Y0, =0

et les conditions de Goursat

u(z,t1,0) = @ (t1),u(x,0,t) = ¥ (ta)

L’opérateur A (t) est engendré par les expressions

1) 0
Au (z,t) = —t; BHDg (GmtD) aZ(x,t)

ou
avec

D (A1) = {u(z,t) € Ly (G), t; FDy CmtY) g = (2,1) € L, (G)

w(l,t) = %(O,t) —0,Vt € D}

Les conditions (a) et (b) sont vérifiées.

En effet : Les opérateurs A (t) sont au-adjoints et vérifient la condition (a) avec

24 _ _2(2m
o = <€) T 2(2k+1)T2 2(2m+1) )4,
Les opérateurs inverses A~1(t) sont
L s
ANt (x,t) = tf’““t%mﬂ/ / v (r, ty,ty) drds,Yv € H.
z JO

OATY(t) OATY(¢)

, des opérateurs A~! (t) sont égales a
o o0 p (t) g

Les dérivés fortes

At
0 5 ( )v (z,t) = (2k +1 tthmH/ / (r,t1,t2) drds.
1
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AL { ps
0 5 (t)v (x,t) = (2m +1) t%kﬂt%m/ / v (r,t1,t2) drds.
2 z JO

Un calcul simple nous donne

2

IA(t) 5 -
' T (—4) (2k + 1) T T +204 |o? < oo
v E 1)? TH+2Tdm 4 |y < o0
8t2 24 ’

et par suite les opérateurs ? 825»( € Loo(D,L(H)), i=1,2.
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Chapitre 5

Etude dune équation parabolique
intégro-différentielle avec condition

intégrale par la méthode de Rothe

Résumé

On étudie une équation intégro-différentielles parabolique a laquelle sont jointent des
conditions initiale, de Neumann et intégrale du premier type. Inspirer des travaux de
Bahuguna [3-8] et de Bouziani [9,10], on établit 'existence, 'unicité et la dépendance

continue de la solution par rapport aux données.
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5.1 Introduction

On étudie une équation intégro-différentielles parabolique a laquelle sont jointent des
conditions initiale, de Neumann et intégrale du premier type. Inspirer des travaux de
Bahuguna [1-6] et de Bouziani [66-68], on établit l'existence, 'unicité, la dépendance
continue de la solution par rapport aux données en appliquant la méthode de Rothe.
Les conditions intégrales apparaissent en thermo-élasticité par exemple dans 1’étude de
la quasi-statique flexure d’un bar thermo-élastique, la condition intégrale représente le
moyen de I'entropie. L’opérateur intégral de Volterra (ou 'opérateur mémoire) peut mo-
déliser beaucoup des phénomeénes physique, tel que le flux & deux phases dans des milieux

¢élastiques ayant des ports avec mémoire, la loi de Darcy dans ce cas prend la forme

q(t,x) =—k(t,x)Vp(t,x) — /Otk(t,x) Vp (s, z)dx

ou g dénote le flux volumétrique de I'eau et p est la pressure capillaire [32,33].

La méthode de Rothe trouve son origine dans les travaux du mathématicien Allemand
E. Rothe en 1930 [78] pour résoudre des équations linéaires paraboliques et unidimen-
sionnelles, elle a été également utilisée et développée dans la résolution des équations
paraboliques d’ordre supérieur par O.L. Ladyzenskaja voir [48 — 50] aussi bien que dans
les travaux de K. Rektorys [74 — 76|, J. Necas [69] et J. Kacur [34 — 38,66] qui a étudié
des équations d’évolution non linéaire de type parabolique. Plusieurs autres résultats ont
été réalisés en changeant I'ordre des dérivées ou en changeant 1’équation et les conditions
par exemple I’équation de Schrodinger [3], I’équation Navier Stokes [51], I'équation de
télégraphe [28], les équations différentielles avec conditions intégrales dans les travaux
de Bouziani [10 — 12] et Mesloub [63-65] ainsi que les problémes intégrodifferentiels de
Bahuguna [1 — 6].

Notre objectif est d’étendre cette technique aux équations intégro-différentielles avec
conditions aux limites non classiques. Plus précisément nous développons la méthode de

Rothe a I’étude des problémes non locaux semi linéaires dont les conditions aux limites
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est la source de grande complication rendant inopérante la méthode de Rothe standard
de sorte qu'une adaptation adéquate de cette derniére s’impose. L’idée clef que nous
proposons est de mener les calculs dans un espace fonctionnel non classique et d’intro-
duire une généralisation naturelle de la notion de solution variationnelle faible pour le
probléme étudié. Appliquant cette idée nous établissons les estimations a priori néces-
saires, sur la base des quelles la convergence d’un schéma d’approximation semi discrétisé
correspondant est démontré.

Le schéma de la méthode de Rothe est comme suite :

On divise 'intervalle du temps en n sous intervalles (t,_1,t;), j = 1,...,n. ou t; = jh

et h =T/n. on note par u; = uj(x) = u;(z, jh) les approximants de u.

Pu  Ou du; — duj_
-On remplace les dérivées de la fonction u, — et — par §°u; = A "
ot? ot h
U — Uj_
du, = JT“ pour tout ¢ = t;.

-On obtient un systéme formé de n équations en = ou l'inconnu est u;(x) donc on
approxime le probléme posé & tout point ¢ = ¢;, 7 = 1,n . par un nouveau probleme
discret.

-On détermine les fonctions u" solutions du systéme obtenu.

-On construit les fonctions de Rothe définies par
U(n) (t) =uj,1+(5uj (t—t]), t e [tjfl,tj], j: 1,...,n
et les fonctions test correspondantes

—(n) U t e (tj—latj] , j = ]_, N
Uy t € [—h,0]

-Apres avoir démontré quelques estimations pour la solution approchée, nous établis-

sons la convergence de la solution approchée u™ (t) vers la solution du probléme posé.
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5.2 Espaces fonctionnels et hypothéses

Soit I = [0,77], on note par (,), et ||.|| le produit scalaire et la norme correspondante

de L?(0,1).V est I'espace de Hilbert définit par :

1
V:{¢€L2(0,1) tq : / gbdx:()}
0

L’espace de Hilbert L?(0,1) peut étre injecté continfiment dans l'espace de Hil-
bert B(0,1) (appelé aussi Bouziani space) qui est le complété de Cy (0,1), l'espace
des fonctions continues & support compact dans (0,1) par rapport au produit scalaire
(u,v) 5 = fol Spu.Spvdr on Syu = [ u(€) d et lanorme |[ul| ; = [|S,ul . Il s’ensuit que
full?, < 4l

L’espace des fonctions continues de I dans B (0,1) , noté C (I, B (0,1)) est un Banach
pour la norme (|2l po.1)) = max |z(t)|| 5 - On dénote par Vi, C%! (I, X) et CH (I, X)

les espaces suivants :

1
VBZ{quB(O,l) tq:/ ¢dx:0}
0

Co'(I,X)={u:I — X tqu est lipchitzienne continue}

du

CH (I, X) = {u € 0" (I,X) tq py

c ¥ (I, X)}

ot X est un espace normé X. On peut voir la fonction f : (0,1) x I —— f(z,t) € R
comme une fonction associant & ¢t — f(t) définie de I dans un espace fonctionnel en
posant f(t) :z € (0,1) — f(x,1).

On considére 1’équation semi-linéaire intégro-différentielle suivante :

( o 82
8—1; — a—;; = f(x,t)+f(fa(t—s)k(s,u(.r,s))ds
(Pba) avec la condition initiale : u (9(:1;0) =Up (x) z e (0,1)
la condition de Neumann : p (0,t) = a(t) tel
x
et la condition intégrale fol u(z,t)de = E(t) tel

53



On impose les conditions suivantes :

Hy) f() € L2(0,1) et |If (£) = f ()l < L[t =7

Hy) Up(x) € H?(0,1)

oUy

Hs) e

=a(0),et [, Upy(z)dr = E(0)
Hy) «,E e C“ (I,R)

Hs) a : fonction réelle continue tq : |a (t) —a (t')] < ¢ [t —t].

k:Ix B(0,1) — L%*(0,1) est continue pour les deux variables vérifiant :

1kt w)ll g < u@®)llp -

Hg)
k(t,w) — k (t,0)] < L) Ju(t) —v(t)]z;  ppsur et Vu(t),v(t) €V ou L € L'(I) positive

Définition 5.1 Une fonction u : I — L*(0,1) est dite solution faible du probléme
(Pb4) si

i)ue L?(I,L2(0,1))NC(I,B(0,1))

it) u a une dérivé forte Cc% € L?(I,B(0,1))

i11) u vérifie les conditions initiale et intégrale

) Yo e L(IV) /

1

(“5200) ae [ o= [0+ K w0y

2

+/I(\I/(t),v(t))dt
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ouV(z,t)=a(t)(z—3)+E(t), V(z,t)e(0,1)x 1.

5.3 Existence et unicité

On pose t; = jh, j=0,..,n, h=L.

Alors Vn > 1, le probléme (Pb4) est approximé par le probléme discret suivant :

7—1
5Uj — u; = hz Cljiki + fj (51)
=0

avec Ou; = %7 fi=ft), a5 =alty), B =E({t;), aj =alt;—t), ki =

Introduisons le probleme auxiliaire suivant :

—w} 4wy = h 3215 agiki + fi + w2 € (0,1)
W, (0) = (5.4)

J

w’ (1) = A,

J

ou wy = Uy et A\; pour I'instant est arbitraire mais un réel fixé.
Sachant que th;& ajki + f; € L*(0,1), Pexistence et 1'unicité d'une solution
w; € H?(0,1) du probléme elliptique (5.4) sont assurées par le lemme de Lax-Milgram a

condition que la fonction précédente w;_; soit connue.

Lemme 5.1 Vn > 1 et pour tout \; € R, le probléme auxiliaire (5.4), j =1,...,n a une

solution unique w; € H*(0,1).
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Preuve. Comme w; dépend de \;, on va écrire w; (., A;) au lieu de w;. On définit la

fonction ¢; comme suit :

1
©; (Nj) = / wj (x, \j) de — B Vi=1,...,n (5.5)
0

Donc wj (., A;) est une solution du probleme (5.4) ssi \; est un zéro de ¢;, alors pour
établir I'existence et 1'unicité d’une solution du probléme (5.4), il suffit de prouver que

¢; possede une seule racine réelle. Introduisons la fonction v; telle que :

N — s
wy (2,) = v (@) + 2o + e (5.6)

I1 est facile de vérifier que v; est une solution du probléme :

—v; 4 Fu; = h Y g agiki + i+ fwii 4 oy (F27 — 2o — 1) + 0 (1 - 2a2?)
05 (0) =} (1) =0 z e (0,1)

J

(5.7)

A~ A ~ . . R .
Posons :v; = v; +v; ol v; et v; sont les solutions respectivement des problémes suivants :

/\// 1 A i1 )
) 10 J L. I Py (L2 1.
—vj 4 v =hY g ajiki + fi + pwia + oy (th BT 1)
N A

v; (0)=v; (1)=0

—Vj -+ %Uj = )\j (1 — %I‘Q)

~ /! ~/

vj (0) =v; (1) =0

(5.8)

On remarque que 17] dépend uniquement de A;. En appliquant la méthode de variation

des constantes, on obtient :
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Substituons dans (5.6), on aura :

h
wj (x, ) = 19] () + oy (1 — f) + A L cosh —— (5.10)
2 sinh (ﬁ) vh
Donc la fonction ¢; dans (5.5) peut s’écrit sous la forme
YA T
@; () = hA; + / [vj () + ajx <1 - 5)} de — E; (5.11)
0

Ce qui prouve que ¢, admit une seule racine réelle A; donnée par :

vt - [[h@rau(1-5)] a} (.12

Donc on peut énoncer le théoréeme suivant m

Théoréme 5.1 Vn > 1 et pour tout j = 1,....n, le probléme (5.4) admit une solution

unique u; dans H?(0,1), de plus :
wy () = w; (xX]) z€(0,1). (5.13)
5.4 Estimations a priori
Définissons la fonction de Rothe u(™ : I — H? (0.1) tq
u™ (t) =wu;y +0u; (t—t;), tE[ti,t], j=1,..n (5.14)
alors les fonctions d’état (step functions) sont données par

Cte [t

U t =
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A présent on va étudier le probléme discret dans le cas des conditions homogénes donc

a(t)=FE({t)=0 tel
Le probléme (5.1) — (5.3) s’écrit alors

duj —uj = h3012) ajiks + f
u; (0) =0

J

f01 u; (z)dr =0
et la condition Hs devient

dUy (0)
dx

1
=0, et / Up (z)dx =0
0

(5.16)

(5.17)

(5.18)

Dans tous ce qui suit on suppose que C' est une constante indépendante de j, h et de n.

Lemme 5.2 [] existe N € N et une constante C' indépendante de j, h et de n telles que

VYn >N ona:

Preuve. De (5.17) on déduit

7—1

((5uj,¢)B—(u;, )B: (hZaﬂkl—l—fjﬁ) R V¢EV
=0 B
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d’apres la premiére condition dans (5.17)

1 1
(uj,0), = /O S (u) Sudde = /0 [} (2) — u; (0)] Sppda
1 1
= /Ou;(:c)%x¢dx:uj (w)%z¢|é—/0 u;pdx
1
= —(uj,¢) carpeV ie /¢dx:O
0

donc

j—1
(6uj, (b)B + (Uj, ¢) = (hz ajiki -+ fj, Qb) R V(;S ceV. (522)
=0

B

Vu la troisiéme condition dans (5.17) on peut déduire que u; € V., donc posant ¢ = u;

et utilisant 1’égalité
2 2 2
2 (uj = uj-1,u) g = [lujllp + lluy — wjallp = llujallp (5.23)

et I'e inégalité (avec € = 1) on obtient :

j—1
(wj = w1, 05) g + o (wjuy) = h (fu) g +h* Y ajs (kiug) (5.24)
i=0
I’e inégalité avec € = 1 donne
j—1
s < 20 1 £15 + 20 gl +2CH2 Y Jlwill +2 (G = 1) OB [luy [ + llus-al% (5.25)
i=0

Sachant que

112 < 12 m0my = C et 2(j—1)Ch? < Ch,
alors (25) devient

j—1

lull; < Ch+Chllugll + OB Y lluill gy + g - (5.26)

1=0
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T
Choisissant N tel que : CN < 1. Alors pour n > N, (26) implique :

Jj—2
(1= Ch) llull < (L4 CR®) [l + Ch? Y sl + Ch

=0

Appliquant (27) successivement et on obtient
(1= ChY [lusll3, < (1 +5CR?) |Uall3, + GCh

Ce qui donne

lujllp < C.

Démontrons & présent 'estimation (5.20) . Soit I’égalité

(5U1, ¢)B + h (5ula Cb) = (fl + hal(]kﬁb qb)B - (UOa ¢) 9 VQS eV.
Une intégration par parties donne
1 L
(Us, &) = / Uo (2) . (S20) dz = — / Ul (2) .Sy
0 0
comme U/ (z) = S, (Uf (z)), donc

(Uo, §) = / 3, (UL (1)) Sudde = — (UL, ) 5

par suite (5.29) devient

(3, 0) + 1 (Gr, 6) = (f1 + haroko, 0) + (U7 0) . Vo eV.
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Comme du; € V on peut la prendre comme fonction test dans (5.31), et a l'aide de

I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve
16urll + A llwlls < (I ills + CT [1Uollp + UG 11 ) 16wl 5 (5.32)
donc
15urll g < [1fller B0y + CT 0ol s + UGl 5 = C- (5.33)
Considérant la différence (5.22), - (5.22); , et posant ¢ = du; on aboutit a
j—2
16usl5 < (5 = fi—1:65) g+ CR® Y (K, 615) o+ Ch (kyr, ) 4 (Suj-1, 0uy) - (5.34)
=0

Une application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

j—2
6wl < Ch16usll 5+ (Chz > ||Uz'||3> 10wl g+ Ch |luj1ll g 16wl g+ [[0uj—1l 5 16wl 5
i=0
(5.35)
et donc
j—2
6l < Ch+CR2 S lfully + (14 C) 51l - (5.36)
i=0
Sachant que
j—2
uill g < C i=1,...,n et n> N alors C’h2z |ui|l g < Ch,
i=0
alors
60l < Ch+ (1 + Ch) [l (5.37)

Appliquant (37) successivement on obtient

16u;ll 5 < (1 +ChY ™ (14 [[6ur]l ) < (14 Ch)" (14 [|6ur]| ) < C.
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Remarque 5.1 Du lemme (5.2) on déduit que ¥n > N

|ut @], <C, et |2 @), <C (5.38)
du™ (¢
‘ W) <o (5.39)
it ||,
C
@ () —u™ (@), < = 5.40
o (1)~ ()] < (5.10
et |[u™ () —u ()], <Ct—1) (5.41)
En effet les inégalités (5.38) et (5.39) résultent directement de (5.19) et (5.20) en tenant
du™ (t
compte de u™ (¢) =du;, t € (tj—1,t5,] 1 <j <n. (5.40) se déduit du fait que :
2™ (1) —u™ (t) = (t; — t) Su; te(tj1,t,] 1<j<n.

La relation (5.41) est obtenue & partir de l’inégalité

n ) 4 "l dut™ (s)
[u® (1) — ™ (#)]], < '/t L

ds', t,t'el.
B

On note par

fn(t): fj? te(tj—latj7]7 I1<j<n (5'42)
Jo=1(0).
et

7—1
K" (0) = hayoko, K™ (t) = h Y ajik:. (5.43)
=0

Soit v e L?(I,V) alors (5.22) peut s’écrire comme suit

u™
(d dt(t)7v(t))3 + @ HvE))=("O+E ), v®)y pptel  (5.44)
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Ce qui donne

u(™
/I(d dt(t)’v(t))BdH/I (:L‘(”) (t),v(t))dt: /I(f" )+ K™ (), v(t)gdt  YveL*,V)
(5.45)

5.5 Reésultats de convergence et existence

Théoréme 5.2 Sous les hypohéses H, — Hg, Il existe une fonction u € L*(I,V) N
d

C(I,B3(0,1)) avec d_?zf € L? (I, B3 (0,1)) et une sous suite {u™)}  {u™}  {z)} c

{x(”)}n telles que

u™) —~ o dans L? (I, V) (5.46)
™)~y dans L? (I,V3p) (5.47)

du (™) du
— — dans L*(I,B(0,1 5.48
e S dans 12(1,B(0,1) (5.48)

Preuve. A partir de (5.39) il résulte que {u(”)}n et {x(”)}n sont uniformément
bornées dans L?(I,Vp) et par suite on peut extraire deux suites {u(”k)} . et {x(”k)} N
convergent faiblement et respectivement vers deux fonctions u et u quand & — +o0.
Démontrons que u = u.

Comme Vi — B(0,1) alors

u™)  —~ 4 dans L*(I, B (0,1))

™)~y dans L* (I, B (0,1))

De plus
(k) g — (I(nk) _ u(nk)) + (u(nk) _ u)
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utilisant (40) on a ‘(:E("’“) — u,v)

IA

Hx(nk) _

()
L2(1,B(0,1)) ut HL2(I,B(O,1)) HUHL?(LB(OJ))

+ }(u(”’“) — u,v)
C

- ||U||L2(1,B(0,1)) + ’(u(nk) - u,v) L2(1,B(0,1))

L2(1,B(0,1)) )

IN

k—4ox

quand k — 400 les deux termes dans le membre droit de la derniere inégalité tendent

vers zéro et de I'unicité de la limite on a v = u. De 'estimation (5.39) on déduit que

du(™
{ th } est uniformément bornée dans L? (I, B (0,1)), donc on peut extraire une sous

du (™)
suite { l } qui converge faiblement vers une fonction w dans L? (I, B (0,1)) i.e :
k

dt
du (™)
“dt —~w dans L?(I,B(0,1))
du o
Démontrons que w = I En passant a la limite quand k¥ — 400 dans
t do (k)
W (1) = Up + / d0S) e (5.49)
0 ds
alors
t
u(t) = Ug +/ w(s)ds Vt' el (5.50)
0

Ce qui prouve que u € C' (I,B(0,1)) et w = % dans L? (1, B (0,1)). m

Théoréme 5.3 La fonction u est Uunique solution faible du probléme (Pb4) homogéne

(5.17) au sens de la définition (5.1).

Preuve. D’apres ce qui précede, on a : u € L?(I,Vg)N C (I, B(0,1)) et par suite
u vérifie la condition intégrale avec F (t) = 0 puisque u(t) € Vg pp t € I. D’autre
part :(5.50) = u(0) = Uy et donc la condition initiale est aussi satisfaite. En vertu du

d
théoreme 5.2, d—? € L*(I,B(0,1)). D’apres (H;) on a

=R AN

1f" @) = fOllp < — pp (5.51)
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ce qui donne

) C
£ @) = f Ol 2oy < o 2,9
c-a-d
f" N f dans L2 ([’ B (0’ 1)) . (5.52)

On a besoin des lemmes suivants =

Lemme 5.3 La suite {K™ (t)}, est uniformément bornée dans L* (I, B (0,1)) et posséde

une sous suite { K" (t)}, telle que

K" (t)k - K (t) dans L*(I,B(0,1)). (5.53)
Preuve.
K" (O = hzaﬂz < max]a |Z||k||3

(Hs) T
< —max|a (1 \§jnum3 <o

Ce qui implique
n 2 n 2
\W(W@Wmm—[werﬁsc

D’autre part, dans [4] 'auteur a démontré que K" () — K (t) dans L™ (I,H)

n—s+o0o

et pour H = B(0,1) on aura K" (t) — K (t) dans L*(I,B(0,1)). L’injection

n—---+00

L>(I,B(0,1)) — L*(I, B(0,1)) implique

K"(t) — K (t) dans L*(I,B(0,1)).

n—--+o0o

Lemme 5.4 [l existe une sous suite {x(”k)}k de {x(”)}n telle que

™)~y dans L*(I,V)
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Preuve. De (5.45) on conclut que

<du("> ()

/(x(”) (t),v(t))dt:/(f”(t)—I—K”(t),v(t))Bdt—/ 7 ,v(t))Bdt

1 1 1

I'inégalité de Cauchy Schwarz implique

[ @O0V < 1 o Wl + 5 18 Lo ol
1 ‘ du™
+3 [0l 2y (5.54)
21 dt |l 2r,B0,0)) ()
d’ou
(n) (n)
[, () (), v (1)) dt| 1 T . du
< 5 [l + || K™ + | —— =C
101l L22,v 2 PO PO dt | 21,801
par suite w
™ (t),v(t))dt
sup e (@), 0 () 2t <C. (5.55)
veL2(I,V) ”U”LQ(LV)
v#£0
Si on pose :
Fow : L*(I,V) — R définit par : F,m (v) = / (2™ (), v (1)) dt, v e L*(I,V)
I
(5.56)

on aura

Fym € (L2 (1,V)).

Sachant que la correspondance 2™ — F, ) est un isomorphisme isométrique de L? (1, V)

sur un sous espace de (L2 (I,V))" alors

[+ Ny = W lar g < ©
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donc {x(”)}n est uniformément bornée dans L? (I,V). Et par suite on peut extraire une

sous suite {a:(”k)} . de {x(")}n telle que
2™ ¢ dans L*(1,V).

L’injection

V — B(0,1) implique (™) — u dans L? (I,B(0,1)).

ce qui donne 4 = u c-a-d (I'unicité de la limite)
2™ 4 dans L*(1,V) (5.57)

(Il résulte que uw € L* (I, L*(0,1)) N C (I, B (0,1)) est vérifie la condition intégrale dans
le cas homogene).
Finalement : Posant n = nj_, 1, dans (5.45) et tenant compte des relations (5.47) ,

(5.48), (5.53) et (5.57) on trouve

du (t
/( Qili >’U(t)) dt+/(“(t>>v(t))dt=/(f(t)+K(t),v(t))Bdt Yo e L (I,V)
1 B I I
(5.58)
D’ou u est la solution faible du probléme (Pb4) au sens de la définition (5.1) dans le cas

des conditions homogenes. m

Remarque 5.2 La relation (5.39) implique

du(t)
= e L¥(1,B(0,1)).

On termine maintenant la démonstration du théoréme 5.3.
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Preuve. on suppose que u; et uy sont deux solutions du probléme (Pb4), alors u =

u; — Uy vérifie

/I<d1;§t)’v(t)>3dt+/[(U(t)’U(t»dt:/I(/Ota(t_S) [k:(s,ul)—k(s,uz)],v(t))Bdt, Vo € L* (1

(5.59)

Soit W tel que W = Zm}’:xx la (t)| fo t)dt. On subdivise l'intervalle I en un nombre
fini des sous intervalles de longueur egale a p telle que

Wp<1 (5.60)

et prenons dans (5.59)

Comme v € L?(I,V), on peut écrire

/Op (dlzh(tt),u(t)kdu/op [l (8)|]* dt = /Op (/Ota(t—s) [k (s,u1) — k (5, us)] ds’u(t))gdt

(5.61)
du (t) d 2 SR
En vertu de la formule 2 o U (t) | dt= 7 lu ()5, (He), et l'inégalité de Cauchy-
B
Schwarz, on arrive &
P d 5 P t
[ atony < 2 [T [ att= s ) = ks ()1ds]| ful,d
B
< om0 [ [ L@ o] ol a
B
< 2max]a ( |/ 0)dt.p. s [ (O] (5.62)
Soit t, € [0, p] tel que tem[(ziif] ||u(t)||B% = ||u(t1)||B% , alors

/“mmﬁ<ﬁdwm2 (5.63)
o di By = ), dt By '
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Ainsi, (5.62) nous donne

t1 d
|G Ol = )l < Wl (0, (5.64)
0

et d’apres (5.60), on a
u(t)=0 Vte|0,p|.

En appliquant le méme procédure sur les intervalles [ip, (i + 1) p|, i = 1,..., on arrive &
u(t)=0 Vvtel0,T].

Dot uy (t) =ug (t) Vt€[0,7]. m

Cas des conditions non homogeénes

Traitant maintenant le cas général on a donc
1
(Ouj, @) gy + (uj, @) = (K + f5,0) g1 — aj/ Sy ¢dz Vo eV (5.65)
0

N i—1
ou K; = h) 175 ajik;.

(Remarquons que u; et du; ne sont pas dans V, par suite on ne peut pas les prendre
comme des fonctions testes).

Pour utiliser les résultats obtenus dans le cas homogeéne on introduit la transformation

suivante :
uj = u; + U, j=0,..n (5.66)
ou
1
U, (z) =« <a:—§) +E;, z€(0,1), j=0,..,n (5.67)

Il résulte que \I/; (0) = a; et fol U, (v) dr = Ej. Comme V7 (r) = 0 le probleme (1 — 3)

alors devient
~

ouj —uy =Kj+ f; = 0%;, j=1,..,n
~ /!

o R (5.68)
U, (0) = 0, f() Uj (ZL‘) dr = 0, Uy = U() - \Ifo
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Y

avec 0U; = —?

I=L 1l est clair que le probléme obtenu est exactement le méme que
celui qu’on a traité dans le cas homogene avec Uy — ¥y et K; + f; —0¥; au lieu de Uy
et K+ f; (resp.).

Définissons ¥ par

1

U (z,t) = a(t) (x—§> +E(t), (x,t)e(0,1)x1TI

Alors (5.68) est le probléme discret associé au probléme suivant

ou Pu ~

5 "o =/ dans (0.1) % (5.69)
W (2,0)=Uy  z€(0,1) (5.70)
ou
a7 0,t)=0 tel (5.71)
1 ~
/ u(x,t)yde =0 tel (5.72)
0
v ~

dv
e Uyp = Uy — ¥y En vertu de 'hypothése (Hy) on a o €

dv
C%!(1,B;(0,1)),de méme pour f — - donc (H) est vérifiée. Les conditions (Hs) et

avec}:f—i—K—

~ ~/! ~
(H3) impliquent que Uy € H?(0,1),U, = 0 et fol Up (x)dz = 0., et aussi toutes les

hypothéses du cas homogene sont satisfaites.

Théoréme 5.4 Sous les hypothéses (Hq) — (Hg), le probléme (Pb4) posséde une unique

solution faible au sens de la définition (5.1).
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Preuve. Considérons la fonction
u=mu+V. (5.73)

Comme u et ¥ sont dans L? (I, L?(0,1)) N C (I, B} (0,1)) alors

du Ou d¥
uwe L*(1,L7(0,1))NC (I1,B5(0,1)), et EZE—%EELQ(I,B%(O,I)).

On a aussi u (0) = Up et fol u(x,t)de = fol VU (z,t) dz = E (t). Substituons ? =f+ K-

dv ~
r et (5.73) dans (5.58) (pour u) on obtient

1 I

/I<d1;§t)’v(t))31 dt—l—/(u(t),v(t))dt = /(f(t)—i-K(t)u,v(t))B% dt

+/(\Il(t),v(t))dt Yo € L*(IV). (5.74)

Par suite u défini par (5.73) est une solution faible du probléme (Pb4). L’unicité de u
découle de celle de la solution du probléme (5.69) — (5.72). m
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Chapitre 6

Etude dune équation hyperbolique
intégro-différentielle avec condition

intégrale

Résumé

Nous étudions dans ce chapitre une équation semilinéaire hyperbolique intégro-différentielle
avec des conditions intégrales.

Beaucoup de travaux sont consacrés a ce type de problémes, on peut citer les travaux
de Kacur [34 — 38] et Bahaguna [1 — 6], Bouziani[11, 10-12]. Sous différents hypothéses,
les auteurs ont appliqué la méthode de Rothe dans I’étude des équations linéaires hyper-

boliques.
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6.1 Introduction

Les équations différentielles avec conditions non locales intégrales constituent une
classe trés intéressante et importante de problémes aux limites. Les premiers résultats
sur ce sujet reviennent & Cannon [16], Kamynin [69] et Ionkin [19]. Dans [2] 'auteur
a utilisé la méthode de Galerkin et a établi la solution numérique de I’équation de la
chaleur avec une condition intégrale. Pour les problémes avec conditions intégrales nous
renvoyons le lecteur aux travaux [10-12, 63-68].

La méthode de Rothe, qui est un outil puissant pour prouver 1’existence et I'unicité des
solutions des équations d’évolution. Pour une riche illustration de la méthode appliquée
aux différents problémes de physique nous nous référons a Rektorys [76] Bahuguna et
Dabas [5,6] Bouziani [11, 66].

Le but de ce chapitre est d’étudier une équations hyperbolique intégrodifférentielle
avec des conditions initiales et intégrales par la méthode de Rothe. On raméne les condi-
tions intégrales non homogenes & des conditions homogénes en introduisant une nouvelle
fonction puis on démontre que sous certaines conditions sur les fonctions apparaissant

dans I’équation, ’existence et I'unicité de la solution faible.

6.2 Hypothéses et espaces fonctionnels

Soit I = [0,7T], on note par (,), et ||.|| le produit scalaire de L? (0,1) et la norme

correspondante. On considére I’équation intégro-différentielle suivante

o0

=g 9w+ [al= k0@ ds @ e 0.1)x0.T) )

a laquelle sont jointes les conditions initiales

6 (x,0) =0y (x), % (x,0) = 0y (2) z € (0,1) (6.2)
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et les conditions intégrales

/19(x,t)dx:E(t)

1
/ 20 (2, 1) dz — M (1)
0
En utilisant la transformation
u(x,t) =0 (x,t) —r(x,t)
ou
r(z,t) =62M (t) — E(t))x —2(3M (t) — 2E (t)),
le probléme (6.1)-(6.4), peut étre remplacé par
Pu 0%

ot Oa?

ou

u(z,0)=U (), p

(z,0) = U; () x € (0,1)

1 1
/ u(w,t)dx:/ zu(x,t)de =0
0 0

ou

f(l‘,t) - g(xvt)__
Up(x) = 6y(x)—r(x,0)
U1 (.CC) = 91 (Zﬂ)——
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La solution du probléme (6.1) — (6.4), sera obtenue par la formule

0(z,t) =u(x,t)+r(xt),

on va donc résoudre le probléme (6.5) — (6.7).qu’on va noté par (Pbb).
A présent on définit le cadre fonctionnel dans lequel on va travailler. On note par V'

I’espace de Hilbert défini par :

v:{veﬁ(o,n :/Olv(x)dx:/olxv(x)dxz()} (6.9)

Pour résoudre le probléme (Pb5), on impose les conditions suivantes :
Hy) f(t)eL?(0,1) et |[f(t)— f#)|lg <]t —1], ol est une constante positive
Hy) Uy (z) et Uy (z) € H*(0,1)
Hj)
1 1
/ Up () dx = / xUp () dz =0 (6.10)
0 0

/O1 U, (m)dx:/olel (z)dz =0 (6.11)

H4) a est une fonction continue telle que |a (t) —a (t')| < ¢ |t — |
k:Ix B3(0,1) — L?(0,1) est continue par rapport aux deux variables et
verific [(t,u)ll 5 < [lu(®)]
Hs) Pour u (t), v(t) € V, on a

1k () = K (¢, 0)[| < L(2) [[u(t) = o) 5

ppt €I oulL € LYI) une fonction positive.
Définition 6.1 Une fonction u : I — L?(0,1) est dite solution faible du (Pb5) si
1) ue CO (1,V)
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du 0,1 1 0u 1
2) % GLOO([,V)HC’ ([,BQ (O,l)) et w GLOO([,BQ (0,1))

d
3) u(0) =Uy dans V et d_th (0) = U dans B3 (0,1)

4) Pour tout ¢ € V et p.p.t € I, l'identité

/I(d?tgt)’gb)Bldt—i_/l(U(t)7¢)dt:/1(f(t)+/ota(t_8)k(8’u>ds’¢)31dt

(6.12)

est satisfaite.

Notre but est de démontrer le théoréme suivant

Théoréme 6.1 Supposons que les hypothéses (Hy) — (Hy) sont vérifiées , alors il existe
une solution faible u du probléme (Pb5) au sens de la définition 5.1. De plus, si (Hs) est

satisfaite, alors u est unique.

6.3 Schéma de discrétisation et estimations a priori

T
On divise 'intervalle en n en sous intervalles de longueur h = —, et on note u; =
n
u(tj)out; =jh,j=1..n

Pour 7 =1, ...,n on résout successivement le probleme stationnaire linéaire suivant

2
U — 2Uj71 + Uj—2 _ d Uj

h2 de?

7—1
=0

/1 u;j (z)dr =0 (6.14)

/1 zu; (z)de =0 (6.15)

ou fj = f(t]), aji = a(tj —tz), et I{JZ = k:(tz,uz)
Posons

u_y (z) = U () — hUy (z), up () = Uy (x) x € (0,1)
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U; — Uj—1

h

ou; — 0w
L ek L R T

(SU]' = h2

et définissons la suite de Rothe (u,) des fonctions lipchitziennes continues de I —
H?(0,1)NV par
u(”) (t) :Uj_1+5Uj (t—t]), t € [tj—lytj]a j=1,..n (616)

et les fonctions auxiliaires suivantes :

du™ (t) = 5'&]‘_1 + (5211,]‘ (t — tj) , t e [tj_l,tj] , Jj=1..n (617)
_(n) u; te(tint], j=1,..n
u o (t) = ’ (b ti]s (6.18)
Us t € [=h,0]
— () 0w te(ti_1,t], =1,...,n
Su (t) = I (- til, 3 (6.19)
Ul te [_haO]

Théoréme 6.2 Le probleme (6.14) — (6.16) posséde une unique solution u; € H*(0,1)

pourn >1,7=1..n

Preuve. Supposons que u;_; et u;_o sont connues et qu’elles soient dans H?(0,1),

alors f; € L?(0,1) et la solution de () est donnée par

uj (z) =k (2) cosh% + ks (z) sinh %, z € (0,1) (6.20)

ou ky et ko sont deux fonctions de x telles que

dk dk

—L (z) cosh S (x) sinh Zo0
dk s " ) (6.21)
d—; (x) Sinh% + d_; (x) COSh% =h u]_lh Dy W
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En remarquant que le déterminant de (6.21) est

A = cosh? % — sinh? % =1 (6.23)
alors
dk
() = hE} (2) sinh %
dkz xr
T (x) = hF; (x) cosh 7 (6.24)
avec
—2U;_1 + Uj_o A
F}‘ = J h J — fj — h; ajiki (625)

ce qui donne

ky (z) = h [ Fj (§) sinh £d€ + Xy

(6.26)
ko (z) = h [ Fj (€) cosh £d€ + Ay
De l'identité (6.16), on déduit
uj (z) = h/ F; (£) sinh ’ ; Sd{ + M\ COSh% + A2 Sinh% (6.27)
0
choisissons alors (A1, A2) telle que (6.14) et (6.15) soient vérifiées, alors
A [ cosh @dx + Ny [ sinh 2dx = —h [ [ Fj (€) sinh 24 déd (628

A fy weosh Zda + Xg [y wsinh 2de = —h [} [T 2 F; (€) sinh 5 dédx

et par suite
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Arsinh L+ Xy (cosh 2 — 1) = — [} [ Fj (€) sinh %4 d¢dw

A1 (sinh  — hcosh + + h) + g (cosh + — hsinh §) = fol [ xF; (¢) sinh 2 déda
(6.29)

Comme le déterminant de (6.29)

1 1 1 1 1
A =2h—2 h — + sinh — = 2sinh — h — — 2hsinh — .
(h) = 2h — 2h cos ; + sin ; sinh o <cos 5% h sin Qh) (6.30)

ne s’annule pas Vh > 0, alors le systéme (6.29) admet une unique solution (A, Ay) € R?
ce qui implique que le probléme (6.13) — (6.15) a une unique solution u; € H?(0,1)
(puisque F; € L*(0,1)).

Remarque 6.1 Dans la suite, On dénote par C' une constante positive indépendante de

n, j, et de h.

Lemme 6.1 I existe une constante C' > 0 et un entier naturel N € N* tq :
HéujHQB% + Hu]H2 <C j=1,...,n, n>N

Preuve

Soit ¢ € V. Il est facile de voir

T T 13
/ (1 &) (6)dE = 326, Vo € (0,1) ou 326 = 3, (Ied) = / ¢ / 6 (1) du.
0 0 0

Ceci implique

32 = / (1—€)6(¢)de = / b () dé — / €6 (¢) de (6.31)
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Multipliant (6.13) par 32¢ pour tout j = 1,...,n et intégrant sur (0, 1), on obtient

1 1 7j—1
o @ 0 i=0

Par une intégration par parties chaque terme de (6.32) et utilisant (6.30) on trouve

1 1
/ 5u; (v) S2ddr = / 9 (3, (5%u;)) Soda
0 0 dx
1
= 3 (5%uy) S20[,2, — / 3. (0%u;) Sudda
0
= _(52uj7¢)31

2

! ! 1 -1
/ (f] * hZaﬁki) Siodr = / di%a: (fy + hz ajiki> 32 pd
0 =0 0o ar A
1 7—1
— (fj + hz a]z z) / %z (f] + h Z aﬁki> %x¢dl’
0 =0
=0 B%

Alors (6.32) devient

(0%, 6) py + (1, 0) = (fj —l—hZaﬂ Z,¢> . YoeV.¥j=1,..n (6.34)

B}

80



Posons ¢ = du; (il est clair que du; € V') dans (6.34) on obtient

—_

j_

(01 — Oujr, Ous) gy + (ug,u; — wjmn) = h* Y (ajiki, 0u;) gy + b (£, ;)

i=0
En utilisant les identités
2 2 2
2 (g, uy — uj—q) = [|ugll” + lluy — wjaf|” — fluj-a ]
2 2 2
2 (516] — 5Uj—1,5uj)35 = ||5u3||B% + ||5Uj — (SUj_l”B% — ||(5Uj_1HB%

on obtient

j—1

2 2 2 2
16wy — Ndwj-allzy + lusll® = llwjal® < 2002 |kl 5y 16511 5y
=0

+2thj”B% H(SUJHB;
I’e inégalité pour € = 1 implique
2 2
2 [kl owsll gy < 2 flusl| 0wsl gy < Nuill™ + (16w 5

2
20 (| £l gy 10wl gy < 20 (1 Fllo (1 my) 1195l gy < B Che]|Ou 5y
Substituant ces inégalités dans (6.35) on obtient
j-1
2 2 2 2 2 2
1601y — 10wy + llusl® = s |* < Chlous|3y +Ch* Y Juill* + Ch
=0
Choisissant N tel que C' % < l,alors pour n > N [linégalité (6.36) implique
2 2 2 2
(1= Ch) 18013 + lwsl?] < (1= Ch2) [lousa 3y + s ]

j—1

+CR? Y |lug|)* + Ch

=0
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En appliquant cette inégalité récursivement on obtient
(1= CnY [16us]12 + llusl1?] < (1+5CR2) [duol3y + [To]] + jCh

ce qui implique

2 2
16u; gy + llugl|” < €.

Lemme 6.2 I existe une constante C' > 0 et entier N € N* tq :
Hézusz% +0u|> <C., j=1,..,n>N

Preuve :

Considérant la difference (34); — (34)

j—1> On trouve

(52%‘, 925)35 + (uj —uj_1,0) = (52%'—1, 925)35 + (ajj—1k;_1, 925)3;

j—2
+hz ((aj; — aj-15) ki, @)

=0
+(fi = fir, 9y (6.38)

Posant ¢ = §°u; dans (6.38) on obtient

2|67y 5y + 2 Oy, Sy = Suga) = 2 (8 uyr, 8%) gy + 20 (agy-1kyo, 6%;)
-2

4205 (s 0y 1) )

1=0
+2(f; = fi1, 52“3‘)35
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ce qui donne

2 0%y + 001" = N6 * < (6% gy + 1167 5

F2C [kl 5y 16205 ]

j—2
+2007 Y ||kill g 6% ] 5y

=0
+2 [ f; = fi-1ll H52“J’HB; (6.39)

Sachant que [|k;|| B < |luil]] < C' et en utilisant 1’e inégalité pour € = 1 on obtient
2 2 2
200 Ikl gy 18°u]| 5y < Chllkjor g + O [ 8%us ] 5y < O+ Ch[|6%us][ 5,

D’autre part on a

j—2 J—2
2Ch2z szHB% H52UjH321 < ChZZ (sz”23; + HézujHJQBQ
i=0 i=0
< (= 1)CR? +(j — 1) Ch?||6%u, [,

< Ch+Chl|5 |,

le dernier terme du membre droit de (6.39) est estimé par
2
2015 = fial 1805 5y < 200 [|6%0s]| py < Ch+ OB |6% [
Substituant cette inégalité dans (6.39) on aura

1625y — 1025l + 100 = 8w 4] < Ch 6%,
j—1
+CR? Y ||6ui® + Ch - (6.40)

=0
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Soit N € N* tq : C’% < 1, pour n > N linégalité (6.40) implique :

(1 - Ch) [||52uj||;+||5uj||2] < (1+Ch) [Ha%j_l”fgé+||5uj_1||2]
j-1
+Ch* Y " ||oui]|* + Ch (6.41)
i=0
En procédant de la méme maniére que dans la démonstration du lemme (5.1) on

obtient le résultat souhaité.

Corollaire 6.1 Pour toutt,s € I et n > N, les lemmes (5.1)et (5.2) impliquent

n o)
@ @l + [ 0] + s @+ o 0] + | oo 0| <o o
ul™ (t) — o (t)H + [[ou™ (t) — 5_u(n) B < % (6.43)
[ut™ (&) — ul™ ()| + [[6u'™ (t) — su™ (s)|| < C|t — 5| (6.44)

6.4 Resultats de convergence et d’existence

On note par

fn<t): f] te(tj—btﬁ] 1<] <n
fo=f(0)
et
j—1
K" (0) = haioko, K" (t) = > ajik;
=0

alors (6.34) devient

(%Mw (1), qb) ut (a(n) (1) ,¢) = (/" () + K" (1),0)y VoEV (6.45)



Ce qui donne

/I(%auw (t),¢>31 dt+/l (@‘") (t),gb) dt = /I(f” (1) + K" (1) 0)pydt VoV
2 (6.46)

Théoréme 6.3 Sous les hypotheéses (Hy) — (Hy), il existe une fonction u € C% (I,V)
d2
telle que % € L>(I,V)nC™ (I, B), d_tg € L>(1,V) et des sous suites {u™}, C {u"},,

_(nx) —(n)
{u ' } C {u } vérifiant
k n

u™ —u dans L?(I,V) (6.47)
_(nx) 9
u —u dans L*(I,V) (6.48)
() du 5
out™ — p dans L* (I, V) (6.49)
— (nk) d
o — d_qtl dans L* (I,V) (6.50)
d . d*u ) .
aéu( LN yre) dans L* (1, By) (6.51)

Preuve
—(n)
De l'estimation (6.42) on déduit que {u(”)}n, {u } sont uniformément bornées

—(n)
dans L?(I,V) et par suite, il existe deux sous suites {u"*}, et {u } convergeant
k

faiblement vers certaines fonctions u et u respectivement. De (6.43) on conclut que u = .
— ()
L’inégalité (6.42) implique que {(5u(") }n , et {(5u } sont uniformement bornées

_ (ng)

dans L2 (I, V'), donc on peut extraire deux sous suites {5u(”k)} L {5u } convergeant
k
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faiblement vers w et w (resp.) et de l'inégalite (6.43) on voit que w = w. Montrons a

du
dt
De la construction de la suite {u"}, et la condition uy = Uon a

présent que w =

t dy (k) ,
u(”k)(t)—ng/ “—(3), vt el
0 ds

alors

u(t) = Uy + /tw(s)ds Vi el (6.52)

du

Ce qui montre que u € C (I, By) et w = — dans L? (I, V).

dt
De I'inégalité (6.42) on déduit que { £ 5u™ }n est uniformément bornée dans L? (I, B}),
d d?
elle admet donc une sous suite {%&L(”k) } , telle que %&L(”k) — 5. Montrons que S = %1;
On a
bd
Sul™) — Uy = /0 Eéu(”k) (s)ds
alors
d t
v = S(s)ds (6.53)
dt 0
t it du €eC(I,B))et S u dans I
et par suite — et S=— p.
p 7 , B 77 PP )
Du corollaire (5.1), il s’ensuit que u : I — V et w = d_th : I — Bj sont des
fonctions lipchitziennes continues et par suite
du dw  d*u
— e L>®(I,V) et — = —— € L* (I, B, 6.54
dt (LV) et 55 = G (Z.5;) (6.54)

Lemme 6.3 La suite {K" (t)}, est uniformément bornée dans L* (I, B3 (0,1)) et posséde

une sous suite { K" (t)}, telle que

K™ — K (u) dansL?(I,B;(0,1)) (6.55)

k— 400

Preuve. Elle se fait de la méme maniére que celle du lemme(5.3).
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Théoréme 6.4 Sous les hypothéses (Hy) — (Hy), alors la limite u est la solution du

probléme (Pb5) au sens de la définition 5.1. Si de plus (Hs) est vérifiée alors u est

unique.
Preuve.
. PPN 0.1 du 0.1 1 d2u
De ce qui précéde on a u € C%' (I,V), o € L>(1,V)n C" (I, By), o €
L™ (I, B}) et u satisfait les conditions intégrales puisque u (t) € V. En vertu de (6.52) et
d
(6.53) on a u (0) = Uy et d—qz (0) = Uy. De I’hypothése (Hy) on a :
N C
1" @) = f (Ol < — ae dans 1, (6.56)
ce qui implique
f*— f dans L* (I, B;(0,1)) (6.57)

Passant a la limite pour n = n;, — +oo dans (6.46) et en tenant compte des propriétés

(6.48), (6.51), (6.55), et (6.57) on obtient

1 1 1

/I(%(t)’qb)BédtJr/(u(t),@dt:/(f(t)>¢)35dt+/(Ku(t),d))Bédt Vo eV

Démontrons a présent 1'unicité sous I'hypotheése (Hs). Si u; et up sont deux solutions

faibles du probleéme (Pbb) alors la différence u = u; — ug vérifie :

/I(%(t),gb)B%dH/I(U(t)a@dt:/I(/Ot@(t—s) Uf(&%h)—k(S,u2)]ds,¢>B%dt Vo e v

(6.58)
soit
T
w = max |a (t)| / L(t)dt (6.59)
0
On subdivisant 'intervalle I en sous intervalles de longueur p telle que
1
wp<g (6.60)
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l'identité (6.13) implique

d’ou

I
o dt

et par suite

%

du
dt

du
dt

IN

dt+/ — |l ()| dt

IN

IN

solent 1 et ¢y € [0, p| tels que

telo (6.61)

t€lp,T]

2 P ) P t du
dt+/ — |Ju (t)]|" dt = 2/ (/ a(t—s)[k(s,u1) — k(s,uz)|ds, —) dt
B% 0 dt 0 0 dt Bl

(6.62)

P ¢ du
2/ /a(t—s)[k:(s,ul)—k(s,u2)]ds dull g
0 0 dt B%
T du
omax |a (8)| .p./ L) dt u (). ' du
I 0 dt B%
2 du ’
ap | (s 1) +(trg[% i B;> (663

du du
—(t = —(t 6.64
@), =] o], (6.6
[Ju (t2)[] = max [[u (2)]] (6.65)
[0,p]
du ) .
commeg(O):u(O):Oll s’ensuit que
Bod || dul® t2 g ) du 2 )
aG] as [ amora = |G| e
/0 dt || dt || o dt dt | gy 2
Pod || dul]? P d )
— = dt — |lu ()| di6.66
< [l @ [ g monras
2
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d’apres les inégalités (6.60), (6.63), et (6.66) on obtient

du
S =u)=0 vteop

Répétant le méme raisonnement sur les intervalles [ip, (i +1)p|, ¢ = 1,...,on arrive a

u = 0. Ce qui achéve la démonstration.ll
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Chapitre 7

Annexe :

7.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

La mojorité de théorémes énnoncés dans ce chapitre sont tirés des livres d’analyse
fonctionnelle [41, 46,81, 83]. Dans la suite on désigne par X et Y deux espaces normés,
H un espace de Hilbert et A un opérateur linéaire. La mojorité de théorémes énnoncer

dans ce chapitre sont tirés des livres d’analyse fonctionnelle []
Définition 7.1 Soit A un opérateur linéaire, tell que D(A) = X.

A est borné si et seulement si il existe une constante ¢ > 0 telle que
|Az|| < C'||z| ,Vx € X.

Dans le cas contraire on dit que l'opérateur A est non borné.

Théoréme 7.1 Soit A un opérateur linéaire, défini partout dans X. Pour que A soit

continu il faut et il suffit qu’il soit borné.

Théoréme 7.2 L'opérateur A~ existe et est borné sur son image R(A) si et seulement

s’il existe une constante m > 0 telle que

[Az]} = m [[z]|,Vz € D(A).
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Théoréme 7.3 Soient H un espace de Hilbert et F' un sous espace vectoriel de H. Pour
que F' soit dense dans H il faut et il suffit qu’il n’existe pas de vecteur non nul orthogonal
aF, ue.

F* = {0}

Définition 7.2 Soit A un opérateur linéaire de D (A) C X — Y, A est dit fermé si pour
une suite x,, de D (A) telle que

T, — x et Ax, — y alorsx € D (A) ety = Ax.

Autrement dit, A est fermé si son graphe est fermé.

Théoréme 7.4 (Théoréme du graphe fermé) Soit A : X — Y un opérateur li-

néaire fermé et D(A) = X, alors Uopérateur A est borné.

Définition 7.3 Soit A un opérateur linéaire de D (A) C X — Y, Uopérateur A est dit
fermable s’il admet un prolongement fermé. On note A le plus petit prolongement fermé

de A.

Théoréme 7.5 Si l'opérateur A est fermable alors sa fermeture A est définie par

D(A)={z € X/3x, € D(A): 2, — z; Az, — y}
Ar =y

Le graphe de A n’est que l'adhérence du graphe de A c’est a dire G(A) = G(A).

Théoréme 7.6 Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire. Supposons qu’il existe

une constante M > 0 telle qu’on ait
]| < M || Az]|. (@

Alors
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1)ker A = {0}
2)R(A) = R(A)

Preuve. 1) Evident
2) Soit y € W alors il existe x,, € D(A) telle que Ax,, — y, on remarque d’aprés
I'inégalité (I) que
l2p = 2qll < M || Az, — Az,

d’ou x,, est une suite de Cauchy dans D(A) C D(A) donc elle est convergente dans

D(A) = D(A), soit xp € D(A) sa limite, on a :

In — X

Ar, —y

donc 3y = Azy € R(A), d’ou R(A) C R(A). L’autre sens est évident. m

Définition 7.4 Soit A : D(A) C X — Y wun opérateur linéaire, on appelle adjoint de
A, Uopérateur A* : D(A*) C Y* — X* défini par

D(A*) ={veY*/Fw e X*: (v,Au) = (w,u);Yu € D(A)}.

A*v =w

Théoréme 7.7 Pour que la représentation (v, Au) = (w,u) soit unique pour tout u €

D(A) avec w € X*, il faut et il suffit que D(A) = X et dans ce cas A* est un opérateur

fermé.

Définition 7.5 L’opérateur A est dit auto-adjoint si

D(A) =D (A"),(Azx,y) = (z, Ay) ,Vz,y € D (A).

Dans ce cas le nombre (Ax,x) est réel et |Al| = sup |(Azx,x)|.
=<1

Définition 7.6 L’opérateur A est dit positif si (Azx,z) >0,V z € D (A).
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Théoréme 7.8 Soit A : D(A) — H un opérateur linéaire, auto-adjoint positif, alors

il existe un opérateur B : D (B) — H telle que,
D(A)cC D(B),Az = B(Bx),Yx € D (A)

L’opérateur B est appelé racine carrée de l'opérateur A et on le note par Az. On a

D(A)c D (A%). En général on n’a pas ’égalité mais on a :

Théoréme 7.9 Soit H un espace de Hilbert et soit F un sous espace vectoriel fermé dans
H alors
H=FgF*

Théoréme 7.10 Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire auto-adjoint. Alors
(KerA)* = R(A).

Théoréme 7.11 (Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert, et a(u,v) une forme

bilinéaire ; continue et coércive. Alors pour tout ¢ € H' il existe uw € H unique tel que
a(u,v) = {p,v). Yv e H.
De plus si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

weH e %a(u,u)— (0, u) :gé%q{%a(v,v)—@,v)}.

7.2 Opérateurs dépendant d’un parameétre

Soient X, Y deux espaces de Banach et {A (¢)} une famille d’opérateurs (0 <t <T)
ou A(t) : D(A(t)) — Y, D(A(t)) C X qui dépend du temps.
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Continuité par rapport au parameétre.

Définition 7.7 La famille d’opérateurs {A (t)} est dite fortement continue au point ty €
0,7 en u(ty) € D(A(ty)) s’il existe u(t) € D(A(t)) telle que u(t) — u(ty) dans X et
A(t)u(t) — A(to)u(to) dans Y lorsque t tend vers to.

Dérivation par rapport au paramétre

Définition 7.8 La famille d’opérateurs A (t) est dite fortement dérivable au point to €
[0, T en u(ty) € D(A(to)) sil existe u(t) € D(A(t)), v(to) € D(A(to)) telle que

u(t) — u(to)
T — v(to)

et
A(t)u(t) — A(to)ulto)
t—1tg

— w(ty)

dans 'Y lorsque t tend vers ty et la limite w(ty) ne dépend pas du choix de u(t). On définit

A" (t) la dérivée de A (t) par la relation suivante :

A’ (to) ulty) = w(to) — Alto)v(to)

7.3 Opérateurs abstraits de régularisation

Définition 7.9 Soit A un opérateur linéaire auto-adjoint, défini de D(A) dans H tel que
(Av,v) > ¢ |v]* ;Yo € D(A).
Pour € positif on définit la famille d’opérateurs suivante :
A7V = (I 42A)7

A s’appelle opérateur abstrait de régularisation.
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Théoréme 7.12 L’opérateur AZ' est borné et vérifie

1
14 <

P
_1+€Cl ( 1)

Preuve. Pour montrer la propriété (P1) on va utiliser le Théoréme du graphe fermé.
Vu que lopérateur A. est fermé, montrons qu’il est surjectif. Nous avons A, : D(A) C

H — H, les Théorémes 6.10 et 6.11 entrainent :

H = Ker(A:) ® R(A.).
Montrons que Ker(A.) = {0}. Soit z € Ker(A.) alors A.x =0 d’ou :

cAr = —z= (eAz,z) = (—z,2) = — |z|* > ecy |2

= (e, + 1)z <0=z=0.

Montrons que R(A.) = R(A.), on a :

(Acu,u) = |ul® + € (Au, u) (a1)

D’apres le théoréeme 6.6 on conclut que

et d’apres le théoréme 6.2, A-! existe et est borné sur R(A.).De (a;) on peut tirer la
relation

(1+cc)ul < |Acu|; Yu € D(A). (az)
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Soit u = AZ'v; od v est un élément quelconque de H, d’aprés la relation (az) on a
(14+¢ec) |A€_1v} <|v|l, Yve H

d’ou
|AZ ] 1
< ;
|v| (1+ecy)

Yv e H,

en passant au sup, l'inégalité (P;) est démontrée. m

Théoréme 7.13 Les opérateurs de régularisation AZ' vérifient les propriétés suivantes

cAAZ =T - AT? (Py)
|5AA;13:‘ = }[3: — A;1x| — 0; lorsque ¢ — 0 (P3)
L opérateur AZ' est positif, auto-adjoint et commute avec A. (Py)

Preuve. Montrons (P,), on a

€ €

eAAT =« (AE_I) At =T— A7

Pour montrer (P3) on doit établir que |[A-'z — x| — 0 lorsque ¢ tend vers 0. D’apres la

propriété (Py) on peut voir que l'opérateur AAZ! est uniformément borné et

ATt — 2] = |cAA 2] < e |AAT'2| <e||AATY| ||

HA;l — I|| <eg HAA;IH — 0 lorsque ¢ — 0,
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d’ou le résultat. Pour montrer (P4) on remarque que
ATMA, =AM T +eA) = A +eA A=A + el

D’autre part
AA T =T+ eAA 7 =A" +eA A=A +el,

d’ou A commute avec AZ!. =

Théoréme 7.14 Si l'opérateur A~ (t) est différentiable alors AZ'(t) est différentiable et

" d(AR)AZL(H)) —1dAZ\(2)
dt T e dt (Ps)
P cawar @ Dapazw (Po)

Preuve. Montrons (FPs) . En effet : d’aprés (P2) on a

eAA™N = T-— A7
gd(AA;l) B _dA;1

e dt

d -1 _ -1
LodAA)  —1dAl(

dt € dt

Montrons (Fs) . En effet : d’aprés (P,) on a

dA |  dAZ! —1dA?
ettt T T

olAA_1 _ —laAl!

— = I A
= e g Ured)
—1dA-! dA
- € AE:_Afl
T e @ a e
dA? ,dA
= dt ——€AE EAE 3
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comme AA™' =T et A, AZ! commute

dA™!

dA dA™! dAC!
=
dt

= Al=-4

_ —1
dt dt dt edd,

7.4 Quelques inégalités utiles

Soit 2 C R™.
Inégalité de Cauchy

N|=

AA!

Vu,v € Ly () ; /uvdm < /|u|2dx /|v|2d$
Q Q

N N
/Zuivida: < /Zufdx
o i=1 o i=1

Inégalité de Holder

C’est une généralisation des inégalités de Cauchy.

=

o=

1
T
/uvda:g /|u]pdx /\U|pda: , —+==1
p P

Q Q Q

Inégalité de Cauchy avec I’c

Qu’on appelle aussi ’e-inégalité
| b|<—| |2 —1 |b|2 e>0 b
a al” + \ va, 0.
f— 2 2 ’ Y ’
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La généralisation de cette inégalité est appelée I'inégalité de Young

P
p—l'b'p—l

1
lab| < = |eal” + - , Vp>1.
p p

Inégalité de Poincaré-Friedrichs

lﬁMW§q/ﬁw
I I

Inégalité triangulaire

(/ﬂwydm)z(/Quzdx)i(/ﬂvzdm)

NG

99



Bibliographie

1]

2]

D. Bahuguna, Quasilinear integrodifferential equations in Banach spaces, Nonli-

near analysis, theory, methods and applications, Vol. 24, N.2, 175-183, (1995) .

D. Bahuguna, A.K. Pani, V. Raghavendra, Rothe’s method to semilinear hy-
perbolic integrodifferential equations, Appl. Math. Stochastic Anal. 3 :4, 245-252,
(1990),

D. Bahaguna and V. Raghavendra, Application of Rothe’s method to nonlinear
Schrodinger type equations, Appl. Anal. 31 :1 (1988), 149-160..

D. Bahuguna, V. Raghavendra, Rothe’s method to parabolic integrodifferential
equations via abstract integrodifferential equations, Appl. anal. 33,153-167, (1989).

D. Bahuguna, S. Abbas, J. Dabas, Partial functional differential equation with
an integral boundary condition and application to population dynamics, Nonlinear

Anal. TMA 69 (2008) 2623 2635.

D. Bahuguna, J. Dabas, Existence and uniqueness of a solution to a semilinear
partial delay differential equation with an integral condition, Nonlinear Dynam. Syst.

Theory 8 (1) (2008) 7 19.

S. Beilin, Existence of solutions for one-dimensional wave equations with non-local

conditions, Electron. J. Differential Equations 76, (2001), 1-8.

S. Beilin, On a Mized nonlocal problem for a wave equation, Electron. J. Differential

Equations 103, (2006), 1-10.

100



[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[21]

D. Belakroum, Probleme de Cauchy pour une classe d’équations paraboliques

d’ordre supérieur. Mémoire de magistére 2006 Université d’Annaba
A. Bouziani,

A. Bouziani, N. Merazga, Rothe time discretisation methode applied to a qua-
silinear wave equation subject to integral conditions, Adv. Difference Equ. 3 (2004)

211-235.

A. Bouziani, N.Merazga, Solution to a semilinear pseudoparabolic problem with

integral conditions, E.J.D.E. 115 (2006) 1-18.

A. Brenner, Polyparabolic equations with two dimensional time. Cite-

seer.nj.nee.com/13366html, monograph (1998).

N.I. Brich and N.I. Yurchuk, Goursat’s problem for abstract second order linear

differential equations, Differencial'nye Uravnenija 7 (1971), 1017-1030, 1139.

N.I. Brich, N.I. Yurchuk. Some new boundary value problems for a class of

partial differential equations. Diff. Uravn, 6, 1624-1630, (1968).

J.R. Cannon, The solution of the heat equation subject to the specification of

energy, quart. Appl. Math. 21, 155-160, (1963).

A. chaoui, Probléme de Goursat pour une classe d’équations hyperboliques a do-

maine variable. Mémoire de magistére 2005 Université d’Annaba

A. Chaoui and A. Guezane-Lakoud, On an abstract Euler-Poisson-Darboux

type equations. Int. J. Appl. Math. Stat : Vol. 13;No. M08 ; March 2008 ;12-21.

N.I. Tonkin, Solutions of boundary value problem in heat conduction theory with

nonlocal boundary conditions, Differents. Urav. 13 (1977) 294 304.

D. Dao-Quing, H. Yu, Remarks on heat equation with integral boundary condi-
tions, Nonlinear Anal. TMA 67 (2) (2007) 468 475.

N.V. Gavrilova and N.I. Yurchuh, The Cauchy problem for operator differential
equations of Euler-Poisson-Darboux type. Diff. Uravn. 17, N5, 789-795(1981).

101



[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

A.A. Dezin, Théoréme d’existence et d unicité de la solution pour les problémes aux
limites des équations aux dérivées partielles dans les espaces fonctionnels. Uspekh.

Math. Naouk. 14. N 3. (37). 22-73. 1959.

L. Garding, Cauchy’s problem for hyperbolic equations, University of Chicago,
Lecture notes, 1957.

A. Guezane-Lakoud, On a class of hyperbolic equation with abstract non-local
boundary conditions. International Journal Of Applied Science & Computations.Vol
8, N° 1, (2001).

A. Guezane-Lakoud, Abstract variable domain hyperbolic différential equations.

Demonstratio Mathematica. N° 4, V 37,884-892, (2004).

A. Guezane-Lakoud, Functional differential equations witrh non-local boundary

conditions. Electronic Journal of Differential equations, 2005 N 88 (2005) 1-8.

A. Guezane-Lakoud, "Etude de certains problémes aux limites opérationnels par

la méthode des inégalités énergétiques", These de Doctotat d’Etat.

A. Guezane-Lakoud, D. Belakroum, Rothe’s method for a telegraph equation
with integral conditions, Nonlinear Anal. 70(2009) 3842-3853.

A. Guezane-Lakoud, A. Chaoui, A Functional Method Applied To Operator
Equations, Banach J. Math. Anal. 3. 2009. no 1. 52-60.

A. Guezane-Lakoud, M. S. Jasmati, A. Chaoui, Rothe’s method for an in-
tegrodifferential equation with integral conditions, Nonlinear Analysis. 72 (2010)

1522-1530. (2010) .
A. Guezane-Lakoud, A. Chaoui, On functional parabolic equations, To appear

M.E Gurtin, A.C. Pipkin. A general theory of heat conduction with finit wave
speeds. Archive for Rational Mechanics and analysis 31, 113-126. (1968)

U. Hornung, Homogenisation and porous media.New York ;Springer. (1996)

J. Kacur, Application of Rothe’s method to nonlinear evolution equations, Mat.

cas. 25(1975), 63-81.

102



[35]

J. Kacur, Application of Rothe’s method to perturbed linear hyperbolic equations
and variationnal inequalities, Czech. Math. J. 34(109)(1984), 92-106.

J. Kacur, Method of Roth in evolution equation, Teubner-Texte zur Mathematik,

vol. 80,BSB. B.G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig,1985.

J. Kacur, On L*>- convergence of Rothe’s method, Commentat. Math. Univ. Carol.

30 :3 (1989), 505-510.

J. Kacur, R. Van Keer, On the numerical solution of semilinear parabolic pro-
blems in multicomponent structures with Volterra opertors in the transmission
conditions and in the boundary conditions, Z. Angew. Math. Mech. 75(1995), no. 2,
91-103.

L.I. Kamynin, A boundary value problem in the theory of the heat conduction

with nonclassical boundary condition, Z. Vychisl. Mat. Fiz. 6 (1964) 1006 1024.

T. Kato. Abstract evolution equations of parabolic type in Banach and Hilbert
spaces. N.M.J.V. 19, 93-125, (1961).

T. Kato. "Perturbation theory for linear operators", Spring-Verlag, Second edi-

tion,1980.

T. Kato, H. Tanabe, On the abstract evolution equation. Osaka. Math. J. 14,
107-133,(1962).

N. Kikuchi, J. Kacur, Convergence of Rothe’s method in Holder spaces, Appl.
Math. 48 :5(2003), 353-365.

V.1. Korzuk, Energy inequality for the boundary value problem hyperbolic equa-
tion with a third order wave operator. Diff. Uravn. Vol 27. N° 6. 1014-1022.(1991).

V.1. Korzuk, The method of energy inequalities and averaging operators. Vestnik.

Bel.Vol 3. N° 1. 55-71. (1996).
S.G. Krein, Linear differential equations in Banach space. A.M.S. Vol 29. (1971).
A. Kufner, Weighted Sobolev Spaces, A Wiley-Interscience Publication,

Chichester-New York-Brisbane-Toronto-Singapore, 1985.

103



[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[56]

[58]

O.A. Ladyzenskaya, Solution of the third boundary value problem for quasilinear
parabolic equations, Trudy Mosk. Mat. Obs. 7, 1958.

O. A. Ladyzenskaya, On solution of nonstationary operator equations, Mat. Sbor-

nik 39(1956), No 4.

O. A. Ladyzenskaya, The boundary value problems of mathematical physics.
Springer-Verlags. NewYork. (1985).

D. Lauerova, The Rothe method and time periodic solutions to the Navier-Stokes

equations and equations of magneto hydro dynamics, Appl. Math. 35 :2(1990), 89-98.

J. Leray, Lectures on hyperbolic differential equations with variable coefficients,

Princeton, Just for Adv. Study, 1952.

J.L. Lions. "Equations différentielles opérationnelles et problémes aux limites",

Berlin, 1961.

F.E. Lomovtsev, N.I. Yurchuk, Cauchy’s problem for second order hyperbolic
differential operational equations, Diff. Uravn. 12. N 12, 22242-2250. (1976).

F.E. Lomovtsev, N.I. Yurchuk, Boundary value problems for differential opera-
tional equations with variable operational coefficient domains, Differencial’'nye Urav-

nenija, 27 (1991), no. 10, 1754-1766.

F.E. Lomovtsev, Necessary and sufficient conditions for the uniquess solvability of

the Cauchy problem for second order hyperbolic equations with a variable domain

of operator equations. Diff. Uravn. Vol 28. N° 5. 712-722. (1992).

F.E. Lomovtsev A boundary value problem for even order differential equations

whose operator coefficients have variable domains. (Russian,Russian Summary), 8,

1412-1425, 1471.(1994).

F.E. Lomovtsev, Abstract evolution equations with discontinuous operators coef-

ficients. Diff. Uravn. V31, N°7, pp1132-1141,(1995).

104



[59]

F.E. Lomovtsev, Differentiation and integration with respect to the parameter of
infinite variable operators with variable domains of definition. Doklad. Nats. Akad.

Nauk. Belarusi. Vol 43, N° 1, 13-15, (1999).

F.E. Lomovtsev, The Cauchy problem for second order complete hyperbolic diffe-
rential equation with variable domains of operator coefficients. Diff. Uravn. N°. 4,

542 -548, 575.(2000).

F.E. Lomovtsev, Second order hyperbolic operator-differential equation with va-
riable domains of smooth operator coefficients. Doklad. Nats. Akad. Nauk. Belarusi.

N°. 1, 34 -37, 137.(2001).

F.E. L Lomovtsev, Second order hyperbolic operator-differential equation with
variable domains of discontinuous operator coefficient. Doklad. Nats. Akad. Nauk.

Belarusi. N°.3,37 -40,124.(2001).

S. Mesloub, nonlinear nonlocal mixed problem for a second order pseudoparabolic
equationJournal of Mathematical Analysis and ApplicationsVolume 316, Issue 1, 1

April 2006, Pages 189-209

S. Mesloub, On a singular two dimensional nonlinear evolution equation with
nonlocal conditions Nonlinear Analysis : Theory, Methods & Applications, Vol 68,
Issue 9, 1 May 2008, 2594-2607.

S. Mesloub, Mixed nonlocal problem for a nonlinear singular hyperbolic equation

Mathematical Methods in the Applied Sciences, Volume 33 Issue 1, 57 - 70.

N. Merazga, A. Bouziani, Rothe method for a mixed problem with an integral
condition for the two dimentional diffusion equation, Abstract and Applied Analysis

2003 : 16(2003) 899-922.

N. Merazga, A. Bouziani, On a time-discretization method for a semilinear heat
equation with purely integral conditions in a nonclassical function space, Nonlinear

Anal. TMA 66 (2007) 604-623.

105



[68]

N. Merazga, A. Bouziani, Rothe time-discretization method for a nonlocal pro-

blem arising in thermoelasticity, J. Appl. Math. Stoch. Anal. 1 (2005) 13-28.

J. Necas, application of Rothe’s method to abstract parabolic equations, Czech.

Math. J. 24(1974),496-500.

L.S. Pulkina, A non-local problem with integral conditions for hyperbolic equa-

tions, Electron. J. Differential Equations 45 (1999) 1-6.

L. S. Pulkina, The L, solvability of a non-local problem with integral conditions

for a hyperbolic equation, Differ. Uravn., (2000), Vol 36, N 2, 279-280.

L. S. Pulkina, A Mixed problem with integral conditions for the hyperbolic equa-
tion, Zametki, (2003), Vol 74, N 3, 435-445.

L. S. Pulkina, A non-local problem with integral conditions for an hyperbolic

equation, Differ. Uravn., (2004), Vol 40, N 7, 887-892.

K. Rektorys, On application of direct variational methods to the solution of para-

bolic boundary value problems of arbitrary order in space variables, Czech. Math.

J. 21 (1971), 318-339.

K. Rektorys, Variational Methods in Mathematics Science and Engineering, D.
Reidel Publishing Company, 1980.

K. Rektorys, "The Method of Discretization in Time and Partial Differential Equa-
tions", D. Reidel Publishing Company, 1982.

K. Rektorys, Solving ordinary and partial boundary value problems in science and

engineering, CRS Press, 1999.

E. Rothe, Zweidimensionale parabolische Randwertaufgaben als Grenzfall eindi-

mensionaler Randwertaufgaben, Math. Ann. 102(1930), 650-670.

E. Rothe, L. Cesari, R. Kannan and H. F. Weinberrger, Nonlinear Analysis :
A Collection of Papers in Honor of Erich H. Rothe, Academic Press, 1978.

M. P. Sapagovas and R. Yu. Chegies, On some boundary value problems with
a nonlocal condition, Differential Equation, 23(1987), no.7,858-863.

106



[81] V. Trinoguine, "Analyse fonctionnelle", Edition Mir.Mouscou, 1985.

[82] F. Weber, Method of Rothe for a Hyperbolic Equation with a nonlinear Boundary
Condition, Math. Nachr. 161(1993), 369-380.

[83] K. Yosida, "Functional Analysis". Springer-Verlag, Sixth Edition.

[84] N.I. Yurchuk, The Goursat problem for second order hyperbolic equations of spe-
cial kind, Differencial’'nye Uravnenija, 4 (1968), 1333—1345.

107



