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Résumé

Dans le présent travail on étudie deux classes de problemes d’évolution. La premiére classe est consacrée
a I’étude d’un probléme aux limites avec des conditions non locales. On établit des résultats d’existence
et d’unicité de la solution forte et sa dépendance continue par rapport aux données, les démonstrations
sont basées sur la méthode des inégalités énergétiques et la densité de 'image de "opérateur généré par le
probléme considéré. Dans la deuxieme classe on étudie un probleme de Cauchy mal posé de type elliptique,
le but de cette partie est de présenter quelques extentions de la méthode de quasi-réversibilité. Le point clé
dans notre analyse est 'utilisation d’une nouvelle méthode d’approximation pour construire une famille
d’opérateurs régularisante pour le probléeme considéré, on montre la convergence de cette méthode, et on

montre des estimations d’erreur sous des hypotheses de régularité sur les données du probleme.

2000 Mathematics subject classification :
Mots clés : inégalité énergétique, équation ultra-hyperbolique, conditions non locales, probléeme de Cau-
chy mal posé, méthode de quasi-réversibilité, méthode de convexité logarithmique, semigroupes, régulari-

sation, famille d’opérateurs régularisants.



Absiract

In this work we study two classes of evolution problems. The first class, is devoted to study a non-local
problem with initial conditions. We establish the existence and uniqueness of the strong solution and its
dependence continue on the data, the proofs are based on energy inequality and on the density of the
range of the operator generated by the considered problem. In the second class, we investigate an ill posed
Cauchy problem of elliptic type, the goal of this part is to present some extensions of the method of quasi-
reversibility. The key point to our proof is the use of the new approximation method to construct a family
of regularizing operators for the considered problem. We show the convergence of this method, and we

estimate the convergence rate under a priori regularity assumptions on the problem data.

2000 Mathematics subject classification :
Key words : a priori estimate, ultrahyperbolic equation, nonlocal conditions, ill-posed Cauchy problem,
quasi-reversibility method, logarithmic convexity method, semigroup, regularization, family of regulari-

zing Operators.
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Notations
generales

R : corps des nombres réels.

St )

C : corps des nombres complexes.

T un réel strictement positif.

Im(Z): partie imaginaire du nombre complexe z.
Re(Z) : partie réelle du nombre complexe z.

A : opérateur linéaire.

P(A) : domaine de définition de I'opérateur A.

A : fermeture de Popérateur A.

A~ inverse de A.

G(A) : graphe de 'opérateur A.

R(A) : image de 'opérateur A.

N(A) : noyau de 'opérateur A.

A(¢) opérateur linéaire dépendant de .

9, : domaine de définition de A(z).

M* : orthogonal de ensemble M.

X, % : des espaces de Banach de normes respectives ||.|| o ||-||2 -

L(X,%) : espace des opérateurs linéaires continus de & dans %, cet espace est muni de la norme

[1Bully
|IBl| (2, = sup :
u#0 |E21P%
FC : espace de Hilbert ou la norme et le produit scalaire sont notés respectivement par |.|, (.,.).

XL (H) : espace des opérateurs linéaires continus dans 7.
H (X, %) : espace des opérateurs compacts de X' dans ¥
p(A) : ensemble résolvant de 'opérateur A.

0(A)=C\ p(A) : spectre de 'opérateur A.

{E,} )eg : famille spectrale.

(-,-)py : crochet de dualité.

Q) C R” : ouvert bourné,  fermeture de .



ii

2,(Q, ) : espace des fonctions v telles que ¢ — ||v(¢)||4 est une fonction de Z,(12).

2. () : espace des fonctions telles que sup||v(t)||4 est finie.

L)(Q, L(H)) : espace des fonctions B(¢) telles que ¢ = ||B(2)|| () est une fonction de Z,(2).
£, (Q, L(H)) : espace des fonctions B(z) telles que sup||B(¢)|| &) est finie.
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§ Introduction

0.1 Problématique

Dans cette these on s’intéresse a deux problématiques liées.

0.1.1 Equations d’évolution multi-temporelles

Beaucoup de problemes de la physique-mathématique peuvent étre modélisés par des équations aux dé-
rivées partielles (EDP). Dans les (EDP) classiques dépendant du temps(problemes d’évolution), la variable
spatiale peut étre multidimensionnelle, mais le temps est resté unidimensionnel jusqu’a 1932. Ladjectif
multi-temps(en anglais, multi-time) a été introduit pour la premiére fois par le physicien Dirac (1932) dans
I’étude de fonctions d’ondes multi-temporelles via une équation d’évolution a m variables temporelles.
Plus tard le terme multi-temps a été utilisé en mathématiques par [22], [37], [121]], [156]-[160], [161],
[[162], [[128], ext. Remarquons que la coordonnée spatiale est simplement un indice de numérotation avec
un degré de liberté, et le temps est la coordonnée usuelle qui représente le temps physique réel pour lequel
les systémes évoluent. Cependant, dans quelques problemes physique on utilise le temps en deux variables
t =(t;,1,), ou t signifie le temps intrinseque et ¢, est le temps observateur.

Pour illustrer cette notion de multi-temps citons I’exemple donné dans [[159] pour un probléme d’osci-

lations en ingénierie et en communications. Soit I’équation d’onde a une variable temporelle suivante :

o [2rt\ | (2wt
t)= —_— —,
y(t)=sin T sin 7

7,=0.02s, T, =1s,0u f; = Ti =50Hzet f, = Ti = 1Hz. sont les fréquences qui correspondent a 7 et
I, 1 2

Ici la variation sinusoidale de période 7| est 50 fois plus rapide que la variation sinusoidale lente de pé-
riode 7,. On construit alors une représentation de y(¢) en deux variables temporelles obtenue par la régle
suivante : pour la partie de variation rapide de y(t), le temps est remplacé par la nouvelle variable ¢,

pour la partie de variation lente de y(t), le temps est remplacé par ¢,. Donc on obtient une nouvelle

@7 BENRABAH Abderafik ©2011. Univ. Annaba



0.1 Problématique 2

fonction périodique a deux variables temporelles,

N . <27‘Ct1> . <27‘£t2>
y(t)=sin| —— |sin| — ).
T T,

Les équations d’évolution multi-temporelles interviennent, par exemple dans la théorie du mouvement
Brownien ([49]], [125], [92] la théorie du transport [3]], en biologie [88], la théorie des ondes et les équa-
tions de maxwell [[18]], [183], en mecanique, physique et cosmologie ([[139], [[163]), ainsi que dans d’autre
phénomenes physiques a échelles multiples. Dans les années cinquante, la théorie de ce type d’équations a
commencé a se développer, dans les travaux fondamentaux de V.P. Mikhailov ([118]], [119], 1957).

Des résultats nouveaux sur Iexistence et ['unicité de solution de quelques problémes ultraparaboliques (
les problemes paraboliques dans le cas multi-temporel) on été établis par A. Friedmann ([l69], [68]) 1962),

pour le probléme a deux variables suivant :
"t —Lu=F(x,t), u |t1=O: u |t2:O: # |veaps

ou L est un opérateur différentiel de second ordre, elliptique et auto-adjoint, et par T.G. Genchev ([72]],
1963 ), A.M. Il’in ([91]], 1964 ), V.S. Vladimirov et Yu. N. Drozhzhinov ([168], 1967 ), S.G. Gindikin ([74],
1967 ), R. Volevic et S.G. Gindikin ([[170], 1969 ), N.I. Brish et N.I. Yurchuk ([33]], 1970), V.M. Filipov
([66]], 1986 ), W. Wolfgan ([[171]], 1986 ), S.G. Pyatkov ([[133]], 1990 ), D.R. Akhmetov et al ( [4], 2003), G.
Avalishvili et al ([17], [[77]], 2005 ) et d’autres auteurs.

Pour le cas ultra-hyperbolique (les problémes hyperboliques dans le cas multi-temporel) avec des condi-
tions classiques, les principaux résultats ont été établis dans la série des travaux de N.I Brish et N.I. Yur-
chuk ([[173]], [[174], [[175]) et H.O. Fattorini [65]. Des problemes a conditions non locales associées aux
équations ultra-hyperboliques ont été étudiées par F. Rebbani et al. [24]], [135]], [[136]], [[178], [[78]. Le cas
ulta-parabolique d’ordre supérieur est traité par G.A. Anastassiou [[10].

Il est important de noter qu’il n’existe pas encore, pour ce type d’équations, une théorie générale. Ceci
est du a la relative nouveauté de cette démarche et a la complexité des questions qu’elle souléve. Chaque
probléme nécessite donc un traitement spécifique. Ce qui souligne ’actualité du sujet que nous traitons

dans notre thése.

0.1.2 Probléemes inverses

Il s’agit généralement de situations ou on est dans I’ignorance au moins partielle du systéme (certaines
informations concernant la géométrie, les matériaux, les conditions initiales...) ne sont pas connues. En
compensation, il faut disposer (en plus des entrées) d’informations, éventuellement partielles, sur la sortie
afin de reconstruire au mieux I'information manquante. Le terme inverse rappelle quon utilise I'infor-
mation concernant le modele physique (a ’envers) connaissant (partiellement) les sorties, on cherche a

remonter a certaines caractéristiques, habituellement internes et échappant a la mesure directe.

@7 BENRABAH Abderafik ©2011. Univ. Annaba



0.1 Problématique 3

Traditionnellement, les problémes inverses sont classés en deux catégories : les problémes qui visent
a déterminer des conditions aux limites ou des sources inconnues et les problémes liés a ’estimation de
parameétres intrinséques du systeme. Le premier type de problemes apparait dés que la mesure directe
de la grandeur physique étudiée n’est pas possible en pratique. Par exemple les hautes températures et la
difficulté d’acces dans la chambre de combustion d’un moteur automobile (B. Delattre et al. [50], 2001 ;
A. Constantinescu et al. [[46], 2004), dans une enceinte contenant un feu (M. Raynaud et J. Bransier, [[134]
1986) ou sur les faces actives d’outils d’usinage (C.H. Huang et Y.L. Tsai,[86] 2005, C.H. Huang et H.C.
Lo, [187] 2005) sont des cas ou le recours a des méthodes inverses est nécessaire. Dans la deuxiéme catégorie
de problemes inverses, 'objectif fixé est de déterminer, a partir d’une connaissance partielle du champ de
température, des parameétres de modele inconnus. Il est possible par exemple de déterminer la conductivité
d’un matériau a partir de mesures transitoires (C.Y. Yang,[[172]] 1999, P. Kiigler,[[105] 2003 ; V. Plana et
al.,[[129] 2006, H.T.) ou d’utiliser cette méthode pour la détection non intrusive de défauts de géométrie
internes (R. Chapko et al.,[I39] 1998, R. Chapko et P. Kugler,[I38] 2004, N.S. Mera et al.,[[117] 2005). Les
problémes inverses d’identification de parametres se rencontrent dans de nombreux autres domaines allant
de la gé¢omécanique (B. Lecampion et al.,[[111]] 2002, B. Lecampion et A. Constantinescu, [110] 2005) aux
mathématiques financieéres.

Les problemes inverses mal posés constituent I'un des sujets ou le lien entre la théorie mathématique et
I’application est le plus fort. Dans la pratique, les méthodes de résolution des problemes inverses se répar-
tissent selon Z. Nashed [153] en trois catégories principales :
1. Les méthodes relevant de I’analyse mathématique et la théorie des fonctions se proposent de transformer
un probléme mal posé en un probléme bien posé en agissant sur le choix des espaces, qui servent a décrire
les variables, et de leurs topologies, qui formalisent les notions d’écart ou d’erreur. Elles proposent égale-
ment d’introduire des contraintes globales sur les classes de solutions. Les « bons » espaces ou les « bonnes
» contraintes ne sont pas dictés par les mathématiques mais traduisent des considérations physiques.
2. La régularisation des problémes mal posés, due initialement a A.N. Tikhonov [[155]], cherche & redéfi-
nir les notions d’inversion et de solution (quasi-solution, solution approchée,. .), de fagon que la (solution
régularisée ) obtenue par (inversion régularisée ) dépende continliment des données et soit proche de la
solution exacte (en supposant que celle-ci existe pour des données proches des valeurs effectivement obte-
nues par la mesure). En d’autres termes, on remplace le probleme initial mal posé par un autre "probleme
approximant” bien posé.
3. Linversion stochastique développée par A. Tarantola [[151].

Ces trois approches ont comme préoccupation commune de fournir un cadre permettant de neutraliser

le caractere mal posé.

@7 BENRABAH Abderafik ©2011. Univ. Annaba



0.1 Problématique 4

0.1.3 Problemes bien et mal posés

L. dgifficuls principale des problémes inverses est leur caractére généralement mal posé (H.W. Engl et
al.,[57]] 1994). Un probleme est bien posé au sens de J. Hadamard [|80] s’il vérifie les propriétés suivantes :
1. Pour toute donnée admissible, une solution existe.

2. Pour toute donnée admissible, la solution est unique.
3. La solution dépend continliment des données.

Bien entendu, ces notions doivent €tre précisées par le choix des espaces (et des topologies) dans lesquels
les données et la solution évoluent. Ces trois conditions semblent trés naturelles. En fait, généralement les
problémes inverses ne vérifient souvent pas I’'une ou ’autre de ces conditions, voir les trois ensembles.

<®  Si une solution existe, il est parfaitement concevable que des paramétres différents conduisent aux
mémes observations.

®  Le fait que la solution d’un probléme inverse puisse ne pas exister n’est pas une difficulté sérieuse.
Il est habituellement possible de rétablir ’existence en relaxant la notion de solution (procédé classique en
mathématique).

®  Lanon-unicité est un probléme plus sérieux. Si un probléme a plusieurs solutions, il faut un moyen
de choisir entre elles. Pour cela, il faut disposer d’informations supplémentaires(information a priori).

“®  Le manque de continuité est sans doute le plus problématique. En particulier en vue d’une résolu-
tion approchée ou numérique. Cela veut dire qu’il ne sera pas possible (indépendamment de la méthode
numérique) d’approcher de fagon satisfaisante la solution du probléme inverse, puisque les données dispo-
nibles seront bruitées donc proches, mais différentes, des données (réelles). Un probléme qui n’est pas bien

posé au sens de la définition ci-dessus est dit mal pose (ill-posed en anglais).

0.1.4 Conditions nonlocales

Durant les derniéres années, parmis les problémes aux limites non classiques pour les équations diffé-
rentielles aux dérivées partielles une place importante est occupée par les problémes avec des conditions
non locales, en particulier les conditions qui relient les valeurs des solutions et leurs dérivées en deux ou
plusieurs points intérieurs ou frontieres du domaine considéré. Une définition générale de ces conditions
et leur classification ont été données, en particulier, par A.M. Nakhushev dans [[122]).

Dans [53]] A.A. Dezin a montré pour la premiére fois que pour certaines équations aux dérivées par-
tielles dans certains domaines, le probléme aux limites n’est correctement posé que seulement si les condi-
tions utilisées sont non locales. Ce type de conditions non standard refléte une certaine réalité dans la
modélisation mathématique de quelques problemes naturels dans plusieurs domaines comme la biotech-
nologie [[141] et la biologie [[122]. Ces conditions ont été associées a des problemes paraboliques et hy-
perboliques ([[14], [35]], [41],[42]], [19], [4Q], [43], [44], [75], [81], [95], [98], [114], [[142]) et ont été

@7 BENRABAH Abderafik ©2011. Univ. Annaba



0.2 Organisation du manuscrit 5

étudiées par plusieurs auteurs. Les principaux résultats dans ’étude des problémes non locaux de type :

iy

(L) 2 y=3"p 0 Qx[0,T
<E’ x> gtn(x’t)_g ]‘( x’t>8tn_]~(x’t)+f(xat)’ (x,1)€ X[ ’ ]>

A(D )& |,—o +B(D )& l,=r=0:(x), j=01,.,n—1, x€Q,
Yo T oy T
ont été établis par B.I. Ptashnyk [189]], [130], [131], L.V. Fardigola [27], [62], [64], V.I. Chesalin [41]],
[42]. Quant aux problemes engendrés par des équations multi-temporelles & conditions aux limites non

locales, ils ont été traités par F. Rebbani et al. [78]], [135]], [136], [[178]], [24].

0.2 Organisation du manuscrit

La présente these est composée d’une introduction et de trois chapitres, un chapitre rappel et deux

chapitres essentiels.

fg Dans I'introduction on présente un état d’art sur les problemes d’évolution multitemporels, les pro-

blemes bien et mal posés, les problémes inverses et les conditions nonlocales.

fg Dans le premier chapitre, on rappelle quelques résultats d’analyse fonctionnelle (éléments de la théo-
rie des opérateurs et des semigroupes) ainsi que les outils mathématiques nécessaires pour I’étude des pro-

blemes mal posés.

ﬁ Dans le chapitre 2 nous présentons une analyse complete de notre méthode pour un probléeme aux
limites avec des conditions initiales non-locales. L’analyse est basée sur ce qu’on appelle la méthode des

e . . L .
inégalités énergeétiques (dite aussi, méthode des estimations a priori).

Soit Q = (0,7;) x (0,Ty) = &, x £, un rectangle borné de R?, ou 7T} et T, sont deux réels strictement

positifs. On considere I’équation suivante :

2= B2 M =), ten (E)
= — Du=f(t), te,
g dt,dt, dt,  dg g
avec les conditions initiales non locales :
é@” =4|y=0 "~ A v=1, =9(t), 5L EL,,
(CNL)
C),n=u,=0 — Ay t,=T, =d(ty), 4 €L,

@7 BENRABAH Abderafik ©2011. Univ. Annaba



0.2 Organisation du manuscrit 6

ou # et f sont des fonctions de variable t = (¢, t,) € Q2 et a valeurs dans H, A(t) est un opérateur linéaire
dans H dépend de ¢, non borné a domaine de définition Z(A), indépendant de ¢ et partout dense dans H,
@ (resp. ¢) est une fonction définie de &, (resp. £,) a valeurs dans H.

Pour notre probléme on établit des théorémes d’existence, d’unicité de la solution forte généralisée,
sa dépendance continue par rapport aux données (f, ¢, ¢), ainsi que sa continuité par rapport aux para-
metres. Ces résultats sont obtenus grace a la méthode des estimations a priori qui est une méthode efficace
pour I’étude de beaucoup de problémes de la physique mathématique basée sur la technique des multiplica-
teurs. Cette méthode résulte des idées introduites par J.Leray [112], L. Garding [70], I.G. Petrovsky [[127]
dans leurs travaux, et de celles développées dans 'ouvrage de A.A. Dezin [53]], et dans les travaux de N.I.
Yurchuk [[173]], [174]], [175]] et V.I. Korzyuk [[101]]. Elle est caractérisée de la maniére suivante :

e D’abord écrire le probleme posé sous forme opérationnelle :

Lu=%F, ue9(L), 0.2.1)
ou 'opérateur L = (£, ,{, ) est engendré par I’équation () et les conditions (CNL) et est considére
de I’espace de Banach E dans I’espace de Hilbert F.

o Etablir ensuite les estimations a priori pour 'opérateur L.

e Démontrer ensuite la densité de I’ensemble des valeurs de cet opérateur dans I’espace F.

Plus précisément, on suivra le schema suivant : On établit ’estimation a priori du type :
][l < cll[Ln][]- 0.2.2)

Cette estimation est obtenue en général en multipliant scalairement I’équation par # ou ses dérivées et une

fonction poids, et en faisant des intégrations par parties.

On montre ensuite que 'opérateur L dans E admet une fermeture L. La solution de I’équation opéra-
tionnelle
Iu=27, 0.2.3)

est appelée solution forte généralisée du probléme considéré.

Par passage a la limite, I’estimations (0.2.2) est prolongée aux solutions fortes généralisées, i.e., on a

[#lllg < elllZan]ls- ©.24)

A partir de 13, on déduit I'unicité de la solution de I’équation 1) P’égalité des ensembles 22 (L) et (L),
et I'inversibilité de L. Linverse (L)~! étant défini sur I'ensemble des valeurs de Popérateur L.

La derniére étape, consiste a établir la densité de ’ensemble %2(L) dans F et donc Iexistence d’une solution
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0.2 Organisation du manuscrit 7

forte généralisée du probleme (0.2.1).

Commentaire. La méthode des estimations a priori est une méthode efficace pour I’étude de beaucoup de
problémes de la physique mathématique. Elle est fondée sur un support théorique solide et est développée
dans un cadre abstrait élégant. Mais dans I’application de cette méthode, on est confronté a difficultés,
parmi lesquelles on cite :

e Le choix de lespace des solutions.

e Le choix du multiplicateur.

e Le choix de ['opérateur de régularisation.

N.B. Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans le journal BJGA : Balkan Journal of Geometry and its
applications, [24].

fg Quant au troisieme chapitre, il est consacré a un probleme mal-posés de type elliptique. Le probleme

modele est le suivant : Soit 7 > 0, déterminer #(¢) solution du probleme
Lu=u"(t)—Au(t)=0, 0<t<T, u(0)=0¢, s (0)=0, (0.2.5)

ou ¢ est une fonction H-vectorielle donnée et A un opérateur non borné dans I'espace considéré.
Il est bien connu dans la littérature mathématique que ce probléme est fortement mal-posé au sens de Ha-

damard.

Le probléme de Cauchy en particulier pour I’équation de Laplace, et pour les équations elliptique en gé-
néral apparait dans un certain nombre de phénomeénes physiques, comme : controle non destructif(CND),
probléme inverse de la conductivité thermique, electro-cardiologie, prospection electrique, geophysique et
autres processus industriels pratiques voir : Lavrent’ev, Romanov et Sifatskii [[109], Isakov [93], L. E.
Payne [[125]], Alexander A. Samarskii, Peter N. Vabishchevich [[164], N.N. Tarkhanov [[153] et I’étude

récente écrite par Giovanni Alessandrini, Luca Rondi, Edi Rosset,et Sergio Vessella [9]. )

Le probleme (0.2.5) a été traité par plusieurs chercheurs et par plusieurs approches :
» La régularisation par les conditions non locales (Q.B.V. method)
Cette méthode a été utilisée pour un probléeme de Cauchy de type elliptique par plusieurs chercheurs
comme L. Abdulkeromov [[1[], P.N. Vabishchevich et ces collaborateurs [[164]-[[166]], et I.V. Melnikova et
ces collaborateurs [[94]], [115]], [[116], D. N. Hao [55], dans le cas parabolique par R.E. Showalter ([[148]],
1982 ), G.W. Clark ([45], 1994 ) et V.K. Ivanov ([94], 1995 ) [cadre hilbertien] :

y()=u(T)~y,(n)=u(T)+au(0), a>0.
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0.2 Organisation du manuscrit 8

K.A. Ames ([I7], 2005) :
T
y(u):u(T)m@f e T =)y(s)ds, 6 >0.
0

» La procédure iterative de Kozlo v (M.I.)
Lidée de I’algorithme proposé par V.A. Kozlov et V.G. Maz’ya ([102]], 1991 ) (voir aussi, J. Baumeister et
A. Leitao [21]], 2001 ) consiste a résoudre une suite de problémes bien posés, ou I’équation originale est

préservée. Dans la premiére itération, #y(t) s’obtient a partir de la résolution du probléme :
uy(t)—Ang(t)=0, 0<t<T, uy(T)=¢, u)(0)=0,

ou ¢ est un élément arbitraire dans H. Une fois que nous avons construit #;, I'approximation #;_; est la

solution du probleme

1 (D= Ay ()=0, 0<t<T, iy (T)= my(T) = y(m(0) = ), #,,,(0)=0,

ou y est un parametere réel.

La convergence de cette méthode est basée sur la théorie des opérateurs non-expansifs dans le cadre hilber-
tien.

» La méthode de la convexité logarithmique.

Cette méthode a été appliquée a un probleme mal posé par C. Pucci ([132]], 1955), F. John ([96]],[97],
1955,1960), M.M. Lavrentiev ([[108], 1956) et L.E. Payne ([124], 1960), elle s’applique aux problemes
qui sont conditionnellement stables, c’est-a-dire, des problemes qu’on peut rendre stables sous certaines
contraintes sur la solution voir [2]], [36], [97], [[104], [100], [113].

Une condition suffisante pour q’une fonction f(t) soit convexe sur Uintervalle [£;,t,] est que f”(t) >0,

YVt €[t),t,].Si f” >0, alors f” est une fonction croissante et donc
t

| s < piexe -,
31

de méme,
f«Ma—ﬂsjzﬁ@Mx

pour t € [t,,]. On elimine #'(¢) dans les deux inégalités précédentes, on obtient le résultat suivant :

ﬂﬂs(Q’t)ﬂm+<t_“>ﬂ5> 0.26)
Iy—1 h—14

Si f(¢) =In(F(t)), on dit que la fonction F(z) est log-convexe. On peut cependant montrer que In(F(t))

est convexe sur I'intervalle [, ,] en démontrant que

d’ _F@F" ()= (F(r)?

5 In(F(1) 28

>0

—_— b
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0.2 Organisation du manuscrit 9

puisque F(¢) >0V €[ty,t,], et que F(z) satisfait I'inégalité
FF" —(F'Y?>0.

Donc, quand on interprete (0.2.6) en termes de F(t) on trouve que F(t) satisfait

F(t) < [F(tl)](tz—t)/(tz—ﬁ) [F(tz)](t—ﬁ)/(fz—ﬁ)’ = [tla tz]- 0.2.7)

Cette inégalité est utile pour établir des estimations de stabilité pour les probleémes mal posés.

» La méthode de quasi-réversibilite (M.Q.R.)

Proposée par Lions et Lattes [107]], qui a été développée dans les travaux de L.E. Payne [[125], [124], R.
Showalter [[146], [[147], [148], K. Miller [[120] et d’autres [[15]], [16]], [47]2, [177], [17€]. Cette méthode

consiste a remplacer le probléeme (0.2.5) par une suite de problémes £, = 'l 1,(A) proches et bien posés
t

au sens d’Hadamard et a rechercher des quasi-solutions stables vis-a-vis des faibles variations des données.

Dans le cas d’un probleme parabolique £= - + A, la méthode de quasi-réversibilité a été utilisée par :
« R. Lattes et J.-L. Lions ([[107]], 1967 ) [cadre hilbertien] :

L=0,+AnL, =0, +A—aA"A, a>0.
. L.V. Melnikova ([115], 2001) [cadre banachique] :

L=0 +AnL, =3 +A—ad’, a>0.
. A.V. Glushak ([I79], 2003 ) [cadre banachique] :

L= +AnL, =3 +A+(=1)"TaA™, m>2, a>0.
. Y. Huang et Q. Zheng ([84], 2004 ) [cadre banachique] :
L=0,+AnL,=d +A—aA?, p>1,a>0.
. Y. Huang et Q. Zheng ([85], 2005 ) [cadre banachique] :
L= +AnL, =3, +A(I+aA)"', a>0.

e On note ici que dans le cadre Banachique, nous n’avons que des résultats de convergence, mais I’estima-
tion de ’erreur reste encore une question ouverte.

« N. Boussetila et F. Rebbani ([128], 2007 ) [cadre hilbertien] : ont proposé une M.Q.R modifiée de type

1
2:3t+Am£a:3t—p—Tln<a+e—PTA>, p>1,a>0.
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0.2 Organisation du manuscrit 10

« K. Ames [[8] a proposé en 2005 une méthode de quasi-réversibilité plus générale qui consiste a remplacer

Popérateur £ par £ = — — f(A) ou f est une foction de Borel donnée, ce qui lui a permis de construire
une régularisation et de neutraliser le caractére mal posé. Dans notre these, on adapte la perturbation de

K. Ames a un probleme elliptique mal posé.

Le choix d’une étude intensive des problemes inverses est dicté par la richesse du sujet aussi bien sur

I’aspect théorique, que sur I"aspect pratique (motivation physique et technologique).
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Chapitre 1 £

Rappels et notations

Ce chapitre rappelle quelques notions de bases et les principaux resultats mathématiques de 1’analyse
fontionnel qui seront utilisés tout le long de ce travail.

On désigne ici par : K=R ou C.

X, % des espaces de Banach.

X (resp. ") le dual topologique de X (resp. %).

(,-) le crochet de dualité.

€ un espace de Hilbert sur K muni de la norme |.| et le produit scalaire (.,.)

1.1 Opeérateurs linéaires bornés

De maniére générale, un opérateur linéaire est une application A : Z(A) C X —> % linéaire, ou Z(A) est
le domaine de définition de ’application linéaire A, qui est un sous-espace vectoriel de &', que I'on suppose
en général dense dans 2. Lopérateur A : (A) = X' — ¥ est dit borné si I'image de la boule d’unite
(A(B,.(0,1))) de ' est bornée dans #.

Tout opérateur A est complétement défini par son graphe G(A) qui est un sous-espace vectoriel de &' x &
défini par G(A) = {(v, Av), v € P(A)}.

Pout tout opérateur linéaire A : 2(A) C X — %, on note par :
N(A)={h € D(A), Ah =0} (noyau de A),

R(A)={h,=Ah,, h, € 2(A)} (image de A).
On note Z(X, %) (resp. L (X)) 'espace vectoriel des opérateurs linéaires continus de X dans % (resp.

des endomorphismes continus de 2') muni de la topologie de la convergence uniforme :

[1Bully

ne2 \{0} ||%||3y .

BeL(X, %), |Bllgw, o=
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1.2 Opérateurs linéaires non-bornés 12

Théoreme 1.1.1. [Banach-Steinhaus] Soient (B;);c; une famille (non nécessairement dénombrable) d’opéra-

teurs linéaires continues de X' dans % . On suppose que

VxeX, supl|B;x|lsy < oo. (ep)

el

Alors (e,) a lieu uniformément sur la boule unité de 2, i.e.,

SUIID |1B;ll (2, a0) < 00 (e,)
e

e L'application de ce théoréme apparait bien dans les opérateurs dépendant d’un parametre ¢, ou le para-

metre ¢ joue le role de I'indice 7.

Définition 1.1.1. On dit qu’une application linéaire continue B € £ (X', %) est inversible ssi il existe une
application B’ € L (%, %) telle que

B'oB=1I,, BoB =I,.
Lapplication B’ si elle existe est unique. On notera B’ = B~1.
Théoreme 1.1.2. Toute bijection linéaire continue B € L (X ,¥) est inversible.

Théoréme 1.1.3. Soit B: X — ¥ une application linéaire. Alors B est continu si et seulement si le graphe de
B est fermé dans X x ¥, Cest-a-dire : pour toute suite (x,,),cy de X vérifiant (x,, — x, n — o) dans X et

(Bx, =y, n—o00)dans ¥,onay=Bx.
Théoréme 1.1.4. Soit .of une algébre de Banach unitaire d’élément unité e. Si |v| < 1, alors e+ est inversible
o0
etona(e+v) ' = Z(—l)k o*.
k=0

e Comme application de ce théoreme on prend .o/ = £ (Z') ou ./ = L (X).

1.2 Opérateurs linéaires non-bornés

Définition 1.2.1. On dit qu’un opérateur A est fermé si son graphe G(A) est fermé dans ' x ¥, i.e., pour
toute suite (#,,) C 2(A) telle que #,, — u dans X et Au,, — v dans ¥, alors u € D(A) et v = Au.

e D'opérateur fermé A peut étre considéré comme un opérateur borné de son domaine de définition Z(A)

muni de la norme du graphe (||#||g :=||#||9 +||A#]||5) dans Z .

Définition 1.2.2. On dit qu’un opérateur A est fermable dans &' s’il admet un prolongement fermé.
Autrement dit A est fermable si et seulement si pour toute suite (#,,) C Z(A) telle que #,, — 0 et Au,, — v,

alors v = 0. Lopérateur fermé A dont le graphe G(A) = G(A) est appelé fermeture de A.
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1.2 Opérateurs linéaires non-bornés 13

Théoreme 1.2.1. [Théoréme du graphe fermé]. Si Popératenr fermé A est définit sur tout lespace X, alors

A est borné
(A ferméet D(A)=X = A borné).

Définition 1.2.3. Soit A : 2(A) C & — ¥ un opérateur non-borné a domaine dense. On peut définir

'opérateur non-borné A* adjoint de I’opérateur A, comme suit :
A DAY CH — X
PA)={ve?¥ :Ic>0tel que (v, Au)|<cluly, YueD(A)}.

Dans ce cas la fonctionnelle # — g(#) = (v, Au) elle se prolonge de fagon unique en une fonctionnelle
linéaire f : X — K telle que |f(#)| < c|u|ly, Yu € X. Parsuite f € X™. On a par conséquent la

relation fondamentale qui lie A et A"

(v, A) gy gy = (A0, ) g9, Y € D(A), Yo € D(AY).

Proposition 1.2.1. Soit A: D(A) C X —> ¥ un opérateur non-borné a domaine dense. Alors A* est fermé.

Définition 1.2.4. LUopérateur A : P(A) C H —> F est dit auto-adjoint si A = A*, i.e., D(A) = D(A") et
(v, Au) = (Av, u), Vu,ve DA).

e Ladjoint d’un opérateur borné B € £(Z', ¥) existe toujour et on ade plus||B|| (2 2y = |IB*|| (2, 2-)-
o SiA: DA) C H — A, avec D(A) = H, alors A* = A*. Si de plus, D(A*) est dense, alors A™ =
(A = A.

Proposition 1.2.2. Soit A: 9(A) C & — X. Lopératenr A™" existe et est borné sur R(A), si et seulement

st pour tout u € D(A) on a |Au| > m|u|, on m est une constante positive indépendante de u.

Théoréme 1.2.2. [Caractérisation des opérateurs a image fermé].
Soit A: D(A) C X —> ¥ un opératenr non-borné, fermé, avec D(A)=X.
Les propriétés suivantes sont equivalentes :

(1) R(A) est fermé,

(ii) R(A") est fermé,

(iii) R(A)= N (A7),

(iv) R(A")=N(A)*.

Le résultat qui suit est une caractérisation utile des opérateurs surjectifs.

Théoreme 1.2.3. Soit A: D(A) C X —> X un opératenr non-borné, fermé, avec D(A) = Z'. Les propriétés

sutvantes sont équivalentes :

W BENRABAH Abderafik ©2011. Univ. Annaba



1.3 Continuité et différentiabilité d’opérateurs dépendant d’un paramétre 14

(p,) A est surjectif, i.e., R(A) =¥,
(p,) il existe une constante k > 0 telle que

|v| <kJA™0|, Yovep(AY),
(p3) N (A")={0} et R(A") est fermé.

e En pratique si 'on cherche a établir qu’un opérateur A est surjectif, on utilise 'implication ((p,) =
(py)) de la maniére suivante. On considere ’équation A*v = f avec f € ¥ et on montre que ||v|| < k||f]|
avec k indépendante de f. Cette technique s’appelle la méthode des estimations a priori : on ne se préocupe
pas de savoir si ’équation A*v = f posséde une solution de cette équation, et on cherche a estimer sa

norme.

Théoreme 1.2.4. Soit A: D(A) C X —> ¥ un opératenr non-borné, fermé, avec D(A) = Z'. Les propriétés

suivantes sont équivalentes :
(p,) A" est surjectif, 1.e., R(A") =X,
(p,) il existe une constante k > 0 telle que

|v| < k|Av|, YveP(A),
(p;) N (A)={0} et Z(A) est fermé.

Corollaire 1.2.1. Soit A: D(A) C X — X un opératenr non-borné, fermé, avec D(A) = X'. Lopératenr A

admet un inverse borné A~ sur & si et seulement s’il existe denx constantes m, et m, telles que
|| < my|Au|, Yue D(A),

o] < m,|A™0|, Yoe (A

1.3 Continuité et différentiabilité d’opérateurs dépendant d’un parametre

Définition 1.3.1. la fonction ¢t € [0,T] — A(t) € L (X, %) est simplement ( resp fortement ) continue
en ty € [0,77] si, pour tout x € X' la fonction y(t) = A(¢)x est continue en ty , i.e., Vx € X la fonction
y(£) = y(to)l oy = 1A(2)x — A(t0)x| 4 — O, quand £ — £q (resp ||A(z) — A(to)l| (o, 2y = 0> quand £ — 1q).

Et simplement ( resp fortement ) continue sur [0, 7'] si elle I’est en tout point de [0, 7] .

Lemme 1.3.1. Si lopératenr A(t) € L(X', %) est simplement continu sur [0, T]. Alors il est uniformément

borné par rapport a t.

Ceci est une conséquence immédiate du théoreme de la borne uniforme.
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1.3 Continuité et différentiabilité d’opérateurs dépendant d’un paramétre 15

Définition 1.3.2. D’opérateur A(t) est simplement dérivable en z; si, pour tout x € &' la fonction y(¢) =

A(t)x € ¥ est deérivable ent, et simplement dérivable sur [0, 7] si elle I’est en tout point de [0, 7].

Remarque 1.3.1. Les notions de continuité et dérivabilité dans le cas ou A(z) est un opérateur non-borné,

fermé, a domaine de définition dense, indépendant de ¢, sont analogues a celles du cas borné.

Lemme 1.3.2. On suppose que A(t) est simplement continiiment dérivable sur D(A), et B(t) est un opérateur
linéaire borné, simplement continsiment dérivable.
Alors Popératenr C(t) = B(t)A(t) défini sur D(A), est simplement continiiment dérivable, et on a C /(t)u =
B (D)A()u+ B(A (t)u, n € D(A), t €[0,T].

Lemme 1.3.3. On suppose que A(t) est simplement continiment dérivable sur D(A), et admet un inverse

borné. Alors A(t)™" est simplement continiiment dérivable, et on a

(A()™1) = —A(r) ) AG) !
Pour la démonstration de ces lemmes voir [38] Chap II, page 176-188 et [60] Chap I, page 15.

Théoreme 1.3.1. Soit A(t) un opératenr anto-adjoint défini positif, a domaine de définition D(A) indépen-
dant de t, et simplement continiment dérivable sur Z(A). Alors Popérateur A%(t) (0 < a < 1) est simplement

continiiment dérivable sur D(A%).

Pour les opérateurs fractionnaires dépendant d’un parametre ¢ (A%(¢),0 < @ < 1) on peut consulter les
travaux [38] Chap II, page 176-188 et [60] Chap 2, page 19-20 et Chap 4, page 108-113.

1.3.1 Opérateurs de régularisation

Les opérateurs de régularisation sont un outil qui permet de faire correspondre a un élément d’un espace
fonctionnel donné son régularisé qui est un élément qui possede des propriétés de régularité plus impor-

tante et qui lui est en méme temps proche par rapport a la norme considérée.

Définition 1.3.3. Soit A(2) : 2(A(t)) = 94 C A — F un opérateur non-borné, fermé, pour cet opéra-

teur on définit la famille d’opérateurs {R_} _, ayant les propriétés suivantes

e>0
(1) I'opérateur R, est fortement continu en ¢, borné uniformément en ¢ dans ]0,+oo[,
(2) pour chaque ¢ opérateur R, applique 4 dans 7,4,

(3) 'opérateur R, commute avec 4,

(4) Popérateur R, converge fortement vers / quand ¢ — 0, i.e., ||R, — I||$(%) — 0, quand ¢ — 0.
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1.4 FEléments de la théorie spectrale 16

0 SiA(2) =A(r)" et (A(t)u,u) > co|ul*, Yu € D(A(t)), ¢y >0, on définit 'approximation de Yosida :
R.(t)=(I+eA(r)™

On montre que la famille d’opérateurs R (t) vérifie les propriétés (1) — (4). (voir [28], proposition VIL.2,

page 102).

1.3.2 Prolongement par continuité

La Méthode du prolongement par rapport au paramétre est une variente simplifiée de la méthode connue
de schauder qui est largement employée en théorie du problémes aux limites pour les équations aux dérivées
partielle de type elliptique.

Theéoeme 9. Soient B, et B, deux espaces de Banach. Soient L, et L, deux opérateurs linéaires bornés de

I’espace B, dans B,. Posons
Ly=(1-=A)Ly+ AL, Ae€[0,1],
Et supposons qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que
|Ix[l5, < cl|IL;x[l5,» pour tout Ae[o,1].

Alors L, est un isomorphisme si, et seulement si L, est un isomorphisme.(voir [20], p 75, th. 5.2).

1.4 Eléments de la théorie spectrale

Soit A: 9(A) C # —> F un opérateur non borné que ’on suppose ferméEEEI et a domaine dense.
Définition 1.4.1. On appelle ensemble résolvant de A, I’ensemble

p(A)={AeC:A, = Al —Aest bijectif}.
Son complémentaire dans le plan complexe s’appelle le spectre de A et sera noté o(A) = C\p(A).

e On note que si A € p(A), I'inverse R(A;A) = A;l est défini sur tout ’espace et est fermé. Par le théoreme
du graphe fermé, il est borné, i.e., AIl € (). Cet opérateur est appelé la résolvante de A.

e Densemble résolvant p(A) est un ouvert du plan complexe et I'application p(A) > A+—— R(A;A) est ana-
lytique sur chaque composante connexe de p(A). La résolvante satisfait a I'équation fonctionnelle suivante

dite identité de la vésolvante -

R(A34) = R(ApA) = (A4 — ADR(A; A)R(A; A).

1. Lhypothese de fermeture est nécessaire pour faire une théorie spectrale raisonnable.
2. SiAn’est pas fermé, alors p(4)=0.
3. SiA=A", alors o(A)#Det o(A) CR.
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1.4 FEléments de la théorie spectrale 17

e Le spectre de A est donc un fermé de C, et si de plus 'opérateur A est borné, alors o(A) est un compact
non vide.
Examinons a présent de plus prés la structure du spectre.

e Le premier sous-ensemble important du spectre est le spectre ponctuel :
0,(A4)={A€C:A)n’est pas injectif}.

Un élément A de 0, (A) est dit valeur propre de A, il lui correspond un 0 # & € Z(A) tel que A,¥ =0, que
I’on appelle vecteur propre (fonction propre quand X est un espace de fonctions) correspondant a A.

e Sile o(A)\o,(A) donc A est injectif mais non surjectif. Deux cas se présentent :

.« Si Z(A)) ’est pas dense, on dit alors que A € 0, (A) le spectre résiduel de A.

. Si #(A)) est dense, on dit alors que A € o (A) le spectre continu de A.

Définition 1.4.2. On appelle rayon spectral (noté spr(A)) la borne supérieure du spectre en module, i.e.,

spr(A) := sup |A|.
A€ (A)
Un élément A € 0,(A) est dit valeur propre de A, il lui correspond un 0 # b € 7 tel que Ah = Ah que 'on

appelle vecteur propre correspondant a A.

Définition 1.4.3. On dit qu'un opérateur K € L(X, %) est compact si K(B (0,1)) est relativement

compact pour la topologie forte. On désigne par #(Z, %) ensemble des opérateurs compacts de &'

dans % et on pose X (X, X) = H(X).
La compacité d’un opérateur 7 € L(X, %) est caractérisée comme suit :
TexX(¥,%)<=V(x,) C ¥, x,—0 (faiblement) => T'x,, — O (fortement).

» Soient E, F et G trois espaces de Banach. Si §; € L(E, F) et S, € X (F, G) (resp. S; € A (E, F) et
S, € 4(F, G)), alors S,8, € X (E, G).

» [Théoreme de Shauder] Si K est compact, alors K* est compact. Et réciproquement.

Théoreme 1.4.1. Soit K € A (H) avec dim(FA) = co. Alorson a :
(@) 0€o(K),

1) (KN} = 0, (K)\ (0},

(c) Pune des situations suivantes :

« ou bien o(K) = {0},

« ou bien o(K)\{0} est fini,

« ou bien o(K)\{0} est une suite qui tend vers 0.
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1.4 FEléments de la théorie spectrale 18

1.4.1 Famille spectrale et résolution de I’identité

Théoreme 1.4.2. Soit A: D(A) C A —> F€ un opératenr auto-adjoint. Alors

(1) o.(A)=0,
(2) o(A)=0,(A) U0 (A)CR,
(3) A>0<= 0(A) C [0,00].

Définition 1.4.4. Une famille {£,} ;g de projections orthogonales dans 7 est appelée famille spectmlem

ou encore résolution de I’identité si elle satisfait aux conditions :

(1) ELE, —Emf(/l w A HER,
(i) E_ E =1,
ouE_ /o_ l1m EAlo E+Ooh_ lim E)h, hest,

A—+o0

(i11) E,1+O—EA ouE/H_oh_ 11m E/1+gh hei.

Les limites sont prises au sens de la norme de 7.

Théoreme 1.4.3. Soient 7€ un espace de Hilbert et A un opératenr anto-adjoint dans €. Alors il existe une

famille spectrale {E,} g telle que

(Ax,y)= f Ad(E;x,y), Ax :J AdEx.

On note symboliquement A = f AdE),.
Théoréme 1.4.4. Soit A— f(A) une fonction continnue a valeurs réelles. Soit 9 C F défini par :
D={hext ;f IF(ADPA|E b < oo
Alors D est dense dans F et on définit un opératenr anto-adjoint S dans A par :
(55.0)= [ FQd(E ). xeayer,

de domaine P(S)=9. Ona

SE; DE,S cest-a-dire, SE est un prolongement de E,S.

4. Pour une bonne compréhension de la théorie des opérateurs auto-adjoints, on cite le joli livre de DENISE HUET : Décom-
position spectrale et opérateurs, PUF, (1976).

5. Lelivre de R. DAUTRAY & J.-L. LIONS, Analyse mathématique et calcul numérique. Tome 5 (spectre des opérateurs), Edt.
Masson, (1988). [§3. page 136-180].
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1.5 Semi-groupes d’opérateurs linéaires 19

1.4.2 Fonctions d’'un opérateur auto-adjoint

400
Soit A un opérateur auto-adjoint dans I’espace de Hilbert 7, A = J AdE);, Ay =info(A) > 0, sa décom-

o
position spectrale. On définit :

e Les puissances de A.
+0o0
ArZJ/{rdE/{, YGR,
4o
+

hePA") <= J N7 d|E h|? < co.
Ao

On note ici, que pour tout » <0, A" € L (), etsi r =0, A°=1.

Pour tout r > 0 et pour tout h € Z(A”), ona (A" h,h) > /15|19|2.

Pour tout r >0, Z(A”) muni de la norme |/9|3 =|A"h]>, h e D(A"), est un espace de Hilbert.
Si0< 7, <7y, D(A™) — P(A™1) et D(A'?) est dense dans D(A™).

e f(A) pour une fonction f continue sur R.

“+o0o

f(d)= f F)dE,

o

+00
b e I(F(A)) <= f FPIE b < oo.
A

Théoreme 1.4.5. On suppose que F est séparable. Soit T € H (F€) un opératenr anto-adjoint compact. Alors

J€ admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propresde T :

VxeH, x=x, +Z(x, ep)ep, Ax= lekek,
k>1 k>1
on xy € N (A).
Définition 1.4.5. Soient &', % deux espaces de Hilbert séparables et 7€ A (X', #). On appelle valeur
singulitre de I'opérateur T, le réel positif s = /A, ol A est une valeur propre de lopérateur T = T*T :
Y — U,

1.5 Semi-groupes d’opérateurs linéaires

Définition 1.5.1. On appelle semi-groupe fortement continu a un parametre une famille {S(¢)},5, d’opé-

rateurs bornés sur & vérifiant les propriétés suivantes :
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1.5 Semi-groupes d’opérateurs linéaires 20

- $(0)=1,
- S(t+s)=8(t)S(s), Ye>0,s>0,
- lirré||S(t)u—u||:O, VueX.

—

On associe a tout semi-groupe son générateur —A défini par :

S(t)u—u
L> (s1)

t—0

—Au =lim <
t

pour tout # tel que la limite (s1) existe dans la topologie de la norme de &, ce qui définit le sous espace

9(A), domaine de 'opérateur A.
Les premieres propriétés des semi-groupes sont rassemblées dans la proposition suivante :

Proposition 1.5.1. (W. Rudin [165], théoreme 13.35) Soit {S(t)},5, un semigroupe d’opérateurs sur X, et

—A son génératenr. Alors :
1. t — S(t) est une fonction fortement continue de [0,1[ dans L(X).

2. Il existe des constantes Cy > 1 et y, €R telles que
ISl < Cyem*. (s2)

3. A est un opérateur fermé et son domaine P(A) est dense dans X .

4. Pour tout u € D(A), S(t)u est dérivable an sens de la norme de X et

d

E(S(t)u):—AS(t)u =—S(t)Au. (s3)

5. Si A€ C et Red > y,, alors — A est dans ensemble résolvant p(A), et la résolvante R(A,A) = (A+ A)~!
de A a Pexpression suivante :

[ee)

ROLA) =(A+ )" = J e S(t)dt. (s4)

0

L’intégrale (s4) est définie au sens fort sur tout intervalle borné [0, T'], et converge en norme d’opératenr

lorsque T — oco. De plus par I'inégalité (s2) on a

CA
A+ )7 < —F—. $5
A+ 070 7 (59
En fonction des valeurs des constantes C, et 4, on distingue plusieurs classes de semigroupes :
- Siy, <0, on dit que §(¢) est un semi-groupe borné.

- Siy, <0et C4 =1, ondit que () est un semi-groupe contractant.
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1.6 Equations linéaires abstraites 21

Théoreme 1.5.1. Un opératenr —A fermé a domaine dense dans un espace de Banach & est le générateur d’un
semi-groupe si et seulement si il existe des constantes C, et y, telles que tout réel A > y, soit dans Pensemble

résolvant po(—A) et que

Cy
(A= VA)m,

pour tout A > y, et tout entier m > 1. On alors lestimation

(A+4)"]I <

ISl = lle™ | < Cyerat.

Corollaire 1.5.1. Un opératenr —A fermé a domaine dense dans un espace de Banach & est le génératenr d’un
p P 8!

semi-groupe contractant si et seulement si ]0,+00[C p(—A) et pour tout A >0 on a Pinégalité ||(AI +A)~|| <

;.
Théoréme 1.5.2 (Lumer-Phillips). . Un opérateur —A fermé a domaine dense dans un espace de Banach &
est le génératenr d’un semi-groupe si et seulement si A est accrétifﬂ et ’image R(AI +A) = X pour tour A > 0.

Ou encore, de maniere éguivalente, A est fermé a domaine dense et A et A* sont accrétifs.
«SiA=A">0,alors —A est générateur d’un semi-groupe contractant.

Théoreme 1.5.3. On suppose que —A engendre un semi-groupe {S(t)},5q, alors {S(t)"},5, est un semi-groupe

de génératenr —A".

- SiA=A" et —A engendre un semi-goupe {S(¢)},5, alors {S(¢)},5, est auto-adjoint.

1.6 Equations linéaires abstraites

Beaucoup de problemes de la physique mathématique conduisent a la résolution des équations linéaires

vectorielles de la forme :
L:¥—>%, x—y=Lx. (e)

Pour mieux comprendre les difficultés de la résolution de ce type d’équations, on rappelle quelques notions

et résultats liés a cette problématique.

Définition 1.6.1. L’équation (e) est dite :

1. normalement résoluble si Z(L) = Z(L),

2. fortement résoluble ou admet une solution forte si Z(L) = %,

6. Aest dit accrétif si pour tout (x,y) €T, on a Re(y,x)y+, 4 > 0.
Avec, T, = {(x,y) EX XX :x€DA), |IxI|=1L 1 =1, et(y, x) g = 1}
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1.7 Lemme de Gronwall 22

3. partout résoluble si Z(L) = %,

4. correctement résoluble sur (L) si ||x||4 < k||Lx||s, Yx € (L), ou k est une constante positive

indépendante de x.

Dans I’étude des équations de la forme (e), quand &' = 7, ¥ = H, la fermeture de Z(L) joue un role
important, pour que I'inverse de L soit borné. Les théorémes suivants caractérisent les opérateurs a image

fermée.

Théoréme 1.6.1. (T. Kato [99], p. 231). Soit L € L(H6,, ;). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) R(L) est fermé,
(i3) (L) =inf {|[LA]l, h € A (L)', ||b]|=1} >0.

Théoreme 1.6.2. [106] [Caractérisation spectrale des oérateurs a image fermée ]
Soit Soit L € L(H, 76,). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) R(L) est fermé dans 76,

(i1) O n’est pas un point d’accumulation de o(L*L),

(i22) il existe y > O tel que o(L"L | (1) € [1, IILII].

On donne ici un théoréme fendamental qui caractérise les conditions de résolubilité des équations li-

néaires :

Théoreme 1.6.3 (Théoreme de Picard). Soit K € £L(FA) un opératenr compact, et {(o,,¢,,¢,),n € N
son systéme singulier. Alors Péquation : Kf = g est résoluble si et seulement si g € N (K*)* = R(K) et si la

condition de Picard est satisfaite :

S L (g, )P < +oo.

neN (Tn

Dans ce cas, la solution est donnée par la formule :

f=> e bl

neN “n

1.7 Lemme de Gronwall

Le lemme de Gronwall et ses variantes jouent un grand role dans les estimations des termes intégrodiffe-

rentiels.

7. Ce résulat est démontré par S.H. Kulkarni et M.T. Nair en 2000, voir [[106]].
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1.7 Lemme de Gronwall 23

Lemme 1.7.1. (VG1) Soit w(t) et g(t) des fonctions non négatives et intégrables sur D =)0, T, et telle que

la fonction g(t) soit non-décroissante. Alors de I'inégaliré

zdt<MJ (s)ds + g(2),

découle I'inégalité
w(t) Zexp(Mt)g(t).

(VG2) Soit w(t) et f(t) des fonctions non négatives et intégrables sur D =)0, T [, et telle que la fonction f(t)

soit non-croissante. Alors de P'inégalité

<MJ (s)ds + £(2),

découle I’inégaliré
w(t) < exp(M(T —1))g(¢)-

D’autres notions et inégalités seront utilisées telle que I’e-inégalité

2|Re(a,b)| < elal* + €7 b*, e >0

W BENRABAH Abderafik ©2011. Univ. Annaba



Chapitre 2 #3

Etude d’une équation d’évolution multitemporelle avec des
conditions initiales nonlocales

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section 1, on donne la position du probleme, et les hypo-
theéses nécessaire pour ’étude du probleme, la section 2 est consacrée a I'introduction des fonctions non
classiques qui seront utilisées dans la suite et quelques inégalités auxiliaires, dans la section 3, on montre
un résultat d’unicité et de dépendance continue. Finalement on démontre ’existence de la solution forte
généralisée dans la section 4 et la continuité de la solution par rapport aux paramétres sera traitée dans la

section 5.

2.1 Position du probléeme et hypotheéses

Dans la suite du chapitre, H représente un espace de Hilbert complexe, muni du produit scalaire (.,.) et
de la norme |.|, et £(H) est un algebre de Banach des opérateurs linéaires bornés dans H. Soit Ty, T, >0,
Q=710,7,[x]0, T,[ = 2, x &, un rectangle borné de R?. On considere le probléme suivant : Donné £,

¢ et H, trouver la fonction #(z,, t,) vérifiant I’équation d’évolution multitemps

2uz 2 g1 0 a= ), cen @.1.1)
= —+— Hu=f(t), teq, 1.
8 atdt, aty,  dg !
Ou=ulym — M| o, =0(t), HEL,
2.1.2)
g/’LZMEM tZ:o _/12M tZZTZ :¢(t1), lflEQl,

ou # et f sont des fonctions de variable t = (¢, t,) € Q) et a valeurs dans H, A(t) est un opérateur linéaire
dans H dépend de ¢, non borné a domaine de définition 2(A), indépendant de ¢ et partout dense dans
H, ¢ (resp. ¢) est une fonction définie de &, (resp. £,) a valeurs dans H et vérifient la condition de

compatibilité suivante

@(0) = Lp(Ty) = ¢(0) = A (1)), (2.1.3)
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2.2 Espaces fonctionnels et quelques inégalités auxiliaires 25

A, et A, sont deux paramétres complexes, et B € Z(H).

1. Popérateur A(t) est auto-adjoint pour tout ¢ € 2 et vérifie les conditions suivantes

(A(t)u,u) > co|ul*, Vue D(A), 2.1.4)
A0, 1) =A(T, 1), 15, €Ly, (2.1.5)
A(t,0)=A(t), T,), t €2 (2.1.6)

ou ¢, est une constante positive indépendante de # et ¢.
2. A;#£0(i =1,2) telle que,
a; =| 4P exp(3C(T,+ T,)) < 1, 2.1.7)

ou C est une constante positive dépende de B, A(¢) et ces dérivées et qui sera calculée par la suite.

g Le présent chapitre est une extention dans la méme direction des travaux [135]], [136] et [[178]. On
montre I’existence et I'unicité de la solution forte généralisée du probléeme (2 = (2.1.1|—2.1.2).

2.2 Espaces fonctionnels et quelques inégalités auxiliaires

Tout d’abord introduisons certains espaces fonctionnelle nécessaires pour I’étude du probleme considére.

On définit sur ’ensemble 2(A) la norme hermetienne suivante
]y = 4O, 221)

on obtient espace de Hilbert W,

) ) , 1
De maniere analogue, on définit sur ’ensemble 2(Az) la norme

A2(0)u, (2.2.2)

|l =

on obtient ainsi ’espace de Hilbert W,
Remarques
> Les opérateurs A(0) et A%(O) sont bornés de Wlet W2 respectivement dans H.

® D’aprés les propriétés de 'opérateur A on a les inclusions topologiques suivantes
Wlcw:cH. (2.2.3)

1
> W' est partout dense dans W2 et dans H.

S De plus, par définition de &, on a les inclusions topologiques suivantes

L0, W) C L0, W?) C 2y, H). (2.2.4)
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2.2 Espaces fonctionnels et quelques inégalités auxiliaires 26

Proposition 2.2.1. Lopératenr A~'(t) (resp. Az (t) ) est borné de H dans H.

Démonstration. A partir de I'inégalité (2.1.4) on a

colul? <(Au,u) < |Aul|u|, Yue€D(A), (2.2.5)
et
JGluP < (43 n) < ’A%u lu|, VueD(A). (2.2.6)
D’ou on déduit.
|Au| > cylu|, YueD(A), (2.2.7)
et
Atu|> G |ul, Vue DA, (2.2.8)
Lopérateur A (resp. A?) étant auto-adjoint, on a alors
|A*u| = |Au| > cy|u|, VueD(A), (2.2.9)
ct
’(A%)*% =|Atu|> y55lul, Vueaad). (2.2.10)
On conclut que A(t) (resp A%(t)) admet un inverse A~'(¢) (resp. A_%(t)) borné de H dans H O

Proposition 2.2.2. Lopératenr A(t) (resp. A%(t)) est borné de W' (resp. w2 ) dans H

Démonstration. Posons

B(t)=A(t)A™1(0) et C(t) = A2(£)A™2(0). 2.2.11)

D’aprés la proposition et le théoréme du graphe fermé on a B(t) € £ (H) car B(¢) est le produit d’un
opérateur fermé et un opérateur borné.

Pour chaque ¢ € Q, on peut écrire
[A(e)w] = [A())A™ OA)n| = B(:)A©)u] < Bl % 1AM S IBOllgry X lily. 2:212)

Ce qui permet d’afirmer que A(t) € ZL(W', H).
De manieére analogue on démontre aussi que Az (t)yeZ( Wi,H ) O
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Proposition 2.2.3. [34] Si la fonction Q> t — A(t) € L(W; H) est continue par rapport & la topologie

de la convergence simple dans £ (W'; H), alors il existe deux constantes positives c, et c, telles que

olul, <A < o|ul, YueW!, (2.2.13)
Jaluls <A (O)u| < G luly, Yue Wi (2.2.14)
2 2

Démonstration. D’aprés le théoreme de la borne uniforme, il existe une constante positive M indépendante

de u telle que.
@)l gy <M, V€. (2.2.15)
Considérons ’ensemble des fonctions
A={lA(t)u], t €9}, (2.2.16)
Pour #,v € W', ona
|A(2)u — A(2)o| = |A(e)(n — 0)| S JA@OI gyt pry X [ = 0]y S M| =] (2.2.17)
A partir de cette inégalité on remarque que ’ensemble A est equicontinue, de plus on a

||A(t)u| - |A(t/)u||

IA

|A(t)u — A(t')u| = |(A(t) — A(t")) u]
|A(t) — At

IA

/)”.,sf(Wl,H) X |uly .

Alors on peut choisir des fonctions ¢,(t) et ¢,(¢) continue comme borne sup et inf respectivement de

I’ensemble A, tel que
()lly < A < ex(e) . 219

Comme les fonctions ¢;(¢) et ¢,(¢) sont continues sur le rectangle €2, posons

¢y =supcy(t)>0 et ¢, =infc,(¢) > 0. (2.2.19)
teQ teQ
Ce qui donne directement (2.2.13).
Pour démontrer I’inégalité (2.2.14), on utilise I'inégalité

1
2
v’ (2.2.20)

A0a? ), <[a0a"©
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2.2 Espaces fonctionnels et quelques inégalités auxiliaires 28

En effet, pour tout ¢ € Q, on peut écrire.

Ai(t)e| = |4z ‘71(0),4%(0)%‘
=1 1
< |4kt A0
< [atemntol,,, x o
1
< ~10)||2
< ‘A(t)A O Iy
1
7
< ALy X o,
< Vo x|uls.
2
D’ou
A%(t)u‘ < /G % |us . (2.2.21)
2
D’autr part
A%(O)u‘ - A%(O)A_Tl(t)A%(t)u‘
1 -1 1
< 1oy 4=t 1
< |la30)a3 (t)“g(m x AZ(t)u‘
1
< -1 2 1 ‘
S ADATO) X (A2 0D
1
< |41 2 1 ‘
< a0l 0, [0
1 i
< L |akom
Ve
Donc
J |l < |A2(t)ul. (2.2.22)
2
En regroupant les deux derniéres inégalités, on trouve
Jauli < A%(t)u) < /Gl (2.2.23)
2 2

Lemme 2.2.1. Si la fonction Q3 t — A(t) € L(W; H) admet des dérivées bornées par rapport & t, et t,

par rapport & la topologie de la convergence simple dans £ (W*; H), alors on a les estimations

JA(t)?
at

A(t)2 <8 ‘ (i =1,2), (2.2.24)

2(H)

&0 s
on & :J /s >ds. (voir [103]], Lemme 1.9, p. 186).
o (1+5s)
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29
L QA QAR L QAW
Proposition 2.2.4. Les opérateurs 3, A(t)™, 3, A(t)72 sont uniformément bornés, i.e., —tA(t)
JA(t)? s .
5 Aty zel (2(H)), (i =1,2).
L
Démonstration. Montrons que les quantités
DA(t) _, QA (t) _, ,
sup || — A7(¢) et sup 3 (¢t , (1=1,2), (2.2.25)
teQ L <(H) teq L; o)
sont finies.

D’aprés le théoréme de la borne uniforme on a I’estimation

JA(t)
at,

1

sup
teq)

. . (2.2.26)
L(W,H)
On utilise I'estimation (2.2.26) et (2.2.13), on obtient

JA(1) . ,
u| < Cruly SCle A()u], (i=1,2). (2.2.27)
En remplagant # par A~!(t)v dans (2.2.27), on obtient
&)A(t) —1 * * —1 -
a—A (t)o| < Cllu], < Cre Mo, Vv eH, (i=1,2). (2.2.28)
L
Ce qui implique que
dA@) . 1 .
3—A () <Cic Ve, (1=1,2). (2.2.29)
i 20
D’ou
gA(t) —1 x —1 .
sup || — A7 (t) <Clef =p; <+oo, (1=1,2).
teq L 2(H)

(2.2.30)

. 1 1 . .
La fonction 25t — A2(t) € £(W2,H) admet aussi des dérivées bornées par rapport a ¢, et ,, et on a
I’estimation

DA (2) L
sup <b!, (1=1,2). (2.2.31)
tef ati 1
LW ,H)
Pour démontrer cela, on utilise Iestimation, (2.2.24) les inégalités (2.2.13) et (2.2.30), on obtient
JAI(t) _ JA(t
( )ATl(t)u <$ JA‘l(t) X|u| <8 xp;, x|ul|, (i=1,2). (2.2.32)
at; t; ()
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2.2 Espaces fonctionnels et quelques inégalités auxiliaires 30

Pour u :A%(t)v alors (2.2.32) devient

A1) s -
50| <dxp Az(t)fv‘ <8 xp % JGloli, Yoe W3, (i=1,2), (2.2.33)
. 2
Le.,
JAx(t
) ®) SbI=38xp;x /e, Ve, (i=1,2). (2.2.34)
t:
Yolleowtm
Donc
1
aak(1) * |
sup 3 < bi <400, (1=1,2). (2.2.35)
req t;
L(WH)
Il reste a vérifier maintenant que
2A3(1) o
sup (| — A7 (1) , est finte, (1 = 1,2). (2.2.36)
e L
L(H)
Ona
1
aak(1) |
| <bful, (i=1,2). (2.2.37)
at; R

En utilisant ’estimation (2.2.13) et (2.2.37), on obtient

, (i=1,2). (2.2.38)

En remplagant # par A_T](t)v dans (2.2.38), on obtient

A1) o o .
E A2 (t)o|<b! xc *|v|,YoveH, Yt€Q, (i=1,2). (2.2.39)
L
Ce qui entraine
JAx(t) _ -1
5 2 7 (t) <bxe ,Vieq, (i=12), (2.2.40)
t:
‘ 2(H)
Le.,
3A%(t) -1 . -
sup A7 (t) <bixc ? (1=1,2). (2.2.41)
teq t;
£(H)
Ce qui acheve la démonstration de la proposition O
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Pour montrer I’estimation (0.2.2) on introduit les espaces suivants

H(Q; W) est I’espace obtenu en complétant 6°°(Q; W) par rapport a la norme

2
Il = |
Q

Soit H'(2;; W%) le complété de 6€°°(L;; W%), (i = 1,2) par rapport a la norme

2
+

2
+

2

2%u 5
+ul] | dt.

dt,dt,

du
E

Jdu

at,

1 1 1

T, T,
/|2 /12
ol = [ (Jo [ +18) dun 1ti= [ (|9 +198) 4
0 0

On désigne par E le complété de léspace 6°°(Q; W) par rapport 4 la norme
lully, = m@%gownJM+W@qu

(1—0‘1)(1—0!2)
o/ )= ——M=.
J(A) (I4+a)(14+a,)

Notons par F I’espace de Hilbert
LAGH)x V(2 W) x ¥(2,; W),
composé des éléments F = (f, ¢, ¢) telle que la norme

1715 = 1P+l Il + 1411, (2.2.42)

est finie. Ou %,(£2, H) est ’espace des fonctions définies sur 2 a valeurs dans H et a carrée intégrable, muni

du produit scalaire (.,.) = | (,,.)dt et de la norme correspondante ||.||* = j |2 dt.
Q Q
Le produit scalaire associe est

1 +(¢,v,)

@h (2.2.43)

(T Ve = (/s 0) gy +(9:01) i 2uwhy

ouV =(v,v,v,).
11(2,; W%) x VN2, W%) est le sous-espace fermé de H'(2,; W%)XHl(Ql; W%) composé des éléments
(¢, ¢) vérifiant la condition de compatibilité (2.1.3).

Pour montrer I’existence de la solution forte généralisée, on définit la structure hilbertienne suivante
Soit H"!(Q; H) I’espace de Hilbert obtenu en complétant 6°°(€; H) par rapport 4 la norme

2
Il = |
Q

2 2

+

2

2%u
+|uf? | dt. (2.2.44)

dt,de,

du

at,

+ _
at,
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2.3 Unicité et dépendance continue 32

Soit H'(2,; H) I’espace de Hilbert obtenu en complétant espace 6°°(2,; H) par rapport 4 la norme

llll: = lle I +1l¢I1.

On construit H'(2; H) de la méme maniére.

Notons par & I’espace de Hilbert

L(GH)x V' (2yH) x V(2 H),
composés des éléments F = (f, ¢, ¢) tels que la norme

IZ1E = A1+l +lI4IIT est finie,

ot V1(2,;H) x ¥1(2,; H) est le sous-espace fermé de H'(2,;H) x H'(2,; H) composé¢ des éléments
(p,¢) tels que

Ap(0) = (1) = A41¢(0) = I(T).

On note par Hol’l(Q; W) le sous-espace fermé de H!(€; W) défini par

HM ;W= {% eH (W) : ) u=0,0) n= 0}-
Hol’l(Q;H) est le sous-espace fermé de H!(Q; H) défini par

Holul(Q,H): {% €H1,1<Q,H) : é’llu :O, ZAZM :O}

ﬁé’l(Q;H ) est le sous-espace fermé de H!(Q, H) défini par

—1,1 — —
H, (s H)= {u e HYW O H) = Au li,=0 —# |;,=1,= 0 Ayu |iy=0 —# lp,=1,= O}.
Soit
M ={(A,A)€C?: A, #£0and a; <1, (i=1,2)}.

2.3 Unicite et dépendance continue

Nous somme on position de donner et preuver le théoréme principal de cette section pour I'opérator
L=(£,(,,)) agissant de E dans F et a domaine de définition (L) = H LQ; W) C E, pour lequel on

établit le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.1. [Estimation a priori]. Si la fonction Q3 t —> A(t) € L(W'; H) admet des dérivées
bornées par rapport a t, et t, par rapport a la topologie de la convergence simple dans L(W'; H) et si les
conditions(2.1.4), (2.1.5)), (2.1.6)) et (2.1.7)) sont vérifies. Alors on a estimation
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2 2 1,1 1
|z < S||Lullz, YueH- (W), (2.3.1)
on S est une constante positive indépendante de A, A, et u.
Pour montrer le théoréme (2.3.1), introduisons les lemmes suivants :

Lemme 2.3.1. (Lemme de Gronwall généralisé)
(GV1) Soit v(t,,t,) et F(t;,t,) deux fonctions non négatives et intégrable sur Q) et telle que la fonction

F(ty,t,) soit non-décroissante par rapport a t, et t,. Alors de I'inégaliré

L b
(L, 1) <6 f (T, ) d T +J v(ty, Ty)d T, t +F (1, 8), (c3>0), 23.2)
0 0
découle I’inégaliré
(2, 1) S exp <253(t1 + f2)>F(f1, ty)- (2.3.3)

(GV2) Soit v(t,,t,) et G(t,,t,) deux fonctions non négatives et intégrable sur Q1 et telle que la fonction

G(t,, t,) soit non-décroissante par rapport a t, et t,. Alors de inégalité

T, T,
v(t, ) S ¢ f v(tp)dTy +J vt 1)dT, p + Gt 1), (¢ 20) 2.3.4)
4 5]
on obtient
v(ty, 1)) S exp <2C4(T1 +1—4— tz)) G(ty, 1y)- (2.3.5)

Démonstration. Réecrivant I'inégalite (2.3.2) sous la forme

V<CIV+F, (2.3.6)

ou [ est un opérateur intégrale donné par

23

31
IV:J V(sl,tz)dsl+f V(ty,s,)ds,.
0 0

En remarquant que I'opérateur I conserve I'inégalite, on I’applique a (2.3.6) et on multiplie le résultat par

la constante C on obtient.
CIV <C*I’V +CIF.

D’ou

V <C?’I’V +CIF +F.
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Par des itérations successives, on obtient

K=n
vV <Crttty 4+ > CRIRF, 2.3.7)
K=0

En faisant des calculs, on trouve
+lon+1 n+1
Crr2" (4 + 1)

Cn+1[n+1 V<
- (n+1)!

sup V. (2.3.8)

Par passage a la limite quand 7 tend vers +oco, le membre droit de 'inégalité (2.3.8) tend vers zéro, et
I’inégalité (2.3.7) devient alors

V(t1, ;) Sexp(2C (8 + 1)) X F(ty, 1)
Ce qui acheve la démonstration du lemme (2.3.1)

Lemme 2.3.2. Soit |.|,, la normede W™ (m = > 1), g une fonction de variable t € [0, T] et a valenrs dans

W™ et soit

h;=g(0)—A;¢(T), (i=1,2). (eq1)
Alors, si la condition est vérifiée, on a

(14+a;)
(1-a;)

Démonstration. Sila condition (3) est vérifiée, de (eq1) on a

al' X
bils, 63= e (1=1,2). (eq2)

1
G318, — (1 +2)g(T)l;, <6
18O)2, <A+ ) AP Ig(TE, + (1+7) B[,
1—0{1-)

20{l~

Il suffit de prendre € = , (1 =1,2), on obtient I'inégalité (eq2). O

Revenons maintenant 3 la démonstration du théoréeme[2.3.1}

HA%(t)u y t):é’A(t)u

1
Démonstration. Soit A} (t) = , ( =1,2) En multipliant dans H 1’équation par

dt;, Ot at,
Y _3u+3u bei
%—gtl 8tz,()l'l() tient
IFy(t) IF(t)
= F(1), 2.3.9
2t + 2s, (£) (2.3.9)
ou , ,
8% 1 2 3% 1 2
Fe)=|5-| +Jakeu|, E@)=|5=| +]adeu],
at at,
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2.3 Unicité et dépendance continue 35

et
1 1
F(t)=2Re [< fl(t)u,A%(z)u> + ( tzz(t)u,A%(t)u> —(B//lu,//lu)+($u,//lw)}
Appliquons des majorations en norme de H sur F(t) et utilisons les estimations (2.2.14), (2.2.24), I'inégalité

de Cauchy Schwartz et quelques inégalités élémentaires, on obtient
2KM<WA4>>+Q%<WA4>)
2’( HOTHO %(t)u,A%(t)u>+< (AT (DA ()u ,A%(t)u>
+ 2|BMu, Mu)|+2|((Ln, Mu)

|:5uPA() 2() + sup
teqQ g Z(H) tef
+ 21Bllg ) | A u +2|(Lw, M w)

28 |:sup tl(t)A_l(t)Hg(H)

te)
2

[ (2)]

IA

+2((BAMuny Mu)|+2|(Lu, Mu)|

IA

1 -1

AL (AT (1)

IA

IA

gwrwmﬂm]

+2|(Lu, Mun)),

+ 20Bllew| 7+ 3;
1 2

alors on a

|F(£)| < 2|(Lwu, M u)| + C(Fy(t)+ Fy(2)), (2.3.10)

- )A™! H 4||B
NORNO P EXCLSIC! BRIl P

Intégrons I'identité (2.3.9) dans le rectangle Q0 =10, 7, [ % ]0, 7,[ C €, et en utilisant (2.3.10) on obtient

Cc=248 <sup

teq)

7 (] Lt T2

° J F(t,7,)dt, +J Fy(ty,t,)dt, SJ F,(t,,0)dt, —|—J F,(0,t,)dt,
s T, 7 0 (2.3.11)

JJZL‘K% M n) |dt+CJJ (Fy(2)+ Fy(t)

En faisant des calculs similaires dans les rectangles |7, T{[ X |75, T5[, 10, 7,[ X 175, T, [ et 71, T1[ X 10, 7, [

respectivement, on obtient les trois inégalités suivantes

T, T, T, T,
o —J Fl(tl,fz)dtl—j FZ(Tl,tz)dtzf—J F1(t1’Tz)dt1—J Fy(T,,t))dt,

1, T}“ . o - 2.3.12)
+Jf2|($u,.//lu)|dt+CJJ(Fl(t)+F2(t))dt,
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T, 1 Tz 1
* fFz(Tl’tz)dtz—JF1(t1’72>dtlffFz(o’fz)dtz—jFl(tlaTz)dt1
0
- (2.3.13)
jf2|.fé’u //lu|dt+CJJFl )+ Fy(¢)) dt,
Tl Ty Tl 2

° f Fi(ty,7,)d ¢t —J Fy(ty,8)dt, SJ Fi(t,,0)dt; — JFz(Tpfz)dfz
0

o . (2.3.14)
JJZL‘K% //lu|dt+Cff £+ F(t))dt.
07 07
Dans cette étape, nous étudions le cas ou la condition 2 est réalisée, si on pose
IBi = eXpCTi’ a; = (93 |/ui|2 (1=1,2) (91' =expiC(7} + T2)>(i =1,2,3).
Par une application directe du lemme (2.3.1) a (2.3.11), on obtient
1 T2
J Fi(ty,7y)dty +J Fy(ty,t,)dty <
0 0
. . . 23.15)

JJ2|(ZM,//M)|dt+J Fl(tl,o)dt1+f F,(0,1,)d¢,
00 0 0

Linégalité (2.3.13), peut étre écrit sous la forme

T, 71 1 T,

J F2(T1,t2)dt2+f Fi(t), T,)dt, SJFl(tpTz)dﬁ +JF2(O’ t)dt,
T 0 0 T

7y 1, o T,
+JJ2|($%,//lu)|dt+CJJ(Fl(t)-l-Fz(t))dt

01 07

Fixons la variable 7, et considérons la fonction

T, T
Y(r,7)= f Fz(’fptz)dtz"‘fﬂ(fp T,))dt,,
T, 0

comme une fonction d’une seule variable 7, et en utilisant la version classique du lemme de Gronwall
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(GV1 du lemme (2.3.1) ) on obtient I'inégalité

T, T

sz Ty, ty)dt, — /61JF1 (t,7p)dty < jFl(tl’TZ)dtl+

T 0 0
- - . (2.3.16)
JJ2|££M //lu|dt+CJfF1 dt+JF2(O t,)dt,
T2 T2 T2

De la méme maniere, et a partir de (2.3.14) on trouve I’inégalité

T, 7, 7,
JF (t, 7)) dt; — /32JF2 T t)dty < JFZ(Tl,tz)dt2+
o ° o (2.3.17)
5B JJ (ZLu, Mu)dt+C JJ dt+J 1(2,,0)d ¢,
0 7 0 7 T
Comme 3, <0yand 3; <0, (i =1,2) alors les deux inégalités (2.3.16), sont équivalentes a
T, 7 7
JFz(Tlstz)dfz—‘%fF1(f1’72)df1 S_JF1(f1>Tz)dt1+
w2 ° I (2.3.18)
JJZHZM //lu)|dt+CjJFl dt+fF2(O t)dt, |,
7, )
T, 7
J (ty,7p)dt; —0 JFZ T, b)dt, < JFz(Tl,tz)dtﬁ
o ° . (2.3.19)
fle(gu’/ﬂ”)ldt—i_cjfFZ(t)dt—i_fFl(tl’O)dtl
07 07 T

1 1 1
Multiplions I'inégalité (2.3.15) par Z(l—l—al)(l-l-az), (2.3.18) par 5(1+a2) , (2.3.19) par 5(1+a1) et (2.3.12)

par 0, et en sommant les inégalités obtenues, puis on utilise quelques estimations élémentaires, on obtient

T, T,
C(rm) < (14a) f ()t + (14 ay) f ()t + 7 (253 + R, 23.20)
0 0
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T, T,
1
ou 6(7y,7p) = (1—“1> 1—0‘2>JF1 t, To)d e + JFz(Tptz)dtz’
0

T, T,

1
H(T,71,) = 26(1+a1 (1+a,)C fJFZ dt—l—fJFl dt |,
T; O

7,7,
R =051+a,)(1+ az)J J 2ALu, Mu)dt,

1 1
xi(ty) = 05F(t,,0) - 5(1 +a,) Fi(t1, 1)), xo(ty) = 05F5(0,1,) — 5(1 +a) Fy(T}, ty).

du
D’apres (2.2.14) et le lemme (2.3.2), ou on pose g(t,) = 5 +A%(t)%, la quantité y; peut étre estimé
b
comme suit

du du 2
ut) < &y <E +A§(t)”> =0 — </\2§+/12A5(t)”> le=1,

1 1
du du 2 i 1 2

< 2/61 ( g_tl |t2=O _/123_t1 |t2=T2 +|Az(t)u |t2:O _AZAZ(I)% |t2:T2 )
d 2 1 2 &’go 2 1 2

= 2%, ( % A3 (1,09] +| 5| +[420. 09 )

1 1
051
ol b, = M,

En vertu de (2.2.14) on obtient 'inégalité suivante

Tl
(1+0‘1)J xi(t)dt S/ezllfxzullf, (2.3.21)
0
avec la méme maniere y, peut €tre estimé comme suit
T, 5
(1+2) [ sttt <l ol 23.2)
0
N klmaX(l,Cz)(1+a1)
ouk,= .
(1—-ay)

Dinégalite (2.3.20) s’écrit sous la forme

G, 7)<k [10;, #IE + 11,0l + (7)) + 2

(2.3.23)
=M +%(T1’Tz)+=%
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1
»Premier cas: 0 < a; < 3 (i=1,2).

1
On remarque que 5(1 +a;)<2(1-aq;),alors
20,C(14+a,)(14+a,) <80;C(1—a,)(1 — a,), ce qui donne

7‘1 TZ
&(1,7)) =46(7, 1) =(1—a)(1—a,) fFl(tl’Tz)dtl +J Fy(ty,8,)dt,
° 2 (2.3.24)

TlTZ
<S4R +4NM +C (1—a))(1—ay) JJFZ a't+JJF1 ,
71 0

ou C*=860,C, d’ou, par le lemme ((2.3.1), (GV'2)), il suit que
Q (1), 7)) SO(R + N) =N, (2.3.25)
ou © =4exp2C*(T; + T)).

En utilisant I’e-inégalité, la quantité .45 peut étre estimé comme suit

LT LT

Sk |G+ Nl ve | [ Fdire | [ R 2329
00 00

+hy (16l + €211 ]
ou by = 00;5(1+ a,)(1+ a,) and k, = Ok,, ce qui implique

T, T T, T

2(t,,my) < by (e;1+e;1)||$u||2+61JfFl(t)d“rfszFz(t)dt (2.3.27)
00 00

ey (11012000 + 112117 -

max(1,¢,) ., . , o
Prenons ¢; = ——————, et en intégrant par rapporta 7; de 0 a 7; (i = 1,2), et multiplions par
1
, on obtient
N,
TZ Tl TZ TZ
1
-1 -1
5(1 —a)(1=a,y) | T, j J F(t)dt+T, f f F,(t)dt 23.28)
00 00
<yllLul +7, [Ilfuﬂllf + Wz,l””ﬂ ;
22T, +T.
ol y, = L+ 7) 12 =005k,

(.1—0‘1)(1—052)’ )
En combinant (2.3.27) et (2.3.28), on en déduit que

2z, 7)< (1Ll + 1Ll I} + DIl ] (2.3.29)
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42 (T, + T, + 1)(1 4+ max(1,,))

(1—-a)(1-a,)
Revenons a &(ty, 7,) et on utilise la condition (2.2.14) on obtient

ouy; =

T, 5
du
200m) 2 (=a)i-a) [ [ SE| +alsl | lm o
3 1
T
(oul 5
+ (I—a)(1—ay) EM +C1|”|% |z @12
2

0
> (1—a)(1—ay)min(l,¢;) [||u( )l + Nl )IF ] -

D’apres cette derniere inégalité et (2.3.29) on obtient

T [P+l NPT < 8, (1Ll 4+ 16,3l + 110, ] 23.30)

(1+max(1,cz)).

min(1,¢;)

Puisque le membre droit de (2.3.30) ne dépend pas de 7, passant au supremum par rapport a 7. Alors,
I’estimation (2.3.1) est vérifie avec S = S, .

1
»Second cas : (g <a;<1)(=12).

ou S, =40*0X(T, + T, +1)

(1 _“i(/l))

En faisant le changement de variable suivant A — n,(A) = — for (1 =1,2),

1
ce qui implique que (0 < 7;(4) < 5)

On remarque que

(1=n)*(1=n,)? _ (1+a,) (1+ay) > (1—a)) (1—ay)

(I+7) (1470 G=)(B—a,) ~ 4(1+a,) (1+ay)

ce qui montre que pour tout 0 < ; < 1,

llulls, < SI|Lulls, VueD(L), 2.3.31)

ou § =4S,.
La démonstration du théoreme (2.3.1)) est complete. O

D’apres Iestimation (2.3.1), on déduit que 'opérateur L admet un inverse borné L' sur 2 (L). Cependant,
puisque nous n’avons aucune information concernant £ (L) a I’exception que Z(L) C F. Premiérement,

on montre que L : E — F, avec domaine de définition Z(L), admet une fermeture.

Proposition 2.3.1. Sous les conditions du théoréme R.3.1), alors Popératenr L admet une fermeture L avec

domaine de définition noté par Z(L).
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Démonstration. Soit (u,)) C Z (L) telle que
u, NP Lu, 7 quand 7 —> 400 avec Z = (v,v;,7,).

Il faut montrer que Z = (v,v;,v,) =(0,0,0).

Puisque les opérateurs £, , et £,, sont continues, on a alors

lm,—0etl,u, — 0 quand n — 400, on conclut que v; = v, =0.

D’autre part, comme C7°(2, H) est dense dans £,(€2, H), il suffit de montrer que pour tout w € C;°(Q2, H)

ona (v,w)=0.

En effet
(v,w) = J (v,w)dt = sup lim | (Lu,,w)dt= sup lim| (u,, L w)dt
9] 1n—00 (9] 17—00 9]
i 3w B Jdw N Jw o Aw ) di=0
= sup lim Hyy——— — —+— w | dt =0,
— o\ "7 dtdt, at, It
et par conséquent v = 0. ce qui acheve la démonstration de la proposition (2.3.1). O
La soluton de I’équation
Lu=%, ZE€F, (2.3.32)

est appelée solution forte généralisée du probleme (?). Par Passage a la limite, on prolonge I’inégalité

(2.3.1) et on obtient

]2 <S HZM‘ . Vuea(D), (2.3.33)

2
F

pour laquelle on déduit

Corollaire 2.3.1. De I'inégalité (2.3.33)) on déduit que, la solution forte généralisée guand elle existe est unique,
et dépend continiiement du second membre F = (f , ¢, ).

Démonstration. Lunicité est dle a I'inégalité (2.3.33), pour la dépendance continue par rapport a F € F,
on suppose qu’il existe une solution forte # = (L)"\Z de Lu = Z, et si de plus v = (L)~'G est une autre

solution du méme probleme avec second membre G. On a
12 = 21I[F < SIIL(x — )| = SIIIF - GIII”.

Ce qui signifie qu’une faible variation du second membre Z n’entraine qu’une faible variation de la solu-

tion. O

Corollaire 2.3.2. L'ensemble Z (L) de Lopérateur L est égal & R (L) la fermeture de R(L) et (L)™' = L™ est

borné.
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Démonstration. D’aprés la définition de Z(L), on a Z(L) € Z(L). Montrons I’inclusion inverse.

Soit F € R (L), alors il existe une suite #,, € P(L) telle que
[||L#, — Z||| = 0, quand n — 0.

Ona
I, = |lIF < SIl|Lw, — Lu,||> — O, quand p,q —0,

donc (#,) converge vers un élément » €E et Lu = F. O

On déduit du corollaire (2.3.2) que pour démontrer existence de la solution forte généralisée du probleme
(2), il suffit de démontrer la densité de "ensemble 22(L) dans F.

2.4 Existence de la solution forte

Pour montrer I’existence de la solution forte généralisée, supposons de plus la condition suivante
Condition () Q3¢+ A(t) € £L(Q, W') admets des dérivées mixtes

24 4 A\ A
at,dt, dt,dt, avec&tlé’tz * dt,dt, € L% 2 (H)).

On est maintenant, en position pour prouver le résultat principal de ce chapitre i.e., établir la densité
de Z(L) dans F, qui est équivalent 3 montrer que, Z(L)* = {(0,0,0)} pour cela, on est confronté 3 des
difficultés de dérivation d’éléments non réguliers, et pour les surmonter, on introduit les opérateurs de

régularisation.

Définition 2.4.1 (Opérateurs de régularisation (Approximation de Yosida)). (Brezis [31]], proposition
VIL2, p. 102). On pose

A ()= +eA()), J(6)=A7 (1) = (I + A1),

RA)= A +2A@) ! = U L), ¢>0
R_(t) est appelé Approximations de Yosida de I'opérateur A(t).
Quelques propriétés basic de R, sont listées dans la proposition suivante
Proposition 2.4.1. Ona
Lo Ro€Z(H), WIS LIRNS T Ye>0;
2 JJAu=Al.u, YueW
3. |R.u| < |u|, Ve >0,YueW!;
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4, lin%]gu =u, VYueH;
&—>
5. lirréREu =Au, YueWl
Théoréme 2.4.1. Sous les conditions du théoreme 2.3.1)) et la condition (), lensemble R (L) est dense dans
F.

Démonstration. On utilise la méthode de prolongement par continuité, ou la description de cette méthode

est donnée dans le livre [[73]]. On introduit la famille d’opérateurs

La) = (ga)’éxh’[/{z)’ we [O’ 1]’

82

¥ =
© dydt,

dty,  dg

Nous allons maintenant montrer le résultat dans le cas w = 0, Cest-d-dire Z(L,)" = {(0,0,0)}) et par la

d %
+wB+A) =(1-w) L+, B=B [—+—:| .

méthode de prolongement par continuité, on établit le cas général.
Etape1 <« =0.

Soit V =(v,v,,v,) un élément orthogonal a Z(L). Alors on a
(Lon, Vg = (Lon,v) +{{ ) n,0) +({ ) n,0,) =0, Vu e HY(Q,Wh. (2.4.1)
Montrons que V = (0,0,0), mais comme ¢ A { 5, sont indépendants et leurs images sont dense, il suffit
donc de prouver la proposition suivante
Proposition 2.4.2. Si pour tout v € L,(,H) ona
3%u
ayd %,

(Lou,v) = < +A(t)u,7)> =0,Yu EHol’l(Q; wh (2.4.2)

alors v =0.

Proof. Soit w :A;lfv et h =A_u, alors la relation (2.4.2) devient

o J (B} _h) ? (B; h)+B; b =—(h,Aw) (2.4.3)
dt,dt, 3ty 7 Jy = 6 ) =T AED o
ici, b est une fonction arbitraire de HO1 1O H) et B! € Z(H), (1 =1,2,3) sont donnés par
B = aAA—1 B, B = aAA—l B
15_831.1 e > 25_831.2 e >
. o2 A BQAA_l B&’AA_I
= 0000, - PR

W BENRABAH Abderafik ©2011. Univ. Annaba



2.4 Existence de la solution forte 44

(%) représente le symbole de I’adjoint.
Puisque I’équation est vraie pour toute fonction b € Hol 1(Q; H) , elle reste vraie pour b € 6, (L H),
ce qui donne au sens des distributions
b2 15 0 g O (h(A+B)w), VheG2(Q;H) (2.4.4)
y———+B,,— —-— =—(h, W), € ; H). 4.
dt,dt, ' d, , ’ 0

On définit les opérateurs suivants

—_ 3%u du Ju (2:4.5)

$%=3t13t2+ 258_1:1+B“8t2’
et .
NL")=Hy (G H),
T _i(B -2 8 ) 4o
dtdt, It at, -

A partir de et (2.4.4), on montre que <= (£Y", en effet
(:%-; ) = % a B o)
o= 8t18t2_8_t1( 27
B d%u 3, du B 3% d
= \"3ua, e g, ) T

d du
()

mais d’apres les conditions homogenes, on a

i(@—B*vu) = JTZ (ﬁ— “o,u)—(A gv—)B*viu)] dt
ot dt, =7 o | 267> 19:, T 2
L 1 =T,
= JTZ (ﬁ—B*vu)—ﬂ(ﬁ—B*fvu)] dt,=0
o [ 9 T dn — S
et de la méme maniére
% du .
a_tz <<7},3—t1> + <B15‘v,u>> =0.
Alors
(L'v,u)= (v, Zu), VueH" (QGH),Yoe HMNQH), ie., &' =(Z. (2.4.7)
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Revenons a ’équation (2.4.4), et d’apres la relation (2.4.7) on a, pour tout ¢ # 0, w est la solution faible du

probléme

iz o +B 3w+B C (B, A+ AA)
W= — — — =—(B;.A e &),
du,dt,  “dr,  Fay .
éilwz/ll‘w £,=0 —w =T, =0, (248)
Lyw=hw|, o —w|, 1, =0,

ouv € L, H), B;.€ Z(H), (j =1,2,3).

Montrons a présent que, @ est une solution au sens fort du probleme (2.4.8) et qu’elle vérifie une certaine
estimation a priori, d’ou on peut déduire que v = 0.

Pour établir ces résultats, montrons que I'opérateur L = (&, Ly, 1,) définide H L(Q; H) a valeurs dans &

est un isomorphisme

Proposition 2.4.3. L'opératenr L est un isomorphisme de H"'(Q; H) dans &.

Démonstration. On doit démontrer que Z(L) =& et

(i) ||Lu

2 <d, ||u||i1, Yu e HY (O H), (2.4.9)

i) ull} S dl|ILull}, VueHY(QH), (2.4.10)

ou d, et d, sont deux constantes positives indépendantes de #.

(7) Tl est facile de montrer

C
— * -1
1Bilzen = 18, Nzans 7 |1 =47, + 1Bl
< C,(1=12),

~ |2
alors | Zu| peut étre estimer comme suit

‘g ‘2 < 3%u g du w5 aul)’
u -_— = —_—
- |9t 9t *dt,
< 4max(1,C?) a 2+ o 2+ o 2+| &
max(1, — — u ,
- > dt,dt, ay at,
ce qui implique que
1L u|]? < 4max(1,CH)||«|?,, YueH"(QH). (2.4.11)

1,1°

En vertu de la continuité des opérateurs 7 A 7 ), de H LY, H) dans HY(2,; H), H'(2; H) respective-
ment et de I'inégalité (2.4.11), on obtient I’estimation (7).
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(i7) Observons que

Gl A R 2Re(Zu, M)+ G(1)
- 5 |\A | T A 1A = - ) t),
at, |9t at |9t ALt
. du du . . ) .
ou G(t) =2Re(B,, e + B, EP A u), qui peut €tre estimer comme suit
1 2

G 2Re|(By, 2 48,2
t = — —
|G(2)] e(zgatl"‘le&,tz’ ")
dul’ |aul
3<||Bla||g(H)+||st||g(H)) R + EPS
= G @)+,
\ ul’ .
ou Cl:3(”Ble”,%’(H)-'_||BZ.»3||,S£’(H))’ Ji(t)= ER (1=1,2).
Ainst
a(t)  IN(¢) =
= = 22 < aRe (L, M) + CuU() + 1))
ae, ay

Pour cette derniére inégalité, on utilise des techniques similaires a celles utilisées pour établir I'estimation
du théoréme (2.3.1)), on obtient I’estimation (2.4.10).

D’apres la continuité de Popérateur L et de I'inégalité Z4.11), on conclut que I'opérateur L est un isomor-
phisme de H(; H) dans le sous espace fermé Z(L) =L (Hl’l(Q;H)>.

Il reste a montrer que Z(L) = &, pour cela, on procede par la méthode de prolongement par rapport au

parameétre, et on introduit la famille d’opérateurs {L } définie par
) nelo,1]

LW:(G%W’ZAI’K/IZ)’ 776[0,1],

~ 3%u du du
Lyn= 3t13t2+nB u,avec B 14_3253

(L) =H"\(Q,H).

(2.4.12)

Bla‘a

e (1) Nous commengons par le cas n = 0, on montre que 'opérateur 2 (ZO) = &. Maintenant, par une

intégration simple, il est facile de montrer que la solution de I’équation

— %u ~

go” = g_tlatz :f(t)’

aH= A |t1:O —u |t1:T1: o(t),

(2.4.13)

U

/1214 = AZ” |t2:0 —u |t2:T2: ()b(tl)'
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est donnée par la formule

ty T,
(et = =——(Fe)+ f Floxds) +—— (s + f j F)ds)

Cela nous permet de dire que 'opérateur Zo est surjectif, et donc %(ZO) = &, ce qui assure que Zo est un
isomorphisme de H"(Q; F) dans &.
e (2) Maintenant, on montre que %(Zn) = &. Pour 7y, n € [0,1], on peut écrire

~ ~ ~ ~ ~

Lr) = L% +(n—no)Ly — Lo), avec (Ly—Ly)=(B., ¢, j,lz),

1

on montre directement que

1B f'B d J PR aay
= t = P P t
6% 9] 6% 9] Zvatl 1“81’2
< du du 2d
< jﬂ 1Bz | 5| + Wil | 51| | 4
< 2C2f o + o 2+ o 2+| | d
JRS— —_— t’
- alldnde ay at, 8
donc
1B.u|l? <2C?||u||;,, VYueH"(QH). (2.4.14)

En vertu de I'inégalité (2.4.14) et en tenant compte de la continuité des opérateurs £ , £, , on obtient
~ o~ 2
H(L1 - Lo)uug <dy|lull,, VucH"(QH) (2.4.15)
Maintenant, on montre que

~ |12
R, <d||Tpu], Vo er s, 2416

ou d, est une constante positive indépendante de #.
En effet, grage a I'inégalité (2.4.10), on peut trouver d(»n), tel que

~ 2
Vpelo,1], ||u||i1§d(;7)HL,7uH£, Vi € HY (O H).
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Soit g(n)=  inf <||Z,]u||g/ [[2]] 1), et montrons que g est une fonction continue sur [0,1].
neH " ((;H) ’

€
Soit ¢ > 0 et choisissons & = ——. Pour 5y, n € [0,1] tel que [, —n| < &, ona
3

|2, il = 1T, #lle | S Ve = el = o = nll1E o = Zoels

~ ~ € (2.4.17)
< S||Lu — Ly < ﬁ\/%nunil =c |l
3
ce qui implique
(WL, wlls/ Nlly) = < (I wello/ Mol g ) < (I ol / Nl ) + < (2.4.18)

en passant a " inf sur H"'(Q; H) dan @2.4.18), on obtient |g(n) — g(no)| < e. Ainsi la fonction g est
1
on trouve 'inégalité (2.4.16).

continue et elle admet une borne inf. Désignons cette borne par

4
En réecrivant I'équation L, # = F sous la forme
Liu=L, u+(n—no)Ly—Lo)u=%, (2.4.19)
qui équivalente a
~ -1 ~ ~ ~ -1
u+(n—ng) (L,]O> (Ly—Ly)n= <L%> Z, (2.4.20)

~ ~

on suppose que Z(L,, ) = &, et on démontre que #(L,) = & pour 7 proche de 7,,
en uilisant les expressions (2.4.15)), (2.4.16) et les deux deniéres inégalités, nous arrivons a

2., 2.

< vV d4 H(Ll —Lo)”
1,1

~

(T,,) " @~ Lo

L <dsllull,s (2.4.21)

ol ds = /dy1/ds.

‘ ~ \—1
Sion pose 7 = (n—ny) <Lno>

(Zl - ZO), eth= <Zno>_1 F , alors ’équation (2.4.20) devienne
w+Tu=h. (2.4.22)

1
Soit n € [0,1] tel que |y — 7| < p < - donc
5
~ N1 ~ ~
(L;;O) (Ly—Lo)u||  <In—nolds <1,
1,1

IZ1l=sup [T ullys=1n—"70l

[loelly, 1 =<1

comme l'opérateur (I + ) est inversible, et la solution de I’équation (2.4.22) est donnée par la série de
Neumann

u= i(—l)”ﬂ”h, (2.4.23)

n=0
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~ 1
cela prouve que Z(L,) =&, Vn:|no—nl<p < o
5

posons ensuite 7o =0, on obtient Z(L,) =&, Vn:0<n<p.
Maintenant, si on pose n, = p et par la méme procédure, on obtient %(Z,]) =&, Vn:0<7n<2p.0n
procede étape par étape de cette manicre, on établit que 22(L,) = &, pour tout 7 € [0,1]. Pour le cas p =1,

~

onaR(L,)=2R (L)= &. ce qui achéve la démonstration de la proposition @.4.3). O
Proposition 2.4.4. Lopératenr L=%est fermé
Démonstration. Voir la proposition (4.6) dans [[178]). O

. es . 5 , ~/ —~
Maintenant on donne queleques propriétés basique de I'opérateur L =&
. . .. 3 ~I i .
il suit des propositions précédentes que 'opérateur L =% est continu de HO1 1(Q; H) dans £,(Q; H).

Cependant, d’apres les propriétés des opérateurs a image fermée, il découle

NILY=R(IL)*E = L H) = {0},
R(LY=(L")=N (L) = {0}t = L(% H).

Puisque L estun isomorphisme de Hol’l(Q; H) dans %Z,(2; H) et il est fermé dans la topologie de Z,(€; H).

Définition 2.4.2. On note par £ = <§7 > e prolongement faible de opérateur £ défini par

<§7u,v>:<u,£27)>:(u,f), VuEHOl’l(Q,H) et lv=fe%(QH) (2.4.24)

/

Proposition 2.4.5. Le prolongement faible £ de lopératenr & coincide avec le prolongement fort <.§é > =

~

Z.

Démonstration. On doit montrer que

—~

@(X):@(.Z?)etgu =Lu, Vued(L).

—~

Il est clair que 2(Z) C 2(%L).

. : S\ —1
En vertu du théoréme de Banach sur les opérateurs a image fermée, on déduit que "opérateur <.,‘£ ) est

défini sur le sous-espace fermé Z(L) =N (.277 Yt et il est continu.
Ona
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D’aprés (i) pour tout f € £,(€, H) il existe une solution de I"équation £x = f. Fixons f et soit v la

solution de I’équation £ = f, et montrons que # = .

En effet, d’apres et 2.4.7),ona
<z,£2u> = <gz,u> =(z,f), Vz eHo“(Q;H),
<z,§v> = <§72,v> =(z,f), Vz EHOM(Q;H),
cependant <.,‘?72,'v - 14> =0,Vz € Hol’l(Q;H), ce qui signifie que w = v — # est la solution faible de

I’équation homogene Lu = 0. Mais d’aprés I"unicité de la solution faible, on obtient # = v. Par conséquent
n=ve Hol’l(Q;H) et Zu=%u=f.Cequiachéve la démonstration de la proposition [@.4.5). O

A partir de la proposition (2.4.5), on déduit que la solution faible du probleme (2.4.8) coincide avec la
solution forte. Donc w € H"(Q; H) N %,(2, W) est une solution du probléme 2.4.8) au sens fort, i.c.,

9(£)=H, (O:H),

92w dw dw (2.4.25)
Yw=——+B,—+B,— +Aw=—B,w=/.
dt,dt, 3y “ ew =/
Par des calculs similaires a ceux utilisés pour établir le théoreme (2.3.1), on montre
Proposition 2.4.6. Sous les hypotheses du théoréme (2.3.1)) on a lestimation
—1,1
142 w|? < df||Bs.w|P, VYweH, (%H), (2.4.26)
d’apres (2.4.26) et (3.3.8)) il suit
lwl* < —llA2 | < =B |, (2.4.27)
‘o ‘o
en remplagant w par A;lv dans (2.4.27), on obtient
e o % —1_2
-0l < 2, Ao . 2.4.29)
& CO < &
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(Br)yA =
B, ATlv = |:£ oA A-1+(—533—AA—1)+(—533—AA—1)}*A-lv
Te dtde, © at ¢ dt, ¢ :
= (e o4 ‘1)*A‘1fv+(—eBa—AA 1)*A‘1v+(—sBa—AA‘1)*A‘1v.
atde, <" ¢ ay ¢ at ¢ ¢

+

IA
—_——

J%A ’
(1-47") <mf“_l> (470 =v)

(I-A7YH ﬁA—1 * v
¢\ dnde

+ 2||B||% (I—A—1)< oA A—1>*(A—1@—v)
Z(H) e 8t29t1 e
+ ([—A_l)*(Ba—AA_l)*v + (]—A_l)*(Ba—AA_l)*v }—>O, e—0.
¢ ay ¢ ae,

En tenant compte de la derniere inégalité, et en passant a la limite dans (2.4.28), quand ¢ — O et appliquons

les propriétés de A;l, on obtient v = 0. Ce qui achéve la démonstration de la proposition (2.4.2). O

Revenons maintenant a (2.4.1), en vertu de la proposition (2.4.2), on obtient <f PA > ot <€ L#V > .

=0.
Comme / A { ), sont indépendants et leurs imagessont denses, on obtient v, = v, =0. Alors V =(0,0,0),

et donc Z(L,,) =F pour w =0.
Seconde étape w #0.

On est besoin du lemme suivant

Lemme 2.4.1. Lopérateur (L, — L) est borné, et on a
I(Zy = Lo)ulls < Fll#|lg, (2.4.29)

ont la constante k ne dépende pas de u .

d
Démonstration. Ladémonstration résulte de la continuité des opérateurs £, , ¢, et B =B <— +—),

dy,  dg

en effet.

Déquation L ,u = F peut étre écrit sous la forme

(Lo, + (00— o)Ly — Lo)u =7,

@o

ul est équivalente a I’équation
q q q

u+ (=o)L, ) (Ly—Lo)u= (L, )" F. (2.4.30)

)

Il suit d’apres (2.3.33) et (2.4.29) que

IZo,) ™ Zlle < VSIZ e
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et

(L)~ (L1 = Lo)ulls < VSII(Ly — Lo

w, & S mllullg,

ol m = k. .
Soit | — wp| < p < — Posons A = (w — a)o)(zwo)(L1 —L,) et N = (Zwo)_lﬁ', (2.4.30) peut s’écrire

u+Au=N.
||Ax];

o0
Observons que ||A|| = sup < 1. La série de Neumann # = Z(—A)” N est donc une solution de
MEQ(L_A) ||”||1 n=0

— 1 —
I’équation (2.4.30). On a montré alors que st Z(L,, ) = F et |[w — wy| < p < —, alors Z(L,,) =F. On
m

procéde étape par étape sous cette manicre on établit que (L)) = F pour tout w € [0,1]. Pour le cas
w=1,0na2(L)=F. La démonstration du théoréme @.4.1) est achevée. O

Théoréme 2.4.2. Pour tout éément F = (f, ¢, ) € F il existe une unique solution forte n = (L)"\.F =
(L™NG du probleme (P) vérifiant estimation

[l < SILwllf, Vo € HM(Q; W),

on S est une constante positive indépendante de A, A, et u.

2.5 Continuité de la solution par rapport aux parametres

0o 0 0
Soit A, = (4;,,,4,,,) une suite convergente vers 1= (1, 1,), et L, est 'opérateur L quand A est remplacé

par A,.

0 0
) Ay = A et Ay, = )
1.€.,

2.5.1)

0
WA =1,

avec |4;,| # 1 pour tout 7 et

Soit £ le complété de I’éspace C>°(Q, W) par rapport a la norme
Tl

TZ
ol =sup | | an+[ (|50
ull|., =su _. dt -
E! reg Ea at,
0 0
On définit I"éspace de Hilbert E avec le composé des éléments F = (f, ¢, ¢) telle que

HENE = 1A1P -+l + 1115

Remarque 2.5.1. Comme lasuite A, =(4,,,4,,) est convergente, on peut choisir une constante positive

dul? 5
. +|”|1
2

ay

2
+ufi
2

dt,

=7

09 = 0o(A) tel que

oolllzlllzs <lll=lll} — Yuea(Ly).
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On désigne par Z(E,E") I’éspace des opérateurs linéaires continus de £ dans E' muni de la topologie de

la convergence simple.
0
Théoréme 2.5.1. Si les conditions du théoréme d’existence sont vérifides et A,, — ) alors
— 21 /=1
@)= (%)
dans £ (E,E") muni de la convergence simple.

Démonstration. Pour démontrer ce théoreme il suffit d’établir les propriétés suivantes

1) sup < 400

— -1
sup (L)

i) <Z A ) g (Z;) dans un sous-espace M dense dans E.

H.,%(E,F)

En effet d’aprés I’estimation du théoréme d’unicité pour opérateur L, on a I'inégalité
n

- 2 -
|||u|||§gs|HLAnuH‘ Nued(T,). (2.5.2)
Comme la constante S ne dépend pas de A,,, alors a partir de (2.5.2) et la remarque précédente, on obtient
2 -
Wsll2, <6 (|2, ]| Vo€ 2T 25.3)
ou
S
MO = —.
%

Posons M = R (L) (image de 'opérateur Lj ) qui est un sous-espace dense dans E.

Pour FeM ona

(LF = (L F 9 (L,),

L, <(Zﬂn)‘1f— <Zi>_1> F
F—(L,) <Zi>_lF

—\-1
et posons h = <Lo> F, alors pour 7 assez grand et pour tout » on a donc

A

de I'inégalite (2.5.3) on a

‘H(zln>_1F_<Zi>_1F

2 2

IN

M

El

IA

M, , (2.5.4)

7

zl

2

ah|

7t dt, +

Lob =L,

+1hf;
2

1L=1,

ah|
ade,

+|h1
2

dt,.

t1=74
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De cette derniere égalité et 'inégalité (2.5.4) on obtient
24 24

T
- —1 —\-1 |12 0 3 20 1 ahn ,
_ < — i
o e~ o, sl sl
0
T
0 ) 20 (1an | e 4
+|A =42, P +| |% ey G120
0
0 0 0
Alors quand A, = (4y,,, 45,) = A1= (A1, 1),
— —1 — -1
L F—(L F 0.
=)l -
Ce qui achevé la démonstration du théoreme O
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Chapitre 3 #3

Méthode de quasi-réversibilité pour un probléme de Cauchy de
type elliptique mal posé

3.1 Introduction

Soit H un espace de Hilbert complexe, ou la norme et le produit scalaire sont notés respectivement par ||.||

et (.,.)

Considérons le probléme de Cauchy de type elliptique suivant :
Lu=u"(z)—Au(z)=0, 0<z<Z, u(0)=0¢, s (0)=0, (3.1.1)

ouA: 9(A) C H— H est un opérateur linéaire non borné auto-adjoint défini positif a domaine Z(A)

dense dans H, et ¢ est une fonction donnée dans H.

Il est bien connu que ce type de problemes est fortement mal posé au sens d’Hadamard [80]], ¢’est-a-dire :
méme si la solution existe et unique, elle ne dépend pas contintiment de ¢. Il y a plusieurs méthodes
pour régulariser ce type de probléme, nous recommandons les lecteurs de consulter les travaux de . F. Ben
Belgacem([23]) Dinh Nho Hao([54]), V. Isakov([93]]), M.M. Lavrent’ev([[109]]) et L. Payne([[125]).

Le probleme (3 est une version abstraite d’un probléme de Cauchy. Ce dernier est la généralisation
du probleme de Cauchy pour les équations différentielles elliptique de seconde ordre dans lesquelles la
géomeétrie et les coéfficients permettent I'utilisation de la méthode de séparation des variables.

Par exemple, soit 2 un domaine borné et suffisamment régulier dans R”, » = u(x,z), x € Q, z € [0, Z]

avec Z > 0 donné. A un opérateur différentiel de second ordre défini dans Hy(£2) par

LI du
Au = — Z 7 <a (x)£> +a(x)u

i,j=1

z;’ﬂe[’ Zazjgg HZlglz

1,7=1
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3.1 Introduction 56

et u > 0 est une constante donnée et a(x) > 0.

La méthode de régularisation par des conditions nonlocales appliquée sur le probleme de Cauchy pour les
équations différentielles elliptiques a été utilisée par plusieurs chercheurs, comme L. Abdulkeromov([[]]),
P.N. Vabishchevich et ses collaborateurs ([165]-[167]]), et I.V. Melnikova et ses collaborateurs ([94], [115],[116]),
ext. Et récemment Dinh Nho Hao([55]]) a proposé une perturbation avec des conditions nonlocales mo-

difiée sous la forme suivante
n,,=Au, O<z<al
u(0)+au(al)= g,
#,(0)=0,
ou a est une constante donnée telle que @ > 1, et @ > 0 le parametre de régularisation.
Comme noté ci-dessus, le travail de Dinh Nho Hao([[55]]) est consacré a un probléme de Cauchy pour une
classe d’équations elliptiques. Cependant, la méthode semble étre applicable aux problemes elliptiques plus

généraux. En effet, soit A le méme opérateur défini ci-dessus et soit 7 > 2. Supposons que la frontiére de Q2

est composée de deux parties I'; et I', avec I'; NT", = 0. Considérons le probleme de Cauchy suivant

L du
2 oo e

u |r1 X1 (#1)
.
872 1"1—)(2'

ou y; et y, sont deux fonctions données. 7 est la normale extérieur unitaire a la frontiére de Q.

P.N. Vabishchevich [[165] a proposé une méthode de régularisation de la forme suivante :

du
_ng < 8x>+a() =0, x €

1,7=1

u|p, +au |, =y (%)-
du
M |r1:)(z-

Parmi les stratégies d’approche de ce type de questions, on peut citer la méthode de quasir-éversibilité
proposée par Lions et R. Lattes [[107]. L’idée principale de cette méthode consiste a remplacer I'opérateur
A dans I’équation (3.1.1) par A, = g,(A).

Dans la méthode or1g1nale [107] R. Lattes et J.L. Lions proposent g,(A) = A — @A?%, pour obtenir un

probléme bien -posé, et dans la méthode de quasi-réversibilité modifiée [[71]], H. Gajewski et K. Zaccharias
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proposent g, (A) = A(I + aA)™". Mais lorsque on utilise cette méthode, on est confronté i certaines diffi-
cultés. La premiére résulte du terme correcteur (2A?) (opérateur d’ordre deux) ce qui induit une difficulté
sérieuse pour I'implémentation numérique, et la seconde consiste dans le fait que le coefficient d’erreur
(e(a)) résultant d’une petite perturbation de la donnée ¢ est de I'ordre ex. Pour toutes ces raisons, N.
Boussetila et F. Rebbani [28] proposent une modification de cette méthode, en introduisant une nouvelle

perturbation :

1
— — _ —pTA
Ay =go(A) = PTln(a+e ), a>0p>1.
v Le premier avantage de cette perturbation résulte du fait que (A, € £ (H)), ce qui implique une position

correcte du probléme perturbé dans les deux directions du temps.

v Le deuxiéme avantage réside dans la possibilité d’établir des résultats meilleurs (optimalité de la méthode)
par rapport aux résultats obtenus précédemment.
K. Ames dans ([[7], [8]]) 2 obtenu des résultas de dépendance continu de type Holderien, pour le probleme

de Cauchy mal posée
u,=Aun, u(0)=y,0<t<T,

pour certaines classes d’équations différentielles de premiére ordre définies sur des espaces de Hilbert, en
employant la méthode de convexité logarithmique.

Puisque cette méthode est limitée aux problemes mal posés dans le cas Hilbertien, les généralisations des
résultats d’Ames ([[7]], [18]) aux problémes avec des équations définies sur des espaces de Banach plus général
ne peuvent pas étre tirés via cette méthodologie.

Pour une synthese générale sur le probleme (solvabilité, des estimations de stabilité par différentes meé-
thodes, des méthodes numériques, des modéles pratiques, ect ) nous recommandons les monographies :
M.M. Lavrent’ev, V.G. Romanov et SiSatskii [109], V. Isakov [93], L. E. Payne [[125], A.A. Samarskii,
P.N. Vabishchevich [5]], N.N. Tarkhanov [[153]] et I’étude récente écrite par Giovanni Alessandrini, Luca
Rondi, Edi Rosset et Sergio Vessella [9]].

Ce travail est principalement consacré aux aspects théoriques de la méthode de quasi-reversibilite du

probléme (3.1.1) dans le cadre abstrait en considérant des opérateurs auto-adjoint quand A est positif intro-

duisons le cas elliptique, c’est-a-dire., admet les propriétés suivantes : pour tout A € (—oo,0], la résolvante
plq prop p

R(AA) = (A — AI)7! existe et satisfait Pestimation

AM>0: VA0, A+ AD) Y <M1+ )7L
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3.2 Préliminaire et résultats de base

Dans cette section nous présentons les notations et le cadre fonctionnel qui sera utilisé dans ce chapitre
et nous préparons certains outils qui serons utilisés dans notre analyse. On note par 6 (H) I’ensemble de

tous opérateurs linéaires fermés a domaine dense dans H.
Définition 3.2.1. On note par {H"}, g I'espace de Hilbert défini par :

HO = H, H” := (A" o [l = A"}, (+ >O),
H™":=(H"),i.e, H " est I'espace dual de H" .

Proposition 3.2.1. Soit (H"), cg lespace défini dans (3.2.1). Soit —co < r; < 1, < co. Alors espace H™? est
dense dans H'1.

On introduit Iespace de Lebesgue L*(0, T; H*) des fonctions fortement mesurables (0,7) > t — u(t) €
H* avec le produit scalaire et la norme sont donnés respectivement par

T

T
<mvnmjﬂa=fwﬂmdu (T fnwﬁdu
0

0

et ’espace de Sobolev
W20, T; H*) :={u € L*(0, T; H*): u') € L2(0, T; H*), i = 1...,m}
avec la norme usuelle
1 ”W’“ OT5H) " Z”” ”L2 0,T;H")"
Par 6([0,T]; H*) on note I'espace des fonctions continues [0,7] > t —> H* avec la norme

u = m u
ol o= ma, Nl

Pour tout entier m € N*, on note par
W, (0, T;H' H):={u:uecL*0,T;H"), u™ € L*0, T;H)}

la complétion de 6([0, T]; H') par rapport a la norme

Remarque3.2.1. Noter quesiz€ W, (0, T;H" ,H) alors
() ~ 72 L prl—i/m gyl - _
z"el*(0,T;H NE(0,T;H ™= ), 0<i<m-—1.

ce qui assure que
i+1/2

200, 2 N(T)eH'= ", 0<i<m-—1.
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Finalement,
V2 i={ueW,(0,T;H',H): u(0)=u'(0) =0}
(resp. V% ={ueW,(0,T; H',H): u(T)=u'(T)=0},)
représentent les sous-espaces fermés de W,(0, T; H', H).

Définition 3.2.2. Une solution faible du probléme (3.1.1) est une fonction #(z) qui vérifie les conditions

suivantes :

1. ue6([0,Z];H);
Z

2. j(%,ﬂv):(gp,v/(O)), Yoe VZZ.
0

Par la théorie spectrale, pour tout opérateur auto-adjoint positif A, il existe une unique famille continue

{E2} ae[o,00] © [0, 00[—> £L(H) d'opérateurs de projection orthogonale tel que

A:j AdE/{,
0

avec

P2A)={veH: Jooxlzd(Eiv,fv) < 00}

Dans notre cas, on a .,
A:J AdE), puisque A>yl, y >0.
v

Théoreme 3.2.1. Soit {E;, A>y >0} la résolution de lidentité associée a Popératenr A et soit f une fonction

complexe de Borel définie sur 'axe réel. Alors f(A) est un opératenr fermé a domaine dense. Cependant

() DAY= {heH: j P d(E 0, 0) < oo},
i) (F(A)b,y) = j T FQ)d(Eby), heDF(A). yeH,

(ii3) ||f (AhIP = LOO f(OPd(Exh,b), b eD(f(A)),

(iv) f(A)" = f(A). En particulier, si [ est une fonction réelle de Borel, alors f (A) est auto-adjoint.

Théoreme 3.2.2. Soit L un opérateur anto-djoint dans lespace de Hilbert H et {E ,, u € R} its spectral
resolution of the identiry. Soit g € €(R,R) et Z(g) := {r € R: g(t) = 0} lensemble de tout les zéros de g.

Supposons que Z(g) est vide on contient seulement des points isolés. Alors Péguation
q g q

~+o0
g(L)E = J g(wdE,E=¢ (3.2.1)
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est solvable dans H si et seulement si

400
[ lstorzae,c.0 <o

(3.2.2)

Cependant, la solution est unique si et seulement si le spectre ponctuel de Popérateur L ne contient pas des zéros

de la fonction g,i.e.,
N(g(1) = {0} <= Z(g)N o, (1) =0.

On note par

400 +o0
1
C(t):= cosh(t VA) = J cosh(tﬁ)a’E/\zi f <e“/71+e_“/71> dE,, t>0
14 14

la famille des opérateurs linéaires avec domaine de définition

2(C(t):={heH: J coshz(tﬁ)dHEith < oo}.
14

D’apres le théoréme (3.2.1) et (3.2.3), on a le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.3. Pour t >0, C(t) est un opérateur fermé a domaine dense. Cependant
Clt)=C@), N(C()={0}, 2(C(1))=H

i.e., C(t) est anto-adjoint et bejectif a image dense.
Pour A > y, on introduit les fonctions :

3
—az A2

/ G,(z,A)=cosh <zﬁ> — cosh <z\//17a> JE(z,A))=1—e 2

A= ,
“ 14al

Par un calcul direct, on obtient

3
—az A2

l—eVl+ai+1+al <F,(z,A).

On définit
“+o00

GA)=1det: ol = | dIE g <+l p20

14

(3.2.3)

(3.2.4)
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D’apres la définition de 6,(A4) on a les inclusions topologiques suivantes
(gpz(A) c cgpl(A)’ P2 2 P1-
Soit H, (z,A) = G, (z,A) [ cosh (Z ﬁ> , a l'aide de (3.2.4), on déduit
—az )2
H,(z,A) < e_(z_z)ﬁ<1 —e 2 > = e_(z_z)ﬁFa(z, A). (3.2.5)
On considere .
I:JFj(Z,))coshz(Zﬁ)dHEigon:Il+12, (3.2.6)
14
ou .
L= J FX(Z, A)cosh®(ZV/ A)d||E |2,
14
L= J FX(Z, D cosh®(ZV N)d||E, 0| .
A*
1.Siu(Z)e @(A%)’ (6 > 0), alors la fonction I, peut étre estimé comme suit :
L < ey (@ O)IAT u(2)|P, (3.27)

ol ¢y (a,0) = (aZ[2)%.

En effet, soit s = (aZ/l%)/Z >1=> 1> (2/aZ)§ = X, envertude (1—e™* <s% s> 1, 6 > 0), alors I,

peut étre estimé comme Suit :

I

00 g7 A3\ 20
| () oz el
A*

Z\20 [*®
<"’7)2 J 2 cosh(ZV N d||E 0P
14
36
= cz(a,0)|A7 u(Z)|I".

2 1
Remarque3.2.2. Sionpose § =1, 3 et 3 on a respectivement les estimations

L <kl u(Z)|,
L < ky(@)||An(Z)|,
L <ky(@)IAZu(Z)|1,

(3.2.8)

(3.2.9)

(3.2.10)
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2. Soit N (A)=F,(Z, X)/(aZl%ﬁ), alors la fonction I, peut étre estimé comme suit :

maintenant on pose

¢4

A*
I = J ,/VZ(/I)<aZA /z) cosh(ZV ) d||E 0P
Y

< a)< sup A, (A J X cosh®(ZV 2)d||E 9|

y<A<A*
< k@) swp A0 J 2 cosh?(ZV D dI|E I

y<A<A*
= a)< sup A (A >||AZ%( ][

y<A<A*

1—e™!
f(t)= — (3.2.11)

0< aZ)/%/Z <t= aZA%/Z < aZ(X*)%/Z =1, pour tout A € [y, A*],

alors

etona

f(r)>0, pour tout ¢ € [0, 1], (3.2.12)
poy=e =10
t t

La fonction ¢t — M(t) vérifie les propriétés suivantes :

ce qui implique que

et

il suit donc

mais,

M0O)=0, M(t)=—te"<0=>M |,

M(t) <0, pour tout ¢ € [0,1],

F()<0=f = f(t) < f(F), forall t>T=aZy?/2,

1—ef
sup f(1)=f(F)=—=—, (3.2.13)
T<i<1 4
lim7=0=0<limf(£)=1= sup f(z)<1. (3.2.14)
@—0 t—0 f<t<1

W BENRABAH Abderafik

©2011. Univ. Annaba



3.3 Méthode de Quasi-réversibilité : Cas A, = g (A) = A(I +a2A)™ 63
Revenons maintenant a /; et en utilisant (3.2.14) on peut écrire
2 5
< k@ sup A 142l
yASA
2.3
= k@) sup f(2) 1A u(2))P
F<i<i
< k@A)
En combinant cette derniére inégalité et (3.2.8)), on obtient I"estimation
3
I <2ky(@)lAZ0(Z)|1%, (3.2.15)
De la méme maniére on trouve une estimation pour la fonction /; comme suit :
I < ky(@)lAn(Z)|I, (3.2.16)
1
I < ks(@)|AZu(Z)|1%, (3.2.17)
et on utilise les deux inégalités (3.2.9)) et (3.2.16)), on obtient
I < 2ky(@)l|An(Z)|%, (3.2.18)
maintenant par les deux inégalités (3.2.10) et (3.2.17)), on obtient
1
I < 2ky(2)||A2u(2)| (3.2.19)
3.3 Méthode de Quasi-réversibilité : Cas A, = g (A) = A(I + aA)™"
Soit #,, la solution du probleme perturbé
u;/(z) —A,u,(z)=0, ze€[0,Z],
1(0) =", (Z%)
u (0)=0,
ou lopérateur A est remplacé par
A, =g, (A=Al +aA)". (3.3.1)
On montre que
sup ||#,(z)—u(z)|]| >0, quanda—0, (3.3.2)
0<z<Z
||#,(Z)— u(Z)|| -0, quanda—0O. (3.3.3)
On montre que le probleme (£2,) est bien posé, i.e., sa solution
uf(z) = cosh(z,/Aa)gaa, (3.3.4)

dépend continfiement de la donnée ¢ . De plus, c’est une approximation de la solution exacte #(z).
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Lemme 3.3.1. Le probleme 1) admet une unigue solution si et seulement si ¢ € {¢p € H : ||g9||f =
+oo

f ezzﬂd”E,l'? ||> < 400}, cette solution est représentée par

14
u(z) :cosh(zﬂ)gp. (3.3.5)
Noue tirerons un résultat de bornétude de la différence entre les solutions du problémes et (2,).

Cependant, avant de faire cela, nous devons supposer que #(Z) est bornée. i.e., ||#(Z)|| < E, ou E > 0 est

une constante. Le lemme suivant donne la relation entre n’importe quelles deux solutions régularisées de
(Z):

Lemme 3.3.2. On suppose qu’on a deux solutions régularisées u; et ui définies par 1) avec 9018 et gpf ,
vérifiants ||g0f - gof || < 8. Sion choisit /a = Z]In(2E | 8). alors on trouve lestimation d’erreur

llul(z) = ul(2)|| < QE)/* 81217 (3.3.6)
Démonstration. D’apres (3.3.4) on a

ll(z) = w2 (2P = |lcosh(z4/A,)p? — cosh(z4/A,)pS |
90 — @2 | cosh®(z/ v/a)
S22zl

IA

IA

Le choix de paramétre y/a = Z/In(2E /&) donne ||} (2) — u?(z)|| < 2E)*/* &'~#/*
D’apres le lemme on voit que la solution définie par (3.3.4) dépend continliment par rapport au

donnée gpa.

Lemme 3.3.3. Soient u et u,, la solution du probleme (3.1.1)) et (2,,) avec la méme donnée ¢. Supposons que
[|#(Z)|| < E. Alorson a

[l#(2) = (2|l < Cr(2)e, (3-3.7)

on Cr(z)= <(Z—32)e>3EZ/2'

Démonstration. D’apres (3.3.5) I'’hypothese ||#(Z)|| < E est équivalente a

+o0
||M(Z>||2:J cosh®(ZVA)d||E, 0| < E. (3.3.8)
14
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Par conséquent,

()=, = f (2, DdIIE o
= J 2(z, A)cosh®(ZV Dd||E 1|2
< J ~@=2VIE (5 2)coshA(ZVA)d||E 0|2
400
< <supe (Z-2) 1 (2, /1)> f coshz(Zﬁ)dHE/{goHZ,
Azy Y
alors,
2
ln(2) = (2P < (supe™“V2E,(2,2)) E2, (3.3.9)

A>y

en utilisant I'inégalité 1 —e™" < 7 (r > 0), on trouve

e~ #=VIF (5, )< %Zige_(z_z)ﬁ.

Alors la fonction [, () = A2~ Z=V gatistait les propriétés

1. J,(0)=0,
2. ]a(+oo) =0,
3. /(N = ; Qe @=VA3 _ (7 — )W),

4 T(N=02 A, = <ziz>2'

3
La fonction [, atteint son maximum, sup/,(A) = J,(4,) = < >3, quand A, = <
z

A>y
(3.3.9) devient
||(2) — 4 (2)l| < Cp(2)a.
O

Théoreme 3.3.1. Soit n la solution du probléme (3 avec la donnée exacte go et Ma est donnée par
avec la donnée mesurée (/2 . Supposons que ||u(Z )|| < I, et la fonction mesurée ¢ O satisfait llg—¢ o< é\ etsi

on choisit /a =7 [In(2E[8). Alorson a

Cr(z
lln(z) — u® (2)|| < (ZE)Z/ZSZ‘Z+%, (3.3.10)
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Démonstration. Soit u,, la solution définie par (3.3.4) avec une donnée exacte, alors il suffit d’utiliser I'in-

égalité triangulaire
e — 2 || <o = ||+, — 2,

et les deux lemmes précédents O

ﬁ On mentione ici, que dans la région z = Z le théoréme (3.3.1) ne donne aucune information sur

la stabilité du probléme (3.1.1) — (3.3.8), puisque la condition (3 est tres faible. On montre quelques

estimations d’erreur suivant la condition qu’on impose sur la donnée finale #(Z).

Théoreme 3.3.2. Soit u et u, les solutions du probleme (3.1.1)) et (2,) respectivement, avec la méme donnée

exacte @. Supposons que

@) u(Z)e 9( %) Alorson a

14(2) = ()| < /2¢5(@ DE,. 3.3.11)

2

14(2) = (D < 4 265 D)E». (33.12)
1

14(2) = (D1 < 4 265 )E: (33.13)

Démonstration. (i) la suppostion #(Z) € 9 (A%) est équivalente a

(@) u(Z) € D(A) Alorson a

(i) u(Z) e @(A%) Alorson a

+oo
J 2% cosh(ZVA)d||E,p| < EZ,

eut etre est1mee comme suit

La différence (#(Z) — u,(Z

1#(Z) = u(Z)IP = 22, Nd||E ¢l

Z A coshz(Z1/_)d||l":/1§0||2

)p
J e
_ f 2(Z, 2)cosh?(ZV D)1 Exgl
[
| n

+o0

2(Z, Ncosh* (ZV D)d||E 0| + J FX(Z, ) cosh®(ZV D)d||E, 0|
A*

= L+,

et en vertue de I'inégalité (3.2.15) on obtient I’estimation demandée.

On montre (ii) et (iii) de la méme manicre. O
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3.4 Methode de quasi-reversibilite : Cas A, = g (A) = f(A)

Dans cette section nous étendons la méme méthode étulisée par Ames et Hughes dans [8]].

Définition 3.4.1. Soit f : [0,00) — R une fonction Borelienne, et on suppose qu’il existe o € RT tel que
£(A) < w? pour tout A€ [0,00).

3.4.1 M¢éthode directe

On considere la méthode de régularisaton suivante :

v"(z)=f(A)v(z), z€[0,Z],
v(0)= o, (3.4.1)
2'(0)=0,

ou lopérateur A est remplacé par f(A).

Dans ce cas, le probléme (3.4.1) est bien posé, et sa solution est donnée par

fv(z) = cosh <Z f(A)) o= %JOOO <ezm+e—zm>dE/1§0, (3.4.2)

ou {eZ / (A)} est un semigroup fortement continu d’opérateurs bornés.
z>0

Pour établir la dépendance continue de la solution régularisée, nous supposons de plus que f satisfait la

condition suivante :

Condition (.«)

I existe deux constantes positives 3, &, avec 0 < 8 < 1, pour lesquelles
A C 9(y/ f(4)),

et

H<_‘/Z+m> ¢H < Al (3.4.3)

pour tout ¢ € Z(AI+)2),

Nous utilisons implicitement le fait que
(A2 C (/A

Ensuite, on note que, pour tout ¢ € 2(4/ f(A))

(VI ¢) <ol¢ )

@7 BENRABAH Abderafik ©2011. Univ. Annaba



3.4 Méthode de quasi-réversibilité : Cas A, = g (4) = f(A4) 68

et que 4/ f(A) est un générateur d’un semigroupe fortement continu {ez f (A)} d’opérateurs bornés,
£>0

\
ou

||€Z‘/ (A)” S e©7.

Si on pose
gD ==Y+

pour A € [0,00), alors g(A) est un opérateur auto-adjoint, avec domaine de définition

PN ={4 € H| | "IgRdEN. ) <oo).
Il suit d’apres les propriétés du calcul fonctionnel [82] que

—VA+4/f(A) C g(A),

dans le sens des opérateurs bornés et que,

D—VA+ 4/ f(4) = ZVAND(/ f(A) € 2(g(4))
et
g(A) =(=VA+/f(A),

pour tout ¢ € Z(—vVA+ \ f(A)).
Puisque g(A) est auto-adjoint, et (g(A)¢, &) < w(¢, ) pour tout ¢ € P(g(A)), il suit que g(A) est aussi

un générateur d’un semigroupe fortement continu {e?¢W}__ d’opérateurs bornés, ot

le”8 ]| < e”.

Avant de présenter notre résultat principal du chapitre, nous somme besoin du lemme suivant :
Lemme 3.4.1. Powur tout t > 0,
78 — o=2VAz/f(4), (3.4.4)
Démonstration. D’abord, on note que Z(vA)N 2(4/ f (A)) est un corps pour g(A). En effet, soit
¢, ={A€[0,00)/ [g(D)] < n}

et soit E, = E(e,). Alorssi A€ e,, A < (n+ w)?, donc e, est un ensemble Borélien borné, et de 13 E,, est
une projection bornée sur H.
Maintenant, si

x € 7(g(A)),
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alors

E(e,)x € 2(VA)ND(y/ f(A)),

et E(e,)x — x. En plus,
g(A)E(e,)x = E(e,)g(A)x — g(A)x,

et ainsi 2(VA)NJ( M) est un corps pour g(A).

Ainsi g(A) est essentiellement auto-adjoint sur Z(VA)N2(4/ f(A)).

Puisque les opérateurs bornés e ™* VA et 2/ TA) commutent, alors (3.4.4) est maintenant une conséquence
du théoreme de Trotter donné dans ([137]], VIIL.31).

(Une preuve plus courte est donnée dans ([56], XII.2.7, Corollaire 7)).

De nouveau en utilisant la théorie spectrale, on note que pour chaque n = 1,2,..., {¢” ‘/ZE,Z} ,>0 €st un se-
migroup fortement continu d’opérateurs bornés sur H. En fait, une des conséquence du théoreme spectral

“E,)

est que {e zec est un groupe entier d’opérateurs bornés dans H, dans le sens de [51]], comme le sont

{ea (A)En }ae(C et {eag(A)En }ae(C‘
De plus, observez que (3.4.4) reste valable pour toutes les valeurs complexes du paramétre, quand on I’ap-
pliquea E, :

e“g(A)En — e~V 2y (A)En, aeC,n=1,2,..
En effet, de (3.4.4), nous avons I’égalité de ces deux fonctions enti¢res pour toutes les valeurs de z > 0.
Maintenant on montre le théoréme suivant :

Théoreme 3.4.1. Soit A un opératenr anto-adjoint positif défini dans H, soit f une fonction satisfait la condi-
tion (), et on suppose qu’il existe une constante y indépendante de [3 et c, telle que (g(A)g, ) < v(¢, &),

pour tour ¢ € H. Si u(z) et v(z) sont solutions respectivement de (3.1.1)) et (3.4.1), et on suppose de plus que
|#(Z)|| < M , alors il existe des constantes C et M, indépendantes de 3, telles que pour 0 < z < Z,

l(z) = w(2)|| < C B 7 m#I7.
Démonstration. Soit ¢, =E, ¢, ou E, = E(e,) et pour h € H on définit

&,(a)= <e“2 [cosh(a\/Z) — cosh(a f(A))] P> b), (3.4.5)

Notre but est de montrer que ¢, () est borné dans la bande 0 < Rea < Z, pour que nous puissons
appliquer le théoreme des trois cercles ([138]], p. 33).
Onpose a =z+1in,0u0<z<Z, et n €R. Puisque A et 4/ /(A) sont auto-adjoint,

[l V4] = [leV /A = 1.
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Alors
S22 . .
pa(@)] < e” 7 |lcosh((z +in)VA)p, —cosh((z +in)+/ f(A)g, Al
1 . )
< 5622—02 <||e(z+m>ﬂ 0, — e(Z+m)x/f(A)%||
+ |l g, — Ty, )] 5]
ce qui donne
1 22
[P ()] < 3¢ T (1B 2.1 +11Ba,11) 11511, (3.4.6)
ou
B, = oz VA _ (z+in) fA)
B, = o~ (VA _ ,—~(z+in)4/f(A)
Premierement on a
1Bl = [l DVAg, — ety iy |
— ||e(z+ir;)x/zgon _ e(z+ir))x/ze(z+ir])g(A)gpn”
< <||e(z+i7;)x/zgon _ e(z-{-ir))x/zeir;g(A)gon”
+ ||e(z+ir;)1/zeir;g(A)g0n _ e(z-l—ir;)x/z (z+in)g §9n||>
alors
| B9, |l < 11210, + |29, |ls (3.4.7)
ol
1910l = ||ty — (brinVeing@y, |
< I — e ED)erVAg |

Nous utilisons a plusieurs reprises (3.4.4) pour des valeurs complexes du paramétre et le cadre théorique

des semi-groupes, si ¢ € 2(g(A)), et n € R, alors I — e8W ¢, peut étre écrit sous la forme

: .
1—€”’g(A)¢=—iJ 58 g(A)dds, (3.4.8)

0

donc, une majoration simple donne

I(Z = D)1 < Inlllg (A4l (3.4.9)

Puisque

eV, € D(YAND(/f(A) C 2(g(A)),
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pour tout z >0, et ez‘/zgon € P(AU+9)12) on a d’apreés la condition (o) et I'inégalité 1) que
10,0l = (I = e8D)erVAg |
< BhllAe g, | 3.4.10)
D’une maniere similaire on a
(I- etg(A))eZ‘/Zgon = —J eSg(A)g(A)eZ‘/Zgands, (3.4.11)
0
et ainsi
190, = [0 =5 e g,
< Brer A1 VAg | (3.4.12)
utilisons (3.4.10) et (3.4.12) I'inégalité (3.4.7) devient
1Big,ll < Bllnl+ze At g |
< BO+Zer DA 2e2VAy || (3.4.13)
D’autre part nous avons
1Bog,ll = [le™ DA, — e tHin VA ety |
< <||e z+zr;)4/—§0n _ e—(z—i—ir])x/— —ing(A §0 I
+ ”e—(z+i7;)«/ze—ir)g(A)gpn _ e(z+i77)\/71 —(z+in)g 99n||>
ou
LEgall = [lemCH 7V Ag, — mCrinVi mindy, |
< 7= e D) Ag |
Si ¢ € D(g(A)), et n €R, alors
J—e—ingl4 ¢_l “g(A)g(A)gbds,
donc
L2104l =1 =778 W)g, || < Binll|AT+ g, . (3.4.14)

De la méme fagon,

(I ety — f e~ 5 Wg(A)g, ds,
0
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et alors

12l = Il —e 2D,
< Bz A2 .

Ainsi

B0, < Bllnl+2)|AM 20, |
< B+ 2)|A 2 |,

selon (3.4.13) et (3.4.15) I'inégalité (3.4.6) devient

1 7z2—p? z z
$u@] < 3¢ ((nl+ 2ATE 20,1+ B(1g] + 2o A2 g, | ) 4]

1 v
< 5P B(A+DIA g, |+ (14 Ze A2V
1 v
Eezzﬁmax <1+Z,1+Zeyz>||A(1+8)/2eZ A%””h”’

et ainsi, en utilisant la continuité forte du semigroupe <ez ‘/ZE,Z> , il S’ensuit que ¢, est bornée sur I'inter-
valle0<2z<Z.

Par le théoréme des trois cercles [138]],

|, (2)| < M)\ M(Z)?/?,  pour0<z<Z, (3.4.15)
ou
M(z)= T |$,(@)]- (3.4.16)
Puisque
MO S B4 1],
ona

1 1-z/Z
$,1< (AN g ) MZY? powrosz<z,

Nous retournons a (3.4.6) et en utlisant (3.4.10), (3.4.12), (3.4.14) et (3.4.15) nous avons

$a(Z+in) < (I —eED)EVAg, ||+ |[(1 - ?E D)7 Vg |

+ = ED)g ||+ (7 = 2D ) 1A]

< 2™ Ag 151+ (1 + e e* g, 1]+ 4l Al
< 7+ g, b,
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nous avons utilisé le fait que |[eZ?8@)|| < e7%. Alors

1-z/Z z|Z
(B (< (BIATT 20, 11) 7 (Culle® g, 1) NI (34.17)

pour une constante appropriée C; qui est indépendante de /3.

Nous supposons maintenant que || cosh(Z 1/Z)go|| < M (qui sert A stabiliser le probléme), pour laquelle il

1+8)/2

suit que |JA¢ 9|l < M pour une valeur probablement différente de M.

Si on fait tendre 7 a I’infini # — oo dans (3.4.17)), nous obtenons

() < CBH2m2 ],

P(z)=e* ( [cosh(zm) — cosh(z f(A))] o, h),

C et M sont des constantes indépendantes de 3.

Par passage au sup sur tout b € H, avec ||5|| < 1, on obtient
e”|lu(z) - w(2)|| < CB' A M1,
et la preuve est complete. O

3.4.2 Exemple

Soit 2 un domaine borné dans R”, avec une frontiére réguliere J(2, et on consider le probleme mal-posé

suivant
u,,+Aun=0, dansQx[0,Z),
u(x,0)=¢(x), dansQ
/ (€)
#'(x,0)=0, dans
u=0, dansdQx[0,Z),
ou ¢(x) est une fonction donnée et A = —A (opérateur de Laplace).

Pour € > 0, on considere le probleme régularisé bien posé

v, +Av+eAv,, =0, dansQx[0,Z2),
v(x,0)=¢(x), dans

v'(x,0)=0, dans{

v=0, dansdQx[0,Z).

(52,6)
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Dans ce cas, soit f(A) = A(14€A)™!, pour € > 0. Alors f est une fonction Borélienne bornée, et clairement

elle satisfait la condition (.¢/), avec

1
w=-,
€
€
p=3
S =2,

puisque

| (Varveay™-1) vag| < gl

pour tout ¢ € @(A%).

Alors, g(A)= —vA+ VA +€A)™!, géneére un semigroupe de contraction, donc nous pouvons prendre
y <0.

Le théoreme donne le résultat

l4(z) = w(2)|| < C B 7 M1,
On introduit maintenant la méthode de quasi-réversibilité modifiée pour régulariser le probleme (3.1.1)

par un probléme proche et bien posé au sens d’Hadamard.

3.4.3 Meéthode indirecte

Description de la méthode :
. Soit v la solution du probléme perturbé (3.4.1)

v"(2)=f(A)v(z), ze€[0,Z],
v(0)= ¢,
2'(0) =0.

. On injecte la condition finale

Z)=cosh <Zm> 78

w"z=Aw(z), z€[0,Z],
w(Z)=v(Z)=cosh (z,/ f(A)) o, (3.4.18)

dans le probleme
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« Enfin, on montre que

|| (0) — ¢|| =0, B —0.
Alors la solution de est
w(z) = cosh <Z Vf(A)) cosh™(Zv/A)cosh(zvA) . (3.4.19)
Nous considérons

cosh(z 1/2) @ — cosh <Z m> cosh_l(Z 1/2) cosh(z 1/2) ® H

’ b

lln(2) —w(2)ll =
= H <cosh(Z VA) = cosh(Z v/ f(A))> cosh™}(Zv/A)cosh(zvA) @

Maintenant nous sommes préts a exposer et prouver les pincipaux résultats de cette section.

1 1
Utilisant les deux inégalités suivantes, cosh(Z 1/2) > Eez ‘/Z, cosh(Z 1/2) > Ee_z ‘/Z, ona

[[#(2) — w(2)]

IA

H <(I — 28y 4 (1 - e_Zg(A))>ez‘/zg0‘
ot e ],

IN

Pour obtenir un résultat de convexité, on procéde comme ci-dessus, posons
&, (a)= <e“2 [(e‘“/Z - e“‘/zezg(A)) + (6‘7”/Z - e“‘/ze_zg(A))] 7 h> , (3.4.20)
ou b est un élément arbitraire de H. Alors

2—p? i i
go(@)] < e T |leCHMVAg _CHmVAZed) o 11p|

n ||e(z+n;)m 0, — o2 HinVA ,~Zg(4) o, Al

< (Il =P A g (I = e H e g, ) 5]
22_p2 z z

< (2 g g, |1+ Zllg(A) g, ) 1]
Zz_ 2 z

= Tz + 1)lg(A)e A g, NlIB]

< L+ BT 2 A gl

2_.2
Cpe” 7 Bl A+ 2V o 1|1

ot C, = Z(e%7 41).
Comme dans la preuve du théoréme (3.4.1), ¢,() est bornée dans la bande 0 < Rea < Z, et ainsi par le

théoreme des trois cercles(Three Lines Theorem,) on obtient de nouveau que

|, (2)| < M(0)'~/*M(Z)"/*, (3.4.21)
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ou M(z) a été défini précédemment. Puisque

M(0) < Cz BIIAM g l[B]], (3.4.22)
et
M(z) < (I —ePE D Ag, ||+ |[(1 — e E D)V g, ) ]
< P (Dl gl +201e7 R g, 1) 1]
= (H+3)e” | g, 15
alors

—z/7Z z/Z
6,2 < (CLBIAD g |115]) 77 (77 +3)e” (1?20, | 11B]1) !
(Z(eP7 1)1 17 (e (7 4+ 3)) 17 (B A+ 2 IN=212(1[e2 VA0, 1)/ 18],

nous prenons le supremum sur tout » € H, avec ||h|| < 1,
—z/Z z|Z
li(2) ~ ()] < C (BIAT g, 1)/ (e g, 1) /7. (.4.23)

pour une constante bien déterminée C,.

Si nous prenons la limite quand 7 — oo, et on suppose de plus que
ln(Z)lI =1l cosh(ZVA)g, || < M,

duquel il s’ensuit que

lle”¥g, || < 2||cosh(ZVA)p, || < 2M' = M

et
|40+ 20 || <M,

alors on obtient
l|n(z) — w(2)|| < CB/“ M7, (3.4.24)

pour une constante M indépendante de 3, et C = C,M".

Nous avons prouvé le résultat suivant :

Théoreme 3.4.2. Soit A un opératenr auto-adjoint positif défini dans H, soit [ une fonction satisfait la condi-

tion (), et on suppose qu’il existe une constante y, indépendante de 3, telle gue

(g(A), ) <y(¢d,¢), pourtout y € H.

Si u(z) et w(z) sont les solutions respectivement de (3.1.1) et (3.4.18), on suppose de plus que ||u(Z)|| < M’ ,
alors il existe des constantes C et M, indépendantes de 3, telles que pour 0 < z < Z,

||lu(z) — w(2)|| < C B2 M*/%. (3.4.25)
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Donc, on obtient directement le corollaire suivant :
Corollaire 3.4.1. Pour tout ¢ € H, ||w(0) — ¢|| — 0, guand 3 — 0.

On suppose que ¢ est donnée dans H, #(z) = cosh(z V/A)uy est une solution connue de , v(z) =
cosh(z4/ f(A))p, et que ||uy — ¢|| < e.

Corollaire 3.4.2. Soit A un opérateur anto-adjoint positif défini dans H, soit f une fonction satisfait la
/

condition (&), avec o < Z In —, et on suppose qu’il existe une constante y, indépendante de 3 et cw, telle
€

que

(8()¢, ) <y (¢, ), pour tour § € H.
Si u(z) et v(z) définis dans le paragraphe précédent, sont respectivement solutions de et (3.4.1), et
|#(Z)|| < M’, alors il existe des constantes C et M, indépendantes de [3, telles que pour 0 < z < Z,

lu(2) — v(z)|| < C(B+ €)' 22 M*/%, (3.4.26)

Démonstration. Ona @ =uy+ ¢, ou ¢ € H,et||¢|| <e.
Dans le but de comparer #(z) avec v(z) = cosh(z4/ f(A))@, nous suivons la preuve du théoreme (3.4.1),

soit alors

¢,(a)= <e"‘2 { [cosh <0m/z> — cosh <a f(A))] (uy),, — cosh <a f(A)> gb} , h) (3.4.27)
ou (ug), = E(e,,)uo-
Pour montrer que ¢, () est bornée dans la bande 0 < Rea < Z, nous utilisons les mémes estimations que
dans la preuve du théoréme (3.4.1), sauf qu'il y a un terme supplémentaire dans (3.4.6). Par un calcul direct

ona

llcosh((z +in)y/FANgll < [le+DV Uy
< eV Ay
< g
< %% (3.4.28)

Alors
|6,.()]

IA

e~ (|| cosh(z +in)VA)(uy), — cosh(z +in)y/ F(A) (o), |
+ llcosh((z +in)y/FANS )15l

1 5,

< ¢ (Bl + AT 2 o), |1+ Blln] +2e AT 2 ), ) 1]
72—p? z4/

+ e” T eV Wg||1]]
Zz— 2 z z z

< e 7 </8(|7]|+Z€y )llA(1+3)/Ze 1/74(%0)””_1_560) >||b|l,
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donc
¢, ()] < M(2), (3.4.29)

Zz—2 z z wz
M(z)= e (Bl + 2er A2 A )|+ e )]

pour que ¢, (@) soit bornée dans la bande 0 < z < Z, par le théoréme des trois cercles(Three Lines Theo-
rem) ([[138]]), on a

|8,,(2)| < MO)'*M(Z)?,

ou M(0) peut étre estimé comme suit

IN

MO) < (BIATI2 () ||+ Ol
max(|JA"T 2 (u5),, |1, 1)(B + |l

M(B+ Al

INA

Pour M(Z),on a
M(Z) < (GlIAT2e2VA () || 4 e Z )]
Si nous utilisons la condition
M/

w<—In—,
€

et

l(Z)]| = || cosh(Z VA) (o), || < M,

alors il s’ensuit que

lle” YA (o), | < 2| cosh(Z VA (wg), || < 28" = M

et

A2 (40) || < M.

On procede de la méme manicére que dans la preuve du théoreme (3.4.2), on obtient

1-2/Z z/Z
ln(z) = ol < (BIAD o), 1+ lll) " ((ClIAT 22 A ), |+ e“Z eI
< Mll_Z/Z(/B+€)1_Z/Z(M/(C2M//+1))2/2,
— C(/B-i-f)l_z/ZMz/Z,
ouC = Mll_z/Z et M = M'(C,M" + 1) sont indépendantes de ¢.
A
La dépendance continue Holderienne par rapport aux données est établie pour la fonction f(A) = Toan
a
. z 1 1. M
oua=a(e)=— setalorsw=—==In—,et f=a.
n— a €
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Puisque la fonction f(A) = A — aA? satisfait les hypotheses du corollaire , on obtient le corollaire

suivant :
A
Corollaire 3.4.3. On suppose les mémes hypothéses du corollaire (3.4.2)), avec f(A) = ar ol
a
0=
a=a(e)=—.
In4
€
Alors il existe des constantes C et M, indépendantes de €, pour lesquelles
1-z/Z
1
ln(z)=v(2)| S C | 5—+e M*Z, (3.4.30)
InX

ﬁ On termine ce chapitre par la construction d’une famille d’opérateurs régularisante pour le probleme
(3.1.1).

Définition 3.4.2. Une famille d’opérateurs {Rg(z), 8 >0, z € [0,Z]} C £(H) est dite famille d’opé-
rateurs régularisante pour le probléme (3.1.1) si pour toute solution #(z), 0 < z < Z du probleéme (3.1.1)

avec la condition initiale ¢, et pour tout p > 0, il existe un choix (o) > 0, tel que

Ble) —0, o —0, (%))
IR g)(2)p o — (2)]| — 0, 0 — 0, (%,)
pour tout z € [0,Z] dés que ¢, satistait ||, — ¢[| < 0.

On définit
ng(g)(z) = cosh <Z f(A)> ,2>0,3>0. (3.4.31)

Il est clair que R g,y(z) € £(H). Dans la suite nous montrerons que R g,)(2) est une famille d’opérateurs

régularisante pour le probleme (3.1.1)).

Théoreme 3.4.3. On suppose que ¢ € 6,(A), alors (%,) a lien.
Démonstration. On a

1R (o) (2)p o = (2 S IR ) (2)( 9o = P H IR g ) (2)9 = n(2)l| = Ay(2) + Ay(2), (3.4.32)

choisissons e < Z/In(M’/ o) alors on a

Ay(z)=1Rpo)(z)p, =0l < o
Moy o
= (M'Y/? o722 0, quand p — 0 (3.4.33)

IA
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et
Ay(2) =R g(g)(2)ep — u(2)]]. (3.4.34)

Maintenant, en vertu du théoréme (3.4.1) on obtient

Ay(2)= IR g(p)(2)g — u(2)|| < C B~ M*/* — 0, quand o — 0, (3.4.35)

uniformément par rapport a z. En Combinant ((3.4.33)) et (3.4.35) on obtient

sup |[Rgy(2)p, — #(2)|| — O, quand o — 0. (3.4.36)
0<z<Z
qui montre que R g y(z) est une famille d’opérateurs régularisante pour le probleme . O
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Conclusion et perspectives

fg Dans la présente these, on a traité deux classes de problemes bien et mal posés. Dans la premiére classe,
on a étudié un probleme d’évolution multitemporel avec des conditions non locales de nature trés com-
plexe, et grace aux estimations a priori établies on a pu démontrer des théoremes d’existence, d’unicité et

de dépendance continue.

fg Comme perspectives, on se propose d’étudier le méme probleme d’évolution multitemporel, toujours

dans le cas non local, mais dans un cadre plus général.

fg Quant a la deuxieme classe, elle est coscacrée a I’étude d’un probleme mal posé de type elliptique.
L’approche utilisée dans cette analyse est basée sur la méthode de quasi-réversibilité dans un cadre plus
général, qui nous permet d’établir des résultats de convexcité et construire une famille régularisante pour

le probléme considéré.

fg Comme perspectives on se propose d’étudier un probléme parabolique rétrograde par deux méthodes.
1. Premiere méthode : Régularisation par des conditions non locales dans un cadre général.

2. Deuxieme méhode : Régularisation par une combinaison de la méthode Q.R modifiée et la méthode

des conditions non locales.
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