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Abstract

This thesis is based on some spectral properties of some classes of
operators in Banach spaces, especially on a relatively new spectral notion,
called extended spectrum of Cesaro operators.

In the first part we offer some definitions of the general operator
theory and some classes of operators.

We are interested in the second part by the properties of extended
spectrum of an operator in some special cases, such as the case of finite
dimension and the case of invertible operator.

In the third section we describe completely the extended spectrum
and Some properties of continuous Cesaro operators on Lebesgue spaces.

In the fourth part we describe the discrete extended spectrum of
Cesaro operators on sequence spaces.

In the last part, we prove that the weighted Cesaro operator on £2(h)
where h is a positive discrete measure on N is subnormal, and describe

the extended spectrum of weighted Cesaro operators.

Keywords:

Ezxtended spectrum, Extended eigenvalue, Extended eigenoperator, Cesaro
operator, self-adjoint operator, normal operator, quasinormal operator,

subnormal operator, hyponormal operator.



Résumé

Cette these s’articule autour de quelques propriétés spectrales des opéra-
teurs et précisement d’une notion spectrale assez récente, appelée spectre
étendu de 'opérateur de Cesaro.

Dans la premiere partie nous fournissons des définitions dans le do-
maine de la théorie des opérateurs et quelques classes d’opérateurs.

Nous nous intéressons dans la deuxieme partie par les propriétés gé-
nérales du spectre étendu d’un opérateur dans certains cas particuliers,
tels que le cas de dimension finie et celui des opérateurs inversibles.

Dans la troisieme partie nous décrivons completement le spectre étendu
avec quelques propriétés pour les opérateurs de Cesaro continus sur les
espaces de Lebesgue.

Dans la quatrieme partie nous décrivons le spectre étendu des opéra-
teurs de Cesaro discrets sur les espaces de suites.

Dans la derniere partie, on démontre que 'opérateur de Cesaro pon-
déré sur (?(h) ou h désigne une mesure discréte positive sur N est sous

normal et on détérmine le spectre étendu de cet opérateur.

Mots-clés :

Spectre étendu, valeur propre étendue, vecteur propre étendu, opérateur
de Cesaro , opérateur autoadjoint, opérateur normal, opérateur quasinor-

mal, opérateur sous normal, opérateur hyponormal .
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Chapitre 1
Introduction

Le travail de recherche entreprise pour la préparation de ma these
s’'inscrit dans le cadre de la théorie des opérateurs, qui traite les valeurs
propres étendues des opérateurs de Cesaro et les opérateurs propres éten-
dus associés dans les cas continu ou discret. Cette théorie est surtout
développée dans le cas des espaces de Hilbert. En général on dénote par
H un espace de Hilbert complexe et séparable et par B(H) 'algebre des
opérateurs linéaires bornés définis sur H.

Dans ma these, j’ai étudié quelques propriétés spectrales des opérateurs,
plus particulierement une notion spectrale assez récente qui concerne le
spectre étendu des opérateurs de Cesaro.

Soit T' € B(H), on dit qu’'un nombre complexe A est une valeur propre
étendue de l'opérateur T s’il existe un opérateur X € B(H)/ {0} tel que
TX = AXT. Dans ce cas, I'opérateur X est dit opérateur propre étendu
associé a A\. On appelle spectre étendu de T' I’ensemble de toutes les va-
leurs propres étendues de T, et on le notera par g...(7T).

Notons aussi par Fe. (T, \) (ou simplement F.,;(\) s’il n'y a pas d’am-

biguité) le sous espace propre étendu associé a X € g (T).

Dans [4], A. Biswas, A. Lambert et S. Petrovic ont introduit cette
notion en montrant que le spectre étendu d’un opérateur 7" a image
dense, correspond au spectre ponctuel d’un autre opérateur (non borné
en général) construit & partir de T. En effet, Soient T, X € B(H) et

supposons qu’il existe un opérateur Y € B(H) tel que
TX = XY. (1.1)

Une tres importante approche du spectre étendu d’un opérateur, se
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manifeste en regardant la définition de cet ensemble comme un cas parti-
culier de I’équation opératorielle de Sylvester TX — XS = (), en posant
S=ANetQ=0.

Dans [41], M. Rosenblum a montré que si o(7')No (S) = 0, alors X = 0 est
I"unique solution de I’équation T X — XS = 0, ce qui implique I'inclusion

importante suivante
oet(T) C{N€C, o(T)Na(AT) # 0} .

Dans [5], A. Biswas et S. Petrovic ont complétement décrit ’ensemble du
spectre étendu d'un opérateur 7' € B(H), avec H un espace de Hilbert

de dimension finie. Plus précisément, ils ont montré que dans ce cas

Oext(T) ={N€C, o(T)Na(N\T) #0}.

En dimension infinie, la situation est loin d’étre simple. Dans [29],
A. Lambert a abordé le cas des opérateurs inversibles, en montrant qu’il

existe dans ce cas deux constantes 0 < a < b < oo telles que

Uext<T) - {Z S Ca a < |Z| < b}

Dans [22], Bourdon et Shapiro se sont basés sur les propriétés d’en-
trelacement entre les opérateurs de Toeplitz, trouvées par J. A. Deddens
dans [18] et [19], pour déterminer l'ensemble du spectre étendu de cer-
tains opérateurs de Toeplitz plus généraux que le shift S = Tz.

Dans le deuxieme chapitre on évoque quelques définitions de base in-
dispensables a la recherche entreprise dans le domaine de la théorie des

opérateurs.

Dans le troisieme chapitre on traite les propriétés générales du spectre
étendu d’un opérateur dans certains cas particuliers, tels que le cas di-

mension finie et celui des opérateurs inversibles.

Le quatrieme chapitre est consacré pour décrire compléetement le
spectre étendu et quelques propriétés du spectre étendu des opérateurs

de Cesaro continu sur les espaces de Lebesgue.
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Dans le cinquieme chapitre on a pu décrire le spectre étendu des opé-
rateurs de Cesaro discrets sur les espaces de suites.
Et dans la derniere partie, on a démontré que l'opérateur de Cesaro pon-
déré est sous normal et on a determiné le spectre étendu des opérateurs

de Cesaro pondérés.



Chapitre 2

Notions Préliminaires

2.1 Notations et définitions

Dans le contenu de cette thése, on désigne par H un espace de Hilbert

complexe séparable de dimension infinie muni d’un produit scalaire, noté
par (.,.).
— B(H) désigne 'algébre des opérateurs linéaires bornés sur H.
— Pour T € B(H) : R(T) (resp. ker(T)) désigne I'image (resp. le
noyau) de 7.

Proposition 1. Le produit scalaire (.,.) définit une norme sur H, tel

que
le| = /{@,a), voeH.

Définition 1. Deux vecteurs x et y dans H sont dits orthogonaux si

(x,y) =0, on note z_Ly.

Définition 2. Soit M un sous-ensemble de H, le complémentaire ortho-
gonal de M (noté par M*) est défini par

M*+={yeH; (r,y)=0, Yore& M}.

Remarque 1. — M* est un sous-espace fermé de H.
~ M C ML

— M*+ est le plus petit sous-espace fermé contenant M.

Lemme 1. Si M est un sous espace d’un espace de Hilbert H, alors

M =M

oo
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Démonstration 1. Pour démontrer [’égalité on doit démontrer les in-
clusions dans les deux sens.
- (M) cM:
Soit f € M+, on peut toujours écrire f sous la forme f = g+ h
ot ge M ethe M =M
or f € M++

0=(f,h) = (g+hh)
= <h7h>
i L

donc h = 0 et f = g qui est bien dans M, donc f € M, d’ou
l'inclusion.

— L’inclusion en deuxieme sens est claire, elle découle du fait M C
M+ et M+ est fermé, donc M C M*+. Et parconséquent M+ =
M.

U

Lemme 2. §i M est un sous-espace fermé de H, alors H est la somme
directe orthogonale de M et M+, notée par H = M & M=,

Définition 3. L’ensemble M = {x; € H; i€ I CN} est appelé sys-
téme orthogonal si pour tous 1,5 € I et i # j on a (x;,x;) = 0.

M est appelé systéeme orthonormal s’il est orthogonal et ||x;|| = 1 pour
tous i € I.

Définition 4. Soit E un ensemble non vide et M une partie de E.

— M est dit convexe si :
V(z,y) € M?, Vacl0,1]; ar+(1—-a)ye M.
— L’enveloppe convexe de M est le plus petit convexe contenant M,
noté co(M).
2.2 Les opérateurs linéaires bornés

Définition 5. Une application T définie d’un espace de Hilbert H dans H

est dite "Opérateur linéaire” si T satisfait les deux propriétés suivantes :
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1. Additivité : T(x +y) = Tx + Ty pour tout x,y € H.

2. Homogénité : T'(ax) = oTx pour tout x € H et o compleze.

— L’opérateur identité I est défini par Ix = x, pour tout x € H.

— L’opérateur nul 0 est défini par 0z = 0, pour tout x € H.

Définition 6. L’opérateur linéaire T sur un espace de Hilbert H est dit

borné, s’il existe un nombre positif ¢ tel que
ITz|| <c|z||, VzeH.
De plus la norme de 'opérateur T est définie par
T =inf{c>0:|Tz|| <c||,Vx e H}.

Théoreme 1. Pour tout opérateur linéaire T sur un espace de Hilbert

H, ona
1T = sup{[|Tz||;z € H, ||« =1} .

Démonstration 2. On démontre les inégalités dans le deux sens.

1. Posonsa = sup{||Tx|;x € H,||z|| = 1}, sil 'opérateur T est borné,
alors

[Tl <[l =T, pour |lz| =1,

donc a < ||T|| d’aprés la définition de ||T|.

2. Pour tout vecteur x € H on a

| Ta]| = HT (llxl! Hf;”) H - HT (Him

dou |T|| < a = sup{||Tx[|;2 € H, |[zf| =1}

En combinant les deux inégalités dans (1) et (2) on obtient I’égalité

2]l < a ]

désirée.
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2.3 L’inverse d’un opérateur

Définition 7. On dit que lopérateur T est inversible sur [’espace de

Hilbert H, s’il existe un opérateur S qui vérifie
ST=TS=1

ou I est l'opérateur identité dans H .

On écrit S =T~ et est dit l'opérateur inverse de T.

Définition 8. Si T est un opérateur linéaire borné, La trace de T est la
somme des éléments diagonaux de la matrice de ['opérateur T' dans une

base quelconque, on la note trT.

2.4 L’adjoint d’un opérateur

Définition 9. Pour T € B(H),T* désigne l'opérateur adjoint de T,
défini par

(Tz,y) = (z, T"y) Yo,y € H

Théoréme 2. [35] Si S et T sont deuz opérateurs définis sur un espace
de Hilbert H, alors leurs adjoints T™* et S* sont aussi deux opérateurs sur
H et les propriétés suivantes sont verifiées :

1A|T| = {[T=]-

2. (T+S8) =T+ 5",

3. (aT)* =aT™*, pour tout o € C.

4. (T") =T.

5. (T*)™t = (T~YY*, si T est inversible.
6. (

ST)* = T*S*

2.5 Les commutateurs
Soit F un espace véctoriel normé complexe de dimension infinie.

Définition 10. 1. Un élément X de B(E) est appelé commutateur
s’ll existe A et B de B(E), tels que X = AB — BA.
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2. Le commutant de A € B(FE) est l’ensemble défini par
{A} = {B e B(E);AB = BA}.
3. Le bicommutant de A € B(E) est l’ensemble défini par
{4} ={CeB(E); CB=BC, VBe{A}}.

Propriétés :
{4 = {{ar}
: {A}l est une sous-algébre de B(E).

—_

2
3. {A}“ est une sous-algébre commutative de B(FE).
4. Tout polynome de A appartient a {A}”

2.6 Dérivations

Définition 11. Soit A une algébre sur un corps commutatif K. Une
dérivation & sur A est une application linéaire continue de A dans A qui

satisfait la propriété suivante

0(XY)=0(X)Y +X0(Y) pour tout X,Y €A

Remarque 2. 1. Soit A € A, Uapplication de A dans A qui associe d

tout élément X de A son image
da(X)=AX — XA.

est une dérivation sur A\ et est appelée dérivation intérieure induite

par A.

2. Uapplication de A dans A qui associe d tout élément X de A son

mmage
dap(X)=AX - XB.

ou A et B sont des élémnts de A\, est aussi une dérivation sur A et

est appelée dérivation généralisée induite par A et B.

Théoréme 3. Soient A, B € B(H) les trois assertions suivantes sont

équivalentes
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13X € B(H); AX - XB =1.
2. 3Y € B(H), inversible tel que Y € {A}Y U{B} , etY € R(04 ).

3. R(dap) contient ’ensemble des opérateurs inversibles dans B(H)

qui commutent avec A ou B.

Démonstration 3. (3) = (2) : est évidente car I est inversible, I €
{AY U{BY} ete€ R(6ap).

(2) = (1) : Soit Y € B(H), inversible tel que Y € {A}/ U {B}/
(supposons que Y € {A}/ )
Y € R(0ap) = 3X € B(H), tel que AX — XB =Y.
Posons Z =Y 'X (i.e X =YZ ), alors A(YZ) — (YZ)B =Y. Comme
Y € A', alors on obtient Y(AZ — ZB) =Y, et par conséquent
AZ - 7ZB=1.
(1) = (3) : Soit X € B(H); AX — XB = 1,Y inversible dans B(H) et
commute avec B. Posons Z = XY (i.e. X = ZY 1 | alors
AX —XB=1= A(ZY )~ (ZY WVB=1= (AZ—ZB)Y ' =1 =
YY1, doi AZ — ZB =Y, et par conséquent Y € R(6ap).

O

2.7 Quelques classes d’opérateurs considé-
rées dans B(H).

Un opérateur 7' € B(H) est dit :

— Compact, si (T'z,, z,) — 0 pour toute suite orthonormée (z,) de
H.

— De rang fini, si R(T) est de dimension finie.

— Positif, si (T'x,z) > 0 pour tout x € H ; on note T' > 0.

— Auto-adjoint, si T'=T™.

— projection si 7% =T.

projection orthogonale si 7? =T et T = T*.

Isométrie, si T*T = Iy.

Unitaire, si T*T =T1TT* = 1.

Dominant, si R(T' — \) C R(T — \)*,¥\ € C.
Normal, si 7*T —TT* = 0.

— Sous-normal, s’il admet une extension normale.
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Quasinormal, s’il commute avec T*T.

— Hyponormal, si 7*T —TT* > 0.

— Semi-normal, si 7" ou T est hyponormal.

— k-quasihyponormal, si T**(T*T — TT*)T* > 0,Vk € N.

Définition 12. Soient T € B(H) et M un sous-espace vectoriel fermé
de H.

— M est dit invariant par T si T(M) C M.

M

~ M est dit réduisant pour T si T(M) et T(M+) C M+

2.7.1 Opérateurs positifs

Définition 13. Un élément T € B(H) est appelé positif notation T > 0
si pour tout x € H,(Tx,x) > 0.

Théoreme 4. Tout opérateur positif T' admet un unique opérateur positif
S tel que T = S%. De plus, S commute avec tout opérateur qui commute

avec T. On appelle S la racine carré de T et on note par VT .
Définition 14. Un opérateur T' € B(H) est appelé isométrie partielle si

|T()|| = ||z|| pour tout =& Ker(T)*.

Proposition 2. Un opérateur T' € B(H) est une isométrie partielle si

et seulement si T*T est une projection orthogonale.

Démonstration 4. Supposons que T' est une isométrie partielle.
On a alors

(T*T) =TT et (ITT*)=TT".
1l reste donc a prouver que
(T*T)? =TT et (TT*)*=TT"
Comme H = Ker(T)* @ Ker(T), on a pour tout v € H
T*Tx =TTz, € Ker(T)*

ou x1 € Ker(T)* vérifiant (x — x1) € Ker(T).
Il résulte de ||Tx1|| = ||z1]] que (T*Tx1,21) = (x1, 1), puis de l'identité
de polarisation T*Tzy = 1, On a donc (T*T)*x = T*Tx.
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Montrons la réciproque :

Comme T*T est une projection orthogonale, on a
T T2|* = (T" T, z) = ||T|*

On en déduit alors que Ker(T*T) = Ker(T) et donc T*T est une pro-

jection orthogonale sur Ker(T)t. D’ot, pour tout x € Ker(T)*

|Tz|* = (T"Tx,z) = |||

Théoréme 5. (Décomposition polaire)
Soit T € B(H), Posons | T |= vVT*T.

Il existe une isométrie partielle U telle que T =U | T'|. En outre, U

est unique st on impose la condition KerU = KerT.

Démonstration 5. Remarquons qu’on a
I Tz P=I T |2 ||*,Ve € H (2.1)
En particulier, on en déduit que Ker(| T |) = Ker(T) et que
| T |x=|T|y=Tx="Ty.
On définit alors application

Vi:Ran(| T |) — Ran(T)
| T |z +— Tx.

V' est isométrique grace a (2.1). Elle s’étend donc par continuité d une

isométrie de Ran(| T |) vers Ran(T'),qu’on note encore par V.

En posant U = VP avec P la projection orthogonale sur Ker(T)*, on
obtient une isométrie partielle sur H vérifiant la propriété énoncée.
Unicité : Si Uy et Uy sont deux isomélries partielles vérifiant

Uy | T |=Uy | T | alors Uy = Uy sur Ran(| T |).

De plus comme Ran(| T |)* = Ker(T), la condition :

Ker(Uy) = Ker(Usy) = Ker(T), implique que Uy = Uy sur H.
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2.7.2 Opérateurs sous normaux

Définition 15. Un opérateur S sur un espace de Hilbert H est sous nor-
mal s’il exite un espace de Hilbert K contenant H et un opérateur normal
N sur K tel que NH C H et N|g = S.

en d’autres termes, un opérateur est sous normal s’il admet a une exten-

sion normale.

Exemple (I'opérateur de Bergman )
Soit G' un ouvert borné de C, L%(G) I'espace des fonctions analytiques
appartenant a L?(G).
L’operateur S défini sur L2(G) par (Sf)(z) = zf(z), pour tout f dans
LA(@).
Si N : L*(G) — L*(G), est un opérateur défini par (Nf)(z) = 2f(2),
pour tout f dans L*(G). Alors N est normal et est une extension de S,

d’ou S est sous normal

2.7.2.1 Critére de sous normalité

Théoréme 6. [14] Si S € B(H), alors les assertions suivantes sont

équivalentes

1. S est sous normal
2. S est une extension d’un opérateur quasinormal
3. 5% fo, ..., fn € H alors
(Sfi, 8" ;) >0 (2.2)
5,k=0

et il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour toute fo,..., fn € H

(7M1 f S < e S0 (8 i S°Fy) (2.3)

n n
7,k=0 7,k=0

4. Pour chaque fy, ..., fn € H, (2.2) est valable.
5. Pour chaque fy, ..., f, € H,

(ST, 874 ) >0, (2.4)

n
7,k=0
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6. Si By, ..., B, € C*(S), (la C*(S) algébre générée par S ) alors

> BIS™S'B, >0. (2.5)
k=0
Démonstration 6. — (1) <= (2) : Clair (voir proposition (6)).

- (1) = (3) : Soit N un opérateur normale sur K avec H C K et
N|g = S et P la projection de K sur H, il est facile de voir que
pour f dans H, S*f=PN*"f, n>1.

Donc si fo, ..., fn € H alors

(S fi, S5 f5) =

n
3,k=0 J

ainsi (2.2) est vérifiée.
En mettant g, = Sfi, et pour chaque f;. dans les équations précé-

dentes remplacé par gy, alors nous obtenons

<Sj+1fk;,sk+lfj> _ <Njgk’ngj>

2

n n
Jk=0 3,k=0

n

= Z N*kgk

k=0

k=0

2

= [NY_ N"fi

k=0

2 n
< NI (S fies S 5)
k=0

d’ot (2.3) est vérifiée avec ¢ = ||N||*.
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- (3) = (4) : Clair
~ (4) = (5) : Si hy = S* f} alors

0< znj (S, SFhyj) = 30 (S fi, SR
7,k=0 ]

n
J,k=0

alors (2.4) est vérifiée.
- (4) = (6): Si By, ..., B, € C*(S) et f € H, soit fr = Brf

05 3 (580 58,0) = (3 BstSLT)
k=0

J,k=0

alors (2.5) est vérifiée.
U

Théoréme 7. [/6] Soit S € B(H), Les assertions suivantes sont équi-
valentes.
1. S est sous normal

2. 1l existe un opérateur unitaire U € B(H & H) tel que
pour n = 0,1,....: T*" = PgU"™T™, ou Py est la projection ortho-
gonale de H & H sur H & 0.

3. Pourn=20,1,...;:

T — [ | emtdQ(t)] ™ (2.6)

ot () est une mesure des opérateurs positifs définie sur le bord du
disque de 'unité 0D.

4. 1l existe une suite d’opérateurs {K,}, . € B(H) satisfaisant
™" =K, 7" pour n=0,1,...

En outre, si nous définissons

L = K, n>0
K n<0

Alors pour tout ensemble fini {xo,x1,...,x,} contenu dans H
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5. 1l existe une suite d’opérateurs K, € B(H) satisfaisant T =

K, T" pour n =0,1,..., En outre, si nous définissons

L = K, n>0
K n<0

puis, pour chaque v € H et chaque n = 0,1, ... la matrice
[(Lj-xz, 9‘7>];L,k20
est définie positive.

Démonstration 7. ~ (1) = (2) Soit N une extension normale de
T agissant sur H & H. Comme le noyau de N réduit N on peut
écrire N = Ny @ 0 agissant sur (ker N)* & (kerN) ou Ny est nor-
mal et bijectif. Puisque Ny est normal, si Ny = Uy |Ny| est une
décomposition polaire de Ny, alors Uy est unitaire. Soit Vi un opé-
rateur unitaire dans B(kerN) et U = Uy @ V;. Ainsi N = U|N| ot
U € B(H @ H) est unitaire. Par la normalité U, commute avec Ny

ainsi U commute avec N. On calcule

N = (UIN]™
= UTINJ"
= UnuIN|)"

En projettant sur H ® 0 on voit que l'assertion (2) est vérifiée.
- (2) = (3) Par le théoréme spectral [15]

U":/ e™dE(t), n est un mnombre entier.
oD

Pour une mesure d’une valeur de projection E définie sur 0D. Ainsi

pourn=1,2,...

" = PyU"PyT"
[ etaq()

ot Q(t) = PyE(t)Py est une mesure des opérateurs positifs sur
0D.
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~ (3) = (4) Par hypothése, nous pouvons choisir

Kn:/ e™dQ(t), pour n=0,1,2, ..
oD
pULS
KZ:/ e’i"tdQ*(t):/ e ™MdQ(t), pour n=0,1,2, ..
oD oD
Par conséquent
L, = / e™dQ(t), pour tout entier n
oD

Pour toute partie finie {xo,...,xm} de H. Soit {A,} | une parti-
tion de OD et choisissons e'» € A,. Alors pour tout p fize

M S 3
Z ewtpe—zktp <Q(Ap)xj7 $k> = <Q<AP> Z el]tpxjv Z elktlﬂxk> > 0.
J:k=>0 = -

En sommant sur p et changer 'ordre de sommation, nous obtenons

% iei(j—k)tp <Q(A,,)xj,xk> > 0.

4,k>0p=1

La somme qui est a lintérieure est une somme de Riemann pour

/a Qb))

Nous pouvons conclure que

M M
o (Ljwjan) = ) / UIA(Q(t)ay, ) = 0.
k>0 Gk>0"9D

(4) = (5) Pour tout x dans H et un sous-ensemble fini {to, ..., tp}
des nombres complezes, on désigné t;x par x; et on applique (4) on
trouve (5).

(5) = (4) Par suite de Herglotz (voir [?]), Uhypothése dit que
{{Lyx, )} est une suite de moment trigonométrique pour une

mesure de Borel positif . sur 0D, dont la variation totale est

(Loz,z) = ||z||”
Ainsi
(Lyx,x) = / e™du,(t), n=0,1,.. (2.7)
oD
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Soit x dans H. Pour chaque borélien A C 0D, on définit la forme
positive Q(A) par

Q)r,2) = [ 1du,(0).

On peut étendre cette forme a une forme bilinéaire sur H par po-
larisation. La forme bilinéaire est donc borné. l'opérateur positif
Q(A) est défini et Q(A) est dans B(H). Par polarisation et (2.7),

nous avons

(Lo, y) :/ e™d(Q(t)x,y)

oD

pour x,y dans H. Ainsi

(T*"x,y) = (L, T"x,y) = /aD e™d Q)T z,y) .

Ainsi (3) est verifiée et ainsi (4) doit.
- (4) = (1) Soit {zo,...,xsn} un sous-ensemble fini de H. Par (4)
> (L Tox), Thay) > 0.

3,k20

maintenant si k — 7 >0

(Ljk T2, Ty ) = (T, Ky T Ty )
= (TVa;, T Txy)
= <Tk:1:j,Tj:ck>.
On obtient un résultat similaire lorsque k — j < 0. Ainsi
0< Z <Lj,ijxj,Tk:Uk> = Z <Tkwj,zjk>.
3,k>0 4,k>0
Il en résulte de ce critére (Bram-Halmos) que T est sous normal
[7]
O
Corollaire 1. L’opérateur S est sous normal si et seulement si pour tout

x dans une variété linéaire dense dans H, la restriction de S a H, est

sous normal
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Démonstration 8. La nécessité de la condition est triviale.

Si D dénote le variété linéaire dense dans H donnée dans les hypothéses
et S|, dénote la restriction de S a H,.

Si S|m, est sous normal pour tout x € D, il en est de méme (A — 5)|n, .

Ainsi, sans perte de généralité, nous supposons que S est inversible et

(S|Hz>71 = Sil’H:c'

Fizons x dans D, comme S|g, est sous normal, il existe des contractions
B, dans B(H,) de telles sorte que

PHZS*n‘HI :BnSn|Hz, n:O,l,
Alors
Py, S"S™" g, = By, n=0,1,..
Par (5) du théoréme 7 appliqué a x et B,,, nous voyons que
wj—k ok—j n e . .
[<S S x7x>}j,k20’ est définie positive

pour n = 0,1,..., Mais S* = (S*S~™)S", donc (5) du théoréeme 7

montre que S est sous normal.

2.7.2.2 L’extension normale minimale

Définition 16. Si S est un opérateur sous normal sur H et N est une
extension normale de S a K, alors N est une extension minimale normale
de S si K n’a pas de sous-espace propre qui contient H et réduit N .

Si N est une extension normale de S, N € B(K), et M est un opérateur
normal sur L alors N @& M n’est pas une extension normale Minimale de
S puisque K &0 Réduit N & M et contient H.

Proposition 3. si S est sous normal sur H et N est I’extension normale
sur K alors N est une extension minimale normale de S si et seulement

St

K={N"z:xe€H et i>0}
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Démonstration 9. Si L = {N*z:x € H et i > 0}. alors L réduit
N et HC L. si N est une extension minimale normale de S et K = L.

Aussi, si M est un sous espace de réduction pour N qui contient H, alors
N**x € M pour chaque x € H etn >0 c’est-a- L C M si L = K, N

est une extension minimale normale de S.
O

Proposition 4. Pour k = 1,2, soit Sy, un opérateur sous normal sur Hy,
et Ny une extension normale minimale de Sy sur 'espace de Hilbert Ky.
Si U : H — Hy est un isomorphisme de telle sorte que US,U* = S5,

alors il est un isomorphisme V : K1 — Ky tel que
Vg, =U et VN V*=N,.
Démonstration 10. L’idée ici est de définir V sur Ky par
VN{"fi=N"Ufi, fieH, e n>0.

Il doit étre démontré que céla définit en effet un opérateur qui est un
isomorphisme.
Si f1, fo, ..., fm € Hy et ny,no,...,n,, > 0 alors

2

N3 U fiy Y NS"jUfj>

=1

B
Il
—

I
=

*nk Ufk;, NQ*nJ Uf]>

<.
—

N32U fi, N3*U £;)

.
=

UNY fi, UNT* f;)

—_
/\ o~ P /\

.

N fi, NT* £7)

NGERANGERANENNE

<.
[y

3

M

k=

Ceci démontre en méme temps que

1% (fj N fk> - fj NI U fy (2.8)
k=1 k=1
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est un opérateur bien défini et une isométrie de quelque variétés linéairs
de Ky en K.

Par la proposition (3) et le fait que Ny et Ny sont les extensions mi-
nimales normales de Sy et Sy, V est donc bien défini et s’étend da un
isomorphisme V : K1 — K.

Il s’en suit facilement de (2.8) que

Vig, =U et VN,V* =N,

O
Convention. S designera toujours un opérateur sous normal agissant
sur un espace de Hilbert H et N sera son extension minimale normale
agissant sur K O H.
Soit X l'opérateur de H+ & H défini par

Xz =PNz, zeH*

ou P la projection de K a H.
Soit T l'opérateur de H+ & H+ défini par

T: N*|HL

Si nous écrivons K = H @ H*, alors N a la représentation matricielle

S X
N:(O T*> (2.9)

Si la matrice N* est écrite par rapport & K = H @ H*, il vient

. [ S0
N _(X* T) (2.10)

Il en résulte que T est sous normal et N* est son extension minimale

normale.

2.7.3 Opérateurs quasinormaux

Définition 17. un opérateur S € B(H) est quasinormal si S commute

avec S*S.

Proposition 5. Si S = UA est la décomposition polaire de S, alors S

est quasinormal si et seulement si A et U commutent.
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Démonstration 11. A =| S |= /(S*S), U est une isométrie par-
tielle.

1. 8i S est quasinormal alors S et S*S commutent, avec S*S = A2,

Cela implique, S et A commutent

d’ou :
SA—AS = 0
= UAA-AUA
= (UA-AU)A
— (UA-AU)=0
— UA=AU.
2.
Si UA=AU = UAAA = AUAA

= AAUA
= GA%?= A%S

= S est quasinormal.

O
Proposition 6. Chaque opérateur quasinormal est sous normal

Démonstration 12. Cas 1 : supposons que KerS = (0) si S = UA est la
décomposition polaire de S alors U doit étre une isométrie. Soit E = UU*
alors E est la projection sur lespace final de U ainsi E+U = U*E+ = 0.
(ici B+ = I—F), si on définit des opérateurs V et B sur K = H® H par

i
v U FE = A0
0 U~ 0 A
et N=VB. comme UA = AU et U*A = AU" il est facile de vérifier

que N est normal. Comme

N_(S ELA)_(S ELA)

0 U*A 0o S

il s’ensuit que N laisse H = H @ (0) invariant et N |g=S.

Cas 2 : Supposons maintenant que KerS # (0). ici KerS = L C KerS*,
comme S* = AU* =U*A. SiS; =S |1 et S=5®(0) sur L*®L = H,
S*S = S7S @ (0) et il est facile de voir que Sy est quasinormal. par la

premiére partie, S1 est sous normal. S est clairement sous normal.
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O
Lemme 3. Si N est une extension minimale normale de S alors
S est quasinormal si et seulement si H est invariant par N*N
Démonstration 13. Si S est quasinormal et f € H alors
IS*SFI* = (S"Sf.8°Sf)
= (S1,55°Sf)
= (Sf,5°Sf)
= (S°1.8°f)
2
= |s*/]
2
= |~
= [N*NF|.
Par conséquent N*N f € H.
L’inverse est clair.
O
2.7.4 Opérateurs hyponormaux
Définition 18. un opérateur T est hyponormal si
T >TT". (2.11)

Proposition 7. Soit T un opérateur hyponormal. Si T est inversible

alors T~ est hyponormal

Démonstration 14. Cette preuve utilise le fait que si A est un opérateur
inversible positif et A > 1 alors A= < 1.
Puisque

™Tr>TT"

et T est inversible alors

T > T\ =1
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Par conséquent
TTITIT < 1
donc
Tl < Tl

D’ou T~ est hyponormal.

Proposition 8. Si T un opérateur hyponormal alors
I =17)", neN
Démonstration 15. Si f € H et n > 1 alors

1 r® = (1T )
= (T T"f, T f)
< [T sl T
< sl

Par conséquent
I < et =)

Nous allons maintenant prouver l’égalité par récurrence.

Clairement, il est vrai pour n = 1, supposons donc que
T =1IT1", pour 1<k <n.
Alors
Iz = r® < | et = e et
d’ou
Iyt <
L’inégalité inverse est valable pour tous les opérateurs alors
||t < 7| < Tt = | = et

Ainsi, pour chaque nombre naturel n, |[|T"] = ||T||"
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O
Proposition 9. Chaque opérateur sous normal est hyponormal

Démonstration 16. Soit S un opérateur sous normal et N son exten-
ston minimale normale.
Si nous écrivons N comme dans (2.9), alors
* *X *+ XX XT
0=N*N—-NN*"= 575 S — 55"+ )
XS X*X+T1T* T*X* ™T

Par conséquent
0=5"9-8S"—XX* ou S'5—-S855=XX">0.
O

En généralisant le concept de normalité, plusieurs auteurs ont intro-
duit les classes des opérateurs non normaux.
Notre nouvelle classe occupe ’endroit indiqué dans le schéma suivant et
les inclusions sont tous appropriés.
opérateur normal C opérateur quasinormal C opérateur sous normal C

opérateur hyponormal.

2.8 Propriété de Fuglede-Putnam

Définition 19. Soient A, B € B(H), on dit que la paire (A, B) satisfait
(FP)pmy (propriété de Fugléde-Putnam), si AC = CB ou C € B(H)
implique A*C' = C'B*.

Lemme 4. Si S est un opérateur auto adjoint dans B(H), alors les deux
iS

opérateurs e*® et e~ sont des opérateurs unitaires.

Démonstration 17. Soit S un opérateur auto adjoint dans B(H), alors

on a

(eiS)* — efiS* _ 67157

donc
(626‘)*61‘5’ — e—iSeiS — ] et eiS(eiS)* — eiSe—z'S =7
de méme on obtient
(e—iS)*e—iS — iSe=iS T ot e—iS(e—iS)* oSS — T

sont des opérateurs unitaires.
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O

Théoréme 8. Soient A et B deuz opérateurs normauz dans B(H), si
AX = XB pour X € B(H), alors A*X = XB*.

Démonstration 18. Soient A et B deux opérateurs normauz dans B(H),
tels que AX = XB pour X € B(H), on peut démontrer par récurrence
que A" X = X B" pour tout entier naturel n . D’ot on peut avoir facile-

ment

eiXA X = X ez'XB7
pour tout nombre complexe \, et par conséquent

X — eiXAXe—iXB’
On définit la fonction f par

F(O) = M XemAB",
en combinant cette fonction par la forme de X donnée par
) = ez‘)\A*ez‘XAXe—iXBe—i)\B*’

donc par la normalité de A et B on peut écrire

() = eI AA"+AA) yr  —i(AB+AB")

)

On a

(AA* + XA = MA +MA* et (AB+ AB*)* = AB* + \B,

alors NA 4+ NA* et \B* + \B, sont auto adjoints, donc d’aprés le lemme

précédent tAATHAA) op o —i(AB+AB™)

, sont unitaires.

f(X\) est analytique et bornée, pour tout nombre complexe X, donc le
théoréme de Liouville nous assure que f(\) est constante.
On peut prendre donc f(\) = f(0) = X, donc e Xe 8" = X, d'oi

eM X = XeB" | et par conséquent A*X = X B*.



Chapitre 3

Spectre étendu des opérateurs

3.1 Généralités sur le spectre d’un opéra-

teur

Dans cette section, nous développons la théorie spectrale d’un opéra-
teur linéaire borné sur un espace de Banach complexe. Les concepts de
spectre et résolvante sont introduits et les différentes parties du spectre

sont étudiées.

Définition 20. Soit T € B(X). L’ensemble résolvante p(T) de T est
[’ensemble des nombres complexes \ pour les quels \I — T est inversible
dans l’algébre de Banach B(X).

Définition 21. Le spectre o(T') de T est défini comme C/p(T).
Définition 22. La fonction

A— (M —=T)1, Xep(T)
est appelée résolvante de T

Théoreme 9. Soit T € B(X). L’ensemble résolvante p(T') est ouvert.
Aussi la fonction X — (M — T)~! est analytique dans p(T).

Démonstration 19. Soit A un point fize dans p(T') et p est un nombre
compleze avec |p| < ||((M —T)7Y| 7.

Nous montrons que A+ p € p(T'). Considérons la série

o0

> (=1 (M~ )~

30
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Comme ||p( A — T)7Y| < 1 cette série converge pour la norme de B(X).

Désignons sa somme par S(u) alors

[((A+ ) I =T]S(p) = (M =T)S(p) + pS(p) =1,

S [A+p)I =T] = SN —=T)+ pS(p) = 1.
Il en résulte que (A-p1) € p(T) et la fonction p — S(p) = [\ + p)I —T]"
est analytique au point p = 0.
U

Corollaire 2. Soit T € B(X), Si d(\) est la distance du point X au
spectre o(T) puis

|1 =1)7Y > (1A) A e p(T).

Donc ||(M —T)7Y|| — oo comme d(X\) —> 0, et l’ensemble résolvante

est le domaine naturel d’analyticité de la résolvante.

Démonstration 20. Au cours de prouver le théoréme (9), on a montré
que, si || < ||(A—=T)72|"" alors (A + p) € p(T).
Par conséquent

-t
d\) > | =17
0
Théoréme 10. Soit T' € B(X), Alors o(T) est compact et non vide.

Démonstration 21. Pour |\ > ||T||, la série 30, T" /A" converge

pour la norme de B(X). Soit S(\) sa somme, alors
M =T)S(A\) =SSN -T)=1.
Par conséquent
SN =\ =1)7%, (A > 7))

Il en résulte que o(T) est borné. D’aprés le théoreme (9), o(T) est
fermé. Dot o(T) est compact. Il reste a montrer que le spectre est non
vide. Si o(T) = 0, alors la résolvante de T est une fonction entiére.
Comme (M —T)~! est analytique, il en résulte du théoréme de Liouville
que (A —T)~! est une constante. Par conséquent, le coefficient de A\~
dans la série de Laurent >0, T" /A" disparait, de sorte que I =0, ce

qui contredit Uhypothése X # {0}. Ce qui compléte la démonstration.
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O

Définition 23. Soit T € B(X), Le rayon spectral r(T') de T est défini

par

r(T) = Sup{|A|: A€ a(T)}.

Proposition 10. Soit T' € B(X), L’identité suivante, connue sous le

nom équation de la résolvante , est valable pour toutes les paires de points
A€ p(T).

M =T)" = (Il =T)" = (p =N\ =T)" (ul =T)7".
Démonstration 22. Notons que
(= TYN = T){(A =T)7" = (I = T)} = (uI = T) = (A = T) = (= N1,

pour compléter la démonstration, on multiplie les deux cotés de cette
équation par (AN —T)~H(ul —T)*.

O
Nous introduisons maintenant quelques sous ensembles importants du

spectre.

Définition 24. Soit T € B(X)

— Le spectre ponctuel de T est [’ensemble
o,(T) ={A € C; (A —T) nlest pas injectif } .

— le spectre continu de T est [’ensemble

o.(T) = {)\ € C; M —T est injectif ,(M —T)X =X mais (M —T)X # X} :
— le spectre résiduel de T est [’ensemble

o (T) = {)\ € C; (M —T) est injectif mais (M —T)X # X} :

Clairement 0,(T),0.(T) et o0.(T) sont disjoints et
o(T)=o0,(T)U o (T)Uo.(T).

Si A € 0,(T), on dit que A est une valeur propre de T, dans ce cas, il
existe un vecteur non nul z dans X tel que Tx = Ax. Un tel vecteur est

appelé vecteur propre correspondant a la valeur propre A de T'.
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Proposition 11. Soit T € B(X) alors
o, (T) C o,(T*) C 0,.(T) Uo,(T).

Démonstration 23. Soit A\ € 0,.(T) . Alors (A —T) est injectif mais
(M —T)X # X. Par conséquent, il existe f dans X* avec f # 0 tel que

<()\I—T)(L’7f>zo7 re X,
C’est a dire
(x, \[* =T*)f) =0, z€X.

Par conséquent T*f = \f et donc X € o,(T™).
Maintenant, pour A € o,(T*). 1l existe une valeur non nulle f € X* tel

que
(x, \[* =T*)f) =0, =z€X,
C’est a dire
(M —=T)x,f) =0, xze€X,

Si (M —T) nest pas injectif, alors X € o,(T).
Si (M —T) est injectif, la derniére équation montre que f(y) = 0 pour
tous y € (A —T)X et donc (A —T)X # X Dans ce cas, X € o.(T).

Cect termine la démonstration.

Définition 25. Le spectre approché de T' € B(X) est l’ensemble
0(T) = {)\ €C:3(r,) C Xiflaal =1 et lim (T — A, = o} .

Le résultat suivant résume les principales propriétés du spectre ponc-

tuel et approché.

Théoréme 11. Soit T € B(X)

1. L’ensemble o,(T) est un sous-ensemble non vide fermé du spectre
deT.

2. La frontiére de o(T') est contenu dans o4(T).

3. 0,(T) C 0q(T).
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Démonstration 24. Nous montrons d’abord que o,(T) C o(T).
Supposons A € p(T).

Alors (M —T') est borné et inversible, ainsi

loll = ||\ =) (A = T)a

< |- I =T)a]l, weX
Cela veut dire que
| Mz —Tx)|| > €l||z]|], ze€X

ot e=||[(M =T)7Y ™" >0, et donc A € C/oy(T).

Par conséquent o,(T) C o(T).

SiXg € C/o,(T), nous avons montré qu’il y a € > 0 tel que |[(Aolz — Tx)|| >
€ pour tous les vecteurs unitaires x dans X.

Par conséquent si ||z|| =1 et |A — Xo| < 5 alors
€
[ = T 2 (hoTe —T)| = A= gl = &

de sorte que A € C/o,(T).

Et par conséquent o,(T') est fermé.

Ensuite, si Ao est un point sur la frontiére de o(T') et soit € > 0
donné. Alors nous pouvons trouver X € o(T') tel que |A — Xo| < 5.
Par Corollaire (2)

1 1
o= 2 ks 2

o N

ot d(X\) représente la distance de A au spectre de T'. Ainsi, on peut choisir
xr € X tel que

1

lall =1 et [\ —1)7'a] > =

€

Si zo = ||((M —T)z|| " (M = T) 'z alors ||z]| =1 et
€

D’ou il résulte que

Aol = T)woll < [[(Aod = T)zo = (A = T)a|| + [[(AT = T)ao|
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N
-

€
=2 T = 1)

Or € > 0 est arbitraire, il en résulte que \g € o,(T).
Maintenant, d’apres le théoreme (10), o(T) est non vide. Comme tout
sous ensemble compact non vide de C a une frontiére non vide, o,(T) est
non vide. La preuve de (1) et (2) est terminée.
Si A € 0,(T) il existe un x dans X avec ||z|| = 1 et Tx = Ax. Donc
0p(T) C 0,(T) et (3) est prouvée.

3.2 Spectre étendu d’un opérateur

Définition 26. On dit qu’un nombre complexe \ est une valeur propre
étendue de l'opérateur T' € B(H), s’il existe un opérateur X € B(H)/ {0}
tel que TX = AXT. Dans ce cas, ['opérateur X est dit opérateur propre
étendu de T associé a .

On appelle spectre étendu de T ’ensemble de toutes les valeurs propres
étendues de T et on le note par oo (T). Notons aussi par Eeg (T, \) (ou
simplement par Eeu(\) s’ n’y a pas d’ambiguité) le sous-espace propre
étendu associé 4 X € ey (T).

Remarquons de plus que 1 appartient d 0. (T') pour tout T' € B(H), avec

X =1 comme opérateur propre étendu associé.

Théoréme 12. Soient A, B deux opérateurs de B(H) tels que
o(A)Nao(B) = 0.

Alors X = 0 est l'unique solution de [’équation opératorielle
AX - XB=0.

Démonstration 25. Pour démontrer ce théoréeme, on wva considérer
Iéquation opératorielle suivante AX — XB = @, avec Q € B(H). Par
hypotheése, il existe un ensemble relativement compact D dont la frontiére
9D forme une courbe de Jordan, et tel que o(B) C D et o(A)N D = (.
Supposons maintenant que X soilt une solution de [’équation considérée,
et soit z € dD, i.e. z € p(A) N p(B). On a donc I’équation

(A—zD)X + X(zI — B) =Q,



36 A. Hechifa

qui entraine
(A—2D)'X +X(2I - B) ' =(A—20)'Q(zI — B)™! (3.1)
D’aprés les propriétés du calcul fonctionnel de Dunford [20] on a

1 1
[ (A—2D)'Xdz=0 et —/ X(2f — B) 'dz = X
2T /az)( Z) : ¢ 2im Jop (Z ) i

Ainsi, (3.1) implique :

-1

— R.(A)QR.(B)dz= X
2in /ap (A)QR.(B)dz

En posant () = 0, on obtient le résultat.

O
En remplacant dans le dernier théoreme A =T, B = AT, on obtient

de maniere directe la proposition suivante.

Proposition 12. [5/ Soit T € B(H), alors

Oext(T) C{N € C,o(T)Na(AT) #£ 0} .
En particulier, si o(T) = {a}, avec a # 0, alors oo (T) = {1}.

Lemme 5. Supposons que T € B(H) soit un opérateur quasinilpotent,

alors

Oext(al +T) = {1},Va € C/{0}.

3.2.1 Relation avec le spectre ponctuel

La proposition suivante donne une relation entre le spectre étendu

d’un opérateur et son spectre ponctuel.

Proposition 13. [5/ Soit T € B(H). Si l'on note par o,(T") le spectre

ponctuel de T, alors on a

{g, a€oy(T), B €o,(TF),B # 0} C oeat(T)
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Démonstration 26. Supposons que o € o,(T') et que B € 0,(T™), alors
il existe x,y € H/ {0} tels que Tx = ax et T*y = Py.
St l'on définit l'opérateur X =z ®@ y par

Xz=(zQy)z=<zy>z, Vz€H,

On a alors
TXz=<z,y>Tr=a<zy>u,
Et

« Q@

=XTz = =<Tz,y>=x

g g

a *k
= §<Z,Ty>x:oz<z,y>x,

Alors que X est un vecteur propre étendu pour T associé a la valeur

. Donc % € Oeut(T).

IR

3.2.2 Cas d’opérateurs inversibles

Remarquons tout d’abord que 0 ne peut pas étre valeur propre étendu
d’un opérateur inversible. Dans [29], A. Lambert a montré que le spectre
étendu d’'un tel opérateur est situé dans un anneau fermé et borné de
centre 0 . Dans la proposition suivante, on donne en plus les bornes de

cet anneau.

Proposition 14. Soit T € B(H) inversible, et posons a = ||T|| || T~
Alors
1. 0eu(T) C {z eC: 1<z < a} = Au,

2. Si A€ 0et(T) avec || # 1. Alors il existe un entier N > 1 tel que
tout produit de N éléments de Equ(N) est nul. En particulier, tout

élément de Eo.(\) est un opérateur nilpotent de rang N au plus.

Démonstration 27. 1) Comme T est inversible, il existe une constante
¢>0 (c=|T7") telle que pour tout x € H,||Tx| > c|z| .
Soient A € 0eu(T) et X € Eepe(N)/ {0}, alors

TX =)\XT.
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Il en résulte que

c||[ Xzl < | TXx| = A NXTz]| < AX| T[], Ve € H.

1l s’en suit que

[ X< IAHIXTINT

de fait, |\| > 1.

Quant d la deuziéme inégalité, si X € oeu(T), (X # 0) alors + €
Uext<T_1)-

On obtient d’une maniere analogue

REE
>z
AM T a

ou bien |\ < a. La premiére assertion est alors prouvée.

2) Soit X € 0.ut(T) tel que [N # 1, on peut alors trouver un entier N > 1
tel que NN ¢ A, 1 et \N71 e A, 1. Soient Xy, ..., Xy € Eent(N)/ {0},
alors

TX:.. Xy =X . XNT,

ce qui implique forcément X;..Xy =0

3.2.3 Espace de Hilbert de dimension finie

Dans ce paragraphe on décrit completement le spectre étendu d’'un

opérateur agissant sur un espace de Hilbert complexe de dimension finie.

Théoreme 13. [5] Soit T un opérateur sur un espace de Hilbert H de

dimension finie. Alors
ert(T) ={N€C, o(T)Na(AT) # 0}

Démonstration 28. Considérons dans la preuve les deux cas suivants :
Supposons dans le premier cas que T ne soit pas inversible, alors le noyau
de T et celui de T* ne sont pas réduits a {0}. On peut donc considérer
un opérateur X # 0 de kerT* dans kerT. Posons ensuite X' = X P, ot
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P est le projecteur orthogonal de H sur kerT* (X' #0).

Par conséquent
TX =)MX'T=0VY\eC,

d’ot, 0ept(T) = C. De plus, et comme T n’est pas inversible, alors
0€a(T)Na(AT) pour tout A € C. On en déduit que

oet(T)={N€C, o(T)No(AT)# 0} =C.

Supposons maintenant que T soit inversible, i.e. 0 ¢ o(T) Etant donné
A € C, il suffit de montrer que

{ANeC, o(T)Na(AT) # 0} C oewr(T).

Supposons pour cela que € o(T) N o(AT), il existe donc un vecteur
propre a € H tel que Ta = Ba (forcément 5 # 0, et par conséquent X # 0,

). De méme, et vu que (B/\) € o(T), il s’en suit que (B/\) € o(T*),

il existe alors un vecteur propre b € H tel que T*b = (8/\)b. Posons
finalement X = a ® b, on vérifie alors facilement ’égalité¢ TX = NXT,
avec X # 0. Ce qui entraine A € 0o, (T).

O

Corollaire 3. Soit T un opérateur linéaire agissant sur un espace de

Hilbert de dimension finie, alors :
1. 0eut(T) = {1} si et seulement si o(T) = {a} avec a # 0.
2. 0ert(T) = C si et seulement si T n’est pas inversible.

3. Si T est inversible, alors oo (T) ={a/B: «,8€a(T)}.

3.2.4 Cas d’opérateurs avec spectre ponctuel riche

Définition 27. On dit qu’un opérateur T sur un espace de Banach com-
plexe admet une spectre ponctuel riche qui vérifie int o,(T) # 0 et pour

toute disque ouvert D C 0,(T') la famille de vecteurs propres

U ker(T — 2) (3.2)

z€D

est un ensemble total.
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Nous allons donner deux exemples d’opérateurs avec spectre ponctuel
riche : I'opérateur de Cesaro continu dans le chapitre (4) et 'adjoint de

I'opérateur de Cesaro discret dans le chapitre (5).

Théoréme 14. [28] Supposons qu’un opérateur T sur un espace de Ba-
nach complexe dispose un spectre ponctuel riche.

Si A est une valeur propre étendue pour T alors nous avons

Ninto,(T) C o,(T). (3.3)

Démonstration 29. Soit X un opérateur propre étendu de T corres-
pondant a la valeur propre étendue A, c’'est X #0 et TX = AXT.

Soit z € into,(T) et soit n € N tel que D(z,+) C 0, (T).

Puisque X # 0 et T ont des spectres ponctuels riches, il existe

zn € D(2,2) et f,, € ker(T — z,)/ {0} tel que X f,, # 0. Par conséquent

TXf, = MXTf,
= Az X [y

et comme X f, # 0, Ceci veut dire que Az, € o,(T"). En passant au limite
quand n — oo on obtient Az € a,(T).

O

Théoréme 15. Soit T' un opérateur linéaire borné avec spectre ponctuel
riche de telle sorte que o,(T") = D(r,r) pour certains r > 0. Si X est une
valeur propre étendue pour T' alors X\ est réel et 0 < A < 1.

D(r,r) est le disque avec le centre (r,0) et le rayon r dans R2.

Démonstration 30. Soit u = % Nous devons montrer que p est réelle

et > 1. Tout d’abord, considérons le demi-plan ouvert
1
Qr:{wEC:Rew>}
2r

et notons que z € D(r,r) si et seulement si % € Q,. D’apreés le théoréme
(14), nous avons pw € Q, pour chaque w € .. Cela signifie que l’ap-
plication o(w) = pw transforme Q, en Q, et il résulte de continuité de
© qu’il transforme le demi-plan de fermé Q, en lui-méme. Maintenant
commengons par un point w € €, NR et on fait les itérations pour ob-

tenir une suite de points (u"w) dans €., pour que Re(u"w) > %, ou en

" 1
Rew) ] - o
|1 2rw |pl

d’autres termes,
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Enfin, on écrit p = |p| (cos(0) + isin(0)) pour certains 0 < 6 < 2.
Notons que cos(nf) > 0 pour tous n € N et cela ne peut se produire si

= 0 Cela montre que p est réel. Il est clair que p > 1 parce que si p < 1
alors 'image de o extérieur Q,., par exemple

1 L 1

—)=—<—.
2?")

# 2r 2r

et ceci est une contradiction.
]

Lemme 6. Soit T un opérateur linéaire borné sur un espace de Ba-
nach complere E et supposons qu’il existe une application analytique
h :into,(T) — E avec h(z) € ker(T — z)/ {0} pour tous z € into,(T)
et de telle sorte que {h(z) : z € into,(T)} est un sous-ensemble total de

E. Alors T a un spectre ponctuel riche.

Démonstration 31. Soit D un disque ouvert contenu dans ,(T") et soit
g* € E* tel que (h(z),g*) = 0 pour tout z € D. Nous devons montrer
que g* = 0. Nous considérons la fonction analytique ¢ : into,(T) — C

définie par

Nous avons par hypothése que p disparait sur D. Ensuite, il découle
du principe de prolongement analytique que ¢ disparait sur int o,(T).
Comme la famille de vecteurs propres {h(z) : z € into,(T)} est un en-

semble total, il en résulte que g* = 0.

O
Nous terminons cette section avec une formulation plus générale du
théoreme (14)

Théoreme 16. Soit T, S deux opérateurs linéaires bornés sur un espace
de Banach complexe, et supposons qu’il existe un opérateur X qui entre-
lace TS, qui est X #0 et XT = SX.

Si T a un spectre ponctuel riche; alors

into,(T) C 0,(9).
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Démonstration 32. Soit z € into,(T) et soit n € N tel que

D(z, %) C 0,(T). Comme X # 0 et puisque T' a un spectre ponctuel riche,
il eziste z, € D(z,%) et f, € ker(T — z)/ {0} telle que X f,, # 0. Par
conséquent

et comme X f,, # 0, cela signifie que z, € 0,(S). En passant au limite
quand n — 0o on obtient z € g,(S).

O
Notons que le théoreme (14) devient un cas particulier du théoréme
(16) puisque A est une valeur propre étendue pour 7 si et seulement s'il

existe un opérateur non nul qui entrelace \T" et T.



Chapitre 4

Valeur et opérateur propres
étendus pour L’opérateur de

Cesaro continu

Maintenant, nous nous concentrons sur les valeurs propres étendues
et opérateurs propres étendus pour 'opérateur de Cesaro C définis sur
un espace de Lebesgue L? (][0, 1]) pour 1 < p < oo par 'expression (4.1).

En plus on va essayer de prouver certaines propriétés

4.1 L’opérateur de Cesaro continu

Définition 28. L’ opérateur de Cesaro Cy est défini sur les espaces de

Banach complexes LP([0,1]) pour 1 < p < oo par lexpression

@@ == [ e (4.1

T

Leibowitz [30] a montré que C} est en effet un opérateur borné sur

LP ([0,1]) et a calculé son spectre et son spectre ponctuel.

Théoréme 17. l'opérateur de Cesaro Cy défini sur un espace de Lebesgue
LP ([0,1]) pour 1 < p < oo par (4.1) alors Cy est un opérateur linéaire
borné sur LP ([0,1]). Le spectre de Cy est le disque fermé

Dp:{A:Re(i)zp;l}.

Chaque valeur propre de Cy a multiplicité 1 et le spectre ponctuel de

Cy est l'intérieur de D,

43
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Démonstration 33. On sait que l'opérateur de Cesaro continu Cs, dé-

fini sur les espaces de Banach complexes LP ([0, cc[) par

(Ch)w) =~ [ rit)ae (4:2)

T
Par l'inégalité de Hardy pour les intégrales [23], siy € LP ([0, 00]) alors

p
Cooy € L ([0,00[) et [|Cyll, < o1 yll,

Par conséquent Cw, est un opérateur borné sur LP ([0, 00[), et puisque la

constante est le meilleur possible
p
Coll, = ——.
ICuclly = =25

De cela, il résulte que Cy est un opérateur borné sur LP ([0,1]) a norme

au plus z%'

Carsi f € LP([0,1]) et f(t) = f(t) (0<t<1),f(t)=0 (t>1) alors
sl = ([ JewFo] ) < e,

2|17 = 2111,

IN

Nous observons que si f € LP([0,1]), alors f € L' ([0, 1)) et donc Cy f
est une fonction continue sur [0,1]. En particulier, l"image de Cy est un
sous espace propre de LP ([0, 1]), donc 0 appartient au spectre de C}.

Si A # 0 et Cif = Af, il en résulte que f est continue et donc par le
théoreme fondamental du calcul, f est différentiable.

En différenciant la relation

Aef(e) = [ p(tdt

Nous obtenons

Aef (z) + (A =1)f(z) = 0.

Ceci est une équation différentielle d’Euler de premier ordre et donc ses

solutions ont la forme
f(x) = ka®

ou « est un scalaire complexe. Nous trouvons

1
Aa+(A—=1)=0, ou Oé:X—l.
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Ainsi, considéré comme une application de l’espace des fonctions inté-
grables a lespace des fonctions continues sur [0, 1], Cy a tout nombre non
nul comme une valeur propre simple.

Comme

x* € LP([0,1]) si seulement si  Re(ap) > —1,

1 —1

a3l e [P ([0,1]) st seulement si Re()\
p

Ainsi, le spectre ponctuel de Cy est l'intérieur de D, et chaque valeur
propre de Cy a multiplicité géométrique 1.

Nous observons que la condition

1 -1
Re($) = F—,
A p
est équivalent a la condition
|)\|2 S LR(E/\,
p—1

q= z% est l'indice conjugué a p, donc

A < qReA,
de fagon que D, est le disque avec le centre (1,0) et le rayon £ dans R2.

O

4.2 Valeur et opérateur propres étendus

pour (' sur les espaces de Lebesgue.

Dans [28], les auteurs ont montré que chaque A €]0,1] est une va-
leur propre étendue pour C; sur LP([0, 1]) et qu'un certain opérateur de

composition pondéré est un opérateur propre étendu correspondant.

Théoreme 18. Si0 < A < 1 alors A est une valeur propre étendue pour
Vopérateur de Cesaro Cy on LP([0,1]) pour 1 < p < oo et un opérateur

propre étendu correspondant est ['opérateur de composition pondéré
Xo € B(L?|0,1]) défini par

(Xof)(x) = 2T N, 0<a<1 (4.3)
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Démonstration 34. Tout d’abord, montrons que X, est un opérateur
linéaire borné.

Nous avons pour chaque f € LP(]0,1]) pour 1 < p < oo

[1an@Pde = ot ) da

0
1 1
= A [y )Py < [ IF @) dy.
0 0

donc Xy est bornée sur LP([0,1]) avec || Xo|| < AV/P.
Maintenant, montrons que Xy est un opérateur propre étendu de Cy as-
socié a la valeur propre étendue ).

(n+1-X)/

Soit n € N et notez que Xox" = x A pour que

01X0.Z'n _ Clx(nJrlf/\)/)\
_ A l,(n-i—l—/\)//\

et comme le sous-espace linéaire {x" : n € N} est un sous-ensemble dense
de LP(]0,1]), il en résulte que C1Xy = AXoCh, i.e Xq est un opérateur

propre étendu de C associé a la valeur propre étendue .

O
Notre prochain objectif est de montrer que si A est une valeur propre
étendue de 'opérateur de Cesaro continu C; € B(LP[0,1)]), alors \ est
réelet 0 < XA < 1.
Tout d’abord, nous montrons que C; a un spectre ponctuel riche.
Soit 1 < p,q < oo un couple d’indices conjugués, qui est,
1 1
S+ =1
P q

Leibowitz [30] a prouvé le résultat suivant sur le spectre ponctuel de

Ch.

Lemme 7. Le spectre ponctuel de Uopérateur de Cesaro Cy sur LP ([0, 1])
est le disque ouwvert D(q/2,q/2). Par ailleurs, chaque z € D(q/2,q/2) est
une valeur propre simple de C et une fonction propre correspondante est

donnée par
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Théoréme 19. [37] Soit 1 < p < oo et soit (r,) une suite de nombres
réels distincts supérieurs a —1/p. Le sous-espace linéaire { X, X" ..., X"™ ..}

est dense dans LP ([0, 1]) si et seulement si

s rn+1/p B

(4.4)

Théoréme 20. [28] L opérateur de Cesdaro fini continu Cy sur LP ([0, 1])

a un spectre ponctuel riche .

Démonstration 35. Notez que 0,(C1) = D(q/2,q/2) est ouvert et connecté.
En outre, Uapplication h : 0,(Cy) — L? ([0, 1]) défini par

h(z)(z) = a1=2)/2

est analytique et h(z) € ker(Cy — z)/ {0} . 1l est une conséquence stan-
dard du théoréme de Muntz (19) que la famille de fonctions propres
{h(z) : z € D(q/2,q/2)} est totale dans LP ([0,1]). En effet, il suffit de
considérer une suite de nombres réels distincts (z,) avec q/2 < z, < q
et telle que limz, = q comme n — oo, étant donné que la séquence
d’exposants v, = (1 — z,)/z, satisfait clairement la condition (4.4). Le

résultat suit maintenant du lemme (6).
U

Corollaire 4. Si A est une valeur propre étendue pour Cy sur LP ([0, 1]),
puis \ est réel et 0 < A < 1.

Démonstration 36. Ceci est une conséquence du théoréme (15) main-
tenant nous savons que Cy a un spectre ponctuel riche et que son spectre

ponctuel est le disque ouvert D(q/2,q/2).

O
D’une maniere générale, le terme X, k = 0,1,... peut donner des
opérateurs propres étendus de C associé a la valeur propre étendue A,

ou X, defini par

(§+k—1)dkf($%)

T (4.5)

(Xif)(2) ==

Lorsque f est une fonction infiniment différentiable a support compact.

Et a partir du théoréme suivant
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Théoréme 21. [34] Si 0 < X < 1 alors \ est une valeur propre éten-
due pour l'opérateur Cesaro Cy sur LP([0,1]) pour 1 < p < oo et une

opérateur propre étendue correspondante est 'opérateur de composition

pondérée X, € B(LP[0,1]), k € N définie par (4.5)

Démonstration 37. Tout d’abord, nous montrons que X est en effet

un opérateur linéaire borné.

Nous avons pour chaque f € LP(]0,1]) pour 1 < p < o0

1D @) da

<

et cela montre que Xy,

Maintenant, montrons que Xy est un opérateur propre étendu de Cy as-

1. |P
(§+k—1)dkf(l'*)

1
/0 x s dx
o | f @) [
/Ol'p(x+k71) W dx
1 dF p

)\/ PR+ E=1)(1-)) f(ky) dy,

0 dy
A / Hdrf(y) [

o | dy*

A. Hechifa

ou y==zx

est borné sur LP([0,1]) avec || X3| < AVP.

socié a l’étendue da valeur propre .

Soitn € N on a

kan

Et

C1Xkl'n

oy dia
23 TE=1) -
PG 1) (B k1)t
()5 = Denl5 =k + D25
“ <(Z)(Z — Dol — o+ D™ )
(12 k4 1) €™
n i (G = DG — kD)
A
TR
Aanil

1
A
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et puisque le sous espace linéaire {z" : n € N} est un sous-ensemble dense
de LP([0,1]), il en résulte que C1 X} = AXyCq, d'ot Xy, k € N est un

opérateur propre étendu de Cy associé a la valeur propre étendue \.

O
4.3 Exemples
Supposons qu’'un opérateur X, défini par (4.5)
1. Si k=0 alors (Xof)(z) = a0V f(LH/A).
2. Si k=1 alors X; défini par
d 1/
(X)) = FED) (1.6

Montrons que X7, est un opérateur propre étendu de C associé a

la valeur propre étendue .
1
n

Soit n € N et notez que X 2" = XanrA_A alors

C’lex” == Cl (ZI”Jr)l\)\)

A n n+/1\—,\
—XT
n+1\
A
= X1ZEn
n+1
= )\chlx".

X est un opérateur propre étendu de C associé a la valeur propre

étendue .

3. Si k=2 alors X, défini par

(Xaof)(z) = xiﬂdfigiiﬁ)

Montrons que X5 est un opérateur propre étendu de C; associé a

(4.7)

la valeur propre étendue .
Soit n € N, Il est clair que Xsz" est égal a

Xoz" = x%+17d2< E)
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Donc

O Xor" = C (’;)(”—1)3;”*&‘*)

A

n., n ntl—X

= (G -1G (=57)
A n.n nt1-x

= (DG - DS
= 7)\ Xgl'n

n—+1
= )\chl.ilin.

X5 est un opérateur propre étendu de C] associé a la valeur propre
étendue .

En outre, Nous examinons dans la paragraphe suivante quelques proprié-

tés intéressantes des opérateurs Cesaro continu finis.

4.4 Quelques proprietés des opérateurs de

Cesaro continus finis

Nous savons dans la paragraphe précédente que X est un opérateur
propre étendu pour 'opérateur de Cesaro C. La racine de X est un opé-
rateur propre étendu pour I'opérateur Cesaro C;. Aussi bien que la racine
de I'ordre n pour X, est un opérateur propre étendu pour 'opérateur de

Cesaro (. Pour répondre a ces questions, on donne ces théoremes

Théoreme 22. Si0 < A < 1 alors A", n € N est une valeur propre
étendue pour l'opérateur de Cesaro Cy sur LP([0,1]) pour 1 < p < oo
I” opérateur propre étendu correspondant est l'opérateur de composition
pondéré X € B(L*[0,1]), X, défini par (4.3).

Démonstration 38. L’opérateur X[',n € N est borné sur LP([0,1]) avec
IXg ] < AP

Maintenant, montrons que X§ est un opérateur propre étendu de C
associé a la valeur propre étendue \".
Soit n € N alors

C1Xo = 2XoC, = ClXng_l = /\X()Cng_l
= OLXE = XPXIC
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D’ou C1X§ = N"XJC4, et donc X' est un opérateur propre étendu de

C1 associé a la valeur propre étendue \".
O

Théoréme 23. [3/] Soit Q la racine carrée de Xy défini par (4.3).
Si0 < A <1, alors V' est une valeur propre étendue pour l'opérateur
Cesaro Cy sur LP([0,1]) pour 1 < p < oo et un opérateur propre étendu

correspondant est l'opérateur de composition pondéré ) € B(I?]0,1]) dé-

fini par

1

(QF)(x) = >3 f(z ), (4.8)

Démonstration 39. Premiérement, montrons que X, = Q>.
Soit n € N et notez que Xoa™ = x™H1=Y/A " de sorte que
n_ 1-X +L
an = :L‘/\+\/Xl’\/X e :L‘)\-&-\/X V2N
(1-NVA+nA+VA)
= X VAA+V)
A=vVX) A+ V) VA+n(A+VA)
= x VAV
A=V O+VX)+n(A+VX)
= x VAA+VA)
A=vVA+n)A+vX)
= X VAA+FVA)
n+17\/x
= T o\

Et
n+1—\/X

Q1" =Q@a") = Q"7
1= n41-vX
= A VAT X
1-\ | ntl—vVX
= x/\+\/X A
1=+ (n+1-vVX)A+VX)
= AA+VX)
A=V A+VI)A+(n+1-vVX) A+VA)
— €T /\(A‘F\/X)
A=V OA+VO)VA+(n+1-VX) (A+VA)
= X A()“F\/X)

[(1=vV)VA+(n+1—=vV )] (A+VA)
= AA+VR)

(VA=) +(n+1-vX)
X

(n+1—X)
A

D'oi X = Q2.

D=

Aussi Q est borné sur LP([0,1]) avec ||Q| < (V)
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Maintenant, prouvons que @) est un opérateur propre étendu de C4

associé a la valeur propre étendue V.

n+17\/X
Nous avons Qx" = x Vx| de sorte que

n ntl-vX 1 1 ntl-vAX g
CiQz" = Ciz A = ————x

Le sous espace linéaire {z™ : n € N} est un sous-ensemble dense de LP([0,1]),
il s’en suit que C1Q = VAQCY, soit Q un operateur propre étendu de C
associé a la valeur propre étendue VM.

0

1
Théoréme 24. [3]] Soit Qi opérateur ot Q = X,k € N*, X définie
par (4.3). St 0 < XA < 1, alors Ak est une valeur propre étendue pour
Vopérateur Cesaro Cy sur LP(]0,1]) pour 1 < p < oo et un operateur

propre étendu correspondant est ['opérateur de composition pondéré Qy €
B(LP[0,1]) défini par

+....+A% f(:[j)\l/k) (49)

BN
+
>

(Quf)(@) = (XE f)(z) = 2>

Démonstration 40. Nous avons Q. est borné sur L*([0, 1]) avec ||Qk|| <
().

Montrons que Q. est un operateur propre étendu pour ['opérateur de
Cesaro Cy associé a la valeur propre étendue \F.

Nous avons

1-X n_ A=A/ Fpn AL/ R \2/k 4
n + .2 k1 YNV
Qra" = pAFRF 2 E Ak = g AVEOMERI R
1k, y\1/k_1=X
(1=—AL/kppal/ =
1/ky1/k _1=X
= x AN 1-A1l/k

1=AYkya— Ak pna—)al/k
N7E (1 al/k

= X
nt1-Al/k
— x A/E
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Et

n+17>\1/k 1 1 n+17)\1/k 41
Ci1Qrx"™ = Cix \/E = —————q AVK
A\L/k +
Al/k n+17)\1/k
— T Ak
n+1
/\l/k
= n+1Qkx"

= AFQCyz”

Le sous espace linéaire {z" : n € N} est un sous-ensemble dense de LP([0, 1]),
il s’en suit que C1Qy = AVFQLC,, soit Qi un operateur propre étendue

pour lopérateur Cesaro Cy associé & la valeur propre étendue NY/*,

O

a
Théoréme 25. [3/] Soit Qg ou Qu = X5, ¢ € N, k € N* X
définie par (4.3). Si0 < X < 1, alors N\ est une valeur propre étendue
pour lopérateur Cesdaro Cy sur LP([0,1]) pour 1 < p < oo et un operateur

propre étendu correspondant est ['opérateur de composition pondéré Qg €
B(LP[0,1]) défini par

(Qurf) (@) = (X¢ f)(x) = (QLF)(x) (4.10)
Qr défini par (4.9).

Démonstration 41. Nous avons Qi est un opérateur propre étendu de

C associé a la valeur propre 1étendu \'/*. Et donc
C1Qk = A*QLCr = C1QE = M*QIC
= C1Qq = A" QuC

Dot Qg est un opérateur propre étendu de C associé a la valeur propre

étendue Nk,

O
Exemple :
Supposons que ¢ = 3, k =2 et soit X = XO%.
Maintenant, nous essayons de prouver que X est un opérateur propre
étendu de C; associé a la valeur propre étendue \3/2,

Nous avons
3
X=XE = XX\
= XoQ
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ou () est defini par (4.8).
n+17\/i
Ainsi Qz" =z v | et

n+17\/X
XOQI'TL = XO ([L‘ vx >

1-x nt+l—vVX
= T X I AX

n+1-—AVX
= €T AV

et

n+l—AVX

ClXx" = Cl (33' AV )

]_ x n+1-—AVX
_ = / (tm )dt
x Jo

1 1 %ﬁﬂ
Tt +1 (x a )
PYVAN

_ AW <y+w>
n+1
A

= Xz"
n-+1

_ WXX( v )
n-+1
= MWAXCOpa",

donc X est un opérateur propre étendu de (' associé a la valeur propre

étendue MW\ = \3/2.

Théoreme 26. Soit X, un opérateur donné par X, = XoR, Xy défini
par (4.3) et R € {C1} .

S0 < X <1, alors X est une valeur propre étendue pour l'opérateur
Cesdaro Cy sur LP([0,1]) pour 1 < p < oo et un opérateur propre étendu

correspondant est ['opérateur de composition pondéré X,

Démonstration 42. Nous avons C1.Xy = A\X C; et C1R = RCY, donc

Ci X, = CiXoR
= MXoCiR
= AX\RCy
= X, (4
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4.5 Valeur et opérateur propres étendus

pour C; sur ’espace de Hilbert.

Brown, Halmos et Shields [10] ont prouvé dans le cas hilbertien que
(1 est en effet un opérateur linéaire borné, et ils ont également prouvé
que I — C* est unitairement équivalent a un changement unilatéral de la

multiplicité un.

Rappelons qu'un opérateur linéaire borné S sur un espace complexe
de Hilbert H est un changement unilatéral de la multiplicité a une condi-

tion qu’il y ait une base orthonormée (e,,) de H telle que
Se, =eny1, VneN.

Il est facile de voir que ’adjoint d’un tel changement unilatéral satis-
fait

S*eg =1 et S'e,=e€,1, Vn>1.

Considérons un changement unilatéral de la multiplicité un S € B(L?[0, 1])

et un opérateur unitaire U € B(L?[0,1]) de telle sorte que
I-Cy=U"SU.
Nous avons
C,=U"(1-8)U

et que les valeurs propres étendues sont conservées sous similitude en
général, en vertu de I’équivalence unitaire en particulier, il en résulte que
les valeurs propres étendues de C; sont précisément les valeurs propres
étendues de (I — S*), et les operateurs propres étendu de C; sont en
correspondance un a un avec les operateurs propres étendu de (I — S*),
sous conjugaison avec U.

Si un opérateur non nul X et A € C satisfait
(I —5SHX =X -5
alors 'opérateur

Y =U*XU satisfait CY =Y.
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Lemme 8. [28] Le spectre ponctuel de S* est le disque unité ouvert D.
Plus précisément, chaque X € D est une valeur propre simple de S*, et

un vecteur propre correspondant f est donné par [’expression
o0
f=> Xe,, neN (4.11)
n=0

Maintenant, nous décrivons ’ensemble des valeurs propres étendues
pour [ —S*. Notre objectif est de montrer que 'intervalle |0, 1] est contenu
dans ’ensemble des valeurs propres étendues pour I — S*. Nous démon-
trons qu’un opérateur propre étendu particulier est I'opérateur d’Euler.
Il est commode d’avoir maintenant une digression sur l'opérateur d’Euler.

Soit A € C, 'opérateur d’Euler E) est défini sur ¢? par

n

(Exf)(n) =" (N A =N"Ff(k), neN (4.12)
k=0
< m n!
0= = h)

Soit (uy) une suite de scalaires complexes et A désigne l'opérateur de

différence défini par

Apus = pre — pet1- (4.13)

Une matrice de Hausdorff est une matrice infinie A = (a,x) dont les

entrées sont données par ’expression

n Anfk <k<
:{ (A Fu,  0<k<n 1)

0, k>n

La suite (i) est appelée suite de génération de la matrice A et de Haus-
dorff est déterminée par les éléments diagonaux de 'opérateur A.
L’opérateur associé a une matrice de Hausdorff A = (a,;) est défini par

I’expression

(Af)(n) = kXi: ani f (). (4.15)

l'opérateur d’Euler F), avec la génération de la suite p,, = A™.

Dans [40] l'auteur a montré que E) est borné pour 1/2 < A < 1.
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Théoréme 27. [28/ Si 0 < XA <1 alors A est une valeur propre étendue
pour I — S*, et de plus l'opérateur d’Fuler E\ est un opérateur propre

étendu correspondant.

Démonstration 43. Tout d’abord, pour k =0, on a

o0

Eyeq = Z(l —A)"e,.

n=0

Donc, il résulte du lemme (4.11) que
(I — S*)Exeo = NEA(I — S")eq

Donc, pour k > 1, nous avons

S*Eyer, = 3. ()AL= N)""Fe,
n=~k
_ )\kekz—l + Z (n-l—i) )\k(l . )\)n+1—k€n

n=k
et
E)\ek — S*E,\ek = (I — S*)E)\ek

o0 o0

= SN =N e = Mer = D () N1 = N e,

n=k n==k
= Mg + Z ()= () =N A=) Fey,
En utilisant l’identité de Pascal
() =@+ (i)

ce qui nous donne

(I —S")Exer, = —Mepq+ i (A= (i) (1= N (@ = 2" Fe,

— _/\ er 1 + Z /\kJrl )nfken Y Z (Zfl) )\kfl(l _ )\)n*(kfl)en
n=~k

Y Z YA = ) Re, — A [)\k_lek_l +> (;;_1) AL — )k
= AZ )AL= N, =X S () M = )R,
n=k—1

= )\E,\ek — )\E)\ek_l
= /\EAe;C - /\E)\S*Gk
= >\E)\<I - S*)ek.
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et
([ — S*)E)\ek = )\E)\(I — S*)ek, Vk € N.

O
Nous avons déja mentionné que Rhoades [40] a montré que F) est
borné pour 1/2 < A < 1. Il a prouvé en fait ||Ey[| = A2,
Dans la proposition (15) ci-dessous F) est également borné pour
0 < A <1/2 et dailleurs, ||Ey|| < (1 — A)~2. Puisquil n’existe pas une
preuve de ce fait dans la littérature, les auteurs dans [28] et Rhoades
dans [40] ont introduit un argument qui repose sur un criteére en utilisant
le test Schur. Une preuve de ce critere, différent de celui d’origine, peut
étre trouvé dans le papier de Brown, Halmos et Shields [10], ou il est

appliqué pour montrer la bornitude des opérateurs de Cesaro discrets.

Lemme 9. (Test de Schur). Si an, > 0, pr > 0, et si a, > 0 sont tels

que

> ankpr < apy, (4.16)
k=0
n=0

alors X est un opérateur linéaire borné avec | X||> < af et que pour tout
necN

(X[)(n) = i ane (B). (4.18)

Proposition 15. /28] Si 0 < X < 1/2 alors lopérateur d’Euler E) est

borné avec
BN < (1 =N

Démonstration 44. Nous allons appliquer le test Schur a la matrice

infinie

= (4.19)
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Si nous fixons p,, = 1, il résulte du théoréme binomial que

n

i anepr = »_ ()X (L= AN)"" =1
k=0

k=0
D’autre part, en utilisant le développement en série géométrique
(L=N"=> A
k=0

on a

et

i_'fo Guip = 30 ()AL= AP

P n!
S o L
k= (n—k)!< )

AE -k .
= waw N
= NN ea-nT

et nous concluons que Ey est borné avec ||Ey|| < (1 —\)~V2, .

O
Nous allons utiliser ce fait élémentaire qui peut étre énoncé comme

suit.

Lemme 10. Soit A un nombre compleze non nul alors |\ +]1 — A <1

si et seulement si A €]0, 1].

Démonstration 45. Montrons 'implication non trivial.
Si A€ R et X\ > 1 alors nous avons

A+ [1=A=2X2—-1>1,
et si A€ R et A <0 alors
A+ [1=A=1-2\>1,
Si A€ C et ImA#0 alors
Al + 1= Al > 1,

parce que A et 1 — X sont linéairement indépendants sur R.
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0
Proposition 16. Si A ¢]0, 1], lopérateur d’Euler E) est non borné.
Démonstration 46. Nous avons pour tout n > 0
Exen =Y (1) A (1 = M\)"Fey.
k=0
Et l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne
1Bxenll = |32 ()AL = X2)" ey
k=0
S @A
(n+ 1)% k=0 ‘
(A=A
(n+1)2
Si A # 0, alors il en résulte du lemme (10), ||Exen| — oo quand

n — oo.

Enfin, si A\ =0 d’aprés Uégalité (4.12), nous avons (Eof)(n) = f(0) pour
tout n € N, de sorte que la suite constante Eyf appartient a l’espace de
Hilbert compleze (% lorsque f(0) = 0.



Chapitre 5

Valeur et opérateur propres
étendus pour L’opérateur de

Cesaro discret

5.1 L’opérateur de Cesaro discret sur les

espaces de suites

Nous allons démontrer dans cette section que ’ensemble des valeurs
propres étendues pour l'opérateur de Cesaro discret Cj est 'intervalle
[1,00[ lorsque p = 2, et qu'il se trouve dans 'intervalle [1,00[ lorsque
1 <p<o0o.

Rappelons que I’ opérateur de Cesaro discrete Cy est défini sur ’espace

de Banach complexe /P pour 1 < p < oo par l'expression

(Cof)(n) = > f(k). (5.1)

Un calcul simple montre que Cj I'adjoint de l'opérateur Cyy dans ¢4,

]% + % = 1 est l'opérateur défini par

@inm =3 1. 52)

Les matrices M, et M associés a Cy et Cf :

61
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1 00
11

3 2 0

_ 11 1

Mc=|3 35 3

11 1

4 1 1

11

L5 3

11

032 3

* 1

M:=]0 0 3

000

il s’ensuit que

11
L5 3
1 1 1
«_ | 2 2 3
MM;=171 71 1
3 3 3

(5.4)

(5.5)

la différence (Cy + CF) — (CoCy) est I'opérateur diagonale Dy donné par

S

I
O = O
cwe O O

Comme

Il est facile de prouver I'inégalité suivante ||Cpl| < 2.
En effet, si
1 1
n)=——\ a>=, n=01,..
faW = @2 "

alors fo € (% et ||Cy fol — 2] fall quand o — L.

Un calcul simple nous donne la preuve de cette derniere assertion.

Comme

(5.6)
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> 1
(Cofa)(m) = Z: m, m=20,1,...

il s’en suit que

2 2 2
Cofall” = ) >3/ -
ot =5 (£ o) » 5 (Cere) - 5 (Garm)
1 & ?
“ o Z o)
1
= S lfal?
Et cela implique 'assertion en passant a la limite quand o — %
Lemme 11. Si A est un opérateur avec ||A|| < 1 et ||Af]| = || f|| pour
un vecteur non nul f alors ||A*g|| = ||g|| pour un vecteur non nul g
Démonstration 47. Soit g = Af alors ||f|| = ||g]|. On a
IFIF = 1AFIP = (Af,Af)
= (A"Af, )
< [ AAAILIA < 17
il s’ensuit que [|AAf[| = |[fl[, d’od [[A*g]| = [|g]]
0

Nous savons que le supremum ||Cyf|| (et donc de ||Cff|| ) pour les
vecteurs f sur la spheére unitaire est 2, nous allons montrer que le supre-
mum n’ est pas atteint.

Comme |[(1 — Dy) f|| < ||f]| sauf si f =0, il s’en suit que

11— C5) £IP°

(1=Co) (X1 =C) [, 1)
< 1 =Co) (X =Co) FI IS
IF1I*,  sauf pour f=0.

A

La paragraphe précédente est applicable et nous pouvons en déduire que
les deux quantités ||(1 — Cp) f]| et [|[(1 — Cf) f]| sont strictement inférieur
a || f|| sauf quand f = 0. il en résulte bien sir que ||Cyf]| et ||C§ f]| sont

strictement inférieur a 2 || f|| sauf quand f = 0.
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Théoréme 28. 1. Si||f]| =1 alors

I =Co) fll <1 et [[(1=Co)fll<1

2. Le spectre ponctuel de Cy est vide.
3. 801 =\ <1, alors \ est une valeur propre simple pour C{.
4. Le spectre de Cy est le disque fermé {\: |1 —\| < 1}.
5. Le spectre ponctuel de Cf est le disque ouvert {\: |1 —\| < 1}.
Démonstration 48. 1. Ce resultat est déja démontré dans la der-
niere paragraphe.

2. Observons d’abord que si Cof = g, alors f(0) = g(0) et sin > 1,

alors
1 n
Cofn) = 7 3 1K) = (o)
et
> () = (n+ gl
Et donc

FO)+ f(1)+.... + f(n) = (n+1)g(n)
FO +f(D)+....+ f(n—=1) =ng(n —1)

La soustraction,

f(n) = (n+1)g(n) —ng(n —1)

par conséquent, si Cof = \f on obtient
fn) =A(n+1)f(n) —nf(n-1))
et alors
(AMn+1) = 1)f(n) = Anf(n — 1)

Chaque fois que n > 1, si m est le plus petit entier pour lequel
f(m) # 0, alors A = ﬁ de sorte que 0 < \ < 1. Il en résulte que
sin > 1 alors

()] = |2 =)

An — (1 =)

1)

Ce qui est impossible pour une fonction non nulle f € L*
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3. SiCyf =g alors
f) | fnt1)

1 i T =g(n)
fn+1)  f(n+2)
—— T3 =g(n+1)

par soustraction, on trouve
f(n)=(Mm+1)(g(n) —gn+1)), n=0,1,2,..
et par conséquent, si Cjf = \f on obtient
f(n)=An+1)(f(n)— f(n+1)), n=0,1,2,..
et
An+1)fn+1)=An+1)=1)f(n), n=0,1,2,..

Il en résulte que 0 est pas une valeur propre de C§, (st A =0, alors
f(n)=0,n=0,1,2...) et il en résulte également que

1
A(n+1)

Cela implique que sin > 1 alors

fln+1)=(1- )f(n), n=0,1,2,..

Et nous pouvons conclure que toutes les valeurs propres sont simples.
Supposons maintenant que |1 — | < 1, ou de fagon équivalente que
Re(%) > % Il convient de reécrire la condition une fois de plus, si
o= % alors la condition est 2Re(u) = 1 + €, pour € un nombre
positif .

On démontre que si cette condition est remplie et si

f(n)zﬁ(l—#) pour mn > 1.

J

alors f € 2. Comme

2 2
2
|1—’f =g 2Rl el
J J J
e Wl
i
1 1te

IA
®
<
)
~
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il en résulte que

Fp < SrE
n T AN~ 1
- 6(1+e)2j:1%

C C

S 0T leg) — p(t9)

ot ¢ = e i1 Ceei termine la preuve de (3).

4. Puisque |1 — Cy|| < 1, le spectre de (1 — Cy) est incluse dans le
disque fermé {\ : |A| < 1}, par conséquent, le spectre de Cy est inclu
dans le disque fermé {\: |1 — X < 1}.

Dans la paragraphe qui précéde on suppose que le spectre de 1 — Cj
est inclut dans le disque ouvert {\ : |\| < 1}, et donc la méme chose
est vraie pour le spectre de 1 — Cy. Ceci implique que le spectre de

Cy est inclu dans le disque ouvert.

5. Compte tenu de ce qui était tout simplement prouvé la preuve de 5,
et donc du théoréme peut étre complété en montrant que si |1 — \| =
1 alors X est pas une valeur propre de C§ ou de maniére équivalente
1 — X est pas une valeur propre de 1 — Cj. Ceci est cependant une

conséquence immédiate de (1).

Si|lfll=1et(1—=C§)f =(1—=X)f alors
11 = Co)fll = (1 =)

et donc |(1 — \)| ne peut pas étre égal a 1.

5.2 valeurs propres étendues de ’opérateur
de Cesaro discret sur les espaces de

suites

Rhoades [40] ont montré que Cj est en effet un opérateur linéaire
borné sur /P dont le spectre ponctuel est vide et il a prouvé le résultat

suivant sur le spectre ponctuel de I'opérateur adjoint Cj.

Théoreme 29. Le spectre ponctuel de C§ sur l'espace de Banach (4

compleze est le disque ouvert D(2,1). En outre, chaque z € D(4,1) est
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une valeur propre simple pour C§ et un vecteur propre correspondant est

la suite h(z) = (hy(2))nen définie par les relations

ho(=) =1, hu(z) = ][ (1 - kz) L on>1. (5.7)

Notre premier objectif est de montrer que si A est une valeur propre

étendue pour Cj sur (7 alors A est réel et A > 1.

Théoréme 30. [28] L’adjoint de l'opérateur de Cesaro discret
C§ € B(?) a un spectre ponctuel riche.

Démonstration 49. Remarquons que 0,(Cy) = D(Z,1) est un ouvert
connexe. 1l est facile de voir que Uapplication h : 0,(C}) — (1 définie
par Uéquation (5.7 ) est analytique et h(z) € ker(C§ — z)/ {0} .

Il est connu que la famille de vecteurs propres {h(z) cze D(4, g)} est
totale dans (1., d’ou la famille de vecteurs propres {f(1/k) : k € N'} est
totale dans (7. car f,(1/k) # 0 si et seulement sin < k.

Et en appliquant, le lemme (6), on obtient le resultat désiré.
O

Corollaire 5. Si A\ est une valeur propre étendue pour [’opérateur de

Cesaro discret Cy sur P alors A est réelle et X > 1.

Démonstration 50. Tout d’abord, nous avons X # 0 parce que Cy est
injectif.
Noton également que \ est une valeur propre étendue pour Cy si et seule-
ment si % est une valeur propre étendue pour Cj, et par conséquent, il
suffit de montrer que si A est une valeur propre étendue pour Cj alors
est réel et 0 < A < 1.

Cela devient une comme du théoréme (15) maintenant nous savons

que C§ a un spectre ponctuel riche et que son spectre ponctuel est le disque
D(3.9).

O

Notre prochain objectif est de montrer dans le cas hilbertien p = 2

que si A est réel et A > 1 alors A est une valeur propre étendue pour Cj.

Kriete et Trutt [27] ont montré que Cj est sous normal en utilisant la
construction suivante :

Soit 1 une mesure finie définie positive sur les sous-ensembles de Borel
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du plan complexe avec support compact et soit H?(u) la fermeture des
polyndmes sur Pespace de Hilbert L?(u).
Considérons l'opérateur de décalage M, défini sur 'espace de Hilbert

H?(u1) par I'expression

(M.f)(2) = 2f(2).

Kriete et Trutt [27] ont montré qu’il existe une mesure finie définie po-
sitive sur les sous-ensembles de Borel du plan complexe et supporté sur

D, et il existe un opérateur unitaire U : £2 — H?(u) de telle sorte que.
I—-Cy=U"M,U.

ou en d’autres termes,
Co=U"(I—-M,)U.

Ensuite, les valeurs propres étendues de C sont les valeurs propres éten-
dues de I — M, et les opérateurs propres étendus de Cj sont en corres-
pondance un a un avec les operateurs propres étendus de I — M, sous

conjugaison avec U, qui est, si un opérateur non nul X satisfait
(I — M)X =XX(I—M,)
alors 'opérateur
Y =U*XU satisfait CpY =AY .

Théoréme 31. [28] Si A\ > 1 alors X est une valeur propre étendue pour
I — M, et un opérateur propre étendu correspondant est l'opérateur de

composition X défini par [’expression

(X)) = f (“‘1) | (5.5

A

Démonstration 51. Soit f, = X" = (L’A\’l)n Nous avons
z+A—1
fn—i—l - <A> fn
Et

Aot = (+A=1) [,
= (M.+X-1)f,
= Afn_u_MZ)fn
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et il s’ensuit que

(I - Mz)fn - )‘(fn - fn+1)
et

(I =M)Xz" = (I = M)fy
= Afa = fo41)
= AMXz" = XM,2")
= AX(2" — M.2")
— AX(] — M,)z"

Comme [’ensemble {z" :n € N} est un ensemble total dans H?(p), il

vient (I — M,)X = A X (I — M,).
U

Corollaire 6. St A > 1 alors \ est une valeur propre étendue pour

Uopérateur de Cesaro discret Cy sur (2.

5.3 Quelques propriétés

Théoréme 32. Soit Q) la racine carrée de X définie par (5.9).
Si X\ > 1, alors VX est une valeur propre étendue pour 1’ opérateur I — M,
et un opérateur propre étendu correspondant est [’opérateur de composi-

tion @ défini par [’expression

”\5_1) | (5.9)

Q) = f ( i

Démonstration 52. Premiérement, montrons que X = Q>.

Soit n € N alors

VT A
S
_ <z+i—1>”

= X"
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Montrons que @) est un opérateur propre étendu, on répéte les mémes
étapes utilisées dans la démonstration du théoréme (31), nous trouvons
le résultat.



Chapitre 6

L’opérateur de Cesaro

pondéré (),

6.1 Introduction

Dans cette section, nous discutons I'opérateur de Cesaro pondéré sur
'espace £2. Pour une suite h = (h(n)),en des nombres positifs, appelés
poids et une suite a = (a(n)),en des nombres complexes, 'opérateur de

Cesaro pondéré discret C’h est défini par

(Cra)(n ), avec H(n)=>_ h(k) (6.1)

Soit 1 < p < o0 et

o (h) = { — (almhnen: ) € €.l = 3= M)l < oo} (62)

11 est bien connu que l'opérateur de Cesaro sur ¢P(h) est borné par

p
Chl| £ ——
el < -5

Voir [47]. Un calcul simple montre que Uopérateur adjoint C}; de Cj, dans
i(h), %—i— é =1, est
o~ Mk)a(k)

(G = 3 M2 (6.3
Dans l'espace de Hilbert ¢2(h) le produit scalaire est défini par
=Y h(n)a(n)b(n), a,be *(h). (6.4)

71
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6.2 Sous normalité de (),

A. Hechifa

Comme C}, et C} sont des opérateurs dans un espace de suites, ils ont

des représentations matricielles par rapport a la base (e;);en de ¢2(h)

>
—~
(=]
—

>
L~
(=]
=

=
ol
2

D o o o

>
—

T
-
w
&

h(3)

3
I
o o o

H(3)
h(3)

H(3)
h(3)
H(3)
h(3)
H(3)

(6.5)

(6.6)

Un calcul direct nous donne les représentations matricielles de Cj ' et

Ci~! par rapport a (e;)jen

H(0)
h(0)
—H(0)
h(1)
C,t=1 0
et
H(0)
h(0)
0
Cit=

(6.8)

Théoréme 33. [2/] L opérateur de Cesaro pondéré Cy, dans (*(h) est

sous normal
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Démonstration 53. Soit C; = K,C),, ot K = C;C; "

h(1) h(2) h(3)
H(1) H(2) H(3)
—HO)  h(2) h(3)
H(1) H(2) H(3)

—_ = = =

—H{1) A3
K = 0 Zor 7o) (6.9)
—H(2)
0 0 )
Et pour chaque entier naturel n :
K,=CmCy" =i K o (6.10)

Dans [10], la positivité du T agissant sur (> a été prouvé en considé-
rant les déterminants de ses sections finies.

La forme bilinéaire (., K1.), est définie pour toutes les suites
a,b € (*(h).

En utilisant les représentations vectorielles pour a et b, la représenta-

tion de la matrice Ky et le produit scalaire défini en (6.4), nous obtenons

t

a(0) h(0) 0O
(a, K1b), = a(l) 0 A1)
h(1) h(2)
H(l)) H(2) b(0)
—H(0 h(2)
| THQY  HE) b(1)
t
a(0) b(0)
a(1) b(1)
- th )
a(2) b(2)
Avec
h(0)h(1) h(0)h(2) h(0)h(3)
H() H(2) H(3)
—h(1)H(0) h(1)h(2) h(1)h(3)
Ko — H(1) H(2) H(3)
1h = 0 —h(2)H(1) h(2)h
3)

3)
H(2) H(
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En particulier, pour tout n € N

hi = DA@) 0, i>1.

<eiaK16i>h == H(Z) il

S71=mn alors
(en, Ki€n), = h(n) > 0.

Ainsi que pour toutes a € (*(h), (a, Kya), > 0.

Et donc K est definie positive.

Nous avons aussi Cy, est definie positive donc C;, ' est definie positive et
ce pour tout entier naturel n, C, " est definie positive.

De méme pour C} donc C;™ est definie positive. Et puisque, pour chaque
entier naturel n : K, = ;" PK,C}™" est definie positive.

D’aprés le théoréme (7), Uopérateur Cj, est sous normal.

0

6.3 Valeurs propres étendues de l'opéra-

teur C),

Nous allons démontrer dans cette section que l’ensemble des valeurs

propres étendues pour 'opérateur de Cesaro pondéré est I'intervalle [1, 00)

Théoréme 34. [2/]
1. Le spectre ponctuel de C), est vide.
2. Si |1 — A <1, alors \ est une valeur propre simple de Cj.
3. Le spectre de Cy, est le disque fermé {\: |1 —\| < 1}.
4. Le spectre ponctuel de C} est le disque ouvert {\: |1 — A < 1}.

Démonstration 54. 1. On observe d’abord que si C,f = g, alors

f(0) =g(0) et sin > 1, alors

Cufn) = 7005 S MR (R) = gto)
Et donc
h(0)f(0) | h(1)f(1) h(n)f(n) _
H(n) + H(n) + o H(n) =g(n)
AOV(O) | BOS) | A D=1

Hn—-1) Hn-1) H(n—1)
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Et

Avec

par conséquent, si Chf = \f

C(HM) Hn -1 fn - 1)
“""A< ) h(n) )

Ou

H(n) o) — Hn—-1)f(n—1)
(Ahm) 1>f” ST

Chaque fois que n > 1, st m est le plus petit entier pour lequel
f(m) #0, alors A = % de sorte que 0 < X\ < 1. Il en résulte que
sin > 1 alors

[f(n)] =

> f(n—1)

Ce qui est impossible pour une fonction non nulle f € (2.

2. On observe d’abord que

CHIDESSELTES

k=n

Si Cyf =g alors

Hn) + Hont1) =g(n)
hin+1)f(n+1) h(n+2)f(n+2)

H(n+1) Hn+2) 7 g(n+1)

:ﬁfmysz£$>—Hmﬁ%+1% n=01,2..

Par conséquent, si C} f = \f alors
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Ou

H(n)f(n+1) ([ H(n)

Il en résulte que 0 ne constitue pas une valeur propre de Cj ( si

- 1) F(n)

A=0alors f(n) =0, n=0,1,2...) et il en résulte également que

1) = (1= 0] 160

Céla implique que sin > 1 alors
- h(j) )
fm=11 ( i)

Nous pouvons conclure que toutes les valeurs propres sont simples.

. Puisque ||I — Cy| < 1, le spectre de (I — C}) est inclus dans le

disque fermé {\ : |\| < 1}, et par conséquent, le spectre de Cj, est
inclu dans le disque fermé {\: |1 — A < 1}.

Dans la paragraphe qui précéde on suppose que le spectre de I — Cj;
inclu dans le disque ouvert {\ : |\| < 1}, et donc la méme chose est
vraie pour le spectre de I — Cy,. Ceci implique que le spectre de C},

inclu dans le disque ouvert.

. Compte tenu de ce qui était tout simplement prouvé la preuve de 4,

et donc du théoréeme peut étre complété en montrant que si
|1 — Al =1 alors X est pas une valeur propre de C} ou de maniére

équivalente 1 — X est pas une valeur propre de I — Cj;.

O

Théoréme 35. [24] L’adjoint de 'opérateur de Cesaro pondéré C; €

B(¢%) a un spectre ponctuel riche.

Démonstration 55. Remarquons que 0,(Cy) = D(q/2,q/2) est un ou-

vert connexe.

Chaque z € D(q/2,q/2) est une valeur propre simple pour C} et un vec-

teur propre correspondant est la suite f(z) = (fu(2))

nen définie par les

relations
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Il est facile de voir que I” application f : 0,(Cy) — €9 définie par (6.11)
est analytique et f(z) € ker (Cy — z) /{0}.
La famille de vecteurs propres {f(z):z € D(q/2,q/2)} est totale dans

1. En utiliant donc le lemme (6) pour avoir le resultat désiré.

O
Notre résultat est la suivante : si A est une valeur propre étendue pour
C} sur £9 alors A est réelle et 0 < A < 1.

Lemme 12. [2/] Si X est une valeur propre étendue pour Cy, sur ¢F alors
A est réel et A > 1.

Démonstration 56. notons que A\ est une valeur propre étendue pour

Cy, si et seulement si 1/X est une valeur propre étendue pour Cj.

O
Notre prochain objectif est de montrer dans le cas Hilbertien p = 2 que
si A est réel et A > 1, alors A est une valeur propre étendue pour C},. Pour
montrer que C}, est sous normal en utilisant la construction suivante. Soit
(4 une mesure positive finie définie sur les sous-ensembles de Borel du plan
complexe avec support compact et H?(u) la fermeture des polyndomes
sur l'espace de Hilbert ¢%(11). Considérons lopérateur de décalage M,
défini sur I'espace de Hilbert H?(u) par 'expression (M, f)(z) = zf(z),
il existe une mesure positive finie définie sur les sous ensembles de Borel
du plan complexe et soutenu sur D, et il existe un opérateur unitaire
U:0? — H*(p) tel que I —Cy, = U*M_U, ou en d’autres termes

C, = U*(I — MU

Ensuite, les valeurs propres étendues de C, sont les valeurs propres
étendues de I — M, et les opérateurs propres étendus de C), sont en
correspondance un a un avec les opérateurs propres étendus de
(I — M,) sous conjugaison avec U, i.e. pour un opérateur non nul X
satisfait ([ —M,)X = AX (I —M.,), alors 'opérateur Y = U* XU satisfait
CLY =AY,

H(k)

Théoréme 36. [24] Si A\, = e 2 1, alors A\, est une valeur propre

étendue pour I — M, et un opérateur propre étendu correspondant est

Popérateur de composition Xy, défini par [’expression
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_ o (H(k) = h(k) | zh(k)
(ka)(Z)—f< e H(k)>. (6.12)
Ou H(k),h(k) défini par (6.1 ) et k € N.
Démonstration 57. Soit f, = X;.2" = (H(’;}(’k’)‘(k) + i?((l’;)))n

Nous avons

C(HK) —h(k)  zh(k)
o= (S )

Et

]}—LI((:))fn—i-l = (h(k:) - 1+Z> fn

- (fi(k)'_ 1*‘Ad;> fﬁ

h(k)
H{(k)
— L3N Jn T I_Mz n
1l en résulte que
H{(k)
I— Mz n=— 775 \Jn " Jn
Alors
H{(k)
H{(k)
= — 2 (Xpz" — Xp M. 2"
h(k) k= = XML
H{(k)
= Xe(I — M,)z",
h(k) k( )Z
Et puisque la famille {z" : n € N} est un ensemble total dans H*(p)
et \p = % il en résulte que

(I — M)Xy = M Xi(I — M.).
0

Corollaire 7. Si \, = % > 1 alors A\, est une valeur propre étendue

pour lopérateur de Cesaro pondéré Cy, dans (2.
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