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Résumé

Dans cette these nous introduisons une nouvelle distribution nommée Zeghdoudi
(ZD).Quelques propriétés de cette distribution ont été données a savoir : la
fonction de hasard, ordres stochastiques, statistiques d’ordre, estimation des
parameétres avec la méthode du maximum de vraisemblance et la méthode des
moments. . Enfin, nous donnons des exemples illustratifs et une étude de
simulation pour comparer ZD avec LD et d’autres distributions.

Mots cleés : distribution de Lindley, distribution de Zeghdoudi, estimation,
simulation



Abstract

This thesis proposes a new distribution, called as Zeghdoudi distribution (ZD).
Various statistical properties like stochastic ordering, moment method,
maximum likelihood estimation, mean deviations and limiting distribution of
extreme order statistics is established. An application of the model to a real data
set is presented finally and compared with the .t attained by some other well-
known one and two parameters distributions.

Keywords: Lindley distribution, Zeghdoudi distribution, estimation, simulation
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Introduction

Nous allons étudier dans ce chapitre la distribution d’un seul paramétre de Lind-

ley (voir Lindley 1958) qui définie sous desous par la fonction de densité :

02(1 —6x .
% si z,6>0

f(@,0) = (1.1)

0 ailleur

Sankaran (1970) utilise (1) la distribution mixte de Poisson qui s’appele la distri-

bution de Poisson- Lindley sachant que la fonction de densité est :

0?0 +x+2)e™

fPLD ('T76> = (1 + e)x

Lz =0,1,... (1.2)

ol  est un parameétre positive.

Asgharzadeh et al. (2013), Elbatal et al. (2013), Bakouch et al.(2012), Ghi-
tany et al. (2008a) et (2008b) ont redécouvert et étudié la nouvelle distribution
limitée a (1), ce qu’ils ont dérivé est connu sous le nom de distributions Poisson-
Lindley et Pareto Poisson-Lindley tronquées a zéro.

Récemment, Zeghdoudi et Nedjar (2016a), (2016b), (2016¢) ont introduit une
nouvelle distribution, nommée distribution de gamma Lindley et pseudo Lindley,
basée sur des mélanges de gamma (2,6) et des distributions de Lindley a un para-
meétre pour la premiére distribution et sur des mélanges de distributions exponentielles
de gamma (2, 0) et d'un parameétre pour la deuxiéme distribution. L’idée d’utiliser un

mélange de deux distributions connues pour générer une nouvelle distribution n’est



pas nouvelle. Par exemple, Shanker, Sharma et Shanker (2013) ont utilisé un meé-
lange d’exponentielle (#) et de gamma (2,6) pour créer une distribution de Lindley
a deux parameétres. Pour un autre exemple, Zakerzadeh et Dolati (2009) ont utilisé
gamma («,0) et gamma (« +1,0) pour créer une distribution de Lindley générali-
sée. L’idée de ce travail est basée sur des mélanges des distributions gamma (2,0) et
Gamma (3,0).

Ce projet de recherche est structuré de la maniére suivante :

Le premier chapitre est consacré aux rappels des certaines définitions et certains ré-
sultats qui nous utilisons par la suite a savoir : généralités et quelques distributions
de probabilités, fonction W de Lambert, fonction quantile, statistiques d’ordres ex-
trémes, estimation MM et MV, entropie.

Le chapitre II collecte quelques distributions a un et deux paramétres (Lindley,
pseudo Lindley, gamma Lindley) dont on donne quelques propriétés a savoir : la
fonction quantile, courbe de Lorenz, méthode des moments, estimation du maximum
de vraisemblance et la distribution de limitation des statistiques d’ordre extréme.
Plusieurs simulations sont établies pour examiner le biais et I'erreur quadratique
moyenne des estimateurs des parametres obtenus par la méthode du maximum de
vraisemblance et leur application dans ’analyse de survie.

Enfin, le dernier chapitre contient ’essentiel des travaux regroupés dans les articles
[41] en nous inspirant des travaux originaux de Lindley (1958), et Zeghdoudi and

Nedjar (2016) en adaptant certains résultats. Par ailleurs, une simulation de biais et



Ierreur quadratique moyenne des estimateurs obtenus par la méthode du maximum

de vraisemblance. Enfin, une comparaison des distributions est obtenue.
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Chapitre 1

Généralités et quelques notions

probabiliste

Dans cette introduction nous présentons les caractéristiques essentielles des don-
nées a analyser ainsi que les outils techniques permettant de décrire leur distribution.

Les temps de survie mesurée a partir d'une origine appropriée ont deux caractéris-
tiques. La premiere est qu’ils sont non négatifs et tels qu'une hypotheése de normalité
n’est généralement pas raisonnable en raison d’une asymétrie prononcée. La seconde
est structurelle et tient au fait que pour certains individus I’événement étudié ne se
produit pas pendant la période d’observation et en conséquence certaines données
sont censurées. Cette censure a droite est la plus courante mais n’est pas la seule
censure que ’on peut rencontrer avec des données de survie.

Considérons une étude relative & la durée de survie de patients soumis a un trai-



11

tement particulier.
L’événement d’intérét est la mort de la personne.

Pour des données continues la durée de vie T', c’est-a-dire la durée observée d’un
individu dans un état initial, est une variable aléatoire non positive représente la
durées de survie d’un individu dans population homogene, il y’a trois fonctions par-
ticuliers trés importants : la fonction de survie, la densité et la fonction de hazard en
deux catégorie (models) discrete et continu distribution.

On considére une population de patients dont la durée de survie est décrite par
une variable aléatoire 7. Un échantillon de n individus est tiré aléatoirement de cette
population. Les variables aléatoires T; (avec ¢ € [1,n]) décrivant la durée de survie
des n patients sont supposées indépendantes et identiquement distribuées (selon la
loi de T). La durée de vie effective du patient d’ordre i est notée t;. Elle est censurée
sit; > s;. Posons

1 sit; <s; (détection)

0 sit; >s; (donnée censurée),.

Pour chaque patient, on connait 7; et J;. On connait aussi le seuil si pour les données
non censurées, mais cette information ne sera pas utilisée ici (elle pourrait 1’étre en
revanche pour des simulations).

La probabilité de survie sera décrite par des fonctions.
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1.1 Variables aléatoitres continues

Supposons que la durée de survie T' soit une variable positive ou nulle, et absolu-
ment continue, alors sa loi de probabilité peut étre définie par I'une des cinq fonctions
équivalentes suivantes (chacune des fonctions ci-dessous peut étre obtenue a partir de
I'une des autres fonctions).

Fonction de densité

C’est la fonction positive f telle que :

/000 f(x)de =1 (1.5)

Fonction de répartition

C’est la fonction F' telle que :

F(a:)_P(Tgx)_/Oxf(t)dt (1.6)

Fonction de survie

La fonction de survie est définie sur [0, +00| comme :
St)=P(T'>t),t>0 (1.7)

Clair que S décroissante, continue & droite avec S (0) =1 et tlirglo S(t) =0.
Remarque 1.1
On peut également pour préciser cette distribution recourir a la fonction de den-
sité :

(1.8)
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Un concept important dans ces analyses est celui de risque. Considérons la quantité

Pt <T < t+AlT > 1] (1.9)

C’est la probabilité de survenue de I’événement durant l'intervalle de temps [t + At|
sachant qu’il ne s’était pas réalisé avant t. Naturellement, si I'intervalle de temps en
question tend vers zéro alors avec une aléatoire continue la probabilité en question
tend aussi vers zéro. Les choses changent si on la norme par la durée de I'intervalle

lui-méme :
Pt <T <t+ At|T > ]
At

(1.10)

On passe alors a une évaluation du risque de connaitre I’événement durant 'intervalle
de temps considéré. La quantité obtenue mesure en efft le nombre moyen d’événements
que connaitrait 1'individu concerné au cours d’une unité de temps choisie (mois, an-
née par exemple) si les conditions prévalant durant Uintervalle de temps considéré
restaient inchangées tout au long de 1'unité de temps choisie et pas seulement sur
I'intervalle.

Exemple 1.1

Supposons 'unité est I’année, si la durée de I'intervalle At correspond & un deux
mois et si la probabilité de connaitre I’événement au cours de ce mois est de 30% alors

I’expression ci-dessus vaut :

PL<T <t+AtT>1 312
— =45
At 10 2

ce qui signifi qu’en moyenne si les conditions observées pendant le deux mois en ques-
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tion se maintenaient toute ’année, I'individu connaitrait en moyenne 4.5 événements
par an ce qui est bien I’évaluation d’un risque.

Risque instantané i (ou taux de hasard)

On va défiir la fonction de risque (hasard funtion) qui apparait comme une mesure
du risque instantané (attention ainsi que nous ’avons vu ce n’est pas une probabilité.

Elle peut en particulier prendre des valeurs supérieures a 'unité)

Plt <T <t+AtT >t

At—0 At (1.11)

Cette fonction est liée aux précédents objets puisqu’en efft avec le théoréeme des

probabilités conditionnelles il vient :
h(t) = o (1.12)

Taux de hasard cumulé H

Il est encore possible de défiir le risque cumulé H (t) selon :
t
H(t) = / h(s)ds (1.13)
0
Avec I’égalité suivante entre fonction de survie et fonction de risque cumulé :
H(t)=—1InS(¢) (1.14)

Remarque 1.2
Toutes ces fonctions sont donc liées entre elles : la connaissance de S(t) permet

celle de f(t) via (1.8) et donc celles de h(t) par (1.12) et H(t) par (1.14). De méme,



15

la connaissance de h(t) permet celle de H(t) donc de S(t) et fialement de f(t). En
d’autres termes, si on se donne une seule de ces fonctions, alors les autres sont dans le
méme temps également défiies. En particulier, un choix de spécifiation sur la fonction
de risque instantané implique la sélection d’une certaine distribution des données de
survie.

Moyenne et variance de la durée de survie
Lemme 1.1

Le temps moyen de survie E(T") et la variance de la durée de survie V(7') sont

définis par les quantités suivantes :

B(T) — /OOOS(t)dt (1.15)
Var(T) — 2/Ooot5(t)dt—(/ow5(t)dt>2. (1.16)

Ainsi on peut déduire I'espérance et la variance a partir de n’importe laquelle des
fonctions F, S, f, H, h (mais pas l'inverse).
Démonstration

Nous savons que si le variable aléatoire 1" positif alors :

E(T) = /000(1 C @) dt = /OOO S(t)dt

Pour le variance V' il faut calculer le terme fooo t2 f(t)dt par I'intégration par partie.
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1.2 Les différents types d’estimations

1.2.1 L’estimation paramétrique

Une des caractéristiques des données de survie est I'existence d’observations in-
completes. En effet, les données sont souvent recueillies partiellement, notamment, &
cause des processus de censure et de troncature.

Les données censurées ou tronquées proviennent du fait qu’on n’a pas acces a toute
Iinformation : au lieu d’observer des réalisations indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d.) de durées X, on observe la réalisation de la variable X soumise a

diverses perturbations, indépendantes ou non du phénomene étudié.

Méthode du maximum de vraisemblance

é
Nous supposons ici la forme de la loi connue. Notons 6 = (61, ...,0;) les para-
. H K H
metres de la loi et S(¢; 6) la probabilite P(T > t| 0 ).
En I’absence de données censurées (et en négligeant les incertitudes observationnelles),
la vraisemblance, c.-a-d. la probabilité que la situation observée se produise connais-
H

sant 6, donc d’obtenir simultanément 7; dans [¢;,t; + At;| pour tout i € [1,n], est la

quantité
L (?) =[Pt < T <t + At 0] = 117 0)dt; (1.17)
i=1 ;

car les T; sont des variables aléatoires indépendantes.

La méthode du maximum de vraisemblance consiste & adopter comme estimateur
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—~

?n le vecteur 7 maximisant la vraisemblance ou, ce qui est plus commode numé-
riquement, minimisant ’application £ : © ¢ R¥ — R ou © désigne I'espace des
parametres.
Exemple 1.2

Dans le cas o f(t) est une loi normale de moyenne p = 6; et d’écart-type (c.-a-d.

de dispersion intrinseque) o = 0,

£ (7 = (%U)) = e N

—

= _
alors Destimateur est 0, = (01,60:) = (T, 5) .

Méthode des moments

Dans cette section, T est le vecteur formé par un n-échantillon 71, ..., T,,. Les T;
sont & valeurs dans un ensemble €. Soit f = (f1, ..., fx) une application de © dans R*

telle que I'application
d® : OCR*—=R (1.18)
0 — E[f(X))]
soit injective. On définit l'estimateur ,, comme la solution dans © (quand elle existe)
de I’équation :
®(0) = lZf(Xz-) (1.19)
Souvent, lorsque Q C R, la fonction on prend f;(z) = z' et ® correspond donc au

ieme moment de la variables X; sous FP,. Ce choix justifie le nom donné a la méthode.
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Exemple 1.3
Dans le cas ou k£ = 1 et X est une v.a suivant la loi exponentiel de parameétre 6

et f(x) =e” (injective). Comme pour tout 6 > 1, Ey[f (X;)] = ®(0) = L.

1-6
L’estimateur obtenu par la méthode des moments est :
n n -1
0 = Zex"' (n + Zexi)
i=1 i=1
Exemple 1.4
Dans le cas ou k = 2 et X est une v.a suivant la loi normal de parametre 0 =

(1,0) € R x R% pour tout 6, et Eg (X;) = p et Eg (X7) = p? + o, On peut donc
prendre, par exemple, fi(z) = x et fo(x) = 2% ce qui donne @ (u, o) = (u, u? + o).

L’estimateur obtenus par la méthode des moments vérifie

c’est a dire

=1

L’estimateur est consistant mais ’estimateur de la variance est biaisé.

E(0,) = (u, ”; 102)

1.2.2 L’estimation non paramétrique
L’estimateur a noyau bidimentionel

Soit le couple aléatoire (X,Y) « F avec F' (z,y) = P (X < z,Y <y) la fonction

de répartition de (X,Y"). Soit (X1,Y)), ..., (X,,Y,) un échantillan id de F' (id= iden-
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tiquement distribuées).
Supposons que F' soit complétement inconnue. Comment estimer F', en se basant sur
les observations (Xi,Y1), ..., (X, Yy)?

Un bon estimateur pour F' est la fonction de répartition empirique, notée F), et
définie par :

1 n
Fn(x7 y) = EZI{Xigz,YiSy} (120)
=1

Construction de I’estimateur

Rappelons que la densité de probabilité f est égale a la dérivée partielle par
rapport a x et y de la fonction de répartition F (si cette d erivée existe).
Lemme 1.2

I’estimation non paramétrique de la densité de probabilité f est donnée par :

Y-y
h

h

fla,y) = ﬁZI{ <) (1.21)

X;—=x |§17

ou I, désigne la fonction indictrice sur I’ensemble A.
Preuve

I’estimateur empirique f converge en moyen vers f, en effet :

1

B(7ww) = 2B (Teieroay)
1

1

et comme

P (X €[z, 22],Y € [y1,10]) = F (x1,91) + F (22,92) — F (21,92) — F (22, 91)
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Alors :

B (7(,9)) = g F (0~ hoy— WF (o by + W)=F (2 — oy +h)=F (x4 by — )

et nous savons :

OF (z,y) _ . Fzthy) —F(z—hy)

ox h—0 2h
alors :
OF (z,y+h) OF (z,y—h)
O*F (z,y) — lim B~ on
Jyox h—0 2h
B hmF(x—h,y—h)+F(x+h,y+h)—F(I—h,y—i—h)—F(a:—i—h,y—h)
o h—0 4h2
donc

E(fx.) ~ f(z.y)

Notons que cet estimateur peut encore s’ecrire comme

. 1 & Xi—x Y, —y
=— VK 1.22
e = ey (P ) (122
Ou
Lsi (u,v) € [-1,1]
K(u,v)=14 " (1.23)
0 si non
Conséquence

1-Le paramétre de lissage (fenetre) h dépend de la taille de 1’echantillan n.

2-Nous savons que

nF, «~ Bin (n, F)
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3-On note la fonction de répartition théorique de P (|X; — z| < h,|Y; — y| < h) par

P, (z,y) .On a:

Var (f(r,)) =t @ e,) (1= B4 (7,9) (1.24)

4-Si hH(l)hn = (.alors

B(fey) = fley) e andVar(fey) = Sy (125)

5-Le risque quadratique moyen de lestimateur f (z,y) de f(x,y) est donnée par

B(f(r.)~ fr0) ) =Var (f(e.) + Bios* (Fw.))  (126)

Donc si h,, — 0,4/nh, — 0, quand n — oo, on a que

B(f(.y) - fry) ) —0 (127

pour tout point (z,y) 'estimateur simple f (x,y) est alors un estimateur consistent

de f(z,y).

Rappelons I'estimateur simple

avec

0 si non
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la densité de probabilité uniforme sur le carrée [—1, 1]2, cet estimateur peut étre géné-
ralisé en remplacant la fonction de poids W (., .) (la densité de probabilité uniforme)
par une fonction de poids plus générale K (par exemple une densité de probabilité

quelconque). Ceci resulte en Pestimateur

- ()

K : le noyau.
h : la fenétre ou le parameétre de lissage.
Souvent on prend K une densité de probabilité symétrique c-a-d K (z,t) = K (¢, 2) .

Expression du biais et de la variance

Considérons I'estimateur & noyau

Z ( thy)

i=1

pour calculer le bias de 'estimateur a noyau, remarquons d’abord que

B = B (x (T )

I (O‘_x _5_3/) f (o, B) dad3 (1.28)
RQ

h? h ' h
car les (X;,Y;) sont identiquement distribuées.

Dés lors, nous avons :

B (fen) = fen) ) = ([ [1(55 5Y) Flau) — 1K (0.0) £ ()| s

Pour la variance :
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>

Var ( (m,y)) = E (f(a:,y)2> —E° (]E(%?/))

_ 1 o (Xi—x Yi—y 22 Xi—x Yi—y
- n%‘*{nE(K( o h )) nE\K(—
Xi—z Y-y Xj—x Y~y

+2 ) E(K( — )K( —

L’erreur quadratique moyenne (en anglais : “Mean squared error”, MSE) de I’estima-

teur a noyau est donnée par :

M (fe.0)) = B ( (7o)~ flo) )) (1.20)

L’expression exacte de l'erreur quadratique moyenne integrée (en anglais : “Mean

Integrated Squared Error”, MISE) peut étre obtenue a partir de

MISE = / MSE ( f(ac,y)) dzdy (1.30)

et égale a
MISE :/ K (u,v) [f (uh + x,vh +y) — f (z,y)] dudvdxdy (1.31)
r2 JR?

Expressions asymptotiques du biais et de la variance

Une approximation asymptotique de I’espérance de ’estimateur f (x,y) est donnée

(sous certaines conditions surf et K ) par :

E(f(x,y)) = K (u,v) f (uh + z,vh + y) dudv

R2

= f/K (u,v) dudv + h {% /uK (u,v) dudv + Z_i /vK (u,v) dudv]

0 f 0% f 0% f
20x2 20y?

+h? l /uzK (u,v) dudv +

v?K (u, v) dudv + 92y /uvK (u,v) dud
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Notation

( , ) :leproduit scalaire.

Vf(x,y): le gradient de f au point (x,y) .

Af (z,y) : le laplacien de f au point (z,y).

nous avons introduit la notation [ K (u,v) ¢ (u,v) dudv = L.

Alors on peut écrire I’espérence de ’estimateur comme suite :

B (f(0.)) = S Tath (9F (2.0) (L) Dbt L0 A o) o (1)
(1.32)

Supposons maintenant que le noyau K satisfait :.

1) K> 0.

2

B (fr) ~ flr.y) )= SAF () Tua +0 ()
Remarquons que
Si h décroit alors le (bias)? \ et la variance
Si h augmente alors le (bias)? /" et la variance \
Il faut donc essayer de choisir un h qui fasse un compromis entre le (bias)? et la
variance.

Les expressions asymptotiques du biais et de la variance de f = fn nous premettent
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de trouver des expressions asymptotiques pour la MSE et la MISE. Rappelons ces

expressions asymptotiques du biais et de la variance :

Bias {f(x, y)} = %2Af (z,y) T2 + o (h?) (1.33)
Var <f(x, y)) = #f (x,y) / K? (u,v) dudv + o <#)
_ # (2,9) Tk + 0 (#) (1.34)

Apartir de (1.33) et (1.34) on peut obtenir facilement 1’approximation asymptotique

pour la MSE et la MISE.

MSE (f(z,y)) = §A2f (0,) T% + —  (,5) T + 0 <h4 - i) (1.35)

nh? nh?
MISE(f( )) P e /A2f( Jdedy + ——Tic+ o0 (h*+ — )(1.36)
x = — x x — 0 — (1.
Y 4w Y Y TR nh?
Sous des conditions appropriées d’intégrabilité de f et ses dérivées.
On note 'approximation asymptotique de la MSE par
A ht 9 1
et 'approximation asymptotique de la MISE par
A nt 9 1
AMISE ( f(x,y)) = A (2,y) T+ —5T (1.38)

1.3 Ordre stochastique

Un des principaux objectifs des statistiques est la comparaison de variables aléa-

toires. Bien que trés populaire, le critére probabiliste « moyenne variance» ne suffit
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pas toujours & comparer deux variables aléatoires et peut méme conduire & des aber-
rations. Cependant, il arrive souvent qu’on posséde des informations plus détaillées
concernant les variables aléatoires & comparer décrites par leurs fonctions de réparti-
tion. Une comparaison basée sur les distributions est plus informative que celle basée
uniquement sur deux critéres. La méthode utilisée pour comparer deux distributions
est nommeée « ordre stochastique».

L’ordre stochastique usuel est I'ordre le plus naturel pour comparer deux variables
aléatoires réelles (comparer des risques ). Il consiste & comparer leurs fonctions de ré-
partition ou leurs fonctions de survie. Cet ordre est souvent appelé ordre stochastique
usuel selon Shaked et Shanthikumar (2007) [4] . Ceci conduit a la définition suivante.
Définition 1.1 Une variable aléatoire X est dite inférieure ou égale & une variable
aléatoire Y dans :

a) L’ordre stochastique (X =,Y ) (Stochastic order) si Fx(t) > Fy(t),Vt;
b) L’ordre de taux de risque (Hazard rate order)(X =<p, Y ), si hx(t) > hy(t),vt;

¢) L’ordre de rapport de vraisemblance (Likelihood ratio order )(X =, Y ), si ;;‘ Eg

diminue en t.
d)L’ordre convexe (Convex order) (X <. Y ), si, pour toute fonction convexe ¢ on
a, E[¢p(X)] < E[¢(Y)].

Remarque 1.3 Les implications suivantes (Shaked et Shanthikumar [4]) sont bien



27

connues :

X = ,Y=X=,YV=X=,Y. (1.39)

Si E[X] = E[Y], dors X <,Y e X <, Y. (1.40)

1.4 Théorie des valeurs extrémes

La théorie des valeurs extrémes est une branche des statistiques qui s’intéresse
aux valeurs extrémes (minimum ou maximum) des distributions de probabilité.Elle

a été développée par Emil Julius Gumbel [26].

1.4.1 Théorie des valeurs extrémes maximales

L’é¢tude des extrémes d'un processus passe naturellement par ’analyse du maxi-
mum d’un échantillon de taille n donnée M,, = maz{ Xy, Xs,..., X,,;},on X1, Xs,..., X,

est un échantillon i.i.d. de loi F'. La distribution de M,, est connue exactement :
PM,<z2)=P(X;<uz,..,X,<z)=F"(2),

En pratique, F' est inconnue, et la relation (1.3) n’est donc pas utilisable directement.
De facon analogue au théoréme central limite, la théorie des valeurs extrémes montre
qu’il existe des suites a,,b, (constante de normalisation) et une distribution non

dégénérée, telles que

<z)=F"(a,z+0b,) — G(x). (1.41)

an, n—oo
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Le théoréme suivant spécifie la forme de la loi limite de valeurs extrémes du maximum
G(x).

Théoréme 1.1 (de Fisher-Tippett ou théoréme des 3 types extrémes) La loi
limite G(x) peut prendre trois formes possibles avec a,, > 0 et b, € R comme suit :

-La loi de Gumbel (typel)

Gx (r) =exp(—exp(—z)), z€R (1.42)

-La loi de Fréchet (typell)

exp(—z~®), Yx>0,a>0
Gx (v) = (1.43)

-La loi de Weibull (typelll)

Gy (z) = | (1.44)

Le théoréeme suivant nous permet de déterminer le domaine d’attraction et de son
type pour notre fonction de distribution commune.

Théoréme 1.2 ( Leadbetter et al. [7] ). Soit (X,,) une suite de variables aléatoires
indépendantes de la distribution commune F(x), et zrp = sup{z\ F (z) < 1}. Les
conditions nécessaires et suffisantes pour que la fonction F' appartienne au domaine
d’attraction des types possibles sont :

Type I. 1l existe une fonction strictement positive g (t) > 0 définie sur 'ensemble

] - OO,JJF],
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telle que ﬁ,@% = exp(—x),Vr € R.

1—F(tz)
1-F(t)

Type II. xtp =occ et  lim =z *Vao>0eta>0.

t—o0

Type IIL. 25 < co et limi-tr—to

tqomzxaﬁx>06t@>0.l

Le corollaire suivant permet de trouver les constantes de normalisation.

Corollaire 1.1 ( Leadbetter et al. [7] ) Les constantes de normalisation a,, et b,
correspondantes aux différents types de loi limite sont :

Type L. a, =g (F'(1 - 1)) et b, =F1(1-1).

Type IL. a, = F7'(1 — L) et b, = 0.

Type IIL. a, =2p — F}(1—2) et b, = z7.A

1.4.2 Théorie des valeurs extrémes minimales

De fagon similaire on note m,, = min{ Xy, Xo,..., X}, ou X3, Xs,..., X, est un

échantillon i.i.d. de loi F'.La distribution de m,, est :
P(m, <z)=1-[1-F(2)]",

Au lieu de traiter I’échantillon minimal de X on peut le voir comme le négatif du

maximum de (—X).
min(Xy, X, ..., X,) = —mazx(—X1, —Xo, ..., —X,).

La distribution asymptotique minimale peut-étre déduite de la distribution limite
maximale.

La théorie des valeurs extrémes montre qu’il existe des suites a,,b, (constante de
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normalisation) , avec a,, > 0, b, € R telles que

P(——"<z) - G*(x)=1-G(-2).

bn - n—oo
ot G (z) est la loi limite des valeurs extrémes du maximum définie dans le théorémel.3.
Alors la loi limite des valeurs extrémes du minimum G* () doit étre 'un des trois

types :

-La loi de Gumbel (typel)
GX () =1 —exp (—exp (z)),z € R. (1.45)

-La loi de Fréchet (typell)
1—exp(—(—2)™"), V2 <0,a>0.

GX (x) =
1 Vo >0.

-La loi de Weibull (typellI)
GX (2) =

Remarque 1.4 Les constantes de normalisation peuvent étre obtenues a 'aide de

résultats de corollaire 1.1 avec les modifications appropriées.

1.5 Courbe de Lorenz

La courbe de Lorenz est une des mesures d’inégalité la plus largement utilisée
dans plusieurs domaines (épidémiologie, traitement du signal, psychologie expérimen-

tale...etc). Elle peut étre facilement transposée, notamment & la répartition d’une
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donnée statistique quelconque, comme les inégalités de répartition d’'un actif ou de
toute autre distribution de richesse, ’état de la répartition des clients au sein d’une
clientele, le revenu et la répartition des richesses. Dans le cas de I'analyse des revenus,
la courbe de Lorenz L(P) représente la part du revenu total détenue par la proportion
P € |0, 1] d’individus les plus pauvres :

L(P) = revenu total des plus pauvres

revenu total

La courbe de Lorenz pour une variable aléatoire X positive est définie comme le

graphe du rapport

Jr
L(P) = &—— 0<P<I

T
Ou P = F(x)

E(X|X < 2)P (X < 1)
E(X)

L(P) = E(X]|3)((X§) )P

(1.46)

Avec les propriétés L(p) < p, L(0) =0 et L(1) = 1. Si X représente le revenu annuel,
L(p) est la proportion du revenu total qui revient aux personnes ayant les revenus les
plus faibles de 100p%. Si tous les individus gagnent le méme revenu alors L(p) = p
pour tout p. La zone située entre la ligne L(p) = p et la courbe de Lorenz peut étre
considérée comme une mesure de I'inégalité des revenus, ou plus généralement, de la
variabilité de X, voir Gail et Gastwirth [5] et Dagum [6] pour une vaste discussion

des courbes de Lorenz.
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1.6 Entropie

L’entropie est la mesure du désordre dans les systémes physiques, ou une quantité
d’information qui peut étre acquise par les observations des systémes désordonnés.
Claude Shannon [6] définit une mesure formelle de I'entropie, appelée entropie de

Shannon

1.6.1 Entropie Shannon

L’entropie de Shannon est une fonction décroissante d’une dispersion de variable
aléatoire, et est maximale lorsque tous les résultats sont également probables.

L’entropie de Shannon est comme :

n=E{-In(g(x))} (1.47)

1.6.2 Entropie de Rényi

Alfred Renyi [3] est proposé d’entropie généralisée qui, pour s = 1, se réduise a

I’entropie de Shannon. L’entropie de Renyi est définie comme :

In (5) L{ln/loogs (x)dx} s>0,5#1 (1.48)

T 1o S
Il a des propriétés similaires a celles de ’entropie de Shannon :

- Elle est additive

- I a maximum = In (n) pour p; = %
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Mais elle contient un parameétre supplémentaire s qui peut étre utilisé pour le

rendre plus ou moins sensible a la forme des distributions de probabilité.
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Chapitre 2

Distribution de Lindley et ses

applications

Une distribution de Lindley d’un seul parameétre a attiré les chercheurs pour son
usage en modelant des données de vie, et on ’a observé en plusieurs articles que cette
distribution a exécuté excellemment .Cette distribution est introduit par Lindley en
1958 comme mélange d’Exp(6) et de Gamma(2, 6). plus de détails sur la distribution

de Lindley peut étre trouvés en Ghitany et autres ( [1],[23] ) .

2.1 Distribution de Lindley

Soient Y] ~ exp(0) et Yo ~ Gamma(2,6) deux variables aléatoires indépendantes.
Pour 6 >~ 0, on considére la variable aléatoire X =Y et X = Y5 avec les probabilités

et PQZL

respectivement P, = 45"

9
1+
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La fonction de densité de X est donnée par :

92(1 + x)e*%

f(z;0) = 5o z,0 >0 (2.1)

La fonction de répartition correspondante est :
O+1+6
F(x)=1- %e_ez;x > 0,0 >0 (2.2)

La premiére dérivée de (2.1) est :

d 0

—f(x) = 1—0—0x)e .

dxﬂx) 14 9( z)e
Il en résulte que
(1) pour 6 < 1, % () = 0 implique que g = 1%6 est le point critique unique &

laquelle f(z) est maximisée.
(i1) pour § > 1, L f(z) <0, c-a-d .f(z) diminue en x .

Par conséquent,le mode de cette distribution est :

Ll0<b<1
Mode(X) =

0, ailleurs

La figure 2.1 représente la fonction de densité. de la distribution de Lindley pour

quelques valeurs de 6.
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2.2 Moments et mesures connexes

Le moment d’ordre k de la distribution de Lindley est :

L0+ &+ 1)
—E(xN) =TT 9
He= B0 = T
d’ou, on a :
S (0+2) . 200+3) . 6(0+4) | 24(0+5)
M=o+ " e ™ For ™ et

Le moment centré d’ordre k de la distribution de Lindley est défini par :

E ok
o =EB{X =)} =) i (=)

D’ot, on a
0 +40+2 2 (6% +66” + 66 + 2) 3 (30 + 246° + 446° + 320 + 8)
= —— =0 s = y == .
SRS TR GICES 0" (0 +1)"

Le coefficient de variation (), le coefficient de dissymétrie (\/ ﬁl) et le coefficient

d’aplatissement ((,) sont :

VO +40+2
T T
2 (6° + 660% + 60 + 2
v = X -
(0° + 46 +2)°
8, — 3 (30" + 246° + 440> + 320 + 8)
) .

(6% + 46 +2)°
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F1G. 2.1: Présentation graphique du coefficient de variation v (noir), le coefficient de dis-
symétrie /[, (rouge) et le coefficient d’aplatissement (3, (bleu) .

Remarque 2.1 :
(7) v est une fonction croissante en 6 et (1/\/5) <y <1, voir Fig2.2.
(i) /Best une fonction croissante en 0 et /2 < \/B; < 2, voir Fig2.2.
(i77) Byest une fonction croissante en 6 et 6 < §, < 9, voir Fig2.2.

Théoréme 2.1 Soit X ~ Lindley (¢). Alors
Mode (X) < Median (X) < E (X).

Preuve. Soient M = Mode (X), m = Median (X) et p=E(X) = %. Depuis la



fonction de répartition de la distribution de Lindley, il en résulte que :

1—Le—(1—9), 0<0<1 1
F(M) = 1+6 ,F(me):§
0 ailleurs
et
F(N):1_+—te 0+1,
(1+6)

Notons que F'(M) est une fonction décroissante en 6 € (0, 1) et, pour tout 6 > 0,

0<F(M)<1-2e"1<(1/2).

38

De méme, F(u) est une fonction croissante en 6 > 0 et (1/2) <1—3e™2 < F(u) < 1.

Enfin, étant donné que F(z) est une fonction croissante en = > 0. Il est facile de

vérifier que F(M) < F(me) = 3 < F(p), alorson a M <m < ;.1

2.3 Fonction de hasard et fonction de survie

Soit
. PX<z+Az|X>z) flz)  0P(1+u)
h<x)_Alggo Az C1—-F(z) 0+1+0x
et
B 0+ 140,
S(z)=1-F(x) = 7o ¢

La fonction de taux de hasard et la fonction de survie de la distribution de Lindley,

respectivement.

Remarque 2.2
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02(1+x)
0+1+0x’

(it) Comme Lh(z) = h(x) est une fonction croissante en x et 6 en plus

00_+1 < h(z) < 0.



L
(a?
)

Prsentation graphique de la fonction de taux de hasard pour quelques valeurs de 6

noir(60=0.5) ; rouge (0=1); bleu (0=2)
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Prsentation graphique de la fonction de survie pour quelques valeurs de 6 ,

noir(6=0.5) ; rouge (0=1); bleu (0=2).
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2.4 Ordre stochastique
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Théoréme 2.2 Soient X ~ Lindley(6,) et Y ~ Lindley(0s) : Si 6; > 05 alors

X <, Yetdone X <3, Y et X <,Y.

Preuve. Notons d’abord que

t)y 2(1+6
fx(t) ;( t02) —o-o 4o g
fY(t) ‘92 (1+91)
On a, pour 61 > 6,
d fx(t) fx(t)
— =(0,—10 <0,
a5 R
ff;—gg est décroissante en X. Alors X =, Y. Les états restants découlent des implica-

tions dans (1.39).

2.5 Courbe de Lorenz

La courbe de Lorenz pour une variable aléatoire X positif est défini comme le

graphe du rapport

E(X|X < 2)F(z)

L(F(x)) = S

(2.3)

E(X)

Pour la distribution de Lindley (2.1) on a,

E(X|X < 2)F(z) =

T 01+60) 1+0

2+ 0 e 0 2
0

—+1+9x2+2x+x9].

Ainsi, & partir de (2.3), on obtient la courbe de Lorenz pour la distribution de Lindley

comme suit :

0(1+6)(1 - p)
(2+6)(1+4 0+ 0x)

L{p)=1~- 7

2
{—+1+9m2+2x+x9].
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Ou z = F~Y(p) avec F(-) donnée par (2.2).

2.6 Statistiques d’ordre extrémes

Si X1, ..., X,, un échantillon de n variables aléatores qui suivent la distribution de

Lindley et si X = (X;+-++X,,)/n représente la moyenne d’échantillon alors par le

Vi(X-E(X))

se rapproche de la distribution normale standard
Var(X)

théoréme central limite
quand n — oo.
Théoréme 2.3 Parfois, on serait intéressé a étudier la loi asymptotique des valeurs

extrémes M, = maz(Xy,..., X,,) et m, = min(Xy, ..., X,,), Pour la fonction de répar-

tition définie dans (2.2), on constate que :

1—-F(t+x)

t@gl——F(t) = exp(—0x).
et
F(tr)
20 F(E)

Ainsi, il en résulte du Théoréme 1.2 ( Leadbetter et al. [7] ) qu'il doit y avoir les

constantes de normalisation a,, > 0,b,,c, > 0 et d,, de telle sorte que :

P{a,(M, —b,) < 2} — —exp{(—0x)}.

et

P{c,(m, —d,) <z} —-1—exp(—2x). (2.4)
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Comme n — oo. La forme des constantes de normalisation peut également étre dé-
terminée. Par exemple, en utilisant le Corollaire 1.1 ( Leadbetter et al. [7] ), on

peut voir que a,, = 1 et b, = F~*(1 —1/n) avec F(-) donnée par (2.2)

2.7 Fonction Quantile de la distribution Lindley

D’apres la fonction de répartition de la distribution Lindley définie en (2.2). Il
convient de noter qu’est continue et strictement croissante de sorte que la fonction de
quantile X est Qx (u) = Fx' (u),0 < u < 1. Dans le résultat suivant, on donne une
expression explicite de () x en fonction de la fonction W de Lambert.

Théoréme 2.4 Pour tout 6 > 0, la fonction quantile de la distribution Lindley X

est :

Qx (u) = — —%—%Wl(ﬁ(u—l)), 0 <u<l, (2.5)

Ou W_; désigne la branche négative de la fonction W de Lambert.
Preuve. Pour tout 6 fixe, § > 0, soit u € (0, 1). On doit résoudre I’équation F (z) =

u par rapport a x, pour tous X > (0 comme suit :.
O+1+0x)e ™ =(0+1)(1—u). (2.6)
En multipliant par — exp (—6 — 1) I’équation (2.6), on obtient :
—O@+1+0x)exp(—0—1—0zx)=(0+1)(u—1)exp(—6—1). (2.7)

D’apres I’équation (2.7), conjointement avec I’équation (2.5), on voit que — (6 + 1 + 0x)

est la fonction W de Lambert de Pargument réel (§ + 1) (u — 1) exp (—6 — 1) .Alors,
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on a

6+1
W(m(u—l)>:—(9+1—|—9x),0<u<1. (2.8)

Toujours, pour tout 6 = 0 et x > 0 il est immédiat que 6 + 1 + Oz > 1 et il
peut également étre vérifié que puisque u € (0,1). Il pour, en prenant en compte les
propriétés de la branche négative de la fonction W de Lambert a présenté en premiér

chapitre, I’équation (2.8) devient

» (Ll)(u—l)> (0414 02). (2.9)

exp (6 +1

Ce qui implique le résultat. la preuve du théoréme est terminée M.

2.8 Estimation

2.8.1 Estimation par la méthode des moments (MoM)

Etant donné un échantillon aléatoire X7, .., X,, de la distribution de Lindley

(2.1), lestimateur des moments (MoM) de 6 est :

—(X—1)+\2/7(X—1) +8X’Y>O' 2.10)

HMOM -

Le théoréme suivant montre que 'estimateur 0,y de 0 est biaisé.

Théoréme 2.5 L’estimateur 0 mom de 0 est positivement biaisée, i.e. E (9) —0>0.

N . (4 _1)\2
Preuve. Soient 67,0 = g (X) et g(t)= (t=+ Vzt(t Y +8t, vVt > 0.

1

1+ 3t3415t249¢+1
t3

Comme ¢ (t) = | >0, g(t) est strictement convexe.
[(t—1)+8¢] ¢
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Ainsi, par I'inégalité de Jensen, on a E (g (7)) > g [E (7)} . Enfin, étant donné que

E(g(X)) =9 Zg(%> =9, (2.11)

On obtient
E (é MoM) > 0.
Le théoréme suivant donne la loi limite de @ Mol -
Théoréme 2.6.L’estimateur 6y, de 0 est convergeant et asymptotiquement nor-
mal :
o P 1
Jn (9 _ 9) 2N (0, —2> . (2.12)
o
L’intervalle de confiance de 6 pour un seuil de confiance 100 (1 — a)) % est donné par :

A 1
0+ 2o . (2.13)
> Vno?

Ot 22 est le (1 — §) percentile de la distribution normale standard.

Preuve. Etant donné 1 est finie, X EiR . g (t) est une fonction continue a t = p,
g (7) g g (p), c’est-a~dire 0 2 0. Comme 02 < 0o, par le théoréme central limite,
on a

Vi (X —p) 2 N (0,07). (2.14)

En outre, puisque g (1) est différentiable et g’ (1) # 0, par la méthode Delta, on a :
_ p AR

v (g(X) —g(w) = N (0, [9 (u)] o). (2.15)

Enfin, étant donné que

X) = 4 / —1 1+ 3u 1
9(X) =Omorrsg (1) =0, et g (u>:2_p? 1+ > TR
(n—1)"48u
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2.8.2 Estimation par la méthode du maximum de vraisem-
blance

Soient X; ~ LD(#),i = 1,n n variables aléatoires. La fonction de logvraisemblance

est :

Inl(z;0) = 2nIn6 —nln(0 +1) + > In(z; + 1) — nfX. (2.16)

i=1

L’estimateurs de la méthode du maximum de vraisemblance 0 mv de 0 est une solution

de I’équation :

Olnl(z; 3,0) 2n no
a0 =5 " (9+1)_0'
On obtient
S— S— 2 J—
A —(X—1)+\/(X—1) +8X _
Orry = — , X > 0.
2X
Avec
9 Inl(z;;3,0) Py x?
062 __?_g(exﬁe)? <0

Remarque 2.3 L’estimateur de la méthode des moments @MOM et Pestimateur du

maximum de vraisemblance 6,;1, du parametre 6 sont les mémes.

2.9 Simulation

Cette section étudie le comportement des estimateurs du maximum de vraisemblance 6,y

pour un échantillon de taille finie (n). La simulation est réalisée pour chaque couple
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(0;n), ou d =0.1,1,9 et n = 20,40, 60,80, 100. Alors on a l'algorithme suivant :

- Choisir les valeurs initiales de 6y pour spécifier la distribution de Lindley ;
- Choisir la taille de I’échantillon n ;

- Générer N échantillons indépendants de taille n de LD(0) ;

- Calculer les estimations 6 mv de 6 pour chacun des N échantillons ;

- Calculer :

(1) La moyenne des estimateurs obtenus sur tous les NV échantillons

JOR)

(77) L’erreur quadratique moyenne EQM des estimations simulées

biais moyen (0) =

||M2

1
N

EQM (6) = %i (éi—@o)Q.

n 0=01]|0=1 0=9

20 | 0.00265 | 0.03068 | 0.41459

40 | 0.00118 | 0.01699 | 0.18019

60 | 0.00090 | 0.01060 | 0.13665

80 | 0.00061 | 0.00746 | 0.09073

100 | 0.00058 | 0.00570 | 0.07728

Tableau 2.1 : les biais moyens de I’estimateur 0

(2.17)
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n =01 |0=1 =9

20 | 0.00028 | 0.03335 | 4.25425

40 | 0.00013 | 0.01543 | 1.91203

60 | 0.00009 | 0.01024 | 0.22017

80 | 0.00007 | 0.00752 | 0.90044

100 | 0.00005 | 0.00590 | 0.70490

Tableau 2.2 : la moyenne EQM de 'estimateur 6

Remarque 2.4
(1) Le tableau 2.1 présente un biais positif, comme indiqué dans le théoréme 2.11.
Le tableau montre également que le biais diminue (augmente) quand n(f) augmente
respectivement.
(77) Le tableau 2.2 montre que l'erreur quadratique moyenne diminue (augmente)

lorsque n (f) augmente respectivement .

2.10 Distributions 4 deux paramétres de Lindley

Dans cette section on va déterminer quelques distributions de deux et trois para-

meétres dont la distribution de Lindley est un cas particulier
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2.10.1 Distribution Quasi Lindley

La distribution Quasi Lindley(QLD) avec deux paramétres « et 6 est définie

par sa fonction de densité de probabilité

0% (o + 26)e 0"

cx>0,0>0a>—1. (2.18)
a+1

fx;0,0) =

Il est facile de voir que si @ = 6, I’équation (2.22) de QLD se réduit a la fonction de
distribution de Lindley (2.1) et si a = 0, elle réduit a la distribution Gamma (2, 0).
La fonction de densité (2.22) de QLD peut étre montré sous forme de mélange des

distributions Exponentielle () et Gamma (2,0) comme suit :

f(z;0,0) = pfi(z) + (1 = p) fo()

Ou p=5%, filz) =0 et fo(z)= 0*xe~% (pour plus de détails voir. Shanker
et al.(2013) [8]).

La fonction de répartition correspondante est :

1 0
F(Jﬁ) -1 Mefex;x >0,0>0,a>—1. (2'19)
a+1

Le moment d’ordre k de la distribution Quasi Lindley est :

T(k+1)(a+k+1)

= F (X)) = k=12, ..
Hi ( ) GK(oz—l—l)
d’ot, on a
(42 2(a+3) | 6(a+4) | 24(a+5
M+ )" T s ) Far )™ a1
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La fonction de logvraisemblance de la distribution Quasi Lindley est :

logL(x; a,0) = nlogfh — nlog (1 + «) + Zlog (a+ x;0) —noX.
i=0

Estimation par la méthode des moments
Etant donné un échantillon aléatoire X, ..., X,,, de QLD, les estimateurs des moments

0 defet @dea peuvent étre obtenus comme suit :

N A 2 1 _

h = (?‘+ ):, X >0 (2.20)
a+1/) X

a = k_—12[2k+\/§\/2—k—4] (2.21)

Ou
Ha i 2(a+3)(a+1)
0} (@+2)?*

2.10.2 Distribution de Pseudo Lindley(PsLD)

Dans cette subsection, on introduit la distribution de Pseudo Lindley [18] et
étudier ses propriétés de base. Cette distribution de deux parameétres 6 >0 et 5 > 1,
le premier est appelé parameétre d’échelle alors que 3 est le paramétre de mélange est
défini comme un mélange d’Exp(f) et de Gamma(2, 0)

Soit Y1 ~ Exp(f) et Yo ~ Gamma(2,60) deux variables aléatoires indépendantes.
Pour 8 > 1, on considére la variable aléatoire X = Y] et X = Y5 avec les probabilités
respectivement P, = =~ et P, =

La fonction de densité de X est donnée par :

0(8—1+0z)e

fPsLD(iv; 975) = 3

, x>0,0>0,60>1. (2.22)
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La fonction de répartition correspondante est :

(B +0x) e

Fpsrp(z) =1— 5

;x>0,6>1,0>0. (2.23)

Remarque 2.5
1) Si B =0+1, cette distribution est la distribution de Lindley LD (0).
2) Si =1, cette distribution est la distribution de Gamma(2,0).

La premiére dérivée de fpsrp(z) est :

d 0*(2 - —0z)e 0" 2-p
%fpsLD(x) = 5 =0 donne z = —

Il en résulte que :

1) pour 1 < 8 < 2, & porn(#) < 0 implique que & = =2 est Punique point critique
1<h<n g :

unique a laquelle fpsrp(z;6,3) est maximisée.

(17) pour B > 2, %fpsLD(x; 0,8) <0, c-a-d fpsrp(z;0,3) est décroissante en .

Par conséquent, le mode de cette distribution est :

2L Y1<B<2
Mode(X) = (2.24)
0 atlleurs.

Les figures 3.1 et 3.2 représentent la fonction de densité.et la fonction de répartition

de la distribution de Pseudo Lindley pour quelques valeurs de (6, 3) .
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Reprsentation graphique la fonction de densit de PsLD pour quelques valeurs de

(0, 8).noir(0.5,1.5) ;rouge(0.25,2) ;bleu(1,3) ;vert(3,3),jaune(0.1,4) ;gris(2,8).
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Reprsentation graphique la rpartition de densite de PsLD pour quelques valeurs

de (0, 3) noir(0.5,1.5) ;rouge(0.25,2) ;bleu(1,3) ;vert(3,3),jaune(0.1,4) ;gris(2,8).

o4
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2.10.3 Moments et Mesures connexes

Le moment d’ordre £ de la distribution de Pseudo Lindley est :

B - RO +R)

k=1,2,..
0" 3

Proposition 2.1 Soient X7, Xs, ..., X,, n variables aléatoires indépendantes de PsLD(0, [3).

La fonction génératrice de S = """ | X;, est donnée par

0" (1= )t +09)"

d’ou
0((1—p)t+053)
B(t—0)>*

Corollaire 2.1 Soit X ~ PsLD(#,[),Je moment d’ordre 1,2 et la variance de X

Mx(t) = E(e™) =

(2.25)

sont :

B(X) = 21 mix?) = £ 12 var(x)

B +28-1
623 B

Théoréme 2.7 Soient X ~ PsLD(0,5), M = Mode(X),me = Median(X) et

Moyenne(X) = p=E(X). Alors
M < me < p. (2.27)

Preuve. Selon La fonction de répartition de PsLD(#, 3) pour tout x,0 et 3

1-— Vi<pg<?2 1
F(M) = ,F(me):i

0 ailleurs

2¢—(2—8)
B
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et
(52 +p+1) e (F)
Ch '

Notons que F(M) est une fonction croissante pour tous 5 = 1. Il est facile de vérifier

F(p)=1-

que
F(M) < F(me) < F(u), alors on a M < me < p.1l
Le coefficient de variation v, le coefficient de dissymétrie,/3; et le coefficient d’apla-

tissement (3, sont :

VVar(X) /B2 +28-1

E(X) g+1 7

E(X?) 65% (8 +3)
V 61 - = 3
(Var(X)) (B> +28-1)2
E(X%) 243 (B + 4)

)
(Var(X))* (B*+28 - 1)2'

3 )
2

Ba

Remarque 2.6 Toutes ces expressions sont indépendantes du paramétre 6 et dé-

pendantes uniquement du paramétre 3, avec 61/2 < /B, < 6 et By > 30.

2.10.4 Fonction de hasard et Fonction de survie

Soit
. PX<z+Ax|[X=2) f(x)  O(B+0x-1)
Me) = fim, Az T1-F@)  Bi6r
et
S(@)=1- Fz)= S

B
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La fonction de taux de hasard et la fonction de survie de la distribution de Pseudo
Lindley respectivement.

Proposition 2.2 Soit hpsp(x) la fonction de taux hasard de X. Alors hpsr(z) est
croissante.

2
> 0.

Preuve. Il est facile de vérifier que %hps wp(z) = oo

2.10.5 Ordres stochastiques

Théoréme 2.8. Soient X; ~ PsL(0;,3,),i = 1,2 deux variables aléatoires. Si

01 =0y et B, > By, alors X <, Xo, Xy <pr Xo, Xy <5 Xp et Xy <o Xo.

2.10.6 Courbe de Lorenz

La courbe de Lorenz pour la distribution de Pseudo Lindley est :

0w 1B (20 + 1) + 226° + 260 + 1]

L(p)=1—e" 511

Ou z = F~Y(p) avec F(-) donnée par (2.2).

2.10.7 Statistiques d’ordres extrémes

Soient X7, ..., X,, n variables aléatoires qui suivent la distribution de Pseudo Lind-
ley . Dans le théoréeme suivant on va étudier la loi asymptotique des valeurs extrémes

M, = max(Xy, ..., X,) et m, = min(Xy,..., X,).
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Théoréme 2.9 Pour la fonction de répartition définie dans (2.2), on constate que :

1—-F(t+x)

tli@ = F 1) = exp(—0x).
et
- F(tr)
YSFw "

Ainsi, il résulte du théoréme 1.2 ( Leadbetter et al. [7] ) qu’il doit y avoir constante

de normalisation a,, > 0,b,,c, > 0 et d,, de telle sorte que :
Pr{an(Mn - bn) < 33} - exp(_ eXp(—9$)) :
et
Pr{c,(m, —d,) <z} —1—exp(—z). (2.28)

Comme n — oo. La forme des constantes de normalisation peut également étre dé-
terminée. Par exemple, en utilisant le Corollaire 2.3 ( Leadbetter et al. [7] ) , on

peut voir que a, = 1 et b, = F~(1 — 1/n) avec F(-) donnée par (2.2).

2.10.8 Fonction Quantile de la distribution de Pseudo Lind-
ley

D’apres la fonction de répartition de la distribution de Pseudo Lindley définie
en (2.2), il convient de noter qu’est continue et strictement croissante de sorte que la
fonction de quantile X est Qy (u) = Fx' (u),0 < u < 1. Dans le résultat suivant, on

donne une expression explicite de () x en fonction de la fonction W de Lambert.
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Théoréme 2.8 Pour tout 8 = 0 et § > 1, la fonction quantile de X qui suit la

distribution de Pseudo Lindley est

Qx (u) = —g - éW_l (BeP(u—1)), 0 <u=<1, (2.29)

Ou W_, désigne la branche négative de la fonction W de Lambert.

Preuve.Voir ( Zeghdoudi et Nedjar (2017))[21].

2.10.9 Estimation

Estimation par la méthode des moments (MoM)

Etant donné un échantillon aléatoire X1, ..., X,,, de la distribution de Pseudo Lind-

ley (2.23), en utilisant le premier moment m et la variance s* on a :

B+l , BP+28-1
T T

On résout ce systéme non linéaire pour tout s > 0, m > 0, pour trouver les estimateurs

des moments 6701/ et 3 won de 0 et B respectivement comme suit :

5 2m 4+ v2v/m? — s2 . 5 m? + 52
oM = € oM — .
Mot m? + s? MoM ™02 2 4 \/omy/m?2 — 52
(2.30)

Le théoréeme suivant montre que l’estimateur Orrons de 0 est positivement biaisé.
Théoréme 2.11 L’estimateur des moments & Mom de 0 est positivement biaisée ,

c’est-a-dire F <9M0M> —60=0.
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2.10.10 Distribution de Gamma Lindley (Gal)

Dans cette subsection, on introduit la distribution de Gamma Lindley ([17], [19]
) et étudier ses propriétés de base. Cette distribution est défini comme un mélange
de Gamma (2,0) et de Lindley(6).
Soit Y1 ~ Gamma(2,0) et Yo ~ LD(0) deux variables aléatoires indépendantes. Pour

6 >0, 3> -2 les paramétres d’échelle et de mélange respectivement , on considére

146
la variable aléatoire X = Y; et X =Y, avec les probabilités respectivement P, = %
et P2 = %
La fonction de densité de X est donnée par :
0 0 — 0)z + 1)e %
fear(z;0,8) = (B4 56— f)zt1)e x>0,0>008> % (2.31)

B(1+0)
Remarque 2.7 Si =1, cette distribution est la distribution de Lindley LD (0).

Par conséquent, le mode de cette distribution est :

BO+ 3 —20 vﬁe{ze }

Ao . o0 o\ o 10 e
Mode(X) =4 0B +50-10) 0+1 (2.32)
0, ailleurs.
On peut facilement trouver la fonction de répartition de Gal :
(08 +B—0)(0x+1) +0)e " 0
Faa =1- ; ,0 : —. 2.
Gar () 301 0) x>0 >06>1+0 (2.33)

Pour plus détail voir(Zeghdoudi et Nedjar [17]).
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2.10.11 Moments et mesures connexes

Proposition 2.3 Soient X, Xs,..., X,, n variables aléatoires indépendantes de

GaL(0, ). La fonction génératrice de S =3 | X;, est donnée par :

= (1) (2t "
don
M (t) = B(e!X) = (e / t>2 (95(25 ;)t) . (2.35)

Remarque 2.8 La fonction génératrice des moments pour X et S existent
(E(e") < 00) si seulement si ¢ < 6.

Corollaire 2.2 Soit X ~ GaL(#, ) le moment d’ordre 1,2 et la variance de X sont :

2B8(1+6) — 6 o 680 +65— 46
08(1+0) E(X) = BO* + 6>
—(—2B0 4 0)? + (2 + 60)3* — 23(30 — 336 + 26%)
3%0% (1 + 6)

E(X) (2.36)

Var(X) =

Théoréme 2.12 Soit X ~ GaLD(0,8), M = Mode(X),me = Median(X) et

Moyenne(X) = p=E(X) Alors
M < me < p. (2.37)

Preuve.Voir Théoréme 1 (Zeghdoudi et Nedjar (2016))[17].1
Fonction de hasard et la La fonction de survie

Soit

heup(x) = —J6a@ _ (B+05—0)x+ 1)
G A T C Faar(x)  0(B+08—0)z+B+05
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et

(08 +B—0)0x+ 1)+ 0)e "
B(1+0)

La fonction de taux de hasard et la fonction de survie de la distribution de Gamma

Scar(®) =1 = Fger(x) =

Lindley, respectivement.
Proposition 2.4 Soit hg,.r(z) la fonction de taux de risque de X. Alors hgar(x) est
croissante.

Preuve. D’apres Glaser (1980) et a partir de la fonction de densité (2.31)

f/GaL(x) _ (ﬂ — 20+ 08 + x0* — 208 — x«925)

o) = - fea(2) z(6—-0+060)+1

(B—0+0p)
(28 — 20 + 2083 + 1)°

Comme p'(z) = > 0,Vz, 3,6 alors hgar(x) est croissante.ll

2.10.12 Ordres Stochastiques

Théoréme 2.14 Soient X; ~ GaL(0;,[3;), i = 1,2 deux variables aléatoires.
Sl 61 = 92 et 61 Z 62, alors X1 <ir XQ,Xl <hr X2,X1 <5 X2 et X1 Scx XQ.

Preuve. On a

le (t) _ 9%52

_ )((ﬁ1 + 51‘91 — 91) ) —(91—02)75
fX2(t) 9;61 ‘

D((By + Bof — B2) 4+ 1)

) on peut trouver

1+40
1+40

(
(
Pour simplifier, on utilise In <

Ix, (%) (t3,01 + 15, — 01 + 1) (102 + tfy — thy + 1)
A cet effet, si 01 = 0 et B, < 35, ona 7 ln (gl 8) < 0. Les états restants découlent
2

des implications dans (1.39), (1.40).
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2.10.13 Courbe de Lorenz

La courbe de Lorenz pour la distribution de Gamma Lindley

120 + 200 4+2) 20+ 1
0° T

3 —0x
A PR

T (e

Ou z = F~!(p) avec F(-) donnée par (2.33).

2.10.14 Statistiques d’ordres extrémes

Si X, ..., X, un échantillon de n variables aléatoires qui suivent la distribution de

Gamma Lindley et si X = (X;+--+X,,)/n représente la moyenne d’échantillon alors

Vi(X—E(X))

o se rapproche de la distribution normale

par le théoréeme central limite
standard quand n — oo.
Théoréme 2.15 On va étudier la loi asymptotique des valeurs extrémes

M, = max(Xy,...,X,) et m, = min(Xy,...,X,), Pour la fonction de répartition

définie dans (2.33), on constate que

1= F(t+x)
gi?ol——}f“(zf) = exp(—0z).
et
F(tr)
20 F(t)

Ainsi, il résulte du théoréme 1.2 (théoréeme 1.6.2 dans Leadbetter et al. [7] ) qu'il

doit y avoir normalisation constantes a,, > 0, b,,c, > 0 et d,, de telle sorte que :

Pr{a,(M, —b,) <z} — exp(—exp(—bz)).
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et

Pr{c,(m, —d,) <z} —1—exp(—z). (2.38)

Comme n — o0. La forme des constantes de normalisation peut également étre déter-
minée. Par exemple, en utilisant le Corollaire 2.2 (Corollaire 1.6.3 de Leadbetter

et al. [7].), on peut voir que a, = 1 et b, = F~1(1—1/n) avec F(-) donnée par (3.32).

2.10.15 Fonction Quantile de la distribution de Gamma Lind-
ley

Dans le théoréme suivant, on donne une expression explicite de (Qx en fonction
de la fonction W de Lambert.
Théoréme 2.16 Pour tout § = 0,5 > —% la fonction quantile de X qui suit la

1467

distribution de Gamma Lindley est :

0 <u=<1.

Qx (u) = —

B(1+6) 1 BA+0)(y—1) __saso
9(5(1+0)—0)_5W1< sa+o -6 )
(2.39)

Ou W_, désigne la branche négative de la fonction W de Lambert.

Preuve. Voir Théoremel( Zeghdoudi et Nedjar (2016))[19] H.
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2.10.16 Estimation
Estimation par la méthode des moments (MoM)

Etant donné un échantillon aléatoire Xj, ..., X,,, de la distribution de Gamma

Lindley (2.3), en utilisant le premier moment m et la variance s* on a :

_28(1+6)-6 2 — (=280 4 0)? + (2 + 60)3% — 23(50 — 336 + 20%)
B+ T 3%6% (1 + 6)

On résout ce systéme non linéaire pour tous s > 0, m > 0, pour trouver les estimateurs

des moments 0,1/ et B mons de 0 et B respectivement comme suit :

N 1 a
s“+m (

L’estimation par la méthode du maximum de vraisemblance

Soient X; ~ GaL(0,/),i = 1,n , n variables aléatoires. La fonction de logvrai-

semblance est :
Inl(z;;0,8) = 2nlnf0—nln f—nln(0+1)+ Y  In((B+08—0)a;+1)—0 Y ;. (2.41)
i=1 i=1
Les dérivées de Inl(z;; 0, 5) par rapport a fet 5 sont :

n

Olnl(z;;0,8)  2n n " X
o0 B 7_1+9_;xiJr(ﬁ_l)zl(6+95—9)xi+1'(2'42)

Olnl(z;;0,0) -n x;
Bk B FHHmZ(meﬁ—e)xiH‘

1=1

(2.43)
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Les deux équations (2.42) et (2.43) ne peut pas résoudre directement, on doit utiliser

la méthode de Fisher Scoring, on a :

9%Lnl(x;;8,0)  0%Lnl(x;3,0) é .y OLnl(x;;5,0)
962 80083 0 . 80 (2 4 4)
92 Lnl(z:;8,0)  82Lnl(x;;3,0) B o 6 OLnl(x;;8,0)
9po0 B2 b=00 0 9B
Bzﬁo 7=bo

B=Bg
L’équation (2.44) peut se résoudre de fagon itérative ou 6y, 3, sont les valeurs initiales

de 6, 5.

2.10.17 Autres distribution de plusieurs parameétres

Distribution de Deux Parameétres de Lindley (Two Parameter Lindley (TwoPLD))

La distribution de Deux Parameétres de Lindley avec les paramétres a et 6 est

définie par sa fonction de densité de probabilité
2

oy (1+azx)e™: 2>0,0>0,a>—0. (2.45)
a

flz;a,0) =

11 est facile de voir que si @ = 1, la fonction (2.45) de TwoP LD réduit a la fonction de
distribution de LD (2.1) et si o = 0, elle se réduit a la distribution Exponentielle (6).
La fonction de densité (2.45) de TwoPLD peut étre montré sous forme de mélange

des distributions Exponentielle (#) et Gamma (2,6) comme suit :

f(w;0,0) = pfi(x) + (1 = p) fa(2)

Ou p= Mia, fi(z) = 0e " et fo(x) = 0*xe 0" (pour plus de détails voir. S.Sharma

et al.(2013) [9]).
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La fonction de répartition correspondante est :

0+a+abx _,,
— e

F =1-
(z) 0+«

i >0,0>0,a>—06. (2.46)

Le moment d’ordre k de la distribution de Deux-Parameéteres de Lindley est :

| Lk+1)0+a+ak)
w, = E (X*) = 0 o) k=1,2,..

d’ot, on a

24 (a+ 5a)

o (a+20) | 2(a+3a) | 6(a+4a)
' (0 +a)

M=o +ra)™ " 010 PFlora)

My =

La fonction de logvraisemblance de la distribution de deux-Parameétres de Lindley

est:

logL(z; o, 0) = nlog#* — nlog (a + 6) + Z log (1 + afz;) — nbX.
i=0

Estimation par la méthode des moments
Etant donné un échantillon aléatoire X7, ..., X,,, de Deux-Parameter de Lindley, les

estimateurs des moments 0,y de # et & de o peuvent étre obtenus comme suit :

N 1 _ _ I
0 = — (QX +v24/2X2 - #2) : X >0. (2.47)
Ko
A A2
- X
a = 2=X9 (2.48)
X0 -2

Distribution de Lindley Généralisée

La distribution de Lindley Généralisée (Generalized Lindley Distribution (GLD))

avec les parameétres « et 0 est définie par sa fonction de densité de probabilité

6? (Gx)o‘_l (a +yx)e %
O+5T (a+1)

flz;a,0,7y) = cx, 0 a7 > 0. (2.49)
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11 est facile de voir que si « = v = 1, la fonction (2.49) de GLD se réduit a la fonction
de distribution de LD (2.1) , si v = 0, elle se réduit a la distribution Gamma («, 0)
et si (a,7y) = (1,0), elle se réduit a la distribution Exponentielle (0). La fonction
de densité (2.49) de GLD peut étre montré sous forme de mélange des distributions

Gamma (o, 6) et Gamma (o + 1,6) comme suit :

f(x7 CY,97’}/) = plfl(x) +p2f2($>

N > a—1,—0z ol a0
Ou p = #,pg =755 Silz) = Fg(a):c le=0e ot fy(x) = F?aﬂ)x e~ (pour plus

de détails voir. Dolati et al. (2010) [10]).

La fonction génératrice correspondante est :

- () ()

Les moments d’ordre 1,2 et 3 de la distribution de Lindley Généralisée sont :

o1 +a+1 o 2(a+1) a? + 3a+ 2
My = 6""7 0 y Mo = 0(9_’_7) 92 )

1 1) (6 3 5
fy = %(—30&6”(0‘+ )0< ) [(a+1)2+a9—j]

La fonction de logvraisemblance de la distribution de Lindley Généralisée est :

log L(z;,0,v) = n(a+1)logfd —nlog(y+60) —nlogl (a+ 1)+

+(a—1) Z log (x;) —i—Z log (o + ya;) —nfX.
i=0 i=0

Estimation par la méthode des moments

Etant donné un échantillon aléatoire X7, ..., X,, de taille n de la distribution GLD,
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les estimateurs des moments (MoM), 4 de v 0 de 0 et & de o sont la solution des

équations des moments :

al@+y)+y—-X00+~)=0

—2(a+1)0+ (> +3a+2) (0 +7v) —nb* (0 +7) =0

3a+5

a+1 (a+1)(9+7) (a+1)2+ 2 K =0

;2 (—3a+6) + 7

Il est possible de calculer 4 ,é et & numériquement.mais en utilisant X,n = p, et

k= .
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Chapitre 3

Distribution de Zeghdoudi

Dans ce chapitre, on introduit une nouvelle distribution nomée Zeghdoudi.

3.1 Distribution de Zeghdoudi (ZD) et immédiate
propriétés

Dans cette section, nous donne la distribution de Zeghdoudi et étudions son
proprietés.
Soit Yi~gamma (2,0) et Yo~gamma (3,0) deux variables aléatoires indépen-

dantes. Nous considérons variable aléatoire X = Y] et X = Y5 avec probabilitél%g et

2%9 respectivement. Maintenant la fonction de densité de X est donnés par :

03x(1+x)e 0=

250 si z,0 >0

f NZD(x ) 9) =
0 ailleur
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Remarque 3.1.

Nous pouvons trouver une méme distribution en utilisant la technique de la taille
biaisée sous la distribution de Lindley, voir M. E. Ghitany et D. K. Al-Mutairi
(2008).

Les dérivées premiére et seconde de fp.

d 0% (20 — 27 + 220 — 1)e=0

al7o(@) = - 42

=0

donne :

T = 1(—0+2+\/02+4) (3.2)

20
d—2f (2) = 0% (220° 4 260 — 4260 — 20 4 2)e~?
de?? 7PN 0+ 2
et
d2
@fzp(.f) <0 (33)

pourd > 0,1 = %(—9—#2—1—\/ 6% + 4) est le point critique unique que fyzp(2;6) est
le maximum.

Par conséquent, le mode de ZD est donné par

1

:%(—0+2+\/92+4) pour 6 > 0 (3.4)

mode(X)

Nous pouvons trouver facilement la fonction de distribution cumulative (c.d.f) de

la ZD

220 +0(0 + 2)x + 0 + 2
0+2

fzp(x) =1— ( > e r>00>0 (3.5)
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3.1.1 La fonction de Survie et taux de hasard

Soit :
SZ[)(QZ') = 1—FZD(1') (36)
202
_ (x 6 +0(964;22)x+9+2> e 1.0 > 0
et
3
1
haple) = L2 Gutet]) (37)

T 1—Fup(r) 2204 0(0+2)z+0+2
les fonction de survie et de taux de risque, respectivement.
Proposition 3.1. Soit hzp(z) la fonction de taux de risque de X, alors hzp(z)
augmente.

Preuve. C’est facile de vérifier ca

d Az 4 0 + 220 + 2220 + 2
4 (a) = 6 x4+ 0 + 220 + 2270 + =0
dx (22607 +0(0 + 2)z + 0 + 2)

3.2 Moments et mesures connexes

Le kiéme moment sur ’origine du ZD est :

(k+ 110 +k+2)

E(X*) = 56+ 2) k=1,2,... (3.8)

Remarque 3.2 : Le k-ieme moment sur l'origine de la distribution de Lindley est

(RO +k+Y) 39)
o+1) T '

E(X*) =

Corollaire 3.1
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Soit X~ZD(6), la moyenne et la variance de X respctivement sont :

2(0 + 3) 2(6% + 66 + 6)
E(X)=——, = 3.10
(X) 0(0 + 2) ar(X) 0%(0 + 2)2 (3.10)
Théoréme 3.1
Soit X~ZD(f3,6), M = mode(X), me = median(X) et u = E(X).Alors
M < me < p (3.11)
Epreuve
2(vV 60> + 4+ 6)exp(20 — 1/ 6* +4-1) 1
F(M):]__ s (me):—
0+ 2
et
F )_1_303+2492+689+68 2046
w = 0+ 2)3 P\ 042
Notez que :

0<F(M)<1—5e‘2<%

De méme F'(u) et

1 17
—<l——¢e3<F 1
2< 2@ < F(p) <

Il est facile de vérifier que

F(M) < F(me) < F(u)

et finalement, on obtient

M < me<pu
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Les coefficients de variation «y, 'asymétrie et I’aplatissement du ZD ont été obtenu

comme :
V() (/206 +60+6)) -
T T UEX) 201 6 :
3 2
Vasymétrie — E(X?) _ 24(6 + 2) (9+5)3
(Var(X))2  (20% 4120 + 12)>
4 3
U'aplatissement = E(X%) S = 30(9;’ 2)°(0 +6)
(Var(X)) (6% + 66 + 6)

3.3 Estimation du paramétre

Soit X;~Z(#),i = 1...n,nvariables aléatoires. La fonction In-vraisemblance, In (z;; 0) est :

Inl(z;;0) =3nlnf —nln(f +2) + Zln(xi + 2?) — Gin (3.13)

i=1 =1

Les dérivées de Inl(z;;0) par rapport a 6 est :

do 0 0+2

A partir de la distribution de Zeghdoudi (2), la méthode des moments (MoM) et les
estimateurs du maximum de vraisemblance (ML) du parameétre 6 sont les mémes et

peuvent étre obtenus en résolvant I’équation non linéaire suivante :
3 1 _ ~ ~ 1, _ " —
T

Le théoréme suivant montre que l'estimateur de 6 est biaisé positivement.

Théoréme 3.2. L'estimateur 6 de 6 est polarisé positivement, c’est-a-dire :

E (5) —0>0 (3.15)
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Epreuve
Soit

g(f)zag(tb%<—t+\/4t+t2+1+1>

et
3
Pot)  (126+2(48 48 +1)F + 156 + 48 +2)

>0,t>0

dt* £3 (4t + 12 + 1)*
g est strictement convexe. Ainsi, par I'inégalité de Jensen, nous avons E (¢ (7)) >

g(E (Z)). Enfin, puisque

on obtient E (@) > 0.

Théoréme 3.3 L'estimateur 0 de 6 est constant et asymptotiquement normal :
A D 1
NG (0 - 9) LN (0, —2> (3.16)
o

L’intervalle de confiance de 100(1—a))% de grand échantillon pour € est donné par 0+

Z, 4 ca-d
2V w52

no

I, = [@— Z%%,§+ ZF]
La preuve est omise car elle est trés similaire a la preuve du théoréme 4, Ghitany
(2008b).
Remarque 3.3. Pour la distribution de Lindley, 0= %(—f%— V6T + 72 + 1+1) est
la vraisemblance maximale et I’estimateur de la méthode des moments de 6. Il est

également biaisé positivement, cohérent et asymptotiquement normal.
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3.3.1 Ordres stochastiques

Définition 3.1. Considérons deux variables aléatoires X et Y. Alors X est dit
plus petit que Y dans le :
a) Ordre stochastique (X <, Y), si Fx(t) > Fy(t),Vt
b) Ordre convexe (X <., Y), si pour toutes les fonctions convexes ¢ et fourni l’attente
existe, E[¢ (X)] < E[p (Y)].
c¢) Ordre du taux de risque (Haz) X <., Y, si hx (t) < hy () Vt
d) Ordre du rapport de vraisemblance (X <. Y), si ;ﬁ—g;est décroissant dans .
Remarque 3.4 Ordre du rapport de vraisemblance = Ordre du taux de risque =
Ordre stochastique.
Si E[X] = E[Y] alors 'ordre convexe < ordre stochastique.

Théoréme 3.4. Soit X;~Z (0;),7 = 1,2 deux variables aléatoires. Si §; > 05, alors
Xl < X27 Xl <hr XQa Xl <5 X2 et X1 <z X2 (317)

Preuve. Nous avons

fx, (1) 030 + 2)67(6‘1702)t
fx, (1) 0300, +2)

Pour simplifier, nous utilisons In (gl , maintenant, nous pouvons trouver
2
(t)
— ln (f as ) —(6; — 0,)
f X2 t

A cette fin, si 6; > 6, on a 4 1In (;ﬁ%g) <0.
2

Cela signifie que X7 <, X5 Aussi, selon la remarque 3, le théoréme est prouvé.
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3.4 Ecarts moyens

Il s’agit de deux écarts moyens : & propos de la moyenne et de la médiane, définis
comme MDy = [ |z — p| f (x)dx et MDy = [ |z — me| f (x) dz respectivement,
ou = E(X) et me = Median (X). Les mesures M D et M D5 peuvent étre calculées

en utilisant les formules simplifiées suivantes :

MD; = 2uF (u) — 2/Oooa:f (x)dx (3.18)

MD, = u—2/ xf (v)dx
0

3.5 Statistiques de commande extrémes

Si Xi,..., X, est un échantillon aléatoire de (3.1) et si X = Xt=tXn designe

Vi(X-E(X))

I’échantillon signifie alors par le théoréme de la limite centrale habituelle s

se rapproche de la distribution normale standard comme n — oo. Parfois on serait
intéressé par 'asymptotique des valeurs extrémes M, = max (Xy,..., X,,) et m, =

min (X7, ..., X,,). Pour le c.d.f. en (3.5), on peut voir que

. 1 —F(t+ux) s
lim——~ "/ z 1
e 1-F () (319)

et

F(tx)
0 F ()

(3.20)
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Ainsi, il ressort du théoréme 1.6.2 de Leadbetter et al. (1987) doit étre des constantes

de normalisation a,, b,, ¢, > 0 et d, telque :

Plan (M, —b,) <z) — €

n—oo

(3.21)

La forme des constantes normatives peut également étre déterminée. Par exemple, en
utilisant le corollaire 1.6.3 dans Leadbetter et al (1987), on peut voir que a,, = 1 et

b, =F(1—1) avec F(.) donné par (3.5).

3.6 Simulation et Ajustement

3.6.1 Etude de simulation

Nous pouvons voir que I'équation F'(z) = u, ol u est une observation de la
distribution uniforme sur (0, 1), ne peut pas étre résolu explicitement en x (ne peut pas
utiliser la fonction Lambert (W), la méthode d’inversion pour générer des données
aléatoires de la distribution Zeghdoudi échoue. Cependant, nous pouvons utiliser le
fait que la distribution de Zeghdoudi est un mélange de distributions gamma (3, )

et gamma (2,6) :

fzp (1’;9) =

gamma (2,0) + gamma (3,0) (3.22)

0
0+2 0+ 2
Dans cette sous-section, nous étudions le comportement des estimateurs de la MV

pour une taille d’échantillon finie (n). Une étude de simulation comprenant les étapes
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suivantes est effectuée N = 10000 fois pour les valeurs sélectionnées de (6;n) ou 6 =
0.01,0.1,0.5,1, 3,10 et n = 10, 30, 50

- Produire U; ~ Uniform (0,1),i=1,..,n

- Produire Y; ~ Gamma (2,0),i =1,..,n

- Produire Z; ~ Gamma (3,0),i =1,..,n

SiU; <p= 9_%, alors mettre X; =Y, sinon, mettre X; =Y;, 1 =1,...,n
1 s
Moyenne bias (0) = NZ (Hi — 9) (3.24)

i=1
et 'erreur quadratique moyenne (voir le tableau 1 et le tableau 2)
N

MSE (6) = %Z (6.~ 9)2 (3.25)

=1



0=001]60=01]60=0.5
bias (0) | bias(0) | bias(0)
n =10 | 0.0015 | 0.0021 | 0.0147
n = 30 | 0.0008 0.0016 | 0.0103
n =50 | 0.0005 0.0010 | 0.0081
=1 0=3 |60=10
bias () | bias(0) | bias ()
n =10 | 0.0275 0.283 0.358
n =30 | 0.0133 0.094 0.186
n =50 | 0.0079 0.056 0.084

Tablel. Average bias of the simulated estimates

=001 |6=01 |0=05
MSE (0) | MSE (6) | MSE (6)
0.00014 | 0.00047 | 0.011
0.00007 | 0.00024 | 0.003
0.00003 | 0.00013 | 0.002
=1 6 =3 0 =10
MSE (0) | MSE () | MSE (6)
0.020 0.802 3.667
0.011 0.267 1.222
0.007 0.132 0.133

Table2. Average MSE of the simulated estimates
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Les tableaux 3 et 4 affichent le biais et I'erreur quadratique moyenne du maximum

de vraisemlance estimateurs des parameétres.

3.6.2 Applications

Exemple 3.1
Les tableaux 3 et 4 représentent les données de survie (en mois) de (94,91) des
cobayes infectés par le virus Ebola, que ’on compare a la distribution Zeghdoudi et

distribution de Lindley.

durée de survie . .
Obs freq | LD 0 = 0.522 | ZD 6 = 0.852

m = 3.17,s = 2.095
0,2] 32 38.217 33.252
[2,4] 35 28.16 32.366
[4,6] 17 15.089 17.799
6, 8] 7 7.33 7.133
[8,10] 3 3.152 2.418
Total 94 94 94
x> — 2.9244 0.40020

Table3



durée de survie N .
Obs freq | LD 6 = 0.54858 | ZD 6 = 0.852
m =3
0, 2] 35 39.100 34.56
[2, 4] 32 27.390 31.497366
[4,6] 16 13.92 16.206
6, 8] 6 6.2475 6.0697
8,10] 2 2.6189 1.9218
Total 91 91 91
e — 1.6165 0.01995
Table 4.
Données Distribution | ¢ Log-likelihood | Kolmogrov-Smirnov
Données 1 | ZD 1.365 | —52.4 0.292
n = 20 Aradhana | 1.123 | —56.4 0.302
m=1.9 Akash 1.157 | —59.5 0.320
s =0.704 Shanker 0.804 | —59.7 0.315
Données 2 | ZD 0.095 | —239.7 0.251
n =25 Aradhana | 0.094 | —242.2 0.274
m = 30.811 | Akash 0.097 | —240.7 0.266
5 =17.253 Shanker 0.063 | —252.3 0.326

Table 5.
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Exemple 3.2

83

Maintenant, nous comparons un paramétre (Aradhana, Akash, Shanker) voir

Shanker (2015a, 2015b, 2016) avec la distribution de Zeghdoudi (voir tableaux 5

et 6).
Données Distribution | S 0 Log-likelihood | Kolmogrov-Smirnov
Données 3 | ZD — 1.365 | 58.67 0.081
n =15 Gamma 1.442 | 1.123 | —64.197 0.102
m = 27.546 | Weibull 1.306 | 1.157 | —64.026 0.450
s =20.059 | Lognormal | 1.061 | 0.804 | —65.626 0.163
Données 4 | ZD — 0.095 | —142.32 0.108
n =25 Gamma 1.794 | 0.094 | —152.371 0.135
m = 178.32 | Weibull 1.414 | 0.097 | —152.440 0.697
s = 131.097 | Lognormal | 0.891 | 0.063 | —154.092 0.155

Table 6.
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Conclusion et Perspectives

Ainsi, nous avons réussi a introduire une nouvelle distribution nommée "distri-
bution de Zeghdoudi", ensuite, a étudier quelques propriétés a savoir : la fonction
quantile, la courbe de Lorenz, I’estimation par la méthode des moments, ’estimation
du maximum de vraisemblance et les distributions limites des statistiques d’ordre. La
méthode des moments et la méthode d’estimation du maximum de vraisemblance ont
également été discutées.

Enfin, le test d’adéquation utilisant les statistiques K-S (statistiques de Kolmogorov-
Smirnov) pour quatre séries de données réelles a été présenté pour démontrer I’ap-
plicabilité et comparabilité des distributions Zeghdoudi, Gamma, Weibull, lognor-
males, Aradhana, Akash, Shanker, Lindley et exponentielles pour la modélisation
des données de durée de vie.

Pour les études futures, nous pouvons expliquer la dérivation des distributions
postérieures pour la distribution de Zeghdoudi sous les fonctions de perte de Linex
et erreur au carré en utilisant des a priori non informatifs et informatifs (I’extension

de Jeffreys et priorités gamma inversées) respectivement.

3.7 Annexe

Dans cet article nous avons utilisé quatre données, la premiére représente les don-

nées de la vie concernant les temps de soulagement (en minutes) de 20 patients re-
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cevant un analgésique et rapportés par Gross et Clark (1975, P. 105). Le deuxiéme
est la force données de verre de la fenétre de 'avion rapportées par Fuller et al
(1994). le troisiéme représente les temps d’échec (mm) pour un échantillon de .fifteen
électronique composants dans un test de durée d’accélération (Lawless (2003), pp
204).

Le dernier, sont le nombre de cycles a 1’échec pour 25 échantillons de 100 cm de
fil, testés & un niveau de contrainte particulier (Lawless (2003), pp. 263).

Ensemble de données 1: 1.1, 1.4, 1.3, 1.7, 1.9, 1.8, 1.6, 2.2, 1.7, 2.7, 4.1, 1.8, 1.5,

1.2,1.4, 3.0, 1.7, 2.3, 1.6, 2.0.

Ensemble de données 2 : 18.83, 20.80, 21.657, 23.03, 23.23, 24.05, 24.321, 25.50,

25.52, 25.80, 26.69, 26.77, 26.78, 27.05,27.67, 29.90, 31.11, 33.20, 33.73, 33.76, 33.89,
34.76, 35.75, 35.91, 36.98, 37.08, 37.09, 39.58, 44.045, 45.29, 45.381

Ensemble de données 3 : 1.4, 5.1, 6.3, 10.8, 12.1, 18.5, 19.7, 22.2, 23, 30.6, 37.3,

46.3,53.9, 59.8, 66.2.

Ensemble de données 4 : 15, 20, 38, 42, 61, 76, 86, 98, 121, 146, 149, 157, 175,

176,180, 180, 198, 220, 224, 251, 264, 282, 321, 325, 653.
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