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Résumé

Dans cette thése, nous étudions différentes équations aux dérivées partielles non-
linéaires de type elliptique. Nous montrons l’existence des solutions non triviales de
certains problémes faisant intervenir I'opérateur non-homogéne p(z)—Laplacien.
Cette thése est répartie en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous donnons une introduction générale et quelques
propriétés de base des espaces de Lebesgue et de Sobolev a exposant variable.

Dans le chapitre deux, nous nous intéressons a 1’étude des valeurs propres du p(x)—Laplacien
avec poids. Nous démontrons qu’il existe A et Ay réels tels que 0 < Ay < Aq et Ay est
une valeur propre du probléme considéré. La technique utilisée est basée essentielle-
ment sur des méthodes variationnelle.

Dans le chapitre trois, nous traitons le probléme du p(z)—Laplacien avec une non-
linéairité concave-convexe. Nous montrons moyennant le principe variationnel d’Eke-
land et le théoréme du Col que de tels problémes admettent des solutions faibles pour
tout A € R.

Dans le chapitre quatre, nous étudions le probléme du p(z)—Laplacien avec des condi-
tions de Neumann. Nous montrons 'existence d’une solution faible avec une énergie
négative en utilisant le principe d’Ekeland et une solution faible avec une énergie
positive en utilisant le théoréme du Col.

Nous terminons cette thése avec une conclusion et quelques perspectives.

Mots clés : Espaces de Lebesgue-Sobolev & exposant variable, solution faible, point

criptique, 'opérateur p(x)—Laplacien, valeur propre, la condition de Palais-Smale.
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Abstract

In the present thesis, we study elliptic nonlinear partial differential equations
involving the p(x)—Laplacian operator. Several existing results are established after
remaining essential tools.

We prove the existence of weak solutions for the p(z)-Laplacian with concave-convex
nonlinearities using variational methods. Under appropriate assumptions, we get the
problems existing results wihch can be considered as an extension of classical ones

about the combined effects of concave and convex nonlinearities.

Key words : Variable exponent Lebesgue-Sobolev space, p(x)—Laplacian operator,

Weak solution, Eigenvalue, Palais-Smale condition.
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Introduction générale

Introduction

Cette thése traite certains problémes elliptiques non-linéaires provenant de la théo-
rie des fluides éléctro-rhéologiques qui sont des suspensions colloidales d'un certain
type. Ils sont constitués de particules diélectriques dispersées dans un fluide isolant.
De tels fluides, découverts pour la premiére fois par W.M. Winslow en 1947, pré-
sentent des propriétés tres intéressantes.

Les propriétés rhéologiques de ces fluides se modifient considérablement en fonction
du champ électrique appliqué. Ces fluides peuvent se solidifier presque instantanément
en raison de la formation de fibres par les particules paralléles au champ électrique
appliqué. La transformation liquide-solide est réversible, une fois que le champ élec-
trique est interrompu, le fluide retrouve son aspect liquide d’origine. Ce phénoméne

est appelé "l'effet Winslow".

Les fluides électro-rhéologiques sont considérés comme des matériaux intelligents
et consomment peu d’énergie. L’effet Winslow fait de ces fluides des condidats théori-
quement parfaits a de multiples applications, par exemple en embrayage automobile,

amortisseur, controle de vibration...



Nous nous référons a 36, 59| pour plus d’information sur les champs d’applications

des fluides électro-rhéologiques.

Dans [56], Rajagopal et Ruzicka ont développé un modéle qui prend en considé-
ration l'intéraction complexe entre le champ électromagnétique et le mouvement du
fluide. L’équation du movement constitutif d’un fluide électro-rhéologique est donnée
par

% +divs(u) + (v.Vu)u + Vr = f (0.0.1)

ot u : R¥™ — R3 est la vitesse du fluide en un point, V = (9, 9, J3) est I'opérateur
gradient, 7 est la pression et f est une force externe.

Le tenseur s est de la forme
s(u)(z) = p(x)(1+ [Du(z)*)"z Du(x),

ot p = p(z) et Du = 3 (Vu+ Vu') est la partie symétrique du gradient de w.
Les auteurs dans [56] ont établit un résultat d’existence de solutions de 1’équation

(0.0.1) dans les espaces a exposant variable.

Les espaces de Lebesgue-Sobolev a exposant variable ont été étudié dans l'article de
Kavacik, Rakosnik [40] ou ils ont montré les propriétés de base comme la complétude,
la réflexivité et la séparabilité. Les espaces de Lebesgue-Sobolev ont été utilisés par
la suite par Ruzi¢ka pour étudier le probléme (0.0.1). Beaucoup de progrés ont été

faits par la suite par L. Diening et P. Harjulehto, P. Hasto [19].

A présent, la théorie des espaces de Lebesgue -Sobolev & exposent variable est bien
développée mais il existe tout de méme certaines difficultés liées a leur applicabilité

aux équations aux dérivées partielles.



Dans cette thése, nous allons étudier des équations aux dérivées partielles d’un
type non standard. Il s’agit des équations ou figure 'opérateur dit p(x)—Laplacien
soumises a différentes conditions au bord nécessitant 'introduction des espaces de
Lebesgue-Sobolev & exposent variable.

L’opérateur p(z)—Laplacien noté A,y défini par A,y := div (\Vulp(m)_2 Vu) n’est
en aucun cas une généralisation de 'opérateur classique p—Laplacien malgré que les

deux opérateurs coincident lorsque p est constant.

Le traitement des problémes engendrés par 'opérateur p(x)—Laplacien par des mé-
thodes variationnelles demande une manipulation laborieuse et ceci est dii a ’aspect

non homogéne de cet opérateur.

Le probleme modéle que nous allons aborder dans cette thése est de la forme

{ —Apyu = f(x,u) dans Q 0.0.2)

+ conditions au bord
ot  C RY est un ouvert borné assez régulier (N > 2), la fonction source f(.,.) :
2 x R — R va prendre, suivant les chapitres, plusieurs formes et la condition au bord
varie entre celle de Dirichlet et de Neumann.
Avant de présenter en détail nos résultats, il est utile de rappeler certain travaux
¢élaboré pour le p-Laplacian qui aident grandement a comprendre la suite des résultats.
Nous aborderons les travaux antérieurs concernant le p(x)—Laplacien liés au probléme

étudié dans 'introduction de chaque chapitre.



Le p—Laplacien

Nous avons voulu énancer ici certains résultats concernant le p-Laplacien qui re-
présente une généralisation naturelle du Laplacien. Méme s’il parait que la forme des
résultats leur concernant est analogue, les approches elles, sont tout a fait différentes.
Nous présentons des résultats sur le spectre du p—Laplacien et ses valeurs propres

principales.

Nous commencons par rappeler certains résultats concernant 1’existence des valeurs
propres pour le probléme elliptique non linéaire défini sur un domaine borné  de R
de la forme

{ —Ayu = Ag(x) [uf’ 2 u, pour x € Q, 0.03)

u =20, pour z € 0S2,
ott A, est I'opérateur p—Laplacien défini par Ayu = div (|Vu|pi2 Vu) et g est une

fonction mesurable positive dans €.

La formulation variationnelle du probléme (0.0.3) est donnée par

trouver u € Wy P(Q)\ {0}, A e R
i IVul" ™ VuVuder = \ [ g(z) |uP"? uvdz, pour tout v e Wy (Q).
Q Q

(0.0.4)
Le probléme (0.0.4) est équivalent & trouver des solutions non triviales u de I’équation

(J'(u),v) = MF'(u),v) pour tout v € WyP(Q) (0.0.5)

ouJ', F' désignent les dérivées au sens de Gateaux des fonctionnelles J, F : Wy P(Q) —

R définies respectivement par

J(u) = ]19 / Vul? de (0.0.6)



et

Flu) = %/g|u\pdx. (0.0.7)

D’aprés la théorie de Ljusternick-Schnirelmann, la résolution de I’équation (0.0.5)

revient exactement & la recherche des points critiques de J sur la variété G,

G=duew?©Q), pFu)= /g P dz = 1
Q

Dans [3], auteur prouvé que le probléme (0.0.4) admet une suite de solutions (Ag, uy)

(0< A1 <A< ... < \g), tels que

111’[1 )\k = 400
k—+4o00

avec [ g(x)|ugl’ de =1,Vk € N.
Q

Dans [18], M. Cuesta définit la quantité
— 3 p
Ap —;22/|VU| dx (0.0.8)
Q

qui est la plus petite valeur propre du probléme (0.0.3), elle est principale, unique,
simple et isolée.

Voir [4, 5, 7, 67| pour plus de détails.



Apport de la thése

Avant de faire une présentation détaillée des résultats que nous avons obtenus,

nous avons donner un bref résumé de chaque chapitre.
Premier chapitre

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions et les propriétés élémentaires des
espaces de Musielak-Orlicz. En suite, nous donnons les propriétés de base des espaces
de Lebesgue-Sobolev & exposant variable et nous mentionons certains théorémes d’in-

jection qui nous sont nécessaires dans I’étude des différents problémes considérés.
Deuxiéme chapitre

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au probléme du p(x)—Laplacien
suivant

(0.0.9)

—Ap@yu+ h(z) ’u|8(m)_2 u = Ag(x) |U’(I(I)_2 u pour x € )
u=0, pour x € 0f)

ot 2 est un domaine borné dans RN (N > 2), p(z), q(z), s(x), sont des fonctions conti-
nues positives. A est un nombre réel, g, h sont des fonctions poids qui sont mesurables,
positives.
Nous considérons ce probléme sous les hypotheéses suivantes :

(A4,4) p>1,g>1 et p,ge CQ), q(x) < p*(z) dans Q , et s(x) < p*(z) dans
Qetpt <s <st <q <q.

(Agn) 0< g€ L'@(Q), 1< r(x) € COQ), r(z) > % dans Q, 0 < h €

p*(z)—q

L'@(Q), 1 < l(z) € C°(Q) et I(z) > % dans €.

p*(z)—s



Nous cherchons & démontrer I'existence des solutions faibles de ce probléme qui sont

exactement les points critiques de la fonctionnelle d’energie I donnée par
1 h
I(u) :/— V™ dm—)\/M |7 dx_i_/ﬂ‘u’s(z) i,
A p(z) J q(x) J s(x)

Les Lemmes suivants donnent les premiers résultats de ce chapitre.

Lemme 0.0.1. La fonctionnelle I est de classe C’l(WOl’p(w),]R) et

(I'(u),v) = / IVul''“ 2 VuVude — )\/g(x) |u| "2 yudzx + /h(x) |u|* 2 woda
Q Q Q

pour tout u,v € Wol’p(x)(Q).

Lemme 0.0.2. Les fonctionnelles ¢ et 1 satisfont :

N O
lul =0 () ’
o) _
fufl 00 (1) '
bu) = / ]ﬁwuwx) dr + / ZL((;) " d,
Q Q
v =[5 ds

Lemme 0.0.3. ¢ est faiblement semicontinue inférieurement, i.e.

i u, — u lorsque n — 400 alors  ¢(u) < lim inf ¢(uy,).
n—o0

Lemme 0.0.4. v est une fonctionnelle faiblement-fortement continue, i.e. u, — u

implique P (u,) — ¥ (u) lorsque n — +oo.



En regroupant toutes ces informations nous arrivons a démontrer le résultat prin-

cipal de ce chapitre résumé dans le Théoréme suivant.

Théoréme 0.0.5. Sous les hypothéses (A, ) et (Ayp), il existe Ay et Ay € R tels que
0 < Xy < Ay ou Ay est une valeur propre du probleme (0.0.9) par contre Ay ne l’est
pas. De plus, tout X\ > X\ est une valeur propre du probléeme (0.0.9) tandis que tout

A < Ay n’est pas une.

Troisiéme chapitre

Dans ce chapitre, nous traitons le probléme du p(z)—Laplacien suivant

—Ap@yu + h(z) u) 72 0 = Ag(2) [u] " w4 k() [u* " u pour x € Q
u =0, pour x € OS2

(0.0.10)
ot  est un domaine borné dans RV (N > 2), X est un nombre réel, p(z), ¢(z), s1(z), s2()
sont des exposants continus dans . Les coeffecients g(x), h(z), k(x) sont des fonc-

tions mesurables positives.

Dans ce travail nous supposons que
(Hy) p>1,qg>1,p,q€C%Q),q(x) <p*(z) dans Q, s1(x) < p*(x), s2(2) < p* ()
dans Q et

s, <84 <q <q-<s <sf<p <p'

(Hy) 0<geL'™(Q)avec 1<q(x)r'(z) <p(z),ont+L=1

0<heLm™(Q)avec 1< s (x)m'(z) < p*(z),

0<kel'™Q) avec 1< sy(2)l'(z) < p*(z).



La fonctionnelle d’énergie correspondante au probléme (0.0.10) est définie par

| h s
J(u) = /—\vu\pm dx—)\/Mmr](m) daH—/ﬂ\u]Sl(m) dx—/ﬂwm da.
Q Q Q

J p() q(z) s1(7) 52(7)

On démontre que la fonctionnelle J est de classe C1(Wy™'™) R) et que

(J'(u),v) = / VP2 VuVds — )\/g(x) |u) ™2 woda + / h(z) [ul* 7 wods
ol 0 ol

—/k(m) w272 yuda.
Q
Les principaux résultats de ce chapitre sont donnés dans les théorémes suivants.

Np~q~
Théoréme 0.0.6. Pour tout \ € <—oo, %) , le probleme (0.0.10) admet une
pq

solution faible dont l’énergie est négative.

Théoréme 0.0.7. Pour tout A € ( —{—oo) , le probléme (0.0.10) admet une

solution faible qui a une énergie positive.

Pour la démonstration du Théoréme 0.0.6, on va vérifier les conditions du Théoréme

4.2.11 données par les Lemmes suivants.
Lemme 0.0.8. La fonctionnelle J est coercive sur Wol’p(x)(Q).

Lemme 0.0.9. La fonctionnelle J est bornée inférieurement, c’est a dire il existe une

constante réelle M telle que
J(u) > M,Yu € WyP(Q).

Lemme 0.0.10. La fonctionnelle J est faiblement semi-continue inférieurement.
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Pour prouver le résultat mentionné dans le Théoréme 0.0.7, nous utilisons essentie-
lement le Théoréme du Col. Ainsi, il est important de vérifier que la fonctionnelle J

satisfait la condition de Palais-Smale sur W,” (x)(Q).

Lemme 0.0.11. Supposons que {u,} C Wol’p(x)(Q) est une suite qui satisfait les
propriétés suivantes

T (un)| < M (0.0.11)
J(up) =0, n—oo, dans (WeP™(Q)) (0.0.12)

Alors {u,} posséde une sous-suite convergente.

Dans les lemmes suivants, nous vérifions que la fonctionnelle J satisfait la géométrie

du Col.
Lemme 0.0.12. Pour tout \ > 0, ils existent n > 0 et p > 0 tel que J(u) > n si
[ul] = p.

Lemme 0.0.13. ] existe ¢ € Wol’p(x)(Q) telle que p > 0, ¢ # 0 et J(tp) < 0 pour

t > 0 assez grand.

Quatriéme chapitre

Nous étudions dans ce chapitre, le probléme donné par

—Ap@yu+ h(x) |U|p(x)72u = Ag(x) |u|q(gc)72 u, pour x € €

0
|Vu|p(w)*2 8_Z = k(z) |u|3(5‘)*2 u, pour z € 0N

(0.0.13)
ou p,q et s sont des exposants variables continus. Les fonctions mesurables h et g
sont supposées étre positives dans €2, la fonction mesurable k est positive dans 02, A

est un parameétre réel et Em est la dérivée de la normale extérieure.
v
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La fonctionnelle d’énergie associée au probléme (0.0.13) est donnée par

0= L vur® ges (8@ gy [ 9E) @ g [ @) s@) g
T = [ g9 o | S e | S e | S5 b

Q Q Q o0

Nous étudions le probléme (0.0.13) sous les hypothéses suivantes.

Soient p, q, s € C(12) telles que

(A) 1<s <st<qg <qt<p <pt<N, Vreq.
Nous supposons que les fonctions g, h et k sont positives et que

(B) g€ L"™(Q), heC(Q)NL™)(Q) et k € L'D(0Q).

Nous supposons aussi que

p) I ¢ R
(C) p*(x) —q(m) < ( )7 p*(ac) —p(m) < ( ), Yz €
P’ (y)
et ) — 5@ < ly), VyeoQ.

Le premier résultat obtenu dans ce chapitre est que la fonctionnelle 7" est de classe

CHWLP@)(Q),R) et que

(T'(u),v) = / |V P2 Vqud:p+/h(x) |u|P 2 yoda — /\/g(x) |u|*® 2 yodz—
0 Q Q

—/k(x) "2 wudo.
19)
Nous allons résumons 1’essentiel des résultats de ce chapitre.

Théoréme 0.0.14. Pour toute A € R, il existe u; € WHP@(Q) une solution faible

non-triviale du probleme (0.0.13) avec T'(uy) < 0.
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Théoréme 0.0.15. Pour toute A € R, il existe ug € WHP@(Q) une solution faible

non-triviale du probleme (0.0.13) avec T'(uz) > 0.

Pour prouver le théoréme 0.0.14, nous vérifions les conditions du théoréeme du Col et

pour démontrer le Théoréme 0.0.15 nous utilisons le principe variationnel d’Ekeland.

Nous terminons ce travail par une conclusion, quelques perspectives, une annexe

et une liste d’ouvrages qui nous ont servis de bibliographie.



Chapitre 1

Introduction aux espaces de

Lebesgue-Sobolev a exposant variable

L’objectif principal de ce chapitre est de donner un apercu sur les espaces de
Lebesgue et de Sobolev a exposant variable. Nous présentons dans la premiére section
un rappel sur les espaces de Musielak-Orlicz. Dans la seconde section nous définissons
les espaces de Lebesgue a exposant variable et nous discutons leurs propriétés de
base. Dans la derniére section, nous introduisons les espaces de Sobolev a exposant

variable, énongons leurs propriétés et rappelons les différentes injections de Sobolev.

1.1 Les espaces de Musielak-Orlicz

Pour I'étude des espaces de Lebesgue a exposant variable, il suffit de rester dans
le cadre des espaces de Banach. Toutefois, dans le contexte des espaces de Musielak-
Orlicz ce n’est pas la meilleure facon de définir sa topologie. Au lieu de cela, il est

préférable de commencer par introduire les espaces modulaires.

13
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Définition 1.1.1. Soit X un R—espace vectoriel. Une fonction p : X — [0, 00| est
appelée un semimodule sur X si elle vérifie les propriétés suivantes :

(a) 0(0) =

(b) o(Ax) = o(x) pour tout z € X , A € R avec |A\| = 1.
(¢) o est convexe.

(d) o est continue a gauche.

(e) o(Ax) = 0 pour tout A > 0 implique que x = 0.

le semimodule g est appelé un module si

(f) o(x)=0=2=0.

Un semimodule o est continu si

(g) Papplication A — o(Ax) est continue sur [0, c0) pour tout x € X.

On rappelle que la fonction p est dite continue & gauche si 'application A — o(A\x)

est continue & gauche sur [0, 00) pour tout z € X, c¢’est-a-dire

lim o(Az) = o(z).

A—=1-
Soit © un ouvert de RY. L’espace L°(Q2) désigne I’ensemble de toutes les fonctions

mesurables de Lebesgue sur Q avec f = g si f(y) = g(y) presque pour tout y € €.

Exemple 1.1.2. (a) Si 1 < p < o0, alors
:/|f(x)|pdx (1.1.1)
Q

définit un module sur L°(<2).

(b) Soit w € L} (Q) avec w > 0 presque partout et 1 < p < oo. Alors

— [ 1@ wta)ds

définit un module continu sur L°().
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Soit ¢ un semimodule sur X. Alors par la convexité de g et le fait que o(0) = 0,

il s’en suit que A — o(Az) est croissante sur [0, 00) pour tout x € X. En outre, on a

o(Az) = o(|Nz) < |Mo(z) pourtout [N <1 (1.1.2)

o(Az) = o(|Nz)>|No(z) pourtout [N\ >1

Dans la définition d’un semimodule ou d’'un module, I'espace X est généralement
choisi assez grand. L’idée est de choisir le méme espace X pour des modules différents

comme dans 1" Exemple (1.1.2).
Définition 1.1.3. Si p est un semimodule ou un module sur X, alors ’espace
X, = {:c € X : lim o(A\x) = 0}
A—0

est appelé espace semimodulaire ou espace modulaire respectivement. La limite A — 0
est dans R.
Comme p(Ax) = o(|]A| x), il suffit d’exiger que /l\iIr[l) o(Az) existe pour A € (0,00).
_)

De (1.1.2), on peut aussi définir X, par :
X, :={r € X :o(Ar) < co pour un certain A > 0}

Il est bien connue que, la borne inférieure de ’ensemble vide est par définition

infinie.

Théoréme 1.1.4. Soit o un semimodule sur X. Alors, X, est un R-espace vectoriel

normé. Sa norme est appelée norme de Luxemburg. Elle est donnée par :

HxHQ—inf{)\>0: g(%x) < 1}. (1.1.3)
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Démonstration. On commence par démontrer que X, est un espace vectoriel normé.
Soit z,y € X, et a € R\ {0}. D’aprés la définition de X, et le fait que p(az) =

o(|a] x), il est clair que ax € X,. Par la convexité de p on a l'estimation suivante

1
o(2\x) + 5@(2)\34) — 0,A — 0.

0< o +y) < 5

Donc X, est un R—espace vecoriel. On a [[z]|, < oo pour tout z € X, et [[0][, = 0,

pour a € R, on obtient

. ox . 1
|az|, == inf {)\ >0: Q(T) < 1} = |a|inf {)\ >0: Q(Xa:) < 1} = |a| ||zl], -

Soit x,y € X et v > |lzf|, et 0 > |ly[|,. Alors o(x/v) < 1 et o(y/d) <1, et par la
convexité de p il suit que

e e
v +0 YOy y+ow

o(

ainsi ||z +yl|, < v+ ¢ d’'ott I'inégalité triangulaire ||z + yl[, < ||z, + [yl -
Si [|z|, = 0 alors g(ax) <1 pour tout o > 0. Par conséquent

AT

o(Az) < Bo( 5

)< B

pour tout A > 0 et 5 € (0,1] ot on a utilisé (1.1.2). Ceci implique que o(Az) = 0

pour tout A > 0, d’ou x = 0. O

Exemple 1.1.5. (L’espace de Lebesque classique)
Soit 1 < p < o0, alors lespace modulaire correspondant (L°(Y)),, coincide avec

Uespace de Lebesgue classique LP(SY), ¢’est-a-dire

-

11, = £l = | [ 1@l da
Q
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Le Lemme suivant caractérise la topologie standard définie sur X, en terme du

semimodule.

Lemme 1.1.6. Soit o un semimodule sur X et x), € X,. Alors x;, = 0 pour k — 0o

si et seulement si lim o(Axy) = 0 pour tout A > 0.
k—ro0

Démonstration. Supposons que [[xg|, — 0 et A > 0. Alors [[KAzy|[, < 1 pour tout

K > 1 et pour k grand, ainsi o(KAx;) < 1 pour k € N assez grand on a

1 1
Mey) < —o(K)\zy) < —
o(Azy) < mo(KAzy) < -
par (1.1.2). Ceci implique que g(Axy) — 0.
Supposons maintenant que o(Azy) — 0 pour tout A > 0, alors o(Az;) < 1 pour

tout k > ko. En particulier, ||z||, < 1/A pour tout k& > ko pour un certain ko. Comme

A > 0 est arbitraire, on obtient ||lz}|[, — 0. En d’autre terme on obtient ry — 0. [

En dehors de la topologie sur X, qui est induite par la norme, il est possible de

définir un autre type de convergence.

Définition 1.1.7. Soit p un semimodule sur X et z;, z € X,. Alors x;, est convergente
en module (p—convergente) vers z s'il existe A > 0 tel que o(A(xy — z)) — 0. Notons

ceci par xx — = (en p).

Il est clair du Lemme 1.1.6 que la convergence modulaire est plus faible que la
convergence en norme. En effet, pour la convergence en norme on a
klim o(A(zx —y)) = 0 pour toute A > 0, tandis que pour la convergence modulaire
—00

c’est pour un certain A > 0. Pour certains espaces semimodulaires, la convergence

modulaire et la convergence en norme coincident.
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Lemme 1.1.8. Soit X, un espace semimodulaire, alors la convergence modulaire et

la convergence en norme sont équivalentes si et seulement si
o(zr) = 0 implique que o(2x)) — 0.

Démonstration. La convergence modulaire et la convergence en norme sont équiva-
lentes. Soit p(x) — 0 avec z € X,. Alors x; — 0 et par le Lemme 1.1.6, il s’ensuit
que o(2xy) — 0.

Soit z, € X, avec p(xr) — 0. Nous devons montrer que p(Azy) — 0 pour tout
A > 0. Choisissons m € N tel que 2™ > A. Alors par I'application répétée de la

supposition on obtient klim 0(2™zy) = 0. Alors
— 00

0 < lim o(Azk) < A27™ lim o(2™xy) =0

k—o0 k—o0

par (1.1.2). Ceci prouve que x; — 0. m

Remarque 1.1.9. La condition o(x;) — 0 implique que o(2xy) — 0 s’appelle la

NAs-condition.

Etudions a présent la boule unité fermée et ouverte de X,. Le Lemme suivant est

d’une importance capitale.

Lemme 1.1.10. (Propriété de la boule unité entre norme et module)
Soit @ un semimodule sur X. Alors |[z]|, < 1 et o(x) < 1 sont équivalentes. Si
o est continu alors ||z, < 1 et o(x) < 1 sont aussi équivalentes. De méme pour

Jll, =1 et olw) = 1.

Démonstration. Si o(x) <1 alors [|z|, <1 par la définition de |[|.||,. Si d’autre part
on a ||lz|[, < 1 alors g(z/\) < 1 pour tout A > 1. Comme ¢ est continu & gauche il

s’en suit que o(z) < 1.
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Puisque g est continu alors si ||z||, < 1 alors il existe A < 1 pour lequel o(z/A) < 1.

Donc par (1.1.2) il vient que
o(x) < Xo(xz/X) <A< 1.

D’autre part, si o(x) < 1 alors par la continuité de g il existe v > 1 avec o(yz) < 1.
Donc |yz[|, < 1et ||z, < 1/y < 1. L’équivalence de [[z||, = 1 et o(x) = 1 est une

conséquence immeédiate des cas 7 < 17 et 7 < 17. O

Un exemple simple d'un semimodule qui est continu a gauche mais qui n’est pas
continu est le suivant
Oo(t) = 00.X(1,00)(t) sur X =R

qui est un semimodule sur R et ||z, = |z[.

Corollaire 1.1.11. Soit ¢ un semimodule sur X et v € X,.
(a) Si ||x||g <1 alors o(x) < [|z||, -
(b) Si1 < |zl alors |z]|, < o(z).

(e) ||z, < o(x) + 1.

Démonstration. (a) Le résultat est évidente pour z = 0. Supposons que 0 < [[z]|, < 1.

=1on

Par la propriété de la boule unité (Lemme 1.1.10) et le fait que ”ac/ =], ,
obtient que o(z/[[z]|,) < 1. Donc ||z[[, <1 et il résulte de (1.1.2) que o(z)/ ||z][, < 1.

(b) Supposons que [[z[|, > 1, alors g(z/A) > 1 pour 1 < A < ||z|[, et par (1.1.2) il
s’en suit que 1 < g(z)/A. Comme A est arbitraire alors o(x) > ||z, -

(¢) Ce point résulte immédiatement de (b). O

A présent, on va étudier des espaces plus concrets au lieu des espaces semimodu-
laires générales. On considére les espaces ot le module est donné par 'intégrale d'une

fonction & valeurs réelles.
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Définition 1.1.12. Soit ¢ une fonction convexe telle que ¢ : [0,00) — [0, 0]
avec ¢(0) = 0, tlim () = oo et lim ©(t) = 0. De telles fonctions sont appelées
—00 t—0

p—fonction, positive si ¢(t) > 0 pour tout ¢ > 0Il existe une relation directe entre les

p—fonctions et le semimodule sur R résumée dans lemme suivant.

Lemme 1.1.13. Soient ¢ : [0,00) — [0,00] et o son prolongement sur R, ¢’est-a-dire
o(t) =p(|t]) pour tout t € R.

Alors ¢ est une p—fonction si et seulement si o est un semimodule sur R avec X, = R.

De plus, ¢ est positive st et seulement si o est un module sur R avec X, = R.

Démonstration. Soit ¢ une p—fonction. Comme tl_i}r(% ©(t) =0, on a X, = R. Pour
prouver que ¢ est un semimodule sur R, il reste & montrer que o(\ty) = 0, pour
tout A > 0 implique ¢ty = 0. Supposons que g(Atg) = 0 pour tout A > 0. Comme
tliglo ©(t) = oo et, il existe t; > 0 avec ¢(t1) > 0. Ainsi il n’existe pas A > 0 tel que
t;1 = Atp. Alors nécessairement on a tg = 0 et p ainsi est un semimodule. Supposons
que ¢ est positive. Si o(s) = 0, alors ¢(|s|) = 0 et donc s = 0.

Pour 'autre sens, on prend g un semimodule sur R avec X, = R. Comme X, = R,

il existe to > 0 tel que p(t2) < 0o. De (1.1.2), il vient

t
0<p) < t—go(tg) pour tout ¢ € [0, ta].
2

Ceci implique que lim+ ©(t) = 0 et il existe A > 0 tel que p(A.1) # 0. En particulier,
t—0

il existe t3 > 0 avec p(t3) > 0 et

o(kts) > kp(ts) >0,

pour tout k£ € N arbitraire, donc nécessairement on a tlim (t) = 0.
—00
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Pour prouver que ¢ est une ¢—fonction, nous supposons que o est un semimodule,
o(t) = ¢(|t]) =0 implique que t = 0.

Ainsi par la négation, on obtient t > 0, qui implique que ¢(t) > 0. ¢ est donc

positive. O

Le Lemme suivant est une conséquence immeédiate de la continuité a gauche de ¢

qu’on énonce sans démonstration.
Lemme 1.1.14. Toute p—fonction est semicontinue inférieurement.

Exemple 1.1.15. Soit 1 < p < co. On définit

1
op(t) + = —tP,
p(t) 5
Poolt) @ = 00.X(1,00)(1),

pour tout t > 0. Alors ¢, et p, sont des p—fonctions. De plus, ¢, est continue et po-
sitive, tendis que @, est seulement continue a gauche et semicontinue inférieurement

mais non positive.

Remarque 1.1.16. 1. Soit ¢ une p—fonction. Alors, comme toute fonction conveze,
@ est continue si et seulement si @ est finie sur [0, 00).

2. Les propriétés suwivantes les p-fonctions sont trés utiles :
o(rt) < re(t), (1.1.4)
p(st) = sp(t)

pour r € [0,1], s € [1,00) et t > 0. C’est une conséquence simple de la convexité

de . Linégalité (1.1.4) implique que

p(a) +¢(b) < GLM@(@ +0) + GLMSO(G +0) = ¢(a+b)
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pour tous a,b > 0, tels que a + b > 0 qui, combiné avec les propriétés de la convexité

donne

(p(2a) + ¢(2b)). (1.1.5)

NO| —

p(a) +o(b) < pla+b) <

Bien qu’il soit possible de définir des espaces de fonctions en utilisant les p—fonctions,
¢a reste toujours insuffisant pour construire des espaces de Lebesgue & exposent va-
riable. Pour ces derniers la fonction ¢ qui dépende également de I’emplacement dans
I’espace. On a donc besoin des p—fonctions généralisées puisqu’elles peuvent dépendre

de la variable de I'espace.

Définition 1.1.17. Soit (A, ), u) un o—fini espace mesuré complet. Une fonction
réelle ¢ : A x [0,00) — [0, 00] est dite une p—fonction généralisée sur (A, >, u) si

(a) ¢(y,.) est une p—fonction pour tout y € A.

(b) y = ¢(y,t) est mesurable pour tout ¢ > 0.

Si ¢ est une p—fonction généralisée sur (A, >, u), on écrit p € ®(A, ) si Q est
un sous-ensemble ouvert de R” et u est la mesure de Lebesgue n-dimensionnelle. Nous

notons ¢ € ®(£2) pour dire que ¢ est une p—fonction généralisée sur 2.

Toutes les p—fonctions sont des p—fonctions généralisées, si on met p(y,t) := p(t)
pour y € A et t € [0,00). Aussi, & partir de (1.1.4) et le Lemme 1.1.14 on voit que

©(y,.) est croissante et semi-continue inférieurement sur [0, co) pour tout y € A.

Définition 1.1.18. Soit ¢ € ®(A, i) et soit g, donné par

0,(f) = / o, 1)) duly)

A
pour tout f € L°(A, u). Alors I'espace semimodulaire

(L°Am),, = {/ LA limo,(\f) =0}

= {feL’Ap): o,(\f) <oo pour certain A > 0}
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sera appelé l'espace de Musielak-Orlicz et est désigné par L¥(A, i) ot L¥ muni de

la norme ||.|[, ou ||.|[ ,qui est donnée par :

: f
111, =int {2 >0+ 0,) <1
L’espace de Musielak-Orlicz est appelé aussi espace d’Orlicz généralisé.

Exemple 1.1.19. Soit (A, , ) un o—fini espace mesuré complet.

(a) Les (semi) modules donnés dans l’exemple 1.1.2 (a)—(b) définissent des espaces
de Musielak-Orlicz.

(b) Soit v une p—fonction, alors

0,(f) = / (1)) duly)

A

est un semimodule sur L°(A, i). Si @ est positive, alors o est un module sur L°(A, i)

et l’espace L¥ (A, p) est appelé espace d’Orlicz.

Lemme 1.1.20. [19]
Soit ¢ € (A, 1) et u(A) < co. Alors toute suite de Cauchy en norme est aussi une

suite de Cauchy par rapport a la convergence en mesure.

Lemme 1.1.21. [19]
Soit p € ©(A, ), alors toute suite de Cauchy (fi) C L¥ en norme admet une sous-

suite qui converge p-presque partout vers une fonction mesurable f.
Théoréme 1.1.22. Soit p € P(A, p), alors L¥(A, u) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (fy) une suite de Cauchy. D’aprés le Lemme 1.1.21, il existe une
sous-suite (fx;) et une fonction p—mesurable f : A — R telle que fr, — f pour

p—presque tout y € A. Ceci implique que

oy, }fk]-(y) — f(y)‘) — 0 pu — presque partout.
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Soit A > 0et 0 < & < 1, comme (fi) est une suite de Cauchy, il existe K = K(\,¢) € N

tel que
A = f)ll, <€

pour tout m, k > N, ce qui implique que

Qw(/\(fm - fk)) <e.

D’aprés le Corollaire 1.1.11 et le Lemme de Fatou on trouve

0o\ = 1) = [ 1 (9 A 0) = iy ()il

A

< lim inf/gp(y,/\ | f(y) = fr, W) |)dpe(y)

Jj—o0
A
= lim inf 0, (A(fi — fi;))
j—00
< e

Alors 0p(A(fim — fi;)) — 0 pour m — oo et tout A > 0 et || fr — f[|, — 0 d’apres le

Lemme 1.1.6. Ainsi toute suite de Cauchy converge dans L?. O]

Lemme 1.1.23. [19]
Soit € p(A, ) et fi, f,9 € LA, p).

(a) Si fr = [ p—presque partout, alors o,(f) < lim klE}lgo 0, (fr)-

(b) Si|fxl A/ |f| p—presque partout, alors o,(f) = lim klilgo 05 (fx)-

(¢) Si fx = f u—presque partout et | fy| < |g| p—presque partout, et p,(Ag) < oo
pour tout A > 0, alors f, — [ dans L¥.

Ces propriétés sont appelées le Lemme de Fatou (pour le module), la convergence

monotone et la convergence dominée respectivement.
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Théoréme 1.1.24. [19]
Soit p € P(A, ). Alors

(@) 171, = 1l pour tout f € L.

(b) Si f € L¥, ge L°(A,u) et 0 < |g| < |f| p—presque partout, alors g € L¥ et
lgll, < 171l -

(c) Si f = [ presque partout, alors | f]|, < lim klggo 1 fill,, -

(d) Si|fx] 2 |f| p—presque partout avec fi, € LY(A, ) et sgp kaH@ < oo. Alors
fere(am etllfill, /IS,

Définition 1.1.25. Une p—fonction ¢ est appelée N —fonction si elle est continue et

e(t)

»(t)
t—o00 t

positive et satisfait lim
t—0

Une fonction ¢ € ®(A,pu) est une N—fonction generalisée si p(y,.) est une

N —fonction pour tout y € €. On note par N(A, ) Pensemble des N—fonctions

generalisées.

Théoréme 1.1.26. [19/

Sip € N(A, p) est uniformément conveze, alors g, est uniformément conveze.

Théoréme 1.1.27. [19]
Soit o un semimodule uniformément convexe sur X qui satisfait Ao— condition. Alors

la norme sur X, est uniformément conveze, d’ott X, est uniformément conveze.

1.2 L’espace de Lebesgue a exposant variable

Dans cette section, nous définissons les espaces de Lebesgue a exposant variable

LPO) . Ces espaces différent des espaces LY classiques lorsque Iexposant p n’est pas
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une constante mais une fonction p : © — [1, 00]. Les espaces LP{) s’inscrivent dans le
cadre des espaces de Musielak-Orlicz et sont donc aussi des espaces semimodulaires.

Nous allons d’abord définir les p-fonctions pour les espaces a exposant variable et
étudier leurs propriétés. Ensuite, nous serons en mesure d’appliquer les résultats des
espaces Musielak-Orlicz dans ce cas particulier puis nous représentons des résultats

sur les injections entre les espaces avec différents exposants.

1.2.1 L’espace p—fonction de Lebesgue

Pour la définition des espaces de Lebesgue & exposant variable, il est nécessaire
d’introduire la classe des exposants qui nous intéressent. De nombreux résultats sur
les propriétés de base de ces espaces ont été prouvés d’abord par Kovacik et Rakosnik

dans [40]. Ensuite ces résultats ont été repris par Fan et Zhao dans [27].

Définition 1.2.1. Soit (A, >, u) un o—fini espace de mesure complet. On note par
P(A, p) l'ensemble des fonctions g—mesurables p : A — [1, o0.
Les fonctions p € P(A, ) sont appelées exposants variables sur A. On définit

p :=p,=ess infp(y) et p':=p} =ess supp(y) . (1.2.1)
yeA yeEA

Si p™ < oo, alors on appelle p un exposant variable borné. Pour p € P(A,u), on

définit p’ € P(A, p) par

—1, ot — =0. (1.2.2)

La fonction p’ est appelée le conjugué de 'exposant variable p.
Dans le cas particulier ot p est la mesure n-dimentionnelle de Lebesgue, €2 est un

sous ensemble ouvert de R", on note P(Q, u) = P(Q).
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Pour la définition de 'espace LP(), nous avons besoin d’une ¢ —fonction généralisée

correspondante.

Définition 1.2.2. Pour t > 0 et 1 < p < 0o on définit

~ 1 _
op(t) = 5#7, P,(t) =1,

En outre,

B B 0 si tel0,1],
Poo(t) = Poo(t) = 00.X(1,00)(t) =
oo si te(l,00).

Pour I'exposant variable p € P(A, u), on définit pour y € A et t > 0

Po() (U, 1) = Py (t) et Py (U t) = Py (8)-

Remarque 1.2.3. [l est facile de voir que les deux fonctions ¢, et p, sont des
p—fonctions si p € [1, oo]. Donc gy et Py, sont des p-fonctions généralisées si
p € P(A ). De plus, si q € (1,00) et p € P(A,p) avec 1 < p~ < pt < oo, alors
Pg, Py sont des N—fonctions et ©p) et @,y sont des N—fonctions généralisées.
Siq € [1, 00), alors @q, B, sont continues et positives. La fonction Qo = P, est

seulement continue a gauche et n’est pas positive.

Les avantages de ¢, sont ses propriétés intéressantes en ce qui concerne le conjugué,
la continuité et la convexité par rapport a ’exposant p. Tout d’abord, pour tout ¢ > 0,

'application p — @, (f) est continue par rapport & p € [1, 00]. En particulier,

Poo(t) = lim @) (t)

pP—00
pour tout ¢ > 0. Ceci suggére que ’expression %tp a pour p = oo une interprétation
naturelle, a savoir Q(t) = 00X(1,00) (t). Par conséquent, parfois il suffit d’écrire
©p(t) = %tp qui inclut le cas p = 0.

Maintenant on définit 'inverse continu & gauche d’une ¢—fonction.
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Définition 1.2.4. Pour une p—fonction, on définit ¢~ : [0,00) — [0, 00) par
@ '(t)=inf{r >0: p(r) >t pour tout t > 0},

on appelle ¢! I'inverse continue & gauche de (.
Pour une ¢—fonction généralisée, a inverse continu a gauche définie point par
point en y € A, soit o (y,.) = (p(y,.))"!, ¢! est alors croissante et continue a

gauche sur [0, 00), de plus p~1(0) = 0 et
p(p'(t)) <t pour tout t > 0. (1.2.3)

On a aussi

t < (e '(t)) avec p(t) < oo, pour toutt>0. (1.2.4)

Définition 1.2.5. Soit ¢ € ®(A, ). Alors pour tout y € A, nous notons par ¢*(y, .)

la fonction conjuguée de p(y,.) qui est définit par

o (y,1) = sup(t — @ (y, 1)), (1.25)
>0
pour tout u > 0 et y € €.
On applique cette définition dans le cas particulier ol ¢ est une p—function (n’est

pas généralisée), telle que

@ (u) = igg(tu —p(t)).

Théoréme 1.2.6. [19/
St p € N(A, ), alors * € N(A, p) et (p*) = ()7L, En particulier

t

o (y,8) = / (&) (y, 5)ds

0

pour tout y € A et s > 0.
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Lemme 1.2.7. Si 1 < ¢ < oo, alors (¢,)* = ¢y et on a

(2,)"(t) <@y (t) < (2,)"(2¢)
pour tout t > 0.

Démonstration. On montre d’abord que (¢,)* = @y, pour ¢ € (1,00). Si ¢ € (1,00),
alors I'assertion découle immédiatement du Théoréme 1.2.6

En outre,

(P1)"(u) = S;EE’(W —1) = Stgg(t(u — 1)) = 00.X(1,00) (1) = Poo(u)

pour tout u > 0. Ainsi, ©1(t) = (p1)™(t) = (Poo)*(t) pour tout ¢t > 0, comme

(¢*)* = . En particulier, on a

oy, t) = igrg(tu — " (y,u))

pour tout y € Q et t > 0.
Puisque @, = @1, Poy = Poos €t (§4)* = py pour tout ¢ € [1,00] par le cas

précédent, il suffit de considérer le cas 1 < ¢ < co. Les estimations

i q'*(t) = d¢' 27 <,
()" (2t)
sont valables pour tout ¢ > 0, ce qui donne la derniére assertion. O

Les deux ¢—fonctions @, et , sont liées par la relation suivante :

Lemme 1.2.8. 5i 1 < g < 00, alors

Pq(t) < P,(t) < @q(2t)  pour tout t > 0.
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Démonstration. Puisque ¢, = P, il suffit alors de considérer le cas 1 < ¢ < oo. Pour

t>0ona
pall) _ Loy
@, q
D, (2t 24
gpq_( ) = — >elog2>1,
@, q
d’ou le résultat. N

Remarque 1.2.9. [l est également possible de montrer que pour tout X > 1, il existe

cx > 1 tel que @g(t) < @,(t) < expy(At) pour tout q € [1,00] et tout t > 0.

Définition 1.2.10. Une fonction ¢ € ®(A, u) est localement intégrable sur A si
0,(txE) < oo pour tout ¢t > 0 et £ C A tel que u(E) < oo.

Si o € ®(A, u) est localement intégrable, alors E¥ contient I’ensemble des fonc-
tions simple S(A, i), la proprietée S(A,u) C E¥ est équivalente a la localement
intégrabilité de ¢.

La ¢—fonction généralisée ¢ € ®(A, u) est propre, si 'ensemble des fonctions simples
S(A, ) satisfait
S(A,p) € LP(A, ) N (L2 (A, ).

1.2.2 Espace de Lebesgue & exposant variable : Définitions et

Propriétés de base

Nous sommes maintenant en mesure de définir I'espace de Lebesgue a exposant

variable.

Définition 1.2.11. Soit p € P(A, ) et s0it p,) = Pp() OU Yp() = Py Ainsi, on
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obtient un semimodule

oo (f) = / ooty (1 (@) )z (1.2.6)

A
On définit I'espace de Lebesgue & exposant variable Lp(')(A, () comme étant lespace

de Musielak-Orlicz L#70) (A, p) muni de la norme

"’LP(»)(A,H) = H‘HL%(&(A,M)-

En particulier, ’espace de Lebesgue & exposant variable LPC) (A, i) est
L70(A, 1) = { £ € L(A, ) + lim 01000 (AF) = 0
qui est équivalent & l'espace
LPO(A, p) = {feL’Ap: 0rv0(ay(Af) < oo pour un certain A >0} (1.2.7)

muni de la norme

: f
|f‘Lp(')(A,,u) = inf {)\ >0: QLp(.)(A)(X) S 1p. (128)

Notons que 97p()(4) est un module si p est fini partout. Nous abrégeons o07n()4)
& 0p() €t | oy & |-, )- En outre, si € C R™ ety est la mesure de Lebesgue, on
écrit simplement LP()(€2).

Cette deéfinition semble ambigu car @p() = @p) OU @p() = P,(y. Toutefois, en

raison du Lemme 1.2.8, il est clair que L) = L#»0) et

1Fllg,, < M1z, , < 2011l -

Ainsi, les deux définitions se rejoignent a l’équivalence des normes & une constante

tout au plus 2.
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Rappelons que nous avons deux @—fonctions @) et ). Habituellement, la
norme exacte de LP() n’est pas importante, donc on travaille avec ©p(.) sans préciser
81 0p() = Pp() OU Pp() = Pyy- S il y a une différence dans le choix de (), ceci sera
précisé.

Lemme 1.2.12. [19] ( Propriété de la boule unité, Norme-module)

Sip € P(Q), alors |f[, ) <1 et gp()(f) <1 sont équivalents. Pour f € LrO(Q)
on a

(@) Si|fl,y) <1 alors op ) (f) < [fly-

(0) Si 1 <|fl,, alors | fl,) < op)(f)-

D’apres le Lemme 1.1.23, on en déduit :

Lemme 1.2.13. Soit p € P(A,u) et fi, f,g € L°(A, 1),
(a) Si fr — f, p — presque partout, alors op)(f) < kh_g)lo inf 0,0y (fi)-

(b) Si |ful S |f], 1 — presque partout, alors oy (f) = kh_{(r)lo 0y (fi)- (1.2.9)

(c) Si fr = f p presque partout, | fi| < |g| p presque partout et g € EPV) | alors
fi — f dans LPO).

Par analogie avec les propriétés de l'intégrale, les hypotéses du Lemme 1.2.13
seront appelées le Lemme de Fatou (pour le module) de la convergence monotone
et de la convergence dominée, respectivement. Ensuite on a un résultat sur la semi-

continuité inférieure donnée par le Théoréme suivant :

Théoréme 1.2.14. Sip € P(A, u), alors le module est faiblement (séquentiellement)

semicontinue inférieurement, c’est-a-dire

0p() (f) < klim inf 0, ) (fx) si fr — f faiblement dans [PV (A, p).
—00
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Puisque la convergence forte implique la convergence faible, la conclusion du théo-
réme 1.2.14 est également vraie si f, — f dans LP((A, ), d’aprés les Lemmes 1.1.20

et 1.1.21 et on en déduit le Lemme suivant :

Lemme 1.2.15. Soit p € P(A,p) et soit fi, € LPYO(A, ).
(a) Si fi, est une suite de Cauchy, alors il existe une sous-suite de (fi.) qui converge
u—presque partout vers une fonction mesurable f.

(b) Si p(A) < o0 et [fil,) =0, alors f — 0 en mesure.

Proposition 1.2.16. Soit 0, (f) = [ | /"™ dz.
Q
(i) Pour f € LP@(Q), on a

- . .

’f|2(x) < o (f) < ’f|§(x) St ’f|p(x) > 1, (1.2.10)
+ - .

P < () <1 Ewy i lflw <1 (1.2.11)

(ii) Pour f, f, € LP@(Q), on a
fo— f dans LP@(Q) si et seulement si Op(z)(fn — ) = 0. (1.2.12)

Démonstration. Premiérement on démontre (1.2.10). Supposons que |f],,) =a > 1,
1
alors on a Q(i) = 1. Notons que — < 1.
a a

SiA>1,o0na

o(f) < Xo(f) < Xo(f) < o(Af) < N o(f).

Si maintenant 0 < A\ < 1, alors on a

X o(f) < oNF) < A o(f) < No(f) < o(f).

De cela, il découle que

—ap)sed)=15—aup)

a aP
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d’ou le résultat, l'inégalité (1.2.11) se démontre d’une maniére similaire.
Pour démontrer (1.2.12), il facile de voir que (f,,) converge vers f dans €. Ainsi

| £[P® converge vers | f|Pet en utilisant D'inégalité
’fn‘P(fB) < 2p+—1(‘fn _ f’p(m) + ’f‘p(w))

et le théoréme de la convergence de 'intégrale de Vitali, on en déduit que o(f,) —

o(f).

Dautre part, si (f,) converge vers f dans Q, on peut déduire que |f, — f|” (@)

converge vers 0 dans 2. D’apres I'inégalité
[ = PO <2 (L 1)
et par le fait que o(f,) — o(f) on trouve que lim o(f, — f) = 0. ]
n—oo

Proposition 1.2.17. Soit p et q deuz fonctions mesurables avec 1 < p(z)q(x) < 0o

dans Q. Soit f € LY@ (Q), alors

P p(z) pT :
|f’p(af)q(:c) < “f| o) < ’f‘p(x)q(g;) 51 ‘f‘p(x)q(x) > 1, (1.2.13)
p* p(z) P~ .

En particulier, si p(x) = q est une constante, alors

1@y = [£1pq

Démonstration. Premiérement on démontre l'inégalité (1.2.13).

On sait que toute fonction f € L9 (Q) satisfait

&m(f/UM@)Sl. (1.2.15)
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D’aprés (1.2.15), on a
oo (£ /1 lorace) ) <1

A\
1 > / <—> dz (1.2.16)
| lo@)ata)

{p(z)q(x)<oo}

e\

dr (1.2.17)

s
p(z)q(x)

Alors

{gq(z)<oco}

et ess ( )51(11)) f / | floa) o) < 1. La derniére inégalité implique que
p(x)q(x)=00

€ss sup \f\p(m) < ess sug ‘f’ig;q(z)
€

q(z)=o0 x

et d’aprés (1.2.16) on a

() <|f [ / €85 Sup f |§qu(x)) <1

Ceci prouve la premiére inégalité dans (1.2.14) et la seconde inégalité dans (1.2.13).
D’une maniére similaire on a

oo (17 1] ) <1
q(x)

q(z)

{q(z)=o00} "f’p ’

q(z)
p(z)q(z)

/ |/ 1 .
ro)

{p(@)a(r)<c0} \ €SS SUDP ‘|f [P

v

q()
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< 1, on trouve donc

On a esssup |f($)|p($) /‘ |f|p(m)
Q q(x)

z€
1
ess sup|f(@)]" < esssup || P77
p(z)g(z)=00 zeQ q(x)
ainsi on a
e}
Op(z)q(x) (|f|/6$$8up)|f|p(x) P ) < 1, ot
z€Q q(x)
(@] 7@
< esssu ‘ pl@ .
|f‘p(x)q(a:) xeg ‘f| o)

Si p~ > 0, ceci prouve la seconde inégalité dans (1.2.14) et la premiére inégalité dans
(1.2.13).
Sip-=0et ‘\f|p(m)

o < Lalors |f[, ) < 1. (= 1 aussi), la premiére et la

seconde inégalité dans (1.2.14) sont triviales. O

1.2.3 Inégalité de Holder

Maintenant on va donner l'inégalité de Holder.
Proposition 1.2.18. (Inégalité de Holder )

Soit p,q € P(A, u) telle que

S T
p(z)  qlz)

pour tout x € A, p—presque partout, alors il existe une constante c, > 0 telle que

pour tout f € LP®(Q) et g € L™ (Q), on a

[ 15@9@)ds < 617l 9l (1215)
Q
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Démonstration. Evidemment, on peut supposer que |f|p($) £ 0, ]g]q(m) # 0 et on a
D ={zeQ: plx)=1}, Qe ={2€Q: p(x) =00} et Qy = Q\ (2 UQ), tels que

20| > 0. Pour tout z € Qp, on a 1 < p(x) < oo, |f(z)| < o0 et |g(x)] < oo.

On pose a = /() , b= 9(z) , en tenant compte de I'inégalité de Young
[ Flp(a 1914(2)
p(z)  pal@)
ab< L 47 (1.2.19)
p(z)  q(x)
et puisque
gp(x)(L) <1, pour tout f avec 0 <|[f],,) < oo,
|f|p($)
on a
x)g(x 1 T 1
Mdm < esssup —Qp(x)(M) + esssup —Qp(x)(i)
< 1+ ! !
- p- pt

Ainsi,

1 1
[l < (1 - p—+) Flyey 19l sl + 15 x0nl l9en o

Q
+ 11 x0 1 19X 00

S Cp |f|p(x) |g|q(g;) 9

ot ||.||; (respectivement ||| )) est la norme usuelle dans L*(€) (respectivement

L>*(Q)). Ceci achéve la preuve. O

1.2.4 Propriétés de I’espace LPU)(A, )

Dans cette sous section, on va donner quelques propriétés de base de 'espace de

Lebesgue a exposant variable.
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Théoréme 1.2.19. Soit p € P(A,p). Alors py) est propre et LPU(A, u) est un

espace de Banach, qui satisfait
(LA, ) = L' (A, )
et

|g|p/(_) < |g|(Lp(A))f <2 |9|pf(,) St Pp() = Pp()

1 . _
B |g|p/(,) < |9|(Lp(-))/ <2 |9|p/(,) St Pp() = Pp()
pour tout g € LY(A, ).

Démonstration. On commence par énoncer le lemme suivant :
Soit p € P(A, ). Alors LP")(A, 11) contient I’ensemble des fonctions simples S(A, 1)
et

min {1, u(E)} < lxells, < max{Lu(E)}

pour tout ensemble mesurable E C A. [19]

De cela, il résulte que LP©) et LP'() contiennent les fonctions simples. Ainsi ©p(.) st
propre par le Corollaire 1.7.8 ( voir [19]) et donc LPM) est un espace de Banach. On va
appliquer le théoréme 1.7.3 (voir [19]) & ¢, () pour aboutir a (LPV) (A, u)) = L O(A, u)
et

19l¢, ) < 19lzeory <219l (g, )
qui est la premiére estimation si @,y = @p(), car (p))* = @p(). Du Lemme 1.2.7,
on en déduit que

’9’(%(‘))* < ’9’%,(‘) <2 ’9|(%(‘))*

qui, en combinaison avec I’estimation précédente, prouve la deuxiéme estimation. [J
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Lemme 1.2.20. [19]
Soit p € P(A, ) un exposant borné et soit u est séparable. Alors LPU)(A, 1) est

séparable.

Théoréme 1.2.21. [19/

Soit p € P(A, ) avec 1 < p~ < pt < oo. Alors LPO (A, i) est réflexif.

Théoréme 1.2.22. [19/
Soit p € P(Q) avec 1 < p~ < pt < oo. Alors ¢p() est une N—fonction uniformé-
ment conveze, 0, est un semimodule uniformément convere et |.|p(_) est une norme

uniformément convexe. Ainsi, LP1) est un espace uniformément conveze.
Théoréme 1.2.23. Sip € P(Q) avec p* < oo, alors C§°(Q) est dense dans LPV)(Q).

Démonstration. Comme pt < oo, les fonctions simples sont denses dans LPG) ().
Puisque une fonction simple appartenant a LP (Q) N LP" (Q), peut étre approchée par

une suite de fonctions C§°(2) dans le méme espace. [

1.2.5 Théorémes d’injections

Il est bien connu dans la théorie des espaces de Lebesgue classiques que LP() (A) est
un sous-espace de L) (A) ou p, ¢ € [1, 00] si et seulement si p > g et u(A) < oo. Alors
une condition similaire caractérise l'injection LP()(A) < LIO(A) pour p,q € P(A).

Naturellement, cette question est liée a I’ inégalité de Holder généralisée.
Théoréme 1.2.24. Soit p,q € P(A, u). On définit 'exposant r € P(A, i) par

1 a { 1 ! 0} tout cA
—— =max{ — — —, pour tout x .
r(z) q(z)  p(x)

(

Si q < p p—presque partout et 1 € L™ (A, 1), alors LPY (A, p) — LIO(A, ), avec

une constante au plus 2 |1 LrO)(A)-
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Démonstration. Comme g < p presque partout et

1 1 1
- =4 -,
q r p
on applique I'inégalité de Holder on trouve
|Flaoy S 21 oy 1 f o) -
et ceci achéve la démonstration. O]

Corollaire 1.2.25. Soitp,q € P(A, i) avec u(A) < oo. Alors LPY(A, p) < LIO(A, 1)

si et seulement si ¢ < p p—presque partout dans A, la constante au plus 2.

1.3 Espaces de Sobolev a exposant variable

Une motivation de I’étude de ces espaces est que les solutions des équations aux
dérivées partielles appartiennent naturellement & des espaces de Sobolev. On étudie
des propriétés des espaces de Sobolev ; en particulier, on montre que ’espace de Sobo-
lev est un espace de Banach de plus, on montre que ces espaces jouissent globalement
des méme propriétés comme la réflexivité et la convexité uniforme. On étudie les in-
jections de Sobolev du type WO (Q) « LPO(Q) tel que 1 < p~ < p™ < N ou
N <p <p'<oo.

Soit 2 C RY un ensemble ouvert. On introduit la définition de la dérivée faible.

Définition 1.3.1. Supposons que u € L} (), soit a = (ay, ....,ax) € NI un multi-

loc
indices. S'il existe g € L},.(Q2) tel que

aal—&-....-i-asz

012,02 x,....0%N T N

dr = (_1)a1+...,+aN /¢gd$
Q

Q



41

pour tout ¢ € C§°(2), alors g est appelée une dérivée partielle faible de u d’ordre .
aa1+....+aNu

La fonction g est noté par 0,u ou par )
g p “ p 80‘1x18°‘2x2....80‘NxN

Le gradient de u designé par le vecteur Vu—(2%, ... , %

B ) et on écrit de maniére

courte d;u avec j = 1,..., N.

Si une fonction u a des dérivées classiques, elles sont alors les dérivées faibles de

Définition 1.3.2. Une fonction u € LP)(Q) appartient a 1’espace de Sobolev W#2()(Q)),
otk € N, p € P(Q), si la dérivée faible d,u avec |a| < k existe et appartient a LP¢) ().
On définit un semimodule sur W*?0)(Q) par
Owrnt (o) (1) = Z 0rr0) () (Oat)
0<a|<k

qui induit une norme donnée par

: u
[ullyyr0) () = Inf {)\ >0 QW’w(-)(Q)(X> < 1} -

Les éléments de WP (Q) sont appelés les fonctions de Sobolev.

Remarque 1.3.3. Il est également possible de définir le module oyr.p() () sur le plus

1
loc

grand ensemble Wk71(Q), ou méme L} (), alors W*PO(Q) est simplement lespace

loc

semimodulaire correspondant.
On définit des espaces de Sobolev locaux comme suit.

Définition 1.3.4. Une fonction u appartienne a VVZZ’CP(')(Q) siu € WRPO(U) pour tout
ouvert U CC 2. Nous équipons I/Vlif(')(ﬂ) de la topologie induite par les injections

W’fﬂp(-)(Q) — WHFPL(U) pour tout ouvert U CC €.

loc
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Nous abrégeons |[ullyrpg) & [[ull,, et owrro(@) & Okp)- On note que dans
wirl)(Q)

0r0 (@) (W) + 0100 () ([Vu]) et |U|Lp<.>(Q) + |VU|Lp<.)(Q) (1.3.1)

définissent un semimodule et une norme équivalente au semimodule de Sobolev et

a la norme de Sobolev, respectivement.

Remarque 1.3.5. Notons que dans W*P0)(Q)

k k
Z QLP(J(Q)(WmUD et Z ‘Vmu’LP(-)(Q)
m=0 m=0

définissent un semimodule et une norme équivalente au semimodule de Sobolev et a

la norme de Sobolev, respectivement.

Proposition 1.3.6. Soit 01 p)(f) = [ <|f]p(m) + |Vf|p($)) dx. Alors pour tout f, f, €
Q

Wir@)(Q), on a
- + .
Hf“if,p(m) < Op@(f) < Hf“f,;;(@ st ”le,p(x) > 1,
+ - .
T oy < 0@ () S NI py St Il pey < 1-
fo— f dans WYPO(Q) si et seulement si O1p)(fn— f) = 0.

Démonstration. La preuve est une conséquence immédiate de la proposition 1.2.17 et

la proposition 1.2.16. O

Théoréme 1.3.7. Soit p € P(Q), Uespace W*PL)(Q) est un espace de Banach qui est

séparable si p est borné, réflexif et uniformément convere si 1 < p~ < p™ < co.

Démonstration. On démontre que le cas k = 1. Le cas général est similaire. On montre

que 'espace de Sobolev & exposant variable est un espace de Banach. Soit (u;) une
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suite de Cauchy dans W) (Q), on va montrer qu'il existe u € WPH(Q) tel que
u; — u dans W0 (Q). L'espace de Lebesgue LPU)(€) est un espace de Banach, alors

il existe u, g1, ...gy € LPV(Q) tels que pour tout ¢ € C° on a
ou;

dx = ‘d

/ ¢8$]

la convergence forte dans Lp(')(Q) implique la convergence faible et par conséquent

dm—) /u—dx /@D@uldx — /ngdx
0$]

lorsque i — oo. Le vecteur (gp,...gn) est le gradient faible de w. Il s’ensuit que

u € WP(Q) et u; — u dans W)

D’aprés le Lemme 1.2.20, LP0) () est séparable si p* < oo et d’aprés le théoréme
1.2.21, LPO(Q) est réflexif si 1 < p~ < pt < oo.

Par l'application u — (u, Vu), 'espace W1P()(Q) est un sous-espace fermé de
LPO(Q) x (LPO(Q))N. Ainsi WP (Q) est séparable si p™ < oo et réflexif si 1 < p~ <
pt < 0.

Pour la convexité uniforme, notons que W'P()(Q) satisfait la A;—condition a
condition que pt < co. LPO) est uniformément convexe pour p~ > 1 d’aprés le théo-
réme 1.1.26 et le théoréme 1.2.22. Ainsi gy1.0() () est uniformément convexe comme
une somme de module uniformément convexe. Ainsi W'P()(Q) est uniformément

convexe pour sa propre norme par le théoréme 1.1.27. O]

Proposition 1.3.8. [11] Soit h € C(Q) tel que 0 < h_ < hy < oco. Alors on a

p(z) p(z)
| f]l,, = inf )\>O:/<’V7f + h(z) >dx§1
Q

A

est une norme équivalente dans W4 (Q).
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Maintenant on définit I’espace de Sobolev & exposant variable & trace nulle et on

donne ses propriétés de base.

Définition 1.3.9. Soit p € P(Q) et k € N. L’espace de Sobolev Wéc’p(')(Q) désigne
la fermeture du sous-ensemble des fonctions de W*?1)(Q) & support compact, c’est-
a-dire
{ue WEPO(Q) : u = uyg pour un compact K C Q}
dans W*PL)(Q).
Dans l'espace de Sobolev a exposant variable VVO1 P (I)(Q) on consédére une norme

équivalente notée par
[ull = [Vul,q
Théoréme 1.3.10. Si p € P(Q), alors Wéc’p(’)(Q) est un espace de Banach, qui est

séparable, réflexif et uniformément convexe si 1 < p~ < p* < co.

Démonstration. Comme W, F.p() (Q) est un sous espace fermé de WP (Q). D’aprés

les propriétés de la Proposition 4.2.15 et le théoréme 1.3.7, on trouve le résultat. [J
Remarque 1.3.11. La ferméture de C3°(Q) dans W PO (Q) est notée par Hg’p(')(Q).
En effet, clairement C§°(2) C W:’p(')(Q). On a sip est borné, C=(Q)NWHPL(Q) est
dense dans WHPO(Q), ainsi HFPO(Q) = Wk2O(Q). En particulier si p € P°5(Q)
est borné, alors WiPH (Q) = HEPO(Q), o

1
Pe(Q) = {p € P(Q) : — est log —Hélder continu}
p

Remarque 1.3.12. Soit u,,,u de L@ (Q) telle que u,, — u. Par la relation (1.2.12)

et linégalité de Holder on a

lim |un|q d:z:—/|u|q

n—oo
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de (1.2.10) et (1.2.11) on a

/\u|q<$> do < Jullc, + ul2l . Yue WP (). (1.3.2)
Q

1.3.1 Théorémes d’injections de Sobolev

Lemme 1.3.13. Soit p € P(Q) alors W**O(Q) — WP (Q). Si |Q] < oo, alors

loc
WhPO(Q) s WhP™(Q).

Démonstration. Cela résulte immédiatement de l'injection de LPU(Q) «— LP™ (Q),

voir le Corollaire 2.3.2 de [19]. O

Lemme 1.3.14. Sip € P(RY) etu € W:’p(')(Q), alors le prolongement de u par zéro

a RN /Q appartient a WP (RV),

On définit 'exposant critique de Sobolev de p par

Np(z) ;

Np(x). < N,

play={ N 7 p() (1.3.3)
+00 si p(x) > N.

Pour tout x € RV

Théoréme 1.3.15. Soit p,q € P(Q) NC(Q) avec p* < N. Si WO (Q) — L1O(Q),

alors q < p*.

Démonstration. Supposons que g(x) > p*(z) pour certain « € Q. Par la continuité de

pet g, il existe s € (1, N), t € (1,00) et r > 0 tel que

py) <s" <t <qly)

pour tout y € B(x,r). Par le Corollaire 1.2.25, on a Wh*(B(x, 7)) < W'PL)(B(z, 7))

et LIY(B(z,7)) — LY(B(x,r)). Comme s* < t on a W"(B(x,r)) - L' (B(xz,r)).
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Ainsi WHPO(B(x, 7)) - LIO(B(z,7)), qui est une contradiction et alors g(r) <
p*(x). 0
Proposition 1.3.16. Soit Q un domaine borné de RN |, p,q € C(Q) et 1 < q(z) <

p*(x), Yo € Q. Alors on a linjection compacte Wol’p(z)(Q) — L1®)(Q).

Pour la preuve voir [40].

Proposition 1.3.17. Soit 1 < p(z) < N, pour tout x € RN. On définit l’exposant

critique de Sobolev de p sur la frontiére 0S) par :

(N-Up(a) N
- plx) < IV,

Pla)y=¢ M@ ) (1.3.4)
+00 si p(x) > N.

Alors, Uinjection de W@ (Q) — LI (99Q), ou q(x) € C4(09) et q(x) < p°(x),

pour tout x € JS) est compacte et continue.

Démonstration. Pour A C €, soit u € WP (Q). Comme ¢(x) < p°(x), pour tout
r € 09 donné, Q, un voisinage relativement ouvert de x dans  tel que ¢*(92NQ,) <
P ().

Maintenant u |q, € W' (Q,) ¢ WP (€,), d’aprés le théoréme d’injection de
sobolev (voir [1]) alors WP~ (Q,) < LI (0Q N Q,) alors ulg, € LI (02N Q,) C
LI® (90N Q).

En utilisant le Théorémes de recouvrement fini pour ’ensemble compact 0f2, on
obtient u € L4®(9Q). Ceci montre qui est une injection W@ (Q) — L@ (9Q).
Comme linjection W™ (€,) «— L7 (dQ N Q,) est compacte, on peut voir que

WLP@)(Q) — LI (9R) est compacte. O



Chapitre 2

Valeurs propres du p(z)—Laplacien

avec poids

Ce chapitre est consacré a I’étude du probléme de p(xz)—Laplacien soumis a une
condition de Dirichlet au bord de la forme

Ay, h s(@)=2, q(z)—2 ’ c0
{ p(x) U+ h(x) |ul U g(x) |ul u, pour x (2.0.1)

u =0, pour x € 082,
ot 2 est un domaine borné de RY et \ est un nombre réel. Les fonctions p(z), ¢(z), s(z),
sont continues et les poids g, h sont des fonctions mesurables positives.

Dans [29], X. L. Fan et Q. Zhang ont fait ’étude du probléme suivant :

{ —div(|Vul™ 2 V) = A |uffu, pour z e (2.02)

u =0, pour x € 0.
Ils ont prouvé moyennant la théorie de Ljusternick-Schnirelmann que le probléme
(2.0.2) admet une suite de valeurs propres A telle que sup A = +o00 et inf A = A, <

co. Sous certaines hypothéses précises sur la fonction p(x), ils ont trouvé que soit

inf A = 0, soit inf A > 0.

47
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Dans [?]|, M. Mihéilescu et V. Radulescu ont étudié le probléme suivant

{ —div(|Vu['" 72 V) = A u|"™ 2y, pour ze€Q, (2.03)

u=20 pour x € 0f2.
Le résultat principal de leur travail est I'existence d’'une famille continue de valeurs
propres dans un voisinage de l'origine. Plus précisément, ils ont montré qu’il existe
A* > 0 tel que pour tout A € (0, \*), A est une valeur propre du probléme (2.0.3).

N. Benouhiba [10] a étudié le probléme
—div(|Vu[" 2 V) = AV (@) [u|"™ % u,  dans RV (2.0.4)

Elle a démontré par la méthode de la minimisation de la fonctionnelle d’énergie que

tout A > A\* est une valeur propre du probléme (2.0.4) tandis que tout A < A, ne l'est

pas ou

f% |Vu|p(x) dx

* . Q pir

A= inf -
uew ({0} [ ((5)) ’u‘q(m) dx

5 ¢

[ |Vulf™ dz
)\* == f @

in .
weWe@—(0} [V (z)|u* dx
Q

Dans ce chapitre nous allons étendre les résultats de [10] au probléme (2.0.1) posé dans
un domaine borné régulier Q C RY. Ce chapitre est composé de deux sections. Dans la
premiére section, nous donnons la définition de la solution faible du probleéme (2.0.1),
introduisons nos hypothéses et présentons les principaux résultats de ce chapitre. La

seconde section sera dédiée a la preuve de ces résultats.
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2.1 Solutions faibles du p(x)—Laplacien avec poids

Nous commencons cette section par la définition de la solution faible du probléme

(2.0.1).

Définition 2.1.1. Une fonction u € Wy (Q) — {0} est dite solution faible du
probléme (2.0.1) si et seulement si elle vérifie

/ VP VuVds — )\/g(x) 1|72 woda + /h(:v) |u)*® 2 uodz = 0
Q 0 Q

pour tout v € Wy ().

Nous étudions le probléme (2.0.1) sous les hypothéses suivantes
Hypothéses.

Nous supposons que
(4,0) p>1,q¢>1,p,q € C%Q), q(z) < p*(x) dans Q , et s(x) < p*(z) dans Q
et
p-<pt<s <st<q <q".
(Agp) 0 < g€ L'@(Q), 1< rx) e Q) r(z) > 50 dans Q, 0 < h €

L'@(Q), 1 < I(x) € C°(Q) et I(x) > % dans Q.
La fonctionnelle d’ énergie correspondante au probléme (2.0.1) I : W™ (Q) — R

est définie par

u) = L up(a:) T — @qu) T @us(z) X
1()—/p(x)!V! d )\/q(I)H d+Q/S(I)H dv.  (2.1.1)

Nous définisons les quantités

1 p(z) h(z) |, 15(z)
h[p(x) |Vu| dx—l—g{ G [l dz

/\1 = inf

, (2.1.2)
uew, P —{o} i % |u|?™ dg
2




20

i IVul' da + [ h(x) "™ d
0 0

)\2 = inf

- (2.1.3)
ueWw @ {0} [ g(x) |u|™ dx
Q

Le résultat principal de ce chapitre est le théoréme suivant

Théoréme 2.1.2. (i) on a 0 < Ay < Aq.
(11) A1 est une valeur propre du probléme (2.0.1).
(111) Tout X > Ay est une valeur propre du probléeme (2.0.1) tandis que tout X < s

n’est pas une valeur propre du probléme (2.0.1).

2.2 Démonstration des résultats du chapitre 2
Avant de démontrer le Théoréme 2.1.2, on a besoin de certains résultats auxiliares.

Lemme 2.2.1. La fonctionnelle I est de classe CY (W™ R) et on a

(I'(u),v) = / IVul' ™ VuVuds — )\/g(:l:) |u| "2 yudz + /h(:l:) |u|* 2 wodz
Q

Q Q

pour tout u,v € Wy ().
Démonstration. Soient les fonctionnelles Jp, Jo, 1 définies par

Jl(u) =

[
Tofu) = / 8—3|u|5<z>dx,
[
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telle que I(u) = Ji(u) — A ¥(u) + J2(u). On démontre que Ji, Jo, ¥ sont de classe
CHWP™ R) et que

(Ji(u),v)y = /]Vu]p(m)_2Vu.Vvdx,
Q

(J(w),v) = [ hi@) [ul""* wede,

D

W' (u),vy = g(x) |u|q<$)_2 uvdzr.
/

d _
Soit p(u) = A= [ul"™ , Vr € Qet d—i = [Py,

On a

g 208 £ 00@) )

t—0 t

(2.2.1)

presque partout dans €2, alors on démontre que

o DAV () + 0(z)) = $(Vu())

lim p — \Vu|p(w)_2 Vu.Vou presque partout dans {2
%

Soit
o(V(u+10)) — o(Vi) 7o [IVU + Vo' — |Vl ]

t t ’

d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe 7 > 0 tel que

o(Vu +tVv)) — o(Vu)
t

< |- Ep) G P (9 rev)|

= |Vu+7V0) P72 |(Vu+ Vo) (Vo))

< |Vu+7Vo) PO vl
et d’aprés l'inégalité de Holder (1.2.18), on trouve que

IVu+ 7V0) PO Vol de < ||[Vu+7Vo) PO Vo < oo, (2.2.2)
p'(z) p(z)
Q
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ou p(x) = ;557
Il s’ensuit que

IVu +7V0) [ Vol € LHQ). (2.2.3)

Par (2.2.1) et (2.2.3) et le Théoréme de Lebesgue on trouve que

lim p(Vut tVv)) = p(Vu) = / IVul' 2 VuVoda, (2.2.4)
Q

t—0 t
Q

donc (Ji(u),v) = [, VP2 VuVuda.
La continuité de la dérivée de Gateaux

Soit u, — u dans Wy (Q) et

1) = S0l =| [ (9020, = (FaP " V) [V da].

Q
En appliquant I'inégalité de Holder (1.2.18) on trouve que

' / <(|vun|’7<l“>*2 V) — (|Vauf®) 2 vu)> Vo dz| < ]|vun|p<’f>*2 Vi, — |VulP® 2y 7,

Comme

sup (L () — Ji(w), v)] < ]\vunyWH Vi, — [Vaf® 2 vy (2.2.5)

[vll=1,0eWy ) ()
onau, —u dans Wo"'(Q) et Vu, — Vu dans (L@ (Q))N.
D’aprés le théoréme de la réciproque partielle de Lebesgue, il existe une sous-suite
(un) tel que |Vuy,(z) — Vu(z)["™ — 0 presque partout dans Q et il existe g € L!(€2)
tel que

[Vun(z) — Vu(z)|"™ < g(z) presque partout dans €.

Par (2.2.5) on a

171 (up) — L) < ||[Vun /2 Vu, — [Vu[™ 2 Vu o 0,n — oo.
p'(z
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Maintenant, on démontre que 1 est de class C(W,” @) R).
dd

Soit ®(u) = % u|?® et = g(x) |u|™™ % 4. On va démontrer que
u
P t o -
lir% (u(z) + U(f)) (u(z)) = |u(z)|" 2 u(z)v(z) presque partout dans €.
5
(2.2.6)
On a

D) + to(z)) — Bule)) _ a0 [0t 01" = ")
t t

et d’apreés le théoréme des accroissements finis, il existe 7 > 0, tel que

O (u(x) + to(r)) — P(u(z)) ‘

1
t t

[%q(w) lu + 7'1)|q(:”)_2 (u+ TU)(tU):| ‘
= g(@) Ju+ 0|7 |(u + 7v) (v)]

< g(@) fu+ 0" .

En appliquant I'inégalité de Holder (1.2.18) on trouve l'inégalité suivante,

/g(x) lu + TU’q<$)_1 |v| dx

Q

IN

/ ‘g(m) lu + Tv]‘m)_l | da:‘
Q

1

u—l—Tv\q |v|)

r'(x) ﬁ
= |g(x)|r($) /<|u—|—7v|Q(x)—1 |U|> dz
Q

()t

z)—1)r
< 1g(@)], (‘|u+7v|(q )-

= 9(%)], /<|u+71}| ~1)r'(z) v | >dm

Q
%
(r)*
N o )
('r/)i

< |g(l’)’ |U + TU|q(ac)r’(z) |U q(z)r'(z) < 00.
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Il s’ensuit que

9() |u+ 0|7 o] € LY(Q)

[ ota)ut rolt ol do < lg(a)l, eLiQ) (227)

|u 4 7o) 7@ ‘ |v]
q'(x)

q(x)
0
ou ¢ (z) = q(x())l L’inégalité (2.2.6) et (2.2.7) et le théoréeme de Lebesgue ensemble
donnent
P tv) — P
PI% (u+ vt) (v) dr = /g(w) |u|* 2 yuda (2.2.8)
-
0 Q
( q(z)—2

donc (¢'(u f g(z) |ul wvdz.

Soit u, — u dans WP Pl )(Q) et

(' (1) — ' (1), 0)] = / (o)l ) = (a2 w)) e

On applique 'inégalité (1.2.18) pour aboutir a

[ (o)) = a2 wie| < | [ go)(an ) = (") o] d

Q Q

z)—2 -2

|un|? Un — |U|Q(x u

IN

q(x) |U|‘1(m)

Comme

sup (0 (un) — ¥ (w), 0)] < [Jun| "y, — 0]
veW, P Jlvl|=1

(2.2.9)

q'(z)

on a u, — u dans I/VO1 P (m)(Q). D’apres le Théoréme de la réciproque partielle de
Lebesgue il existe une sous-suite (u,,) telle que |u,(z) — u(z)|*™ — 0 presque partout

dans Q et il existe f € L'(2) tel que

|un(z) — u(2)]" < f(z) presque partout dans €
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alors

19 (wn) = ' ()] < {Jun ™™ = || = 0,n = oo.

De la méme maniére on trouve que Ja(u) est de classe C'(Wo*™ R). Ainsi la fonc-

tionnelle I est de classe C1(Wg "™ R). O

Définissons la fonctionnelle I(u) = ¢(u) — Ap(u) ou
h
L@ de + / @) @ gy,
p(x s(x)
Q
(

’ |u|?™® dz.

~—

X

Q
—~

=
£
Il
SE
‘Q

Lemme 2.2.2. Les fonctionnelles ¢ et 1 satisfont

o(u) _
o0 (w) (2:2.10)
et
¢(u) _

Démonstration. Soit u € W™ (Q). On a

e 9@ e g e L e gy
W—Q/q(x)" dsq_g/guu .

En appliquant I'inégalité (1.2.18) on trouve

C'r xT
v(w) < gl |2

r'(z)

our'(z) = r(Ta:()Izl Par L’inégalité (1.2.13) on a

(2.2.12)

Cr ’
P(u) < = 1912y []g(y a)
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ot i = + i [uf iy > 1, 1= — 8t |uf e < 1et 1 <qg(a)r'(z) < p*(x).

r'(x

D’aprés le théoréme 1.3.15 et la relation (2.2.12) il existe une constante ¢, > 0 telle

que
Cp q
U(u) < = |9y ell™

On a
T h(x s(x
¢(u) :£$|Vu|p( )d$+s{%|u| ®) dz
1 p() 1 s(x)
> F({ |VulP'™ dx + sjg{h(x) |u|*" dx

1 + 1
P s(z)
> s lull® + g th(:c) u|*" dx

1 + 1 s
> F ||u||17 + S_+ |h'|l(w) ‘u|l’(x)s(a:) )

et d’aprés le théoreme 1.3.15 on a

1 fo1
O(u) 2 — full” + = Rl [l

pt
alors ) )
+ st
s ol = Bl
> : . (2.2.13)
b(w) < |g] o [0l

¢(u)
(u)

Comme p" < s < ¢', on conclut par I'inégalité (2.2.13) que — oo lorsque

|lul| — 0.
Maintenant on va démontrer la relation (2.2.11). D’apres la condition ¢+ — 1p~ <

g~ il suit qui’il existe 6 > 0 tel que ¢ — %p‘ <0<q .Ansionap >2(qt—9)>

2(q— —9).
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Soit a(x) une fonction mesurable qui satisfait

“(2)r(x) p(x)
p*(z) +r(z) px) 4+ 06 — q(z)

p()r(z) () )

p(x) + (@) p*(x) + 0 — q(z)
Jr
dans Q avec 5(04__ +1) < q°.
o

max( a(z) < min(

)

11 est évident que o € L®(Q) et que 1 < a(z) < r(z) pour tout u € W™ (Q). On a

par I'inégalité de Holder (1.2.18)

(z) (x)
)| < /— u| ™ dx 2.2.15
|4 (u)] q(x)l | ( )
Q
< | \@ ul’ [ul"®? d
q(z)
Q
< [9@) e ‘|u|q(z” (2.2.16)
[L’) Oé(l’) Oél(l')
On suppose que % |u|6‘ o > 1. Alors par la relation (1.2.10) et I'inégalité de Holder
on obtient
1
— a(z) o
g(w) | s g(x) 5] g9() Sa)
= u| < | o) (55 ul) ond B
a(x) " o q(z) q(z)
Q
0)|=
a(x)|a— 1
< 92 ‘g([l)) ‘|u‘5a(x) a~
@)
D’apreés la proposition 1.2.17, on vient que
B(=) +
9(@) s g(x) pes 5
= |ul §2’— lul > ., T |l @)y | (2.2.17)
‘q<x> a(x) q(x) T(ﬂ?) 5a( )(a( >) 5a($)(0¢(1))
< osi (29 >,
ou ff = (@)
1 s (g8 <
1) |1 ()

(2.2.1
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En substituant (2.2.17) dans (2.2.16) on trouve

4 g( ) o) 6a+ ) qt—6 )
_—‘ [ul; Sa(w) (L |“'6a<x><%)' <|“| —8)a () |“|<q<x>—a>a'<:v>>'

[(u)] < — ==
L’application de I’ 1negalité de Young (1.2.19) a l'inégalité précédente aboutit a

) |y

4 |g(x) " ;’4 2(q* ~9) 2(q~ )
Y (u)] < = ‘m - [l gy 2y T [ul0, oy T 1) -sar@ * 1@ s
Comme «(x) est choisie de telle sorte que (2.2.14) soit vérifié, alors

p(z) < 5a(x)(r(m) ) et (q(x) —d)d/(x) < p*(z) pour tout z € Q.

r(z) \ ,
D’aprés le Théoréme 1.3.15, les injections de Wo *™(Q) dans L @) (Q) et La@-9a'@) ()
sont continues.

Par conséquent, il existe des constantes positives ¢, ¢ > 0 telles que

4 |g(x) o) 2(gt =4 2(q—— 252" 26
) < 2| e[l e PO 5 )
q |q(z r(z)
On a donc
(G
—F ||U
Sz T - + 2y
u * 2(q+—0 2(q——6 209% 26
o] (el el e 5 )

Comme p~ > 2(¢" —0) > 2(q~ — 9) > 2(53—f > 24, passant a la limite dans (2.2.18)

avec |lu|| — o0o. On conclut ainsi la relation (2.2.11). O
Lemme 2.2.3. ¢ est faiblement sequentiellement semi-continue inférieurement c.a.d

up, =~ u  alors  ¢(u) < lim inf ¢(u,).

n—o0
Démonstration. Soit (u,) une suite faiblement convergente vers u dans Wy ().

Comme W, (x)(Q) est convexe et ¢ est convexe. Alors, on a pour tout n

O(u) < (un) + (@' (u), u — un)

et lorsque n — oo d’ou le résultat. O
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Lemme 2.2.4. La fonctionnelle v est faiblement-fortement continue, c’est-a-dire
Uy, — u tmplique Y(u,) — P(u).
Démonstration. Soit (u,) une suite faiblement convergente vers u dans W,” (I)(Q).

La suite (u,) est bornée dans W, (w)(Q), alors on a

[(un) — (u)] < @1 (2.2.19)

ou

O, = Q/ ‘}% <|un|p($) - |u|p<m>) ‘ dz. (2.2.20)

Comme (u,) est une suite bornée dans W,* (w)(Q), et d’aprés l'injection compacte
dans LI@™@)(Q) et le théoréme 1.3.15, il existe une sous-suite notée encore (u,) qui

converge vers u dans L@ @) (Q) par conséquent ¥ (u,) — ¥ (u). ]

Preuve du Théoréeme 2.1.2. (i) Par (2.1.2) et (2.1.3) on a

- +
q—)\2 <A < q_)\Q-
st D~

Comme s < ¢, on peut conclure que Ay < \;. Ainsi on a Ay > 0.

Par contradiction, supposons que Ay = 0, par conséquent on a Ay = 0. Soit (uy)

€ WP (Q) tel que lim Hun) _ 0, et
n—00 w(un)
> Mllu, |77 ot i, j=+,—
¥ (un) |
avec M = Wm min((¢)?", (¢)?") > 0, puisque p/ — ¢ < 0,Vi, j. Si n11_>r£10 [unll =
oo alors par le Lemme 2.2.2 on a lim :ZEU”; = 0o et par conséquent on a nécessaire-
n—00 Unp,

ment Ay > 0.

(ii) Soit (u,) € Wy* )(Q) une suite minimisante telle que

o o(uy)
M= )

(2.2.21)
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On peut conclure d’aprés le Lemme 2.2.2 que (u,) est bornée dans I/VO1 P (I)(Q). Ainsi,
il existe u € W, P™(Q) telle que u, — u dans Wy (Q) et d’aprés les Lemmes 2.2.3

et 2.2.4 on obtient

o(u) < lim inf ¢(u,) et ¥(u,) — ¥(u). (2.2.22)

n—oo

U
La caractérisation de \; nous permet de conclure que si u # 0 alors \; = M

(u)

Nous allons maintenant démontrer que A\; est une valeur propre. Par contradiction

supposons que u = 0. Alors on a obligatoirement lim ¢ (u,) = 0. D’aprés (2.2.21) il

n—o0
vient que
Jim o) = Jim Futu) =0
Par la relation (2.2.22) on a nécessairement lim ||u,|| = 0 et en utilisant le Lemme
n—oQ
2.2.2 on trouve que

n300 ()

Mais ceci est impossible. Ainsi u est une fonction propre et par suite (ii) est prouvé.

(iii) Il est bien connu que w est une solution faible du probléme (2.0.1) si et
seulement si v est un point critique de la fonctionnelle I.

Soit A > Ay fixé. On déduit de la relation (2.2.11) que I(u) — oo lorsque ||u|| — oo
et comme ¢ est faiblement semicontinue inférieurement et ¢ est faiblement-fortement
continue il suit que I est faiblement semi-continue inférieurement. D’aprés la Pro-
position 4.2.14, nous déduisons qu’il existe un minimum global u € W™ (Q) de 1.
Donc u est une solution. Il reste & démontrer qu’elle n’est pas triviale.

Comme A > Ay, il existe par la définition de (2.1.2) un élément w € Wy "™ (Q) tel
que

¢(w)

— <A\

(w)
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Alors I(w) < 0 et ainsi on a inf I(v) < 0. Donc nécessairement on a u # 0.
veWy P (@) {0}
Soit maintenant A < Ay, alors A n’est pas une valeur propre. En effet, si \ est une

valeur propre du probléme (2.0.1), alors il existe v € Wo "™ (Q) — {0} tel que

/ Vo) dg — )\/g(x) 0|9 da: + / h(z) |v|*™ dz = 0.

Q Q Q

Par la définition de (2.1.3) on a

Q

Q Q

~ ) / g(x) [o]"® da

Q

< )\g/g(x) 0|7 da,
Q

et ceci est une contradiction. Ainsi toute A telle que A < Ay n’est pas une valeur

propre du probléme (2.0.1). O



Chapitre 3

Probléme du p(z)-Laplacien avec une

nonlinéarité concave-convexe

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a un probléme faisant intervenir le p(z)—Laplacien
dans I'espace de Sobolev a exposant variable avec des conditions aux limites du type
de Dirichelet et une non-linéarité concave-convexe. Le probléme modéle que nous

allons traiter est le suivant

{ —Ap@yu + h(z) ’u|81(x)_2 u = \g(x) ‘U|q($)_2 u+ k(x) \u|82(9€)_2 u pour z € €2

u=0, pour x € OS2
(3.0.1)

ot 2 est un domaine borné dans RY (N > 2), X est un nombre réel, p(z), q(), s, ()
et sy(z) sont des exposants continus dans €. Les coeffecients g(z), h(z) et k(z) sont
des fonctions mesurables positives.

Dans [45], M. Mihéilescu et V. Radulescu ont prouvé par le principe variationnel

62
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d’Ekeland que le probléme

_Ap(m)u + |U|P($)*2u + |u|Q(CE)*2u _ )\g($) |u|r(x)72u pour z € Q,
u =0, pour x € 0f2,

admet des valeurs propres dans I'intervalle [A1, 00) et qu’il n’y a pas de valeurs propres

dans I'intervalle (0, \g) ou

1 p(x) p(x) 1 o,,9@)
[t (190 + P ) de -+ ] g " da

/\1 = inf
uewy ™ {0} i fgg |u|"® da
Q
et
S (1Vu® 4 ™) o + [ Jul*® do
. Q Q
A = inf e
uewy ™ {0} [ 9(x) [u]™ dw
Q

T. L. Dinu dans [64], a étudié le probléme aux valeurs propres suivant

—div <<|Vu\p1(x)72 + ]Vu]m(x)ﬂ) Vu) = f(z,u) pour z € Q
u =0, pour z € 0f2
ou

Falm,u) = + (—A ™) + [ 7 u) .

Dans le cas ou —div <<\Vu|p1(m)_2 = ]Vu\m(x)_2> Vu) = fi(x,u), Pauteur a trouvé
que pour tout A > 0, le probléme admet une infinité de solutions par I'application du
théoréme du Col et dans le cas o —div <<\Vu|p1(m)72 - |Vu|p2(‘r)72> Vu) = f_(x,u)
le probléme admet une solution faible s’il existe A* > 0 tel que A > \*.

Ce chapitre est organisé comme suit.

Dans la section une, nous introduisons la définition de la solution faible, établissons
les hypothéses nécessaires et discutons les propriétés de la fonctionnelle d’énergie

associée au probléme considéré. Dans la section deux, nous assurons I’existence d’'une
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premiére solution comme étant un minimum global en utilisant le théoréme 4.2.11

Npq~
dans le cas ou A < % et une deuxiéme solution qui est obtenue dans le cas ou
pq
Np~q~ . R
A > en utilisant le théoréme du Col.
gt

3.1 Solution faible et fonctionnelle d’énergie

Définition 3.1.1. On dit que u € Wol’p(x)(Q)—{O} est une solution faible du probléme
(3.0.1) si et seulement si elle vérifie :

/ Vul/ 2 Vu.Vode — /\/g(x) |u| "2 yudzx + /h(a:) |ul" @72 yoda
0 0 Q

— / k() |u) ™% wodz = 0
Q

pour tout v € Wol’p(x)(Q).

Il est bien connu que la fonctionnelle d’énergie correspondante au probléme (3.0.1)

J Wol’p(x)(Q) — R est décrite par

1
¢ Q

p() J q(z) s1(z) s9(z)

(3.1.1)

Nous étudions le probléme (3.0.1) sous les hypothéses suivantes.
Hypothéses

(Hy) p>1,q>1,p,q € COQ),q(x) < p*(x) dans Q, s1(x) < p*(2), s2(x) < p*()
dans Q et

s, <s§<q <qt<s;<sf<p <p'

(Hy) 0<ge L'®(Q) avec 1< q(x)r'(z) < p*(z).
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0<heLm™(Q)avec 1< s (x)m'(z) < p*(z).
0<kel'™Q) avec 1< sy(2)l'(z) < p*(x).
Lemme 3.1.2. La fonctionnelle J est de classe C’l(WOl’p(x),R) et

(J'(u),v) = /|Vu|p(x)_2 Vqudx—)\/g(x) |22 uvdx—l—/h(x) |u| 72 yod
Q Q Q

—/k(m) w22 yoda

Q

Pour tout u,v € W P™(Q).

Démonstration. la preuve est identique a celle du Lemme 2.2.1. O

3.2 Solution avec énergie négative

Le résultat principal de cette section est le Théoréme suivant

Np~q~-
Théoréme 3.2.1. Sous les hypothéses (Hy) et (Hsy), pour tout \ € (—oo, ﬁ f]r )
pTq

le probléme (3.0.1) admet une solution faible dont l’énergie est négative.

ou
fﬁ IVul' da
M= i (3.2.1)
uew, P {0} ({Z—x)\ur] dx

Certains résultats auxiliaires sont nécessaires & la démonstration du théoréme ci-

dessus. Nous les avons résumé en trois lemmes.
. . 17
Lemme 3.2.2. La fonctionnelle J est coercive sur W p($)(Q).

Démonstration. Pour toute u € Wy ™™ (Q) avec [[ul| > 1 on a
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1 A 1 1
Q q Q 51 Q 82 Q
Par l’megahte de Holder (1.2.18) on a

/g(:[) |u|q(x) dr < ¢, Iglr(x |U|q(x yri (z) 1 (3.2.2)
Q

ou r'(x) = r(;(;czl et 1 < q(x)r'(z) < p*(z). De méme, on a
/ (x) ]u‘@(ac) dr < ¢ |k, |u|s2 (@)(z) (3.2.3)
)

avec 1 < sy(x)l'(z) < p*(x).

Il s’ensuit que

]. + )\ 1 sj
1 + )\Cr g o
> L = 2% @) Il — |k< 2y 1l
i 1 g -
> [l (p—+||u||p ¢ Oy = Cy [l )

Comme on a s, < s5 < ¢ < q" <p~ <p", on trouve que

et ceci exprime que J(u) est coercive sur Wo?™ (). O

Lemme 3.2.3. La fonctionnelle J est bornée inférieurement sur Wol’p(m)(Q), c.a.d. il

existe une constante M € R telle que
Ju) > M, Yue W (Q).

Démonstration. On a pour tout u € Wolp (Q),

1
) > —/|Vu|p dr — —/ ) [u|?® da — —_/k‘(z)|u|52(w) dx
S2
Q
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D’aprés la caractérisation de A\*, on trouve que

1
fﬁ IVul'') da —_f|Vu|p(x) dx
£« _ Q P q
< <
A= g() a@) 4 B if (z) |u|Q(x) dx
s{Q(ﬂf ™ de o

Ainsi, on a obligatoirement

+
1/9@>Wﬂﬂdxf,ﬁp V"™ d
Q Q

avec i = + si |Ju|| > 1 et i = — si |Ju|| < 1. D’ou J satisfait I'inégalité

1 A 1q sa2(x
J(u) > p—+/yvu|p da:————/|V [Pt d:c——/ ) [l da
Q

pT P q Sy
Q
1 1 X 1gqg*
> = —_/k(:c) |u|*2® do — (—+ — __q_> Vu[P® dy
%2 J pt Npq J

Par (3.2.3) il vient que,

1 J (1 A1g* ;
() > {— Kl Nl — (—+ - ———_) ||u||p}

L’application de I'inégalité (4.2.9)

bt <a (D vz

% -

combinée avec l'inégalité \ < donne le résultat suivant

prgt’

%)
k o
S5 (L _ ALﬂ)
pt A pT g

D’aprés la relation (1.3.2) on a

53/t —s?)
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IEly () s;r/p—,sg
|k| x So
J(u) > — (_< >> [—(;f“ﬁ)] +
P

Ici M est une constante réelle indépendente de u et de z. La preuve du Lemme

1Kl () s5 /DT —sy
S

3.2.3 est ainsi compléte. O
Lemme 3.2.4. La fonctionnelle J(u) est faiblement semi-continue inférieurement
sur Wol’p(z)(ﬂ).

Démonstration. On définit sur VVO1 P (x)(Q) les fonctionnelles Gy et G9 par

U B N O A B CO T
i = | o Vet as+ [ IS

et

Go(u) = J(u) — G1(u).

11 est bien connu que G est une fonctionnelle convexe et continue de W, (z)(Q)
dans R. Par conséquent (G; est faiblement semi-continue inférieurement.

Il reste a démontrer que Go(u) est faiblement-fortemet continue. Soit (u,) une
suite qui converge faiblement vers u dans W, (x)(Q). La suite (u,) est alors bornée
dans Wol’p(x)(Q).

On a

ou

8

|
R—
S | =
06
™

<
T8
®

|
=
K
&
N—
QL

=

(@) (1 1) e
Qu = L/%(un“m“)d

< [ e -1r)

S an + Q2n7
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avec
an =

/
-

’g<$> (thﬂm)——hﬂq@O)’dm

k
O 29 — o) |

On applique 'inégalité de Holder (1.2.18) pour trouver que

|q(fﬁ)

1 @
Qn < q_* |g(l')|r(x) |Un|q( ) u

r(x)

et d’aprés Iinjection compacte de Wo*™(Q) dans L@ @)(Q) (voir théoréme 1.3.15)
il existe une sous-suite (u,/) qui converge dans L@@ (Q) et par 'unicité de la limite
on a (uy) — u dans L@ @)(Q). On a alors Q,, < % Le méme enchainement d’idées

. < 1e s ., € ., .
nous emmeéne a l'inégalité o, < 2 il s’ensuit que
|Ga(un) — Ga(u)| < e

et donc Ga(u) est faiblement-fortement continue. Par conséquent, J est faiblement

semi-continue inférieurement. OJ

Preuve du Théoréeme 3.2.1. D’aprés les Lemmes 3.2.2, 3.2.3 et 3.2.4 on en déduit
que J est coercive, bornée inférieurement et faiblement semi-continue inférieurement.
Alors d’apres le théoréme 4.2.12 il existe un minimum globale u) € VVO1 P (x)(Q) de J
et ainsi une solution faible du probléme (3.0.1). Il reste & démontrer que uy n’est pas
triviale.

1

. T4 ) )
Soit ty < (%) *17*5 un nombre réel fixé et 5 est un sous ensemble ouvert de

Q avec || > 0. Il existe toujours ug € C5°(2) € Wy (Q) tel que ug(z) = to =
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constante pour tout z € Q; et 0 < ugp(z) < to pour tout z € 2\ . On a

ol

h(z) k()
J(ug) = —Vu p(x)dx—)\/MuQ(m)dx—i-/—usl(x)dx—/
( 0) / (I’ 0| q(l')| 0| Sl($)| 0| SQ(I’)
Q Q Q
1 h k
< /— VP dm+/ﬂ\m|sl(x> da:—/—(‘”) I
p(z) s1(z) sa(x)
@ Q
1 1
< [ el [ D e d:r:+—/ el dm——/
p(z) ()
PAN3} O\
t s t sh
< L—i—i/h(az‘)dx— | 0|+ /k(gj)daj
S1 Sq
2 Q1
< L+ Dbl — Dy [t
ou
1 1
S1 S5
04 Q
et

1 h
L= / — Vo™ da + / M) |uo|™ ™) d.
p(x) s1(x)

9\91 Q\Ql

D’ou Jy(up) < 0 et par conséquent on a Jy(uy) < 0. Ceci prouve que uy est non

triviale. Ceci cloture la preuve du Théoréme 3.2.1. n

3.3 Solution avec énergie positive : Théoréme du Col

Théoréme 3.3.1. Pour tout \ € ( +oo> , le probléme (3.0.1) admet une

solution faible dont l’énergie est positive.

Afin de pouvoir appliquer le théoréme du Col, il est tout d’abord important de
démontrer que la fonctionnelle J satisfait la condition de Palais-Smale sujet du Lemme

suivant.

s2(2) g,

) [t
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Lemme 3.3.2. Supposons que {u,} C Wol’p(m)(Q) est une suite qui satisfait

T (un)| < M (3.3.1)

*

J(u,) =0, n—oo, dans (Wol’p(m)(Q)) (3.3.2)

ot M est une constante positive. Alors {u,} posséde une sous-suite fortement conver-

gente dans Wy (Q).

Démonstration. Premiérement, Montrons que (u,) est bornée dans W, (x)(Q). Sup-
posons par contradiction qu’elle posséde une sous-suite notée encore (u,) telle que
|, || = oo lorsque n — oco. Ainsi, on a ||u,|| > 1 pour tout entier n. D’aprés (3.3.2)

on en déduit qu’il existe Ny > 0 tel que pour tout n > N; on a
1" ()] < 1.
D’autre part, pour tout n > Nj fixé, on a
W () 30 = (J' (). 0)

alors

(T (), o) < 1 ()] - ]| < [oll, Yo € WP (@), n > N

Posons v = u,,. Alors on a

—HunHsL/WVuA“”dx—-A/lﬂxnuA“@dx
& Q

*/Mwww“Wwi/Mmmwmwxsmw

Q Q



72

pour tout n > Nj.

Comme ||u,|| > 1, on a d’aprés (1.2.10), (3.3.1), (3.3.2), I'inégalité de Holder et le
Théoréme 1.3.15

1

M > J(u,) — — (J'(un), u)
So
1 h
M > / —— (V[ o — A / I 1) i / ) 1y 0 i -
p(x) q(x) s1(z)
Q Q Q
/k(ﬂf) |un|sz(a¢ x——/qu,Jpx)dx i_/g |un|q dr —
sa(z) Sy
Q Q
1 S
—/h(ﬂunyl dx+—/ ) a2
So
Q
1 T 1 s1(x
M > p—+/|Vun|p()daB— / ) |7 da + —1+/ ) |
Q Q Q
1
= [ bla) a2 do / Vi do+ 2 [ g(o) o o
Sq S5
Q Q
1
= [ bl x)dm—l——/ ) a2 d,
So
Q

1 1 1 1
M= (_ - _) [ (—_ - ——) [ ot i+
Pt s q S2
Q Q
1 1
! <_+ B _—) /h@) 1) da
S S9
Q
11 . 11 s (1 1 o
(E _ —) P = A (q —) 9l 7+ (— _ —) Bl I

Comme s, < s5 < ¢~ < q" <p~ < p" et st <pl on aboutit & une contradiction
d’apres la derniére inégalité. Alors {u,} est nécessairement bornée dans VVO1 P (w)(Q).
Etudions maintenant la convergence forte de {u,} dans Wy **(Q). Comme {u,}

est bornée alors, par passage a une sous-suite extraite, elle converge faiblement vers
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u e WiP(Q), cad
u, —u faiblement dans W,"” (m)(Q), n — oo.
D’aprés la proposition 1.3.16 on a
U, — u dans LI@(Q). (3.3.3)
Ainsi et par la relation (3.3.2) on trouve
(J' (up) — J' (), up —u) =0, n— oc.
D’autre part, on a

/ (\Vun]p(m)_2 Vu, — |Vulf®? Vu) (Vu, — Vu)dx

Q

= (J'(u,) — J'(u),u, —u) — )x/g(x) (]un]‘J(x)_Q Uy, — |u| 2 u> (uy, — ) dx
Q

k(x) \un\” @2 4y — |22 u> (un, — u) dz.

Q*S

D’aprés l'inégalité de Holder (1.2.18) et la proposition 1.2.16 (i) on aboutit &

')\/ g(x) <]un|q(x)72 Uy, — |u| 2 u) (Uy —u)dx
Q

< A /g(as) ", (up — ) dz| + A / ) |u) ™72 w (u, — u) da
Q Q
x)—1
< Clgly [lunl™ 7| ) Tan = tlygey + C gl (a7 ) T — uly
q(z)—1 q(z)—1
S C |g| |un|q(z |Un - ulq(x) + Cl |g|r(x |u|q(z |Un - ulq(x)
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ou C et C’ sont des constantes positives et + + = 1. De la méme

maniére on trouve que

/h(m) <]un|sl($)_2 Up — |72 u) (up, — u) dx

Q

sffl sffl

— 1
@ @ T

/k’(x) <|un|82(3‘")72 Uy — |u|*2® 2 u) (uy — u) dx

Q
s;'—l s;'—l
< Y Kl tnlglay [ =ty + 0 1Ry [tlgley Tt = tly) -
Par la relation (3.3.3) on déduit que
lim [ k(z) (yunysﬂx)—? L u) (tn — u) dz = 0, (3.3.4)
n—oo
Q
lim | h(z) (yunfl(@*? U — @2 u) (tp — ) dz = 0 (3.3.5)
n—o0
Q
et
lim [ g(z) <|un|q(:v)—2 Uy, — |u| 12 u) (up, —u)dx = 0. (3.3.6)
n—oo
Q

D’aprés (3.3.4), (3.3.5) et (3.3.6) on aboutit a

lim <|Vun|p(x)_2 Vu, — | V™2 Vu) (Vu,, — Vu)dx = 0.

n—oo

Q

L’application de I'inégalité élémentaire (4.2.10) [24]

(&2 e— [ 2) E—p) > 27 |E—y|",  Vr>2,69eRY
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nous emmeéne au résultat suivant
lim / IV, — V'™ dz = 0. (3.3.7)
n—o0

On en conclut que ||Vu, — Vu| — 0 quand n — oo. Ainsi et comme (u,) est

faiblement convergente vers u dans VVO1 P (x)(Q) alors elle converge fortement dnas

WP (Q). 0

Dans le lemme suivant nous nous assurons que la fonctionnelle J satisfait la géo-

métrie du col.

Lemme 3.3.3. Pour tout A > 0, il existe n > 0 et p > 0 tel que J(u) >n si ||ul| = p

pour tout u € Wy (Q).

Démonstration. 11 est évident que J(0) = 0 pour tout A > 0 et pour tout u €

Wy () on a

1 h( i
J(u) = /_|Vu’p(x) dx—/\/&|u|q(x) dm—i—/ x) |u|81(z) dx—/ (x) w
p(ZE) q :E ff 82(1’)
Q Q Q o
1 A 1
J(u) > —/Vup(z)dx——/ uq __/]{; u82(z
W = frewra -2 i L [
Q Q Q

et d’aprés l'inégalité de Holder (1.2.18) on trouve

1 + )\CT ¢

o
J(u) > o [ull® = —= 1l ull* — —= |’€\z ]|
1 )\CT o+ o +
= (-1l ° |k|l ol ") bl
p 2
1 )\CT + C] sl —pt +
= (p+ |g|7'(x - 5 |k|l(x)p 2P ) pp

alors J est de la forme

o — Bte Pt — vtsé_’ﬁ
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ol «, (3 et v sont des constantes positives. On remarque que la fonction définie par

t— g(t) =a— ptar" —qpsrt

est positive a l'infinie car s, < s5 < ¢~ < q" < p~ < p* (pour ¢ assez grand), donc

le Lemme 3.3.3 est vrai. ]

Lemme 3.3.4. [] existe ¢ € Wol’p(x)(Q) telle que p > 0, ¢ # 0 et J(tp) < 0, pour

t > 0 assez grand.

Démonstration. Soit ¢ € C§°(2), ¢ >0, p 0 et t € (0,1), on a

+

tS

Je) < / |w|”>dx—A— / ) | >dw+— / ol a2 [k / ) gl
2 Q

T / Ve d A— / |so|”>dx+— / ) @ da

On a par 'hypothése ¢* < s7 < sf < p~, donc

IN

tq+ tsi"‘ tq+
gl) [o|™ x—3—+ 2) " do < A/g(:c) @ dm—/h(m) o] da
1 J J
Ainsi, on a
- 7"
J(to) < —_/IVsol”(“) do — — /\/g(x)|g0|q(x) dz—/h@)wﬂﬂ dz
p q
Q 9) Q

1
donc J(ty) < 0 pour t < §»~ -« avec

. (A [ 9(0) 61" dz — [ (o) 1" dx)

0<d<min< 1, B
q [ Ve[ dx
Q

Le lemme est ainsi démontré. O
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Preuve du Théoréme 3.3.1. Définissons la valeur

¢ = inf sup J(g(t))
9l tej0,1]

ou

r={g e 0,1, Wo " (@), 9(0) = 0,9(1) = v}
Comme on a J(0) = 0 et d’apreés les Lemmes 3.3.2, 3.3.3 et 3.3.4, la fonctionnelle J
vérifie les conditions du Théoréme du Col. Alors le probléme (3.0.1) admet un niveau

critique c.

D’aprés le théoréme 4.2.16 on a

a < ”i1”1f J(u) <c
ull=p

et comme « > 0, alors ¢ > 0, d’oit ¢ > «a. Ainsi u est une solution faible du probléme

3.0.1), telle que J(u) > 0. O]
(3.0.1) q



Chapitre 4

Probléme du p(z)—Laplacien avec des
conditions aux limites du type

Neumann

L’ objectif principal de ce chapitre est d’étudier I'existence des solutions faibles
du probléme non linéaire suivant

— Ay + h(@) [P0 = Ag(a) [u|®@ 2w, pour x € 9,
p(z)

ou
p(z)—-2 Y%
|Vul 5

(4.0.1)
= k() [u["™ 2, pour x € 09,

ot © € RY(N > 2) est un domaine borné avec frontiére assez réguliére 9, p,q et s
sont des exposants variables continus. Les fonctions mesurables h et g sont positives
0
dans €2, la fonction mesurable k est positive dans 0€2, A est un paramétre réel et £
v

est la dérivée normale extérieure.

78
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Certains auteurs ont étudié les problémes du p(z)-Laplacien soumis a une condi-

tion au bord du type Neumann. Le probléme

_Ap(x)u + |u|p(1)72 u = f(l*’ u)) pour €T e Q)

) (4.0.2)
|Vu|p(x)72 a—z = g(z,u), pour x € 012,

a été considéré dans [21] ou il a été établi la non-existence, 1'existence des solutions
multiples positives en utilisant la technique de sous-sursolution.

L’auteur dans [68]| a étudié le probléme suivant

_Ap(m)u + |u’P($)—2u = )\f(I,U), pour r S Q,
ou (4.0.3)

|VU’p(I)_2 W = ng(z,u), pour x € 0f2.

En utilisant le théoréme de la fontaine, I'auteur prouve l'existence d’une infinité de
solutions faibles.

Dans les deux travaux cités si-dessus, les auteurs ont eu besoin d’un état de croissance
sous-critique des non-linéarités pour assurer I’existence des solutions. Spécifiquement,

ils ont supposé que

1f(z, )] < a+elt)™ veeQVvteR

lg(z,t)] < G+t vzedvteR

avec q(z) < p*(z) dans Q et r(x) < p?(z) dans 9.
Ainsi, notre étude ne peut étre un cas particulier des études citées puisque nous
n’imposons aucune condition sous-critique sur les non-linéairités que ce soit dans le

domaine ou sur la frontiére (voir les hypothéses).



30

4.1 Espace des solutions

Il est bien connu que la condition au bord entre en grande partie dans le choix de
I’espace dans lequel nous cherchons les solutions des problémes considérés. Dans les
chapitres précédents, la condition aux limites de Dirichlet nous a ammené a chercher
nos solutions dans ’espace de Sobolev VVO1 P (z)(Q). Cet espace devient inapproprié lors
de I’étude des problémes soumis a une condition du type Neumann. Ceci nous oblige

a élargir I'espace des solutions a 'espace de Sobolev W1P(®)(()).

Définition 4.1.1. Une fonction u € W@ (Q) est dite solution faible de probléme

(4.0.1) si elle vérifie

/ VP2 Vu.Vvdx+/ h(z) |ulP@ 2 uvd$—)\/g(:v) |42 uvdx—/ k(z) [ul* ™2 wodo = (
Q

Q Q o0

pour toute v € WP (Q) ot do est la mesure de surface sur O2.

Nous étudions le probléme (4.0.1) sous les Hypothéses suivantes.
Hypothéses

Supposons que p, q,s € C(Q) et que
(A) 1<s <st<q <qt<p <p'<N.
Nous supposons que les fonctions g, h et k sont positives et que

(B) g€ L"@(Q), heCQ)nL™(Q) et ke L'D(0Q)

p*(x) (e p*(x) (). Vo
© So—a@ =" pa—p@ M) el
(o)
ot 2w I(y), Vy € Q.
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On cherche les solutions faibles du probléme (4.0.1) qui sont exactement les points

critiques de la fonctionnelle d’énergie T : W'P(#)(Q)) — R définie par

1
o @ Q o0

p(z) p(x) q(z) s(x)
La fonctionnelle 7" est de classe C'(W'?(*)(Q),R) et on a

(T'(u),v) = / IVulP' 2 VuVods + / h(z) |ulP 2 woda — /\/g(x) |u|*® 72 yodz—
Q Q Q

/k:(av) u|* % wvdo,
o9

pour tout u,v € W@ (Q). Les solutions faibles du probléme (4.0.1) correspondent

aux points critiques de la fonctionnelle 7' sur W@ (Q).

4.2 Reésultats d’existence de solutions multiples

En premier lieu, nous allons rechercher un minimum global de la fonctionnelle T’

qui sera une solution faible avec une énergie négative.

Théoréme 4.2.1. Sous les hypotheéses (A), (B) et (C), pour toute A € R, il existe

u; € WHP@(Q) solution faible non triviale du probleme (4.0.1) telle que T(u;) < 0.

Preuve du Théoréme 4.2.1

Nous commencons par établir deux inégalités essentielles pour la construction de la
démonstration. L’application de 'inégalité de Holder (1.2.18) aux termes [ g(x) |u|™ dz
Q

et [ k() |ul*™ do est
80

/g(x) [l dz < 21g], 0 [alfayry 37 =+ =
Q
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et

[ ) 1l do < 2 bl oy 15 =+~
o0
L’hypothése (C) assure que g(x)r'(x) < p*(x) dans Q et que s(z)l'(z) < p?(z) dans

(092). Alors d’apreés la Proposition 1.3.17 et le théoréme 1.3.15 il existe des constantes

c1 >0, cg > 0 tels que

[ o)l dx < 21l (el + ) (4:2.1)
Q
et
s(x st s~
[ a1l do < 2kl (i + ) (4:22)
[2/9]

Nous allons démontrer maintenant que la fonctionnelle T" est bornée inférieurement
dans W) ((Q)).

Soit A > 0. Par (4.2.1) et (4.2.2) et I'inégalité élémentaire (4.2.9) on a

1 T T /\Cl + _
7w = oo | [ IV o [ do | =22 1ol (e + )
Q

Q
Co + -
1y (Nl + 0l o))

Cependant, d’aprés la proposition 1.3.8 il existe ¢ > 0 tel que

c i )\01
T(w) > 2l — 22 1o (Il + el

Ca
— |k|l($) <||“||1,p(a;) + HUHLP(JC))

avec ¢ = + ou —.

Nous pouvons décomposer le coté droit de la derniere inégalité comme suit
)\Cl C i )\Cl - C i

: *
—(;wmww;( - S i)



33

En appliquant I'inégalité (4.2.9) quatre fois, il vient que
T(u)>M
avee M = =35 gl (425 gl ) )7 007 + (425 g, p >q’/“’“q*))
% bl (497 2 [kl 4 (dp+ 22 [Kl, )/ 7)) <0,

CcCS—

Soit maintenant A\ < 0, on a alors

Co Co s
70 2 = (2 o Vel = o Bl )~ (2 Wl Tl = 5 Tl )
En utilisant I'inégalité (4.2.9) on trouve que T'(u) > M’ ou
Co + /(pi_gt Co — /(pi—g—
M = P |k|l(a:) ((217 — |kJ, I(z) )s /=) ¢ (2P+S—_ |k|z(x))s /s )> <0.
L’étape suivante consiste a vérifier la condition de Palais-Smale.

Lemme 4.2.2. La fonctionnelle T satisfait la condition de Palais-Smale W'P®) ()

en tout niveau c € R.

Démonstration. Soit (u,) C W@ (Q) une suite de Palais-Smale & un niveau ¢ € R

fixé. Ceci est équivalent a écrire

T(u,) — cet
T'(u,) — 0 dans (Wl’p(z)(Q)), lorsque n — .
Nous montrons que (u,) est bornée dans W»(#)(Q). Supposons, au contraire, que
[tnlly p@y = +o0 lorsque n — oo. Comme (7”(uy)) est une suite convergente dans

(Wl’p(’”)(Q))/ alors il existe ¢35 > 0 tel que ||7"(u,)||, < ¢3 ou ||.||, est la norme dans

(Wl’p(:”)(Q))/. I1 s’ensuit que

(T (un), un) | < T (un)ll, ||un||1,p($) < ¢ HunHl,p(a:) :
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Il existe aussi ¢4 > 0 tel que T'(u,,) < ¢4. Pour tout 6 € R tel que 0 < 0 < p%r on a

1 \
¢ l[unllypy Tea = T(un) — 0T (un), up) > <ZF - 0) / IV, [P da + /h(x) | [P d
) )

/
Y (qi_ _ e) /g(:c) 17 i — (Si_ - 9) /k@:) @ dor

Si A > 0 on a, d’apreés les relations (4.2.1) et (4.2.2) I'inégalité suivante

1 - 1 + -
callinlig + e 2 (= 0) Tl = er (2= 0) bl (Il + i)

1 st s
o (1 =) o (Il + o).

Par I’hypothese (A) on trouve que r}l)Holo [tn 1 () < +00 est ceci est une contradiction.
Nous obtenons la méme conclusion quand A < 0.

Alors (u,,) est bornée dans W@ (Q), d’aprés la proposition 1.3.16 il existe une
sous-suite notée (u,) qui converge fortement vers u dans L@ (Q) pour toute v € C(Q)
qui satisfait p(z) < v(z) < p*(z) pour tout z € Q et d’aprés la proposition 1.3.17
(un /a0 ) converge fortement vers u /sq dans L°®)(9Q) pour tout & € C(9Q) qui
satisfait 1 < d(x) < p?(z) pour tout z € 9.

Prouvons que [ g(x) (\un\q("’:)*2 Uy, — |u|1 2 u) (un, — u) dz — 0 lorsque n — co.
Q

_ " 1
. p(x) p*(z) * —
Soit a, 8 € C(Q) tels que £ < a(z) < J5%5,p(x) < Blx) < p*(x) et ) +
1 1

alr)  Bl)

D’aprés la proposition 1.2.17, on trouve que

= 1 pour tout z € 2.

/g(x) <|Un|q(z)72 Up — |u|q(a‘n)72 u) (Uy —u)dz| <

Q

x)—1 —1

+ ’|u’q($)

Up — U g, -
a(z) (x)) | st
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Ainsi, il existe ¢ > 0 tel que

z)—2 x)—2 -1 ‘-1
/g(m) <|un|Q( =2, — |u|q( ) U) (un — u) dz| < clgl, (Huan,p(z) + ||Un||lf,p(x)> un — ulgy -
Q

Comme (u,) est bornée dans W@ (Q) et u,, — u dans L@ (), alors on a

/g(a:) (\un|q($)_2 Uy, — |72 u) (uy, — u) dx — 0 lorsque n — oo. (4.2.3)

Q

De la méme maniére on trouve aussi que

/h(:v) (]un]p(x)_2 Uy — P72 u) (un, — u) dz — 0 lorsque n — oo (4.2.4)
Q

et

/k’(:c) (|un|s($)_2 Uy — u* @2 u) (uy, —u)do — 0 lorsque n — oo. (4.2.5)
80

11 est facile de voir que
(T'(up) — T'(u), u, — u) — 0 lorsque n — .
D’aprés les relations (4.2.3), (4.2.4) et (4.2.5) on obtient

/ <]Vun\p(w)72 Vu, — |Vu/® 2 Vu) (Vu, — Vu)dz — 0 lorsque n — oo.

Q

En utilisant I'inégalité (4.2.10) a savoir

<|1‘1|p72 Ty — |@y|P o) (21 — 32) > |z — xof?

p(2rt = 1)

pour tous x1,xs € RY et tout p > 2, on trouve que

2 ~ .

P ST / IV, — VuP'™ dz < / <|Vun|p($) 2 T, — |V QVu) (Vuy - Vu)de.
Q

’ (4.2.6)
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De la méme facon on obtient I'inégalité suivante

2h~ ~ -
p—+(2p+71 — 1) /|un — ulp(l‘) dr < /h(ZE) <|un|P(a2) QUn . |U|P(5L‘) 2u> (Un B u) dr.
Q Q
(4.2.7)
En combinant (4.2.3), (4.2.5), (4.2.6) et (4.2.7) on arrive & montrer que pq p(z)(tn —
u) — lorsque n — oco. Par conséquent u, — u dans W@ (Q) lorsque n — co. Cela

signifie que 7' satisfait la condition de Palais-Smale et la preuve du Lemme 4.2.2 est

ainsi terminée. OJ

Afin d’atteindre 'affirmation du théoréme 4.2.1, on pose

c= inf  T(u).
u€W1L.p(@) (Q)

Soit (u,) € W@ (Q) une suite minimisante. D’aprés le principe variationnel d’Eke-

land, il existe une suite (v,) C WP (Q) telle que
T(vn) = ¢, T'(vn) = 0 et [Jvn — unlly oy — O

Comme T satisfait la condition de Palais-Smale, il existe une sous-suite notée encore
(vn), qui converge fortement vers un certain u; € WP (Q). 11 est facile de voir que
(u,) converge aussi vers u; dans WP (Q). Ce minimiseur est un point critique de
la fonctionnelle T" alors est une solution faible du probléme (4.0.1).
Afin de finaliser la preuve du théoréme 4.2.1, nous allons mettre en évidence la
non trivialité du point critique u;. Soit ¢ > 1 et u € W'P®)(Q) avec u # 0 fixé. on a
Tt <7 [ 9P oo [ B ap - [ Sy g

J p() J p(x) q()

s k() ul*® do
ol

o0
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Posons f(t) = at’” — bt9 — ct* o les constantes a,b et ¢ sont données par

1 h
0 < a:/—|V(u)|p(x) dx+/—(‘”) |u[") diz,
J p(x)

Un simple calcul montre que f/(t) = t° fo(t) ont fo(t) = ap™t? =5 —bg tT —° —cs™.
Il est clair que fo(t) — 400 si t — +oo. Ainsi, il existe 5 > 0 telle que fo(to) > 0.
De plus, fo(0) < 0. Ainsi d’aprés le théoréme des valeurs intermédiares, il existe
0 < t; <t tels que fo(t;) =0.Si f/(t) < 0 dans (0,%;) tel que fo(t) > 0. On applique
de nouveau le théoréme de la valeur intermédiare & la fonction fy dans l'intervalle
(0,t3) pour assurer 'existence d’un zéro que nous notons t3 de la fonction fy. Si
f'(t) < 0 dans (0,3) et f/(t) > 0 dans (3, t;) alors on pose t = t3.
Répétons ce processus pour obtenir ts,.1 > 0 tel que f'(t) < 0 dans (0,%9,+1) et
f'(t) > 0 dans (t2,41, t2,) pour un certain nombre entier n. On pose t = tg, 1.
Cela signifie que ¢ est un minimum local de f. Alors f(¢) < f(0) = 0 et ceci implique
que

T(tu) < 0. (4.2.8)
Par conséquent T'(u;) < 0. La preuve du théoréme 4.2.1 est compléte.

Nous passons maintenant a I’établissement de I'existence d’une deuxiéme solution

non-triviale du Probléme (4.0.1).

Théoréme 4.2.3. Sous les hypothéses (A), (B) et (C) pour toute A € R il existe
uy € WHP@(Q) une deuzieme solution faible non triviale du probleme (4.0.1) avec

T'(ug) > 0.



38

Preuve du Théoréme 4.2.3

Pour prouver ce résultat, nous allons appliquer le théoréme du Col. Nous avons
déja montré que T satisfait la condition de Palais-Smale. D’apres la relation (4.2.8),
il existe ug € W@ (Q) tel que T(ug) < 0. Ainsi, il reste & prouver qu'il existe p > 0
et 6 > 0 telle que T'(u) > & pour ||ul|, ) = p.

Soit u € W'P(*)(Q) avec lully py > 1 Si A > 0 on a d’apres les relations (4.2.1) et
(4.2.2) I'inégalité suivante

ra

1 +
P
T(u) = s [l o) — =

+ - Co st s
190y (Il + T ) = Wl (Nl + el )

Posons ||ul[, .,y = p. On trouve alors

- _gt Co st—gt s——qgt
1915 (2 <1+Pg ! ) _;|k|l(x) (Po Tty >>

Il est clair que sous I'hypothése (A) le coté droit de la derniére inégalité tend vers

T(u) > p* (iﬂﬁ+_q+ -

pt q-

Ao

+o00 lorsque p tend vers +oo. Par conséquent, il existe pg > 0 tel que
T(u) = 6(po) > 0 pour |[ully ) = po,
) 1 o+ c * B c st 5™
ou 8(po) = oob — 32 ol (f% + 1 ) = 2 Kl (/)o + % ) -
Nous obtenons la méme conclusion dans le cas A < 0 avec §(py) = —py —

& 1Kl (pé”f + p&"f) > 0.

Ainsi, d’aprés le théoréme du Col, la quantité

— inf T(o(t
¢ = Inf max (&(1))

est une valeur critique de 7 ou I' = {¢ € C ([0,1], WP (Q)) : ¢(0) = 0,¢(1) =
tiuq }. Le point critique wug associé a ¢ est une solution faible du probléme (4.0.1).
Cette solution est non triviale puisque ¢ = T'(ug) > §(pg) > 0 et le théoréme 4.2.3 est

prouvé.



Annexe

Nous présentons dans cette annexe quelques définitions et théorémes pour faciliter

la compréhension du lecteur.

Définitions

Définition 4.2.4. Soient V une partie d’'un espace de Banach X et F': V — R. Si
u € V, on dit que F est dérivable au sens de Gateaux (ou G-Différentiable en u), s’il
existe [ € X’ tel que dans chaque direction z ot F'(u + tz) existe pour ¢ > 0 assez

petit, la dérivée directionnelle F’(u) existe et on a :

F(u+tz) — F(u)

lim =<l,z>.
t—0+ t
On posera F'(u) = [. L'espace de toutes les fonctionnelles dérivables au sens de

Gateaux sur un espace de Banach X est noté C'(X,R) ou C*(X) tout simplement.

Définition 4.2.5. (Point critique)
Soit X un espace de Banach, V' C X un ouvert et F' € C*(V,R). On dit que u € V
est un point critique de F' si F’(u) = 0. Si u n’est pas un point critique, on dit que u

est un point régulier de F'. Soit ¢ € R, on dit que ¢ est une valeur critique de F' s’il

89
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existe u € V tel que F(u) = c et F'(u) = 0. Si ¢ n’est pas une valeur critique, on dit

que c est une valeur réguliére de F.

Définition 4.2.6. (Fonction de Carathéodory)

Soit  un ouvert borné¢ de RY. Une fonction f de Q x R dans R est dite de
Carathéodory, si elle vérifie :

1. L’application : t — f(z,t) est continue p.p.x € €.

2. L’application : x — f(x,t) est mesurable pour tout ¢ € R.

Définition 4.2.7. (Fonction faiblement semi-continue inférieurement (s.c.i))
Soit J une fonction définie sur un espace de Banach X a valeurs dans R = R U
{—00,+00}. Elle est dite faiblement semi-continue inférieurement (f.s.c.i) en x si

pour toute suite {z,} telle que (x,) converge faiblement vers z, on a :

J(z) < lim inf J(x,).

n—oo

Définition 4.2.8. (Condition de Palais-Smale)

Soit X un espace de Banach et J : X — R une fonction de classe C*(X). On dit
que J vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau ¢ € R) si de toute suite (u,)nen
de X telle que

J(u,) — ¢ dans R et J'(u,) — 0 dans X',

on peut extraire une sous-suite convergente.

Remarque 4.2.9. La condition de Palais-Smale ne préjuge pas de [’existence d’une
valeur critique. Elle dit seulement que si on a une telle suite, celle-ci est nécessai-
rement relativement compacte. Pour 'utiliser effectivement de facons utile, il faudra

pouvoir démontrer par un autre biais qu’une telle suite existe.
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Définition 4.2.10. (Mesure séparable)

i est une mesure séparable si elle existe une suite (Ey) C > qui satisfait :

a) u(Ey) < oo pour tout k € N.

b) Pour tout £ € ) avec u(E) < oo et tout € > 0, il existe un indice k tel que

Principaux Théorémes

Théoréme 4.2.11. [24]
Soit ' un espace de Banach reflexif, M C E un sous-espace faiblement fermé de
E et I :M — R une fonctionnelle telle que

i) I est coercive sur M par rapport a E | i.e.
I(u) — oo lorsque ||ul| — oc.

i) I est faiblement semi-continue inférieurement sur M.

Alors I est bornée inférieurement et atteint son infinimum sur M.

Théoréme 4.2.12. [39] (Principe variationnel d’Ekeland)
Soit (M, d) un espace métrique complet. Supposons que ® : M — (—o00,00), & # 0o
est une fonctionnelle semi-continue inférieurement et bornée inférieurement.

Alors, pour tout e > 0 et tout v € M, qui vérifie ®(v) < iﬁf@ +e¢, il eristeu € M

tel que
i) ®(u) < (v),

ii) ®(u) < O(u) + ed(z,u) pour tout x € M.

Corollaire 4.2.13. [39/
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Soient M un espace de Banach et I € C'(M,R). On suppose que I est bornée
inférieurement et vérifie la condition de Palais Smale au niveau ¢ = infyep I(x).

Alors I atteint son minimum c.

Proposition 4.2.14. [39/

Soient X un espace de Banach réflexif, K C X un convexe fermé et J : K — R
une fonction faiblement séquentiellement semi-continue inférieurement. De plus, si
K est non borné, on suppose que pour toute suite (x,), de K telle que ||z,| — oo,
on a J(x,) — +o0o. Alors J est bornée inférieurement et elle atteint son minimum
c’est-a-dire

Ju € K, J(u) = inf J(v) = min J(v).

VeK veK

Proposition 4.2.15. [19] Soit X un espace de Banach et soit Y une partie fermée

de X ou un produit cartésien X~ . Alors

(@)Y est un espace de Banach.
(b) Si X est réflexif, alors Y est réflexif.

(c) Si X est séparable, alors Y est séparable.
(

(

d) Si X est uniformément conveze, alors X est réflexif.
)

e) Si X est uniformément convexe, alors 'Y est uniformément convexe.

Théoréme 4.2.16. [39/(Théoréme du Col)

Soit V' un espace de Banach et J € C*(V,R) une fonctionnelle vérifiant la condi-
tion de Palais-Smale et est telle que

(i) J(0) =0,

(it) il existe R >0 et a > 0 tels que si ||ul|,, = R alors J(u) > a,

(iii) il existe v € V. ||v||,, > R tel que J(v) < a.
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Alors, J admet une valeur critique ¢ > a. De fagon plus précise, si on pose
I'={e([0,1]); 0 € C([0,1]; V), 0(0) = 0, ©(1) = v},
et

¢ = inf max J(v)
Ael’ veA

alors c est une valeur critique de J.

Inégalités élémentaires

Nous rappelons dans cette section quelques inégalités élémentaires qui nous ont

servi 4 surmonter certaines difficultés de calcul.

Proposition 4.2.17. pour tout a,b >0 et 0 < k < I, on a l"inégalité

att — bt < a. (%)Wk) ) (4.2.9)
Démonstration. En effet, la fonction
t€[0,00) — t°
est décroissante pour tout # > 0, il s’ensuit que
et <o, s (3"
et
t (0 — bt7F) < at® < a. (%)k/(l_k) . vtelo, (%)1/(l_k)

les deux dérniéres inégalités montrent que (4.2.9) est vraie. ]
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Proposition 4.2.18. Soit p > 2, alors pour tout 1,72 € RY on a

(‘515'1|p_2 Ty — |ﬂl72\p_2 562) (r1 —x2) > |21 — 29|". (4.2.10)

p(2r=t —1)
Démonstration. La convexité stricte de x — |z|” implique que pour tout x1, 2o € RY

on a

jwol” > |1 [P+ p |21 [P 2y (g — 31). (4.2.11)

Puis on remplace z, par #5%2 dans (4.2.11) on trouve

p
T+ X2

2

1 _
2 "+ gplaaf” (12 — ).

En utilisant I'inégalité de Clarkson pour p > 2 telle que

z1 + z2 |° T — xo|”
Ix1|p+|:cz|”22‘ 2 2| 5 2, (4.2.12)
On arrive a
p
_ r -
22l 2 "+ plaa 2 (g — 20) + 2| = (4.2.13)
Ceci est I'inégalité (4.2.10) mais avec la constante 2! au lieu de 5——. Répétons

cette procédure, d’aprés (4.2.12) et maintenant utilisons (4.2.13) a la place de (4.2.11),

on obtient la constante 2'77 + 4'~P. Par itération, on trouve finalement la constante

1
1-p 1-p 1-p _
AP AL BT =

dans (4.2.10). O



Conclusion

Dans cette thése nous avons étudie quelque aspects des problémes du type p(z)—Laplacien
avec des conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann. Les méthodes et les ré-
sultats présentés dans cette thése sont différent de ceux concernant le p—Laplacien.

Nous avons vue que 1’étude spectrale de ces problémes faisait appel a la théorie des
points critiques. Les méthodes variationnelles utilisées ont garantissent soit I'existence
de minimum global , soit 'existence de minimum local, soit les deux a la fois. Nous
avons essentiellement appliqué le théoréme du Col et le principe variationnel d’Ekland
pour établir ces résultats.

A T’avenir nous allons étudier le probléme de p(x)—Laplacien avec des conditions aux

limites non-locales.
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