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 1 

Introduction Générale 

La fonction de transfert qui représente réellement le procédé industriel est pratiquement 

impossible à déterminer. Il est alors nécessaire d’utiliser un modèle qui soit le plus représentatif 

possible de ce procédé. Ainsi, pour simplifier les techniques de conception de commande des 

systèmes dynamiques, on considérera le modèle du premier ordre avec retard (First Order Plus 

Time Delay, FOPTD) qui permet la description d'une classe très large de processus industrielles.  

Le régulateur PID a été, pendant des décennies, le correcteur le plus utilisé dans la commande 

des processus industriels. De nombreuses règles de réglage des correcteurs PI et PID ont été 

suggérées dans la littérature pour la commande des systèmes dynamiques dont le modèle est le 

FOPTD [1]. Malgré toutes les techniques existantes pour le réglage des paramètres du correcteur 

PID, un travail de recherche continu et intensif est encore en cours pour le rehaussement de la 

qualité et l’amélioration des performances de la commande des systèmes. 

Depuis les premiers travaux sur les dérivées d’ordre fractionnaire, il y a quelques siècles, la 

théorie du calcul fractionnaire a été développée généralement par des mathématiciens. 

Récemment, les opérateurs et les systèmes d’ordre fractionnaire ont fait l'objet d'une grande 

attention, du point de vue aussi bien académique qu'industriel, à cause de leur grande flexibilité 

qui a permis de répondre à des exigences de plus en plus croissantes et défiantes dans les 

différents domaines de la physique et l’ingénierie [2-7]. Un domaine qui a beaucoup bénéficié 

des avantages de la théorie du calcul fractionnaire est la théorie de la commande, qui a été 

l'origine du domaine de recherche dit ''commande d’ordre fractionnaire (Fractional Order Control 

- FOC)'' [8-14], signifiant que les systèmes à commander et/ou les correcteurs à utiliser 

contiennent des opérateurs et/ou des systèmes d’ordre fractionnaire. Cependant, dans la pratique, 

il est plus raisonnable de considérer le correcteur d’ordre fractionnaire parce que les systèmes à 

commander ont été en général, déjà obtenus comme des systèmes classiques d’ordre entier. 

C’était au début des années soixante que Manabe a introduit pour la première fois, l'intégrateur 

d'ordre fractionnaire dans les systèmes de commande à retour [15]. Depuis les années 90, on 

trouve des techniques bien établies dans la littérature entrant dans la synthèse et le réglage de 

correcteurs et d’algorithmes de la commande d'ordre fractionnaire. La Commande Robuste 

d’Ordre Non Entier (CRONE) a été introduite dans [8] dont la fonction de transfert en boucle 

ouverte autour de la fréquence du gain unité est définie comme étant la fonction de transfert d’un 

intégrateur d’ordre fractionnaire. Le correcteur PID d'ordre fractionnaire noté PI
λ
D

μ
, impliquant 

des actions d'intégration et de différenciation à des ordres non entiers a été introduit dans [16]. 

L’extension du correcteur PID au PI
λ
D

μ
 fractionnaire donne plus de flexibilité dans la 

conception, l’amélioration des performances et de la robustesse des systèmes de commande, 
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parce que les ordres λ et μ sont des nombres réels arbitraires. Depuis l’introduction du correcteur 

PI
λ
D

μ
 fractionnaire, de nombreux chercheurs se sont intéressés à l'utilisation et le réglage de ce 

type de correcteur. Dans [17], on trouve un état de l’art du réglage et de l’utilisation du 

correcteur PI
λ
D

μ
 fractionnaire dans différents problèmes d’asservissement. D’autres structures de 

correcteurs d’ordre fractionnaire ont été aussi introduites dans la littérature; tels que le correcteur 

TID (tilt-integral-derivative), qui est un correcteur PID classique où l'action proportionnelle P est 

remplacée par un intégrateur d'ordre fractionnaire [18] et le correcteur avance-retard de phase 

d’ordre fractionnaire, qui est une généralisation du correcteur classique avance-retard de phase 

avec des puissances réelles [19]. Récemment, le calcul d’ordre fractionnaire a investi tous les 

domaines de la commande classique tels que la commande optimale, la commande adaptative, la 

commande prédictive, la commande par retour d’état, la commande IMC ainsi que la commande 

H∞ [20-26]. Malgré toutes les méthodes introduites, utilisant les opérateurs et les systèmes 

d’ordre fractionnaire dans le domaine de la commande des systèmes, un travail de recherche 

continu et intensif pour le développement de nouvelles techniques de commande d’ordre 

fractionnaire est toujours en cours pour le rehaussement et l’amélioration de la qualité des 

performances et de la robustesse des systèmes de commande. 

 

Objectif de la thèse 

L'objectif principal de ce travail est la conception de correcteurs d'ordre fractionnaire dont la 

structure proportionnelle-intégrale-dérivé pour la commande des processus dont la fonction de 

transfert est un modèle du premier ordre avec retard, en utilisant les opérateurs et les systèmes 

fractionnaires afin d’améliorer les performances caractéristiques de ces systèmes de commande.  

 

Organisation de la thèse 

Cette thèse est organisée de la manière suivante: 

Le premier chapitre présente les définitions et les principales propriétés des opérateurs et des 

systèmes d’ordre fractionnaire nécessaires pour le développement des chapitres qui suivent. 

Le second chapitre est consacré à l’introduction de la commande d'ordre fractionnaire. Des 

méthodes de commande d'ordre fractionnaire bien établies dans la littérature, tels que le 

correcteur CRONE, le correcteur PI
λ
D

μ
 fractionnaire, le correcteur TID fractionnaire, le 

correcteur avance retard de phase fractionnaire, la commande adaptative fractionnaire, la 

méthode de stabilisation adaptative universelle fractionnaire ainsi que la Commande H∞ 

fractionnaire, ont été présentées. Les techniques de conception de ces méthodes de commande  

fractionnaire ont aussi été exposées.  
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Le troisième chapitre présente une méthode de conception d'un correcteur PI
λ
 d'ordre 

fractionnaire d'un système de commande à retour unitaire dont le processus est un système du 

premier ordre avec retard. La méthode de réglage proposée est basée uniquement sur le réglage 

de l’ordre d’intégration λ du correcteur fractionnaire PI
λ
, en utilisant les  paramètres du 

correcteur PI de ce même système de commande. L'ajustement de λ est réalisé par amélioration 

de l'erreur quadratique intégrale, le dépassement et le temps de réponse de la réponse indicielle 

du système de commande, par rapport à ces mêmes performances du système de commande avec 

le correcteur PI correspondant. L'efficacité de la conception proposée, par rapport à la conception 

classique correspondante, est présentée à travers les résultats de simulation d'exemples 

illustratifs. 

Le quatrième chapitre est consacré à l'analyse des performances caractéristiques temporelle et 

fréquentielle du système général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire, en fonction des valeurs 

de l'ordre de différentiation m et du coefficient d’amortissement . Les performances 

caractéristiques obtenues ont été comparées avec celles du système de second ordre classique 

afin de trouver leur similitude et leur différence pour établir des limites lors de l'utilisation de ce 

type de systèmes comme modèle de référence dans la théorie de la commande des systèmes. 

Le cinquième et dernier chapitre présente une méthode de conception d'un nouveau correcteur 

fractionnaire développé dans le cadre des travaux de cette thèse pour un système de commande à 

retour unitaire et dont le processus est un système du premier ordre avec retard. En effet sa 

structure, composée d’un correcteur PI classique en cascade avec un filtre fractionnaire (FF), est 

établie de telle sorte que la fonction de transfert en boucle fermée du système de commande à 

retour unitaire projetée, soit le modèle de référence général de Bagley-Torvik d'ordre 

fractionnaire. Les paramètres de ce correcteur PI-FF sont calculés analytiquement à partir des 

paramètres du modèle du premier ordre avec retard et de la fonction de transfert du modèle 

général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire. Des exemples illustratifs ont été présentés pour 

valider l’efficacité et la flexibilité du correcteur PI-FF proposé pour la commande des systèmes à 

retour unitaire dont le processus est un système du premier ordre avec retard. Pour montrer 

l'amélioration des performances caractéristiques apportées par le correcteur PI-FF proposé, les 

résultats de simulation obtenus ont été comparés à ceux obtenus en utilisant des correcteurs 

d'ordre fractionnaires PI
λ
D

μ
 et PID


 pour les mêmes systèmes de commande. 

Enfin une conclusion est faite pour présenter les contributions et les résultats obtenus dans le 

cadre de cette thèse ainsi que quelques perspectives de travaux futures.   

 

 



Opérateurs et Systèmes d'Ordre
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I.1 Introduction 

La théorie qui est considérée aussi bien ancienne que nouvelle et qui actuellement connaît une 

grande popularité parmi les chercheurs dans les domaines des sciences et de l’ingénierie est le 

calcul d’ordre fractionnaire qui est une extension de la dérivée et de l’intégration aux ordres non 

entiers. Depuis sa naissance à la fin du 17
ième

 siècle, le calcul fractionnaire a attiré l’attention de 

quelques célèbres mathématiciens tels que P. S. Laplace (1812), J. B. J. Fourier (1822), N. H. 

Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), H. Holmgren (1865-1867), A. 

K. Grünwald (1867-1872) et A.V. Letnikov (1868-1872) [27]. Mais, il est resté un domaine 

inconnu jusqu'à la seconde moitié du 20
ème

 siècle suite à son application dans les différents 

domaines de la physique et de l’ingénierie et au développement des outils informatiques qui ont 

donné la possibilité d’envisager des applications du calcul fractionnaire dans le domaine 

industriel. Le premier ouvrage dans le domaine du calcul d'ordre fractionnaire a été publié en 

1974 par K.B. Oldham et J. Spanier [28]. Sur le plan mathématique, il faut citer l'ouvrage russe 

de Samko, Kilbas et Marichev [29] paru en 1993 et qui regroupe un ensemble de définitions et 

de théories importantes sur le calcul d'ordre fractionnaire. De nos jours plusieurs chercheurs 

essayent d'appliquer le calcul d’ordre fractionnaire dans différents domaines d'ingénierie. Ainsi, 

l’objectif de ce chapitre est de présenter les bases théoriques des opérateurs et des systèmes 

d’ordre fractionnaire nécessaires pour le développement des chapitres qui suivent tout en 

rappelant leurs définitions et leurs principales propriétés.  

 

I.2 Opérateurs d'ordre fractionnaire 

Le calcul d'ordre fractionnaire est une généralisation de l'operateur intégro-différentielle à des 

ordres non entiers. Cet operateur est défini comme suit [27]: 

 

























t

a

m

m

m

m
ta

0,(m)dτ

0,(m)1

0,(m)
dt

d

D                                                    (I.1) 

avec m est l'ordre de l'opération, généralement mC, a et t sont les limites de l'opération intégro-

différentielle. 

I.2.1 Définitions 

Il existe plusieurs définitions de la dérivée et de l'intégration d'ordre fractionnaire, et parmi elles 

on peut citer celle de Riemann-Liouville, de Caputo et de Gründwald-Leitnikov, qui sont les 

trois définitions les plus citées dans la littérature [27-29]. 
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I.2.1.1 Définition de Riemann-Liouville 

I.2.1.1.1 Définition 1 

Soit m  avec  0t0,m  et f(.) une fonction localement intégrable définie sur ),[t 0  . 

L'intégrale d'ordre m de f(.) de borne inférieure t0 est définie par: 

    


t

t

1mm
t

RL
t

0

0
dfτt

Γ(m)

1
f(t)I                                  (I.2) 

avec 0tt  et Γ(.) est la fonction gamma d'Euler définie par :  




 

0

y1x 0xdy,eyΓ(x)                                          (I.3) 

I.2.1.1.2 Définition 2  

Soit m  avec m > 0, n un entier positif tel que (n-1) < m < n, t  et f(.) une fonction 

localement intégrable définie sur ),[t 0  . La dérivé d'ordre m de f(.) de borne inférieure t0 est 

définie par: 

    





t

t

1mn

n

n
m
t

RL
t

0

0
dfτt

dt

d

m)Γ(n

1
f(t)D                                  (I.4) 

Cette dérivée d'ordre fractionnaire peut être définie à partir de l'équation (I.2) comme suit: 

 f(t)I
dt

d
f(t)D m)(n

n

n
m
t

RL
t0

                                                 (I.5) 

I.2.1.2 Définition de Caputo 

Caputo a introduit une autre formulation de la dérivée d'ordre fractionnaire définie par : 

 
dτ

τ)(t

f

m)Γ(n

1
f(t)DIf(t)D

t

0
1mn

(n)
nmnm

C  








                               (I.6) 

où n est un nombre entier positif tel que nm1)(n   et  .f (n) est la dérivée d’ordre n de la 

fonction f(.). 

I.2.1.3 Definition de Gründwald-Leitnikov 

La dérivée d'ordre fractionnaire d'ordre m  avec m > 0 de Gründwald-Leitnikov (G-L) est 

donnée par : 









 





h

tt

0k

m
k

k

m0h

m
t

GL
t

0

0
k.h))f(t(1)(

h

1
limf(t)D                                (I.7) 

où [.] dénote la partie entière d'un nombre réel, h est la période d'échantillonnage et les 

coefficients 








k

m
 sont donnés par: 
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1)k1).Γ).Γ(k

1)Γ(m

k

m













                                                 (I.8) 

La définition de G-L de l’intégration d’ordre fractionnaire est formulée comme suit : 









 




 
h

tt

0k

m
k

km

0h

m
t

GL
t

m
t

GL
t

0

00
k.h))f(t(1)(hlimf(t)Df(t)I                          (I.9) 

I.2.2 Transformée de Laplace des opérateurs d'ordre fractionnaire 

I.2.2.1 Transformée de Laplace de l'intégration d'ordre fractionnaire 

La définition de Riemann-Liouville de l’intégration d’ordre fractionnaire d'ordre réel m positive 

de l’équation (I.2) peut être écrite comme une convolution des fonctions 1mt
Γ(m)

1
g(t)   et la 

fonction f(t) comme suit [28],[30] : 

   
 

t

0

1m1mmm f(t)*t
Γ(m)

1
dfτt

Γ(m)

1
f(t)Df(t)I                       (I.10) 

La transformée de Laplace de la fonction 1mt   est donnée par [31]  : 

 
m

1m

s

Γ(m)
tLG(s)



                                              (I.11) 

Alors, la transformé de Laplace de l’intégration d’ordre fractionnaire de Riemann-Liouville est : 

  F(s)
s

1
[f(t)]IL

m

m








                                                 (I.12) 

La transformée de Laplace de l'intégration d’ordre fractionnaire définie par Gründwald-

Leitnikov et Caputo est aussi donnée par l’équation (I.12) [28], [30].  

I.2.2.2 Transformée de Laplace de la dérivée d'ordre fractionnaire 

La transformée de Laplace de la dérivée d'ordre fractionnaire 0m   de Gründwald-Leitnikov est 

donné par [28], [30] : 

  F(s)sf(t)DL mm                                                       (I.13) 

I.3 Méthodes d’approximation des opérateurs d’ordre fractionnaire 

En général, l’intégration d'ordre fractionnaire représentée par la fonction de transfert msH(s)  , 

1m0  , est approximée par une fonction rationnelle en utilisant l'expansion des fractions 

continues des fonctions (s)G h est (s)G l suivantes [32] : 




























;
s

1
1(s)G

;
Ts)(1

1
(s)G

s

1
m

l

mh

m

                                                    (I.14) 
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où (s)Gh est l'approximation pour les hautes fréquences 1)T(   et (s)G l est l'approximation 

pour les basses fréquences )1T(  de l’intégration d'ordre fractionnaire.  

Il existe différentes techniques d'approximation des opérateurs d'ordre fractionnaire. Parmi ces 

techniques on peut citer [32] :  

 La méthode de Carlson 

 La méthode de Matsuda 

 La méthode d’Oustaloup 

 La méthode de Charef (Fonction de singularité) 

Dans le reste de cette section, on va présenter la méthode d’approximation des opérateurs d’ordre 

fractionnaire de Charef, dite la méthode de la fonction singulière [33]. 

I.3.1 Approximation de l’intégrateur d’ordre fractionnaire 

I.3.1.1 Technique d’approximation  

La fonction de transfert de l’intégrateur d’ordre fractionnaire est représentée dans le domaine 

fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante : 

mI
s

1
(s)G                                                             (I.15) 

avec jωs   est la fréquence complexe et m  est un nombre positif tel que 1m0  . 

Dans une bande de fréquence donnée  hb ω,ω , cet opérateur d'ordre fractionnaire peut être 

modelé par un pole à puissance fractionnaire (PPF) comme suit [34]: 

m

c

I

ω

s
1

K
G(s)













                                                    (I.16) 

Si on suppose que pour  hb ω,ωω  on a cωω  , on peut écrire : 

(s)G
s

1

s

ωK

ω

s

K
G(s) Imm

m
cI

m

c

I 











                                 (I.17) 

où  m

cI 1/ωK   et cω est la fréquence de coupure du PPF, qui est obtenue à partir de la basse 

fréquence bω  par la relation   110ωω y/10m
bc   avec y est l’erreur maximale permise entre 

la pente de la réponse fréquentielle de l'opérateur de l’équation (I.15) et le PPF de l'équation 

(I.16). 

Dans le but de représenter le PPF de l'équation (I.16), et par conséquent l'intégrateur d’ordre 

fractionnaire, par un système linaire invariant dans le temps, il est nécessaire d'approximer par 

une fonction rationnelle, sa fonction de transfert irrationnelle [33-34]. La méthode 
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d’approximation consiste à approximer la pente de -20m dB/dec sur le tracé de Bode par une 

alternance de pente -20 dB/dec et 0 dB/dec correspondant à une alternance de pôles et de zéros 

sur l’axe réel négative du plan s telle que  1100 zpzp N1N pz   . D’où 

l’approximation suivante : 














































N

0i i

1N

0i i
Im

c

I

p

s
1

z

s
1

K

ω

s
1

K
G(s)                                             (I.18) 

Utilisant une méthode graphique, les pôles ip et les zéros iz de l’approximation s’avèrent sous 

une forme d’une progression géométrique. Cette méthode graphique d’approximation commence 

par une erreur d’approximation y en dB et une bande de fréquence d’approximation 

hmax 100ωω  . Le nombre de pôles de l’approximation N est donné par [33] : 

1
log(ab)

p

ω
log

entierepartieN
0

max































                                          (I.19) 

L'arrangement des singularités ( pôles-zéros ) est établi selon les deux progressions géométriques  

0
i

i p(ab)p   et N0,1,...,ipour,ap(ab)z 0
i

i  . Les paramètres a et b sont appelés les rapports 

de position, dont les expressions en fonction de y et m sont données par 












m)10(1

y

10a  et 










 10m

y

10b . Le premier pôle 0p  et le premier zéro 0z  sont donnés par bωp c0   et 00 apz  .  

Afin de connaître la contribution de chaque pôle au processus de relaxation, on doit décomposer 

la fonction rationnelle en somme de fonctions élémentaires comme suit : 































































N

0i

0
i

i

N

0i 0
i

1N

0i 0
i

I

p(ab)

s
1

h

p(ab)

s
1

ap(ab)

s
1

KG(s)                           (I.20) 

où les coefficients hi, pour i = 0, 1, …, N sont les résidus, déterminés par : 

 

  









































































N

ij0,j

ji

1N

0j

ji

I
N

0i 0
j

0
i

1N

0j 0
j

0
i

Ii

(ab)1

a

(ab)
1

K

p(ab)

p(ab)
1

ap(ab)

p(ab)
1

Kh                            (I.21) 
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I.3.1.2 Exemple d’un intégrateur d’ordre fractionnaire 

Soit l’intégrateur d’ordre fractionnaire représenté par : 

0.7I
s

1
(s)G                                                             (I.22) 

On veut approximer cet operateur par une fonction rationnelle dans la bande de fréquence 

0.1rad/s]s,[0.001rad/]ω,[ω hb   avec une erreur d’approximation y=1 dB. Alors, le modèle PPF 

correspondant à cet intégrateur d’ordre fractionnaire est donné par : 

               
0.7

c

I

ω

s
1

K
G(s)













                                                      (I.23) 

où la fréquence rad/s10*1.80.0018ωω 6

bc

 et 4

I 10*1.0503K  .  

Les paramètres d’approximation Netz,pb,a,,ω 00max du PPF par une fonction rationnelle sont 

15.Netrad/s10*4.5712zrad/s,10*2.1218p1.3895,b2.1544,a10rad/s,ω 6
0

6
0max  

 Alors, les pôles et les zéros de l’approximation sont )0,1,...,15i((2.9936)*10*2.1218p i6
i    

et )0,1,...,14i((2.9936)*10*4.5712z i6
i   . Les tracés de Bode de l’intégrateur d'ordre 

fractionnaire et de sa fonction rationnelle d’approximation sont présentés dans les figures (I.1) et 

(I.2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure (I.1) : Amplitude de l’intégrateur d’ordre fractionnaire 0.7s et de  

 sa fonction rationnelle d’approximation 
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Figure (I.2) : Phase de l’intégrateur d’ordre fractionnaire 0.7s et de sa 

 fonction rationnelle de son d’approximation 

 

 

On note que dans la bande de fréquence [0.001 rad/s, 0.1 rad/s] les tracés de Bode de la fonction 

de transfert de l’intégrateur d'ordre fractionnaire 0.7s et de son approximation sont bien 

superposés. 

I.3.2 Approximation du différentiateur d’ordre fractionnaire 

I.3.2.1 Technique d’approximation  

La fonction de transfert du différentiateur d’ordre fractionnaire est représentée dans le domaine 

fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante : 

m

D s(s)G                                                           (I.24) 

avec jωs   est la fréquence complexe et m : est un nombre positive tel que 1m0  .  

Dans une bande de fréquence donnée  hb ω,ω , cet opérateur d'ordre fractionnaire peut être 

modelé par un zéro à puissance fractionnaire (ZPF) comme suit [34]: 

m

c
D

ω

s
1KG(s) 










                                                     (I.25) 

Si on suppose que pour  hb ω,ωω  on a cωω  , on peut écrire : 
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







                                    (I.26) 

où m
cD ωK    et cω  est la fréquence de coupure du ZPF qui est obtenue à partir de la basse 

fréquence bω  par la relation   110ωω y/10m
bc   avec y est l’erreur maximale permise entre 

la pente de la réponse fréquentielle de l'opérateur de l’équation (I.24) et le ZPF de l'équation 

(I.25). 

Dans le but de représenter aussi le ZPF de l'équation (I.25), et par conséquent le différentiateur 

d’ordre fractionnaire, par un système linaire invariant dans le temps, il est nécessaire 

d'approximer par une fonction rationnelle, sa fonction de transfert irrationnelle [34]. La méthode 

d’approximation consiste à approximer la pente de 20m dB/dec sur le tracé de Bode par une 

alternance de pente 20 dB/dec et 0 dB/dec correspondant à une alternance de zéros et de pôles 

sur l’axe réel négative du plan s tel que N1N1100 pz...pzpz   . D’où l’approximation 

suivante : 











































N

0i i

N

0i i
D

m

c
D

p

s
1

z

s
1

K
ω

s
1KG(s)                                      (I.27) 

Utilisant une méthode graphique semblable à celle de la section I.3.1.1, les pôles ip et les zéros 

iz  de l’approximation s’avèrent aussi sous une forme d’une progression géométrique. Cette 

méthode graphique d’approximation commence par une erreur d’approximation y en dB et une 

bande de fréquence d’approximation hmax 100ωω  . Le nombre de pôles de l’approximation N 

est donné par [34] : 

1
log(ab)

z

ω
log

entierepartieN
0

max































                                           (I.28)      

L'arrangement des singularités ( pôles-zéros ) est établi selon les deux progressions géométriques  

0
i

i z(ab)z   et N0,1,...,ipour,az(ab)p 0
i

i  . Les paramètres a et b sont appelés les rapports 

de position, dont les expressions en fonction de y et m sont données par 












m)10(1

y

10a  

et









 10m

y

10b . Le premier zéro 0z  et le premier pôle 0p  sont donnés par bωz c0   et 

00 azp  .  



Chapitre I  Opérateurs et Systèmes d’Ordre Fractionnaire 

 

 01 

Pour des raisons concernant la réalisation de G(s), on va décomposer 
s

G(s)
 en somme de 

fonctions élémentaires comme suit : 















































N

0i

i

i0
N

0i

0
i

0
i

D

p

s
1

g

s

G

az(ab)

s
1

z(ab)

s
1

K
s

1

s

G(s)
                             (I.29) 

où D0 KG   et les coefficients gi, pour i = 0, 1, …, N, sont les résidus qui sont déterminés par : 

  

    
















N

ij0,j

ji
0

i

N

0j

ji

Di

(ab)1az(ab)

a(ab)1

Kg                                       (I.30) 

Alors, on a : 















N

0i

i

i
0

p

s
1

sg
G)s(G                                               (I.31) 

I.3.2.2 Exemple d’un dérivateur d’ordre fractionnaire 

Soit le différentiateur d’ordre fractionnaire représenté par : 

4.0
D s(s)G                                                             (I.32) 

On veut approximer cet opérateur par une fonction rationnelle dans la bande de fréquence 

rad/s]10000rad/s,[100]ω,[ω hb   avec une erreur d’approximation y=1 dB. Alors, le modèle 

ZPF correspondant à ce différentiateur d’ordre fractionnaire est donné par : 

               
0.4

c
D

ω

s
1KG(s) 










                                                      (I.33) 

où la fréquence rad/s24.00.0024ωω bc   et 1KD  .  

Les paramètres d’approximation Netz,pb,a,,ω 00max  du ZPF par une fonction rationnelle 

sont 16.Netrad/s.319904zrad/s,0.4696p1.7783,b1.4678,arad/s,10ω 00
6

max   

Alors, les pôles et les zéros de l’approximation sont i
i (2.6102)*4696.0p   et 

i
i (2.6102)*3199.0z   pour .0,1,...,16i   Les tracés de Bode du différentiateur d'ordre 

fractionnaire et de sa fonction rationnelle d’approximation sont présentés dans les figures (I.3) et 

(I.4). 
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Figure (I.3) : Amplitude du différentiateur d’ordre fractionnaire 0.4s et de  

 sa fonction rationnelle d’approximation 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure (I.4) : Phase du différentiateur d’ordre fractionnaire 0.4s et de sa 

 fonction rationnelle de son d’approximation 
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Dans ce cas aussi, on note que dans la bande de fréquence [100 rad/s, 10000 rad/s], les tracés de 

Bode de la fonction de transfert du différentiateur d'ordre fractionnaire 0.4s et de son 

approximation sont bien superposés. 

 

I.4 Quelques propriétés de la dérivée et l'intégration d’ordre fractionnaire 

Les principales propriétés des opérateurs d’ordre fractionnaire sont les suivantes [28] 

 Si f(t) est une fonction analytique en t, alors sa dérivée d'ordre fractionnaire  tfDm  est 

une fonction analytique en t et en m. 

 Pour m = n, ou n est un entier, l'opération  tfDm
 donne le même résultat que la 

différentiation classique d'ordre entier n. 

 Pour m = 0, l'opération  tfDm est l'opérateur identité   )t(ftfD0  . 

 La différentiation et l'intégration d'ordre fractionnaire sont des opérations linéaires. 

 

I.5 Systèmes linéaires d’ordre fractionnaire 

Les tracés de Bode de beaucoup de processus physiques, tels que les lignes de transmission 

électrique, mécanique des fluides, modélisation des signaux de la parole, modélisation de 

l’interface électrode-tissue cardiaque, propagation des ondes sonores dans des matériaux rigides 

et poreux et la théorie de la viscoélasticité, ont été caractérisés par des pentes d’ordre 

fractionnaire. Pour représenter ce type de comportement de ces processus des modèles temporels 

régis par des équations différentielles d’ordre fractionnaire, ont été développés en se basant sur le 

concept de la différentiation et l’intégration d’ordre fractionnaire [35]. 

I.5.1 Représentation par équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire  

Un système linéaire d'ordre fractionnaire est un système décrit par une équation différentielle 

d'ordre fractionnaire de la forme [3]: 

e(t)Db...e(t)Dbe(t)Dby(t)Da...y(t)Day(t)Da 01mm01nn β
0

β
1m

β
m

α
0

α
1n

α
n  

     (I.34) 

où e(t) et y(t) sont, respectivement, l'entrée et la sortie du système linéaire d’ordre fractionnaire, 

les ordres des dérivées )ni(0αi   et m)j(0βi   sont des nombres réels tels que 

01-nn α...αα  , 01-mm β...ββ   et mn βα   et les coefficients n)...,1,0,(ia i  et 

m)...,1,0,(jbi   sont des nombres réels. Quand les ordres des dérivées )ni(0αi   et 

n)j(0βi   sont tous multiples du même nombre réel )1α(0α  , donc on a 

n)i(0i.ααi   et m)j(0j.αβ j   et nm   ; le système linéaire d’ordre fractionnaire 

est dit système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable. Alors, l’équation différentielle 

d’ordre fractionnaire de l’équation (I.34) devient : 
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



m

0j

jα
j

n

0i

iα
i e(t)Dby(t)Da                                             (I.35) 

I.5.1.1 Fonction de transfert  

La fonction de transfert du système linéaire d’ordre fractionnaire de l’équation (I.34) est donnée 

par la fonction suivante [3]:  

01nn

01mm

α
0

α
1n

α
n

β
0

β
1m

β
m

sα...sαsα

sb...sbsb

)s(E

)s(Y
G(s)












                                   (I.36) 

Dans le cas d’un système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable, la fonction de transfert 

de l’équation (I.36) sera : 

 

 








n

0i

iα
i

m

0j

jα
j

sa

sb

E(s)

Y(s)
G(s)

                                                (I.37) 

I.5.1.2 Méthode de résolution des équations différentielles linéaires d'ordre fractionnaires  

En utilisant la définition de la dérivée d’ordre fractionnaire de Gründwald-Leitnikov,  la solution 

de l'équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire de l’équation (I.34) est donnée sous la 

forme suivante : 
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
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
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
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
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                                 (I.38) 

avec 1wm
0  et m

1-j
m
j w

j

1m
1w 







 
 , h est la période d’échantillonnage (le pas de calcul) 

supposée très petite et N = partie entière 








h

t0 où t0 est l’horizon de calcul. En se basant sur la 

relation de l’équation (I.38), la solution de l'équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire 

sous MATLAB est donnée par la fonction fode_sol comme suit  [3] : 

function  y=fode_sol(a,na,b,nb,e,t) 

h=t(2)-t(1); D=sum(a./[h.^na]); nT=length(t); 

vec=[na nb]; W=[]; D1=b(:)./h.^nb(:); nA=length(a); 

y1=zeros(nT,1); W=ones(nT,length(vec)); 

for j=2:nT, W(j,:)=W(j-1,:).*(1-(vec+1)/(j-1)); end 

for i=2:nT, A=[y1(i-1:-1:1)]'*W(2:i,1:nA); y1(i)=(e(i)-sum(A.*a./[h.^na]))/D; end 

for i=2:nT, y(i)=(W(1:i,nA+1:end)*D1)'*[y1(i:-1:1)]; end 
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I.5.1.3 Exemples illustratifs  

Exemple 1 

Soit un système d’ordre fractionnaire représenté par l’équation différentielle linéaire d’ordre 

fractionnaire suivante : 

e(t)y(t)
dt

y(t)d
m

m

                                                    (I.39) 

Sa fonction de transfert est donnée par :  

1s

1

E(s)

Y(s)
G(s)

m 
                                                   (I.40) 

En utilisant la fonction fode_sol et pour une entrée e(t) l’échelon unité, la solution de l'équation 

différentielle linéaire d’ordre fractionnaire de l’équation (I.39) sous MATLAB est donnée par le 

programme suivant : 

h = 0.001; t=0:h:20; e=ones(size(t)); 

b=[1]; nb=[0]; a=[1 , 1]; na=[α , 0];  

y=fode_sol(a,na,b,nb,e,t); 

plot(t,y) 

La réponse indicielle du système d’ordre fractionnaire représenté par l’équation différentielle 

linéaire d’ordre fractionnaire de l’équation (I.39) pour différentes valeurs du paramètre m est 

donnée dans la figure (I.5).  

 
Figure (I.5) :  Réponse indicielle du système d’ordre fractionnaire  

 de l’équation. (I.39) pour différentes valeurs de m   
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Exemple 2 

Soit un système d’ordre fractionnaire représenté par l’équation différentielle linéaire d’ordre 

fractionnaire suivante : 

e(t)
dt

e(t)d
2

dt

e(t)d
y(t)2

dt

y(t)d
4

dt

y(t)d
3

dt

y(t)d
0.54

0.54

1.72

1.72

0.29

0.29

1.47

1.47

2.53

2.53

                 (I.41) 

Sa fonction de transfert est donnée par :  

24ss3s

12ss

E(s)

Y(s)
G(s)

0.291.472.53

0.541.72




                                         (I.42) 

En utilisant la fonction fode_sol et pour une entrée e(t) l’échelon unité, la solution de l'équation 

différentielle linéaire d’ordre fractionnaire de l’équation (I.41) sous MATLAB est donnée par le 

programme suivant : 

h = 0.001; t=0:h:20; e=ones(size(t)); 

b=[1,2,1]; nb=[1.72,0.54,0]; a=[1,3,4,2]; na=[2.53,1.47,0.29,0];  

y=fode_sol(a,na,b,nb,e,t); 

plot(t,y) 

La réponse indicielle du système d’ordre fractionnaire représenté par l’équation différentielle 

linéaire d’ordre fractionnaire de l’équation (I.41) est donnée dans la figure (I.6).  

 

 
Figure (I.6) : Réponse indicielle du système d’ordre fractionnaire de l’équation. (I.41) 
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I.5.2 Représentation d’état des systèmes linéaires d’ordre fractionnaire 

I.5.2.1 Définition 

La représentation d’état d’un système linéaire d’ordre fractionnaire est donnée comme suit [3]: 

 

 

 













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












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



































De(t)Cx(t)y(t)

Be(t)Ax(t)

dt

txd

dt

txd

dt

txd

n

n

2

2

1

1

n

2

1


                                           (I.43) 

où e(t) et y(t) sont, respectivement, l'entrée et la sortie du système linéaire d’ordre fractionnaire, 

 Tn11 )t(x)t(x)t(x)t(x  est le pseudo vecteur d’état, les ordres des dérivées 

)ni(1αi   sont des nombres réels tel que 11-nn α...αα  , A est la matrice d’état, B est la 

matrice d’entrée, C est la matrice de la sortie et D est la matrice de transmission directe. Ces 

matrices sont de dimensions appropriées. Quand le système linéaire d’ordre fractionnaire est un 

système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable la représentation d’état de l’équation 

(I.43) devient: 

 

 
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






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

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
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




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Be(t)Ax(t)
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txd

dt
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txd

x(t)D

n

2

1


                                     (I.44) 

I.5.2.2 Relation entre la représentation d'état et la fonction de transfert  

La fonction de transfert du système linéaire d’ordre fractionnaire représenté par l’équation (I.43) 

est donnée par la fonction suivante [3]:  

   DBAIsC
E(s)

Y(s)
G(s)

1


                                           (I.45) 

où    n21 s...ssdiagIs
  . Dans le cas d’un système linéaire fractionnaire d’ordre 

commensurable, la fonction de transfert de l’équation (I.44) sera : 

  DBAIsC
E(s)

Y(s)
G(s)

1


                                              (I.46) 
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I.6 Propriétés structurelles des systèmes d’ordre fractionnaire 

I.6.1 Stabilité 

La théorie conventionnelle pour l'analyse de la stabilité des systèmes linéaires classiques ne peut 

pas être utilisée directement pour l’analyse des systèmes linéaires d’ordre fractionnaire dû aux 

puissances réelles des dérivées. Alors, des théorèmes d'analyse de la stabilité des systèmes 

linéaires d’ordre fractionnaire ont été établis dans les deux dernières décades [36-37]. 

I.6.1.1 Stabilité des systèmes linéaires fractionnaires d’ordre commensurable  

Théorème :  

Le système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable décrit par l’équation différentielle 

d’ordre fractionnaire de l’équation (I.35) ou décrit par l’équation d’état de l’équation (I.44) est 

stable si et seulement si [36]: 

  
2

π
λArg i                                                        (I.47) 

où 0 < α < 1 et, pour ni1  , les iλ  sont les racines du polynôme 


n

0i

i
iqa  lorsque αs q  dans 

le dénominateur de l’équation (I.37) ou les valeurs propres de la matrice A de la représentation 

d’état de l’équation (I.44). 

Figure (I.7) montre la zone de stabilité d'un système linéaire fractionnaire d’ordre 

commensurable. De cette figure, on note que pour des iλ  avec des parties réelles positives, le 

système fractionnaire est stable. 

 
 

 

 

 

   

   

 

 

 

 

 

 

Figure (I.7) : Zone de stabilité d’un système fractionnaire d’ordre commensurable 
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I.6.1.2 Stabilité des systèmes linéaires d’ordre fractionnaire généralisés 

Soit un système linéaire d’ordre fractionnaire avec des retards et décrit par la fonction de 

transfert suivante [37]:  

)s(D

)s(N

)hs(s)exp(p(s)p

)s(s)exp(q(s)q

E(s)

Y(s)
G(s)

1

2

n

1i

i
r

i0

n

1j

j
r

j0
















                                  (I.48) 

où  0 < r < 1, les retards hi et i sont des nombres réels positifs tel que 11-nn h...hh
11

 ; 

11-nn ...
22

 et les polynômes de degré fractionnaires pi(s) et qj(s) avec des coefficients 

réels sont de la forme suivante : 







n

0k

1iki n0,1,...,i,sa)s(p k                                            (I.49) 







m

0k

2jkj n0,1,...,j,sb)s(q k                                           (I.50) 

où les ordres αk et βk sont des nombres réels positifs tels que 0α...αα 01-nn  ; 

01-mm β...ββ   et a0n ≠ 0 et b0m ≠ 0.  

Le quasi-polynôme caractéristique du système fractionnaire de l’équation (I.48) est donné par : 





1n

1i

i
r

i0 )hs(s)exp(p(s)pD(s)                                           (I.51) 

Le tracé de Nyquist du quasi-polynôme caractéristique D(s = j), pour 0 ≤  < +, est appelé le 

tracé de Mikhailov généralisé [37].  

On introduit la fonction ψ(s)  comme suit [37] : 

(s)ω

D(s)
ψ(s)

r

                                                          (I.52) 

où la fonction (s)ωr est un polynôme de la forme suivante :  

nc)(sa(s)ω 0nr


                                                    (I.53) 

avec c est un nombre réel positif pour garantir la stabilité du polynôme (s)ωr  et 0na  est le 

coefficient de ns
 du polynôme (s)p0 de l’équation (I.49). Le tracé de Nyquist de la fonction 

)jψ(s  , pour - <  < +, est appelé le tracé de Mikhailov généralisé modifié [37]. 
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Théorème :  

Le système linéaire d’ordre fractionnaire dont le quasi-polynôme caractéristique est donné par 

l’équation (I.51) est stable si et seulement si le tracé de Mikhailov généralisé modifié de 

)ψ(j n’encercle pas l’origine du plan complexe de Nyquist pour - <  < +. 

I.6.1.3 Exemple  

La figure (I.8) montre un système asservi à retour unitaire, où G(s) est la fonction de transfert du 

processus et C(s) est la fonction de transfert du correcteur. 

  

 

 
 

Figure (I.8): Système asservi à retour unitaire 

 

Le processus est un modèle du premier ordre avec retard et dont la fonction de transfert G(s)  est 

donnée comme suit : 

s4.01

e

Ts1

Ke
G(s)

s01.0s









                                                    (I.54) 

Le correcteur est un correcteur fractionnaire PI
α
 dont la fonction de transfert est donnée par : 

0.8731

I
p

s

23.4516
1204.2

s

K
KC(s) 


                                       (I.55) 

La fonction de transfert en boucle fermée de ce système asservi est donnée par : 

 
  0.01s0.87317831.01.8731

0.01s0.8731

BF
e4516.232.1204ss0.4s

e4516.232.1204s

C(s)G(s)1

C(s)G(s)
(s)G











           (I.56) 

Le quasi-polynôme caractéristique de ce système asservi est donné par le dénominateur de la 

fonction de transfert de l’équation (I.56) comme suit : 

  0.01s0.87317831.01.8731 e4516.232.1204ss0.4sD(s)                           (I.57) 

Pour étudier la stabilité de ce système asservi on utilise le théorème de stabilité de la section 

(I.6.1.3) précédente. Alors, la fonction ψ(s)est donnée comme suit : 

 
8731.1

0.01s0.87317831.01.8731

r )1s(4.0

e4516.232.1204ss0.4s

(s)ω

D(s)
(s)








                 (I.58) 

La figure (I.9) présente le tracé de Mikhailov généralisé modifié de la fonction (j), - < ω < 

+. De cette figure, on note que le tracé de Mikhailov généralisé modifié de la fonction (j) 

n’encercle pas l'origine du plan de Nyquist. Alors, le système asservi à retour unitaire dont la 

fonction de transfert du processus est G(s), est un modèle du premier ordre avec retard, et le 

correcteur C(s) est un correcteur fractionnaire PI
α
. 

C(s) G(s) 
+ 

- 

E(s) R(s) 

r(t) e(t) u(t) 

U(s) Y(s) 

y(t) 
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Figure (I.9) : Tracé de Mikhailov généralisé modifié de (jω) pour - < ω < + 

I.6.2 Observabilité et contrôlabilité 

I.6.2.1 Contrôlabilité 

Le système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable représenté par l’équation d’état de 

l’équation (I.44) est contrôlable si et seulement si la matrice de contrôlabilité définie par [38]: 







  BABAABBM 1n2

C                                                 (I.59) 

est une matrice de rang n (n est la dimension de la matrice d’état A). 

I.6.2.2 Observabilité 

Le système linéaire fractionnaire d’ordre commensurable représenté par l’équation d’état de 

l’équation (I.44) est observable si est seulement si la matrice d’observabilité définie par [38]: 

























1n

2
O

CA

CA

CA

C

M



                                                           (I.60) 

est une matrice de rang n (n est la dimension de la matrice d’état A). 
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I.7 Conclusion 

Dans ce chapitre, on a introduit les opérateurs et les systèmes d'ordre fractionnaire ainsi que leurs 

principales propriétés. Premièrement, on a présenté les définitions et quelques propriétés des 

opérateurs d'ordre fractionnaire ainsi que leurs transformées de Laplace. Puis, on a abordé les 

méthodes de leur d'approximation, par des systèmes linéaires invariant dans le temps. Des 

exemples d’approximation dans une bande fréquentielle donnée des opérateurs d’ordre 

fractionnaires ont été aussi donnés. Enfin, on a introduit les différentes représentations des 

systèmes linéaires d’ordre fractionnaire ainsi que quelques unes de leurs propriétés structurelles 

telles que la stabilité, la contrôlabilité et l’observabilité. 

 



II

La Commande d’Ordre Fractionnaire

Chapitre
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II.1 Introduction 

Durant les dernières décennies, des chercheurs ont introduit dans les boucles de commande des 

correcteurs d’ordre fractionnaire pour satisfaire plus de performances temporelles et 

fréquentielles dans la commande des systèmes. L’apport supplémentaire qu’ajouteraient de tels 

correcteurs réside dans l’aspect fractionnaire de leurs ordres de dérivation ou d’intégration 

constituant ainsi des degrés de liberté supplémentaires qui peuvent améliorer considérablement 

les techniques de commande utilisant des correcteurs classiques. 

Parmi les techniques de commande d'ordre fractionnaire introduites depuis les années 90, on 

trouve la commande CRONE (Commande Robuste d’Ordre Non Entier), le correcteur PI
λ
D

μ
 

fractionnaire, le correcteur TID (tild-integral-derivative) et le correcteur avance-retard de phase 

fractionnaire [18]. Plus récemment, l'application du calcul fractionnaire à la théorie de la 

commande a conduit aussi à l’introduction de la commande adaptative d’ordre fractionnaire [10], 

de la commande par stabilisation adaptative universelle d’ordre fractionnaire [39] et de la 

commande robuste H∞ d’ordre fractionnaire [40].  

Ce chapitre est alors consacré à la présentation de quelques techniques de commande d'ordre 

fractionnaire établies dans la littérature. Un aperçu des techniques de synthèse de ces méthodes 

de commande d'ordre fractionnaire est exposé.  

 

II.2 Correcteur CRONE 

La configuration de base de ce correcteur est la commande avec retour unitaire de la figure (II.1). 

Cette stratégie de commande utilise l'opérateur de dérivation ou d'intégration d'ordre 

fractionnaire et dont l'objectif est d'assurer une robustesse de la commande quelque soit les 

ambiguïtés du procédé à commander [8]. Trois générations de commande CRONE ont été 

développées [8]. 

 

 

Figure (II.1) : Diagramme de commande à retour unitaire  

 

II.2.1 Correcteur CRONE de la première génération  

L'idée principale de cette première génération est basée sur une phase constante du correcteur 

C(s) autour de la fréquence au gain unité de la fonction de transfert en boucle ouverte u comme 



Chapitre II La Commande d'Ordre Fractionnaire 

 

 47 

montré sur la figure (II.2).  Le système asservi en boucle fermée est robuste seulement dans le 

cas où la bande de fréquence du correcteur est située dans une bande où le procédé possède une 

phase constante. La fonction de transfert idéale de ce correcteur CRONE à phase constante est 

définie par une transmittance d’ordre réel α comme suit [8]: 

α

h

b
0α

ω

s
1

ω

s
1

c(s)C























                                                      (II.1) 

où b et h sont des nombres réels positifs (avec b < h) et α est un nombre réel. Le diagramme 

de Bode de la réponse fréquentielle du correcteur Cα(s) est donné dans la figure (II.2) pour α > 0. 

 

 

Figure (II.2) : Diagrammes de Bode du correcteur CRONE idéal 

 

Nous remarquons, à partir de cette figure, que la fréquence au gain unité de la fonction de 

transfert en boucle ouverte u est dans la bande de fréquence où la phase de la réponse 

fréquentielle du correcteur CRONE est constante. 

La version approximative de ce correcteur est définie par sa transmittance d’ordre entier résultant 

d’une distribution récursive de zéros et de pôles de la manière suivante: 


 























N

0i

i

i
0N

p

s
1

z

s
1

C(s)C                                                    (II.2)      

où les zéros zi et les pôles pi sont des nombres réels et N est un nombre entier qui sont donnés par 

les expressions suivantes [8] :                       
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






















bpω

1N1,2,...,ib,pz

N1,2,...,ia,zp

bωz

0αsi

Nh

i1i

ii

b1

   ,   
























bzω

1N1,2,...,ib,zp

N1,2,...,ia,pz

bωp

0αsi

Nh

i1i

ii

b1

        (II.3)      

 



























ablog

ω
ω

log

IntegerN(ab)ωω
b

h

N
bh                                 (II.4)      

N
α

b

h

ω

ω
a 










                   ,             

 
N

α1

b

h

ω

ω
b













                            (II.5)      

Dans le cas où on ne peut pas utiliser la bande de fréquence à phase constante, le choix de la 

commande CRONE de la deuxième génération est alors à favoriser. 

II.2.2 Correcteur CRONE de la deuxième génération  

La deuxième génération consiste à rendre la fonction de transfert en boucle ouverte T(s) pour 

l’état paramétrique nominal du procédé autour de la fréquence du gain unité u, équivalente à un 

intégrateur d'ordre fractionnaire de la forme suivante:  

α
u

s

ω
T(s) 








   ,   (avec 1 < α < 2)                                        (II.6)      

Le tracé de Black de la fonction de transfert de l’équation (II.6) est donné dans la figure (II.3). 

Ce tracé présente un gabarit vertical entre -π/2 et –π autour de la fréquence du gain unité u. Lors 

d’une reparamètrisation du procédé par une variation de son gain, le gabarit vertical glisse alors 

sur lui-même. La forme et le glissement vertical du gabarit assure, non seulement une marge de 

phase constante mais également :  

 La constance du premier dépassement de la réponse libre ou indicielle en 

asservissement ou en régulation, à travers la tangence du gabarit à un même 

contour d’iso-dépassement. 

 La constance du facteur d’amortissement en asservissement et en régulation, à 

travers la tangence du gabarit à un même contour d’iso-amortissement 

Si on ne peut pas vérifier la propriété de robustesse à l'aide du correcteur CRONE de la 

deuxième génération, un intégrateur fractionnaire d'ordre complexe est considéré dans la 

troisième génération. 
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Figure (II.3) : Représentation du gabarit vertical de T(s) dans le plan de Black  

 

 

II.2.3 Correcteur CRONE de la troisième génération  

Lorsque la réponse fréquentielle du procédé possède des incertitudes de nature différentes à 

celles du gain, la troisième génération de la commande CRONE doit être utilisée [8]. Dans ce 

cas, un gabarit généralisé remplace le gabarit vertical de la seconde génération. Ce gabarit 

généralisé est décrit par un segment de droite dans le plan de Nichols, mais de direction 

quelconque ou encore par un multi-gabarit (ou gabarit curviligne) défini par un ensemble de 

gabarits généralisés. Le gabarit ainsi défini, est décrit par une transmittance dont la fonction de 

transfert est un intégrateur d’ordre complexe α = (a+jb), donnée comme suit [8]:  

sign(b)
ib

Cq

u
a

u

sign(b)

ss2

π
bcohT(s)






























 
















                           (II.7)      

Nous remarquons que la fonction de transfert de cette génération est définie sur deux plans 

complexes Ci (pour l’ordre complexe) et Cq (pour la variable s). La partie réelle a, de l’ordre 

complexe α, détermine le placement en phase du gabarit, puis la partie imaginaire b détermine 

ensuite son inclinaison par rapport à la verticale [8].  

Pour la généralisation de cette génération, la recherche d’un gabarit optimal dans le but de la 

minimisation d’un critère quadratique (sous contraintes) portant sur les variations du facteur de 

résonance en asservissement ou du facteur d’amortissement en asservissement et en régulation, 

définit la stratégie optimale qu’utilise la version initiale de la commande CRONE de troisième 

génération. Le deuxième niveau consiste à substituer au gabarit généralisé un ensemble de 

gabarits du même type, appelé multi-gabarit. Sa description par un produit de transmittances 

d’ordre complexes bornées en fréquence, définit un gabarit curviligne qui étend le gabarit 

rectiligne que forme le gabarit vertical ou généralisé. La recherche d’un gabarit curviligne 
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optimal, au sens de la minimisation, du critère précédent, définit la stratégie optimale la plus 

évoluée qu’utilise la commande CRONE de troisième génération [8].  

 

II.3 Correcteur PI
λ
D

μ
 

Actuellement, le correcteur PID (proportionnel intégral dérivé) est le correcteur le plus utilisé 

dans la commande des processus industriels. Sa fonction de transfert est donnée par l’équation 

suivante: 

sT
s

T
KC(s) D

I
P                                             (II.8)      

Les paramètres de ce correcteur sont le gain proportionnel KP, la constante d’intégration TI et la 

constante de dérivation TD. La réponse du système est reliée directement à ces trois paramètres 

de la manière suivante : 

 Si KP augmente, le temps de montée diminue, le dépassement devient important, le temps 

de réponse est presque inchangé et l’erreur statique est améliorée.  

 Lorsque 1/TI augmente, le temps de montée diminue, le dépassement augmente à une 

valeur importante et le temps de réponse devient assez lent. Dans ce cas l'erreur statique 

est nulle. Donc, plus ce paramètre augmente, plus la réponse du système est ralentie. Par 

conséquent, l’action intégrale rend le système moins stable.  

 L'augmentation du terme TD, a pour conséquence de réduire le dépassement avec un 

meilleur temps de réponse. L’action dérivée permet donc d’atténuer les oscillations et 

rendre le système plus stable. 

Malgré la large utilisation du correcteur PID dans l’industrie, il est resté insuffisant pour 

plusieurs types de systèmes asservis complexes. Pour surmonter les problèmes de commande de 

ces systèmes asservis complexes, le correcteur PI
λ
D

μ
, appelé PID fractionnaire, où λ et μ sont des 

nombres réels positifs, a été proposé par Podlubny en 1999 [16]. Ce type de correcteur est une 

généralisation du correcteur PID classique dont la fonction de transfert est donnée par 

l’expression suivante [16] : 

μ
Dλ

I
P sT

s

T
KC(s)                                                (II.9) 

où KP représente l'action proportionnelle, TI/s
λ
 représente l’action intégrale fractionnaire et TDs

μ
 

représente l’action dérivée fractionnaire. Dans le plan (μ , λ), le correcteur PID est représenté par 

quatre point correspondant à λ=1 ou 0 et μ=1 ou 0; par contre le correcteur PI
λ
D

μ
 fractionnaire 

est représenté par une infinité de point du premier cadran du plan (λ , μ), comme montré sur la 

figure (II.4). 
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Figure (II.4) : Régulateur PID et PI
λ
D

μ
 dans le plan (μ , λ)

 

 

Alors, l’extension du correcteur PID au correcteur PI
λ
D

μ
 fractionnaire donne plus de flexibilité 

dans la conception des commandes des systèmes asservis. Parmi les avantages du correcteur 

PI
λ
D

μ
 d'ordre fractionnaire, on note la possibilité de bien commander la dynamique des systèmes 

d'ordre fractionnaire. On a aussi l'amélioration de la robustesse d'un système commandé par un 

correcteur d'ordre fractionnaire. Puisque les ordres λ et μ sont des nombres réels arbitraires, le 

correcteur PI
λ
D

μ
 fractionnaire a cinq degrés de liberté au lieu de trois degrés pour le PID ; il est 

donc plus flexible et donne l’avantage de mieux régler les propriétés dynamiques des processus 

[16]. Depuis 1999, plusieurs auteurs se sont intéressés à l’utilisation et le réglage du correcteur  

PI
λ
D

μ
 fractionnaire. Dans la référence [17], on trouve un état de l’art des développements du 

correcteur PI
λ
D

μ
 fractionnaire, y compris sa conception et son réglage dans différents problèmes 

d’asservissement.  

 

II.4 Correcteur TID 

Le correcteur TID (tilt-integral-derivative) est un correcteur PID classique où l'action 

proportionnelle P est remplacée par un intégrateur d'ordre fractionnaire. Sa fonction de transfert 

est donnée par [18]: 

sK
s

K

s

T
C(s) D

I

1/n
                                                 (II.10) 

avec 
1/ns

1
 est un intégrateur d'ordre fractionnaire et n un nombre réel tel que 2 < n < 3.  

Ce correcteur, avec quatre degrés de liberté, possède plus de flexibilité par rapport à un 

correcteur PID classique. Il s'approche plus étroitement de la fonction idéale de Bode, qui a 

comme paramètre le meilleur rejet des perturbations. Parmi les avantages de ce type de 

PID 
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correcteur, l’amélioration des performances et la minimisation de l’effet des variations des 

paramètres du processus sur la réponse en boucle fermée comparé au correcteur PID [18] . 

II.5 Correcteur avance ou retard de phase d’ordre fractionnaire 

Le correcteur avance ou retard de phase d’ordre fractionnaire est une généralisation du correcteur 

avance ou retard de phase classique. La fonction de transfert de ce type de correcteur est donnée 

par l’expression suivante [19]: 

α

c
1sx

1s
xkC(s) 












                                               (II.11) 

où kc, x et  sont des nombres réels positifs tels que 1x0   et α un nombre réel. Si α est 

positif, ce correcteur est un correcteur à avance de phase fractionnaire et si α est négatif, ce 

correcteur est un correcteur à retard de phase fractionnaire [19]. Le comportement fréquentiel de 

ce type de correcteur pour α > 0 est montré dans la figure (II.6). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure (II.5) : Réponse fréquentielle du correcteur avance de phase fractionnaire 

 

Notons aussi que la phase ϕm à la fréquence ωm dépende du paramètre α, c'est à dire que l'ordre α 

donne plus de flexibilité pour les spécifications de commande [19].  

 

II.6 Commande Adaptative d’ordre fractionnaire 

La commande adaptative est parmi les techniques de commande les plus utilisée et les plus 

populaires. Elle s'est avérée être très efficace pour la commande des processus mal connus ou 

incertains. Depuis les années 50, un très grand nombre de contrôleurs et d’algorithmes adaptatifs 

basés sur différentes idées et techniques s’est développé lentement mais avec fiabilité. 
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Cependant, ce n'est que dans la dernière vingtaine d’années que les opérateurs et les systèmes 

fractionnaires ont été introduits dans les différentes techniques et schémas de la théorie de la 

commande adaptative [41-46]. Une revue des travaux développés sur la commande adaptative 

fractionnaire, où les opérateurs et les systèmes fractionnaires ont été utilisés dans les différents 

algorithmes de la commande adaptative, est donnée dans [10]. 

II.6.1 Commande adaptative à modèle de référence fractionnaire 

La commande adaptative à modèle de référence fractionnaire a été introduite pour la première 

fois en 2002. Dans [41], Vinagre et al. ont utilisé une règle d'ajustement des paramètres d'ordre 

fractionnaire et introduit un modèle de référence d'ordre fractionnaire dans la commande 

adaptative à modèle de référence (CAMR) conventionnel. Dans [42], Ladaci et al. ont aussi 

utilisé une règle d'ajustement des paramètres d'ordre fractionnaire et un modèle de référence 

d'ordre fractionnaire différent de celui de [41] dans le CAMR conventionnelle. Ils ont également 

introduit un dérivateur fractionnaire à la sortie du système, avec un ordre fractionnaire approprié 

lié au modèle de référence d'ordre fractionnaire proposé dans la CAMR fractionnaire. 

II.6.2 Commande adaptative PI
λ
D

μ
 fractionnaire 

En se basant sur les travaux de Ilchmann et al. [47] et Fan et al. [48], a partir de [43] Ladaci et al. 

ont également introduit un contrôleur adaptatif PI

D

µ
 fractionnaire qui utilise l'intégration et la 

différentiation  fractionnaires pour régler les paramètres du contrôleur. Cette stratégie du 

contrôleur adaptatif PI

D

µ
 fractionnaire, offre en plus deux degrés de liberté, qui sont les 

nombres réels λ et μ représentant les ordres des actions intégrales et dérivées donnant plus de 

flexibilité dans la conception des commandes des systèmes asservis. Mais, la faiblesse de ces 

travaux réside dans le manque d'arguments théoriques pouvant garantir la stabilité de ces 

schémas de commande. La stratégie de réglage de ce contrôleur adaptatif PI

D

µ
 fractionnaire, est 

donnée par les expressions suivantes [43]: 

)t(r)t(y)t(e

))t(e(D)t(k

))t(e(I)t(k

)t(e)t(k

)t(k)t(k

)t(k)t(k

)t(k)t(k)t(k)t(k

))]t(e)t(k(D))t(e)t(k(I)t(e)t(k[-ku(t)

2
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2
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2
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321c
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
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
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


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où  α1, α2, α3, α4 et kc sont des réels positives, I
λ
(.) et D

μ
(.) sont, respectivement les opérateurs 

d'intégration et de différentiation d'ordre fractionnaire de Riemann-Liouville et λ et μ sont des 

nombres réels positives.   

II.6.3 Commande adaptative à grand gain fractionnaire 

La commande adaptative à grand gain fractionnaire est une technique de commande basée sur la 

stratégie du grand gain à retour de sortie adaptatif en utilisant les operateurs fractionnaires pour 

stabiliser un système incertain linéaire, invariant dans le temps, à phase minimale, monovariable 

et de degré relatif un. Deux versions de cette stratégie de commande fractionnaire ont été 

présentées [44-45].  

Pour un système monovariable incertain décrit par : 













)t(Cx)t(y

)t(Bu)t(Ax
dt

)t(dx

                                            (II.13) 

où t est la variable du temps, x(t)
n
 est le vecteur état, u(t) est la commande scalaire d'entrée et 

y(t) est la sortie scalaire et A, B et C sont des matrices réelles inconnues. Dans la stratégie de la 

commande à grand gain à retour de sortie adaptatif, la commande u(t) est donnée par 

l’expression suivante : 

)t(y)t(k)t(u                                                    (II.14) 

Alors, le système en boucle fermée est donné comme suit : 













)t(Cx)t(y

)t(BCx)t(k)t(Ax
dt

)t(dx

                                         (II.15) 

Dans la première version de la commande adaptative à grand gain fractionnaire introduite dans 

[44], l’adaptation du gain k(t) est donnée par l’expression suivante: 

 2)t(y
dt

)t(kd






                                                (II.16) 

où α et  sont des nombres réels positifs tel que 0 < α < 2.  

Dans la seconde version de la commande adaptative à grand gain fractionnaire introduite dans 

[45], l’adaptation du gain k(t) est donnée comme suit: 

 
 






dt

)t(yd
)t(y

dt

)t(dk
2

2
2

1                                                 (II.17) 

où 1 et 2 sont des nombres réels positifs et α est un nombre réel tel que -1 < α < 1. 
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II.7 Méthode de stabilisation adaptative universelle fractionnaire 

Dans [39], les auteurs ont développé la méthode de stabilisation adaptative universelle 

fractionnaire basée sur la stratégie du grand gain et la technique de stabilisation adaptative 

universelle en utilisant les operateurs fractionnaires. Ils ont étudié la stabilité asymptotique d’un 

système monovariable incertain décrit par : 





















dt

)t(xd
C)t(y

)t(Bu)t(Ax
dt

)t(dx

                                            (II.18) 

où t est la variable du temps, x(t)
n
 est le vecteur état, u(t) est la commande scalaire d'entrée et 

y(t) est la sortie scalaire, A, B et C sont des matrices réelles inconnues et α est un nombre réel 

positif tel que 0 < α < 1. Dans la stratégie de la stabilisation adaptative universelle la commande 

u(t) est donnée par l’expression suivante : 

 

 











2
)t(x

dt

)t(dk

)t(x)t(kN)t(u

                                                  (II.19) 

où N{.} est une fonction Nussbaum arbitraire. Alors, le système en boucle fermée est donné 

comme suit : 

 

 













2
)t(x

dt

)t(dk

)t(x)t(kBN)t(Ax
dt

)t(dx

                                         (II.20) 

 

II.8 Commande H∞ fractionnaire  

La commande H∞ fractionnaire a été récemment introduite en incorporant des opérateurs et des 

systèmes fractionnaires dans la boucle de commande où la technique de la commande H∞ 

classique a été utilisée dans la conception du correcteur. [49-50]. Deux approches ont été 

élaborées. La première consiste à utiliser la technique de la commande H∞ classique pour le 

réglage des paramètres du correcteur PID fractionnaire [49] où un de ces dérivées tel que le PD 

fractionnaire [40] avec un processus d’ordre entier. La seconde approche consiste à calculer un 

correcteur d’ordre fractionnaire avec un processus aussi d’ordre fractionnaire en utilisant la 

technique de la commande H∞ classique avec quelques adaptations aux systèmes d’ordre 

fractionnaire [50]. 
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II.9 Conclusion 

Le concept de la commande d’ordre fractionnaire consiste à utiliser dans les techniques de 

commande classiques, les opérateurs et les systèmes fractionnaires dans le but d’améliorer les 

performances et la robustesse des systèmes asservis, et cela par l’apport supplémentaire 

qu’ajouteraient ces derniers par leurs ordres de dérivation ou d’intégration. Ce chapitre a été 

alors consacré à la présentation des techniques établies dans la littérature et entrant dans le 

réglage et la synthèse de correcteurs et d’algorithmes de la commande d'ordre fractionnaire. 
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III.1 Introduction 

Dans ce chapitre, nous proposons la conception d'un système de commande à retour unitaire 

classique dont le processus est un système du premier ordre avec retard utilisant un correcteur 

PI
λ
 d'ordre fractionnaire. Dans ce contexte, le correcteur PI

λ
 d'ordre fractionnaire est obtenue à 

partir du correcteur PI classique utilisé dans le même système de commande avec retour. L'idée 

principale de la conception proposée est l'ajustement du paramètre λ du correcteur PI
λ
 

fractionnaire pour améliorer l'erreur quadratique intégrale (ISE), le dépassement et le temps de 

réponse de la réponse indicielle du système de commande par rapport à ces mêmes performances 

du système de commande avec le correcteur PI classique correspondant. L'efficacité de la 

conception proposée par rapport à la conception classique correspondante est présentée à travers 

les résultats de simulation d'exemples illustratifs [51]. 

III.2 Préliminaires 

III.2.1 Approximation par fonction rationnelle du correcteur PI
λ 

L'utilisation d'un correcteur d'ordre fractionnaire nécessite le remplacement de sa fonction de 

transfert d’ordre fractionnaire par une fonction de transfert d’ordre entier avec un comportement 

assez similaire à celui désiré, mais beaucoup plus facile à manipuler. Dans la littérature, ils 

existent plusieurs méthodes d'approximation de ces fonctions irrationnelles. Dans notre cas, on a 

utilisé la méthode de la fonction de singularité, développée par Charef [34]. 

La fonction de transfert d'un intégrateur d'ordre fractionnaire est représentée dans le domaine 

fréquentiel par la fonction irrationnelle suivante:  




s

1
H(s)    ,    pour   > 0                                             (III.1) 

Dans une bande de fréquence donnée d'intérêt pratique [ωL, ωH], un nombre entier N donné, une 

erreur d'approximation y en dB choisie et une fréquence ωc choisie aussi, telle que ωc << ωL, la 

fonction rationnelle de l'approximation de l'intégrateur d'ordre fractionnaire H(s) est donnée 

comme suit [52] :  
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avec N1 est la partie entière de λ et les zéros et les pôles sont  i0i abapz   ( pour i = 0,1,…, N) et 

 i0i abpp   (pour i = - N1 …,-1, 0, 1, …,N); où les paramètres d'approximation a, b et p0 sont 

donnés comme dans [34] : 
 








 1N110

y

10a , 

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








)N-10(

y

110b , 












)N-20(

y

c0
110ωp . 

Alors, la fonction rationnelle de l'approximation du correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire est donnée 

par l’expression suivante: 
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III.2.2 Approximation de Padé d’un retard 

Dans notre étude, on a choisi des exemples où le processus est un système du premier ordre avec 

retard T, et représenté dans le domaine fréquentielle par le terme Tse  qui est une fonction 

irrationnelle. Dans ce contexte ce retard est remplacé par une fonction rationnelle obtenue par 

l'approximation de Padé du premier ordre comme suit :  
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III.3 Réglage du correcteur PI
λ
 

III.3.1  Formulation du problème  

Considérons le schéma classique d’un système de commande à retour unitaire suivant : 

 

 

 

 

 

Figure (III.1) : Système de commande à retour unitaire classique  
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où G(s) est la fonction de transfert du processus modelé par un système du premier ordre avec 

retard donné par l’expression suivante : 

m

sτ
m

sT1

eK
G(s)

m






                                                        (III.5) 

et C(s) est la fonction de transfert du correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire donnée comme suit : 














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λ
I

pF
sT

1
1K(s)C                                                   (III.6) 

où KP: la constante proportionnelle, TI: la constante d'intégration et λ (0 < λ <1): l'ordre 

fractionnaire de l'action d'intégration sont les paramètres à régler pour ce type de correcteur.  

Dans ce travail, on propose la conception du système de commande de la figure (III.1), dont la 

fonction de transfert du processus est un modèle du premier ordre avec retard de l’équation 

(III.5) et le correcteur est un correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire de l’équation (III.6). En effet, la 

détermination des trois paramètres de ce correcteur est basé sur le réglage, en premier lieu, des 

deux paramètres KP et TI du correcteur PI classique utilisé pour le même processus, puis le 

réglage de l'ordre fractionnaire de l'action d'intégration  pour l’amélioration des performances 

caractéristiques du système de commande avec le correcteur PI
λ
 par rapport à celles du même 

système de commande avec le correcteur PI. 

 

III.3.2 Présentation de la méthode 

La méthode proposée pour le réglage des paramètres du correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire du 

système de commande à retour unitaire de la figure (III.1) est basée, en premier lieu, sur les 

techniques de réglage classiques pour déterminé les paramètres KP et TI du correcteur PI 

classique qui est le correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire pour λ = 1. Ensuite, en utilisant les 

paramètres KP et TI obtenus dans la première étape, l'ordre fractionnaire de l'action d'intégration 

 est réglé afin d’améliorer l’intégrale du carrée de l'erreur, le dépassement et le temps de 

réponse de la réponse indicielle du système de commande de la figure (III.1) comparés à ceux du 

système de commande avec le correcteur PI classique correspondant. La fonction de transfert en 

boucle fermée du système de commande de la figure (III.1), est donnée par l’expression 

suivante: 

)s(G)s(C1
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Notons que la fonction de transfert CF(s) du correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire est une fonction 

irrationnelle et la fonction de transfert G(s) du système est aussi irrationnelle à cause du retard. 

Pour remédier à ce problème, le retard est approximé par une fonction rationnelle utilisant la 

méthode d'approximation de Padé donnée dans l'équation (III.4) et la fonction de transfert du 

correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire est aussi approximée par une fonction rationnelle donnée 

dans l'équation (III.3). 

 

III.4 Résultats de simulation   

Dans cette section, deux exemples illustratifs seront présentés pour montrer l'efficacité de la 

méthode de conception du correcteur PI
λ
 proposée pour démontrer l'efficacité de ce type de 

correcteur pour l’amélioration des performances du système de commande. 

III.4.1 Exemple 1  

Le premier exemple concerne la conception d'un correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire CF(s) de 

l'équation (III.6) du système de commande à retour unitaire de la figure (III.1), dont la fonction 

de transfert G(s) du processus est un système du premier ordre avec retard donnée par [53]: 

0.2s-e
s5.01

1
G(s)


                                                 (III.8) 

Dans [53], la conception du correcteur PI classique pour des processus de type premier ordre 

avec retard a été faite en utilisant une technique de placement de pôles. Les valeurs numériques 

des paramètres KP et TI du correcteur PI classique obtenues pour le processus de l’équation 

(III.8) sont KP = 0,6013 et TI = 0,2346. Donc, sa fonction de transfert est donnée par [53] : 











s0.2346

1
10.6013C(s)                                           (III.9) 

Alors, dans ce contexte,  la conception du correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire pour le système du 

premier ordre avec retard de l’équation (III.8) donnée dans [53] est basée sur le correcteur PI 

classique déjà conçu pour le système du premier ordre avec retard dans [53] et donné par 

l’équation (III.9). Donc, la fonction de transfert CF(s) de ce correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire 

est donnée par : 
















λF
s0.2346

1
10.6013(s)C                                              (III.10) 

où  l'ordre fractionnaire de l'action d'intégration λ est tel que 0 < λ < 1. 

Figure (III.2) montre les réponses indicielles du système de commande en boucle fermée de la 

figure (III.1) pour le modèle du premier ordre avec retard de l’équation (III.8) avec le correcteur 
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PI classique de l’équation (III.9) et le correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire de l’équation (III.10)  

pour différentes valeurs du paramètre λ (0 < λ <1). 

 

 
Figure (III.2): Réponses indicielles du système de commande avec le correcteur  

 classique PI (noir) et le correcteur PI
λ
 fractionnaire pour les valeurs  

 de λ : λ= 0,19 (vert), λ = 0,54 (bleu) et λ = 0,89 (rouge)  

 

A partir de la figure (III.2), on peut facilement voir que l'ordre fractionnaire de l'action 

d'intégration  du correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire de l’équation (III.10) a une influence sur le 

comportement temporelle du système de commande de ce premier exemple. Donc, ce paramètre 

λ peut jouer un grand rôle dans l’amélioration de ses performances caractéristiques. Alors, 

certains critères peuvent être utilisés pour obtenir une valeur de l'ordre fractionnaire λ qui 

conduit à la meilleure amélioration des caractéristiques de performances du système de 

commande de ce premier exemple. Comme dans ce contexte le réglage du paramètre λ du 

correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire est basé sur l'amélioration de l’intégrale du carrée de l'erreur, 

du dépassement et du temps de réponse de la réponse indicielle du système de commande avec le 

correcteur d'ordre fractionnaire comparés à ces mêmes performances caractéristiques du système 

de commande avec le correcteur PI classique conduisant au correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire ; 

la meilleure valeur de l'ordre fractionnaire λ qui garantit l'amélioration des trois caractéristiques 
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de performances en même temps est λ = 0,88. Alors, la fonction de transfert du correcteur PI
λ
 

d'ordre fractionnaire CF(s) est donnée comme suit : 


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La fonction rationnelle approximant le correcteur PI
0.88

 d'ordre fractionnaire de l'équation (III.11) 

qui va être utilisée dans les simulations est donné par : 
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L'approximation de Pade du premier ordre de la fonction retard e
-0.2s

 de la fonction de transfert 

G(s) du processus de l’équation (III.8) est donnée par: 















s1.01

s1.01
e s2.0                                                 (III.13) 

III.4.1.1 Stabilité 

La fonction de transfert en boucle fermée du système de commande de ce premier exemple avec 

le correcteur PI
0.88

 d'ordre fractionnaire et avec le correcteur PI classique sont données, 

respectivement, par les expressions suivantes : 

 
  0.2s0.8888.01.88

0.2s0.88

F

F

BFPI
e6013.00.1411ss2346.00.1173s

e6013.00.1411s

(s)G(s)C1

(s)G(s)C
(s)G 0.88











    (III.14) 

 

  0.2s2

0.2s

BFPI
e6013.00.1411ss2346.00.1173s

e6013.00.1411s

C(s)G(s)1

C(s)G(s)s)
(s)G











             (III.15) 

Les dénominateurs des ces deux fonctions de transfert sont donnés comme suit: 

  0.2s0.8888.01.88

BFPI
e6013.00.1411s2346.00.1173s(s)D 0.88

 s                  (III.16) 

  0.2s2

BFPI e6013.00.1411s2346.00.1173s(s)D  s                            (III.17) 

L'analyse de la stabilité de ce type de système est réalisée à l'aide d’une approche dite la méthode 

de Mikhailov généralisée modifiée, proposée dans [37]. Dans cette méthode une fonction (s) 

est introduite pour l’analyse de la stabilité. La méthode de Mikhailov généralisée modifiée 

stipule que pour qu’un système de commande soit stable, il faut que le tracé de la partie 

imaginaire contre la partie réelle de sa fonction (s), pour s = jω, avec - < ω < + n'encercle 

pas l'origine du plan complexe [37]. 
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Pour les deux systèmes de commande de cet exemple avec le correcteur PI
0.88

 d'ordre 

fractionnaire et avec le correcteur PI classique les deux fonctions 1(s) et 2(s) sont données, 

respectivement, par les expressions suivantes : 

 
88.1

0.2s0.8888.01.88

88.1

BFPI
1

)05.0s(1173.0

e6013.00.1411ss2346.00.1173s

)05.0s(1173.0

(s)D
(s)

0.88











  (III.18) 

 
2

0.2s2

2

BFPI
2

)02.0s(1173.0

e6013.00.1411ss2346.00.1173s

)02.0s(1173.0

(s)D
(s)











         (III.19) 

Figure (III.3) montre les tracés des parties imaginaires contre les parties réelles des deux 

fonctions 1(jω) et 2(jω) pour s = jω, avec - < ω < +.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure (III.3) : Tracés des fonctions 1(jω) (ligne continue) et 2(jω)  

 (ligne en pointillée) pour - < ω < + 

A partir de la figure (III.3), on peut voir que les deux tracés n’encerclent pas l'origine du plan 

complexe. Alors, on peut dire que le système de commande de cet exemple avec les deux types 

de correcteur PI
0.88

 d'ordre fractionnaire et PI classique est stable.  

III.4.1.2 Réponses fréquentielles et temporelles 

La figure (III.4) montre les tracés de Bode des fonctions de transfert en boucle ouverte CF(s)G(s) 

et C(s)G(s) des deux systèmes de commande de cet exemple avec le correcteur PI
0.88

 d'ordre 

fractionnaire de l'équation (III.11) et avec le correcteur PI classique de l'équation (III.9), 

respectivement. 

 

0  
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Figure (III.4) :  Tracés de Bode des fonctions de transfert en boucle 

 ouverte CF(s)G(s) (bleu) et C(s)G(s) (rouge)  

 

 

De la figure (III.4), on note que les tracés de Bode des fonctions de transfert en boucle ouverte 

CF(s)G(s) et C(s)G(s) sont presque confondus autour de la fréquence au gain unité.  

La figure (III.5) montre les réponses indicielles du système de commande de cet exemple avec le 

correcteur PI
0.88

 d'ordre fractionnaire de l'équation (III.11) et avec le correcteur PI classique de 

l'équation (III.9). Puisqu’on a utilisé l’ISE, le dépassement et le temps de réponse de la réponse 

indicielle comme performances caractéristiques servant à régler la valeur de l'ordre fractionnaire 

λ du correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire, le tableau (III.1) contient les valeurs de ces trois 

performances caractéristiques du système de commande avec le correcteur PI
0.88

 de l'équation 

(III.11) et avec le correcteur PI classique de l'équation (III.9) conduisant au PI
0.88

. 
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Figure (III.5) : Réponses indicielles du système de commande avec le correcteur 

 PI
0.88

 (rouge) et avec le correcteur PI classique (noir) 

 

 

Tableau (III.1) : Performances du système de commande avec les correcteurs PI
0.88 

et PI 

Correcteur ISE Dépassement (%) Temps de réponse (s) 

PI 0.45 19.52 3.28 

PI
0.88

 0.41 14.46 3.08 

 

 

Les résultats de comparaison des trois performances caractéristiques sont donnés comme suit :  

 L'ISE du système de commande avec le correcteur PI
0.88 

fractionnaire est environ 9% plus 

petit que celui avec le correcteur PI classique. 

 Le dépassement du système de commande avec le correcteur PI
0.88

 fractionnaire est 

environ 26% plus petit que celui avec le correcteur PI classique. 

 Le temps de réponse du système de commande avec le correcteur PI
0.88

 fractionnaire est 

environ 6% plus petit que celui du correcteur PI classique. 

III.4.1.3 Signal de commande 

Le signal de commande Uc(s) du système de commande de la figure (III.1) est défini par : 
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C(s)G(s)1

C(s)
(s)Uc


                                                                         (III.20) 

Les signaux de commande du système de commande de cet exemple avec le correcteur PI
0.88

 

fractionnaire de l'équation (III.11) et avec le correcteur PI classique de l'équation (III.9) sont 

présentés dans la figure (III.6).  

 

 

Figure (III.6) :  Signal de commande du système de commande avec les 

 correcteurs PI
0.88

 (rouge) et PI classique (bleu) 

  

De la figure (III.6), on peut voir que le signal de commande du système de commande avec le 

correcteur PI
0.88 

fractionnaire est presque le même que celui du système avec le correcteur PI 

classique. Alors, l’amélioration apportée aux trois performances caractéristiques avec le 

correcteur PI
0.88 

fractionnaire n’a pas altérée le signal de commande. 

III.4.1.4 Perturbation 

En pratique, la plupart des systèmes sont victimes de perturbations qui influencent leur 

fonctionnement. Pour étudier l'influence de ces entrées secondaires, on reprend le diagramme de 

la figure (III.1), en introduisant le point d’application d’une perturbation W(s) comme il est 

montré  dans la figure (III.7) suivante : 
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Figure (III.7) : Système de commande avec le signal de perturbation 

 

 

Afin de n'étudier que l'effet de la perturbation W(s), on considère que R(s) = 0. Donc, pour R(s) 

= 0 la fonction de transfert de la perturbation W(s) au signal de sortie Y(s) est donnée par 

l'expression suivante: 

)s(G)s(C1

)s(G

)s(W

)s(Y
)s(D


                                           (III.21) 

La figure (III.8) montre les signaux de sortie notés perturbation dus à l’entrée perturbation W(s) 

échelon unité du système de commande de cet exemple avec le correcteur PI
0.88

 fractionnaire de 

l'équation (III.11) et avec le correcteur PI classique de l'équation (III.9). 

 

 

Figure (III.8) : Réponse du système de commande à une perturbation échelon 

 avec les correcteurs PI
0.88

 (rouge) et PI classique (bleu) 
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A partir de la figure (III.8) on note que le système de commande  avec le correcteur  PI
0.88

 

fractionnaire rejette complètement la perturbation exactement comme le système de commande  

avec le correcteur  PI classique. 

III.4.1.5 Sensibilité 

La fonction de sensibilité ou la sensibilité S(s) décrit la fonction de transfert d’une perturbation 

externe N(s) à la sortie du système de commande comme montré dans la figure (III.9) suivante : 

 

 

 

 

 

 

Figure (III.9) : Système de commande avec la perturbation externe 

 

 

Afin de n'étudier que l'effet de la perturbation externe N(s), on considère que R(s) = 0. Donc, 

pour R(s) = 0, la fonction de transfert de la perturbation N(s) au signal de sortie Y(s) est donnée 

par l'expression suivante: 

)s(G)s(C1

1

)s(N

)s(Y
)s(S


                                           (III.22) 

Une façon pour caractériser la sensibilité d’un système de commande est à travers le maximum 

du module de la fonction de sensibilité S(j) nominal Ms qui est donnée comme suit : 

dB
0dB0

s
)j(G)j(C1

1
max)j(SmaxM





                              (III.23) 

Pour une bonne mesure de la sensibilité le paramètre Ms doit être entre 1.3 et 2 dB. 

La figure (III.10) montre le tracé de Bode des fonctions de sensibilité S(s) du système de 

commande de cet exemple avec le correcteur PI
0.88

 fractionnaire de l'équation (III.11) et avec le 

correcteur PI classique de l'équation (III.9). De la figure (III.10), on note que le paramètre Ms des 

deux tracés de Bode de S(s) est tel que 1.3 < Ms < 2 ; donc le système de commande de cet 

exemple a une bonne mesure de la sensibilité pour les deux correcteurs  PI
0.88

 et PI. 

D’après les résultats obtenus pour la méthode de conception du correcteur PI
λ
 fractionnaire 

proposée on remarque que malgré les améliorations réalisées pour les trois performances 

caractéristiques considérées, ni le signal de commande ni le rejet de la perturbation ni la mesure 

de la sensibilité n’ont été altérés. 

C(s) G(s) 
+ 

- 

R(s) + + 

N(s) 

Y(s) 
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Figure (III.10) : Tracé de Bode de la sensibilité S(j) du système de commande  

 avec les correcteurs PI
0.88

 (rouge) et PI classique (bleu) 

 

III.4.2 Exemple 2  

Le deuxième exemple concerne la conception d'un correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire CF(s) de 

l'équation (III.6) du système de commande à retour unitaire de la figure (III.1), dont la fonction 

de transfert G(s) du processus est un système du premier ordre avec retard, donnée par [54]: 

s-e
101

1
G(s)

s
                                                      (III.24) 

Dans [54], les valeurs numériques des paramètres KP et TI du correcteur PI classique obtenues 

pour le processus de l’équation (III.8) sont KP = 5 et TI = 8. Donc, sa fonction de transfert est 

donnée par [54] : 











s8

1
15C(s)                                               (III.25) 

 

Alors, dans ce contexte,  la conception du correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire pour le système du 

premier ordre avec retard de l’équation (III.8), donnée dans [54], est basée sur le correcteur PI 

classique, déjà conçu pour le système du premier ordre avec retard dans [54] et donné par 
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l’équation (III.25). Donc, la fonction de transfert CF(s) de ce correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire 

est donnée par : 











s8

1
15(s)CF                                             (III.26) 

où  l'ordre fractionnaire de l'action d'intégration λ est tel que 0 < λ < 1. 

La figure (III.11) montre les réponses indicielles du système de commande en boucle fermée de 

la figure (III.1) pour le modèle du premier ordre avec retard de l’équation (III.24) avec le 

correcteur PI classique de l’équation (III.25) et le correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire de 

l’équation (III.26)  et ce la pour différentes valeurs du paramètre λ (0 < λ <1). 

 

Figure (III.11): Réponses indicielles du système de commande avec le correcteur  

 classique PI (noir) et le correcteur PI
λ
 fractionnaire pour les valeurs  

 de λ : λ= 0,19 (vert), λ = 0,47 (bleu) et λ = 0,93 (rouge)  

 

A partir de la figure (III.11), on peut facilement voir que l'ordre fractionnaire de l'action 

d'intégration  du correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire de l’équation (III.26) a une influence sur le 

comportement temporelle du système de commande de ce deuxième exemple. Donc, ce 

paramètre λ peut jouer un grand rôle dans l’amélioration de ses performances caractéristiques. 
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Alors, certains critères peuvent être utilisés pour obtenir une valeur de l'ordre fractionnaire λ qui 

conduit à la meilleure amélioration des caractéristiques de performances du système de 

commande de ce deuxième exemple. Comme dans ce contexte le réglage du paramètre λ du 

correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire est basé sur l'amélioration de l’intégrale du carrée de l'erreur, 

du dépassement et du temps de réponse de la réponse indicielle du système de commande avec le 

correcteur d'ordre fractionnaire comparés à ces mêmes performances caractéristiques du système 

de commande avec le correcteur PI classique conduisant au correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire ; 

la meilleure valeur de l'ordre fractionnaire λ qui garantit l'amélioration des trois caractéristiques 

de performances en même temps est λ = 0,16. Alors, la fonction de transfert du correcteur PI
λ
 

d'ordre fractionnaire CF(s) est donnée comme suit : 











16.0F
s8

1
15(s)C                                                      (III.27) 

La fonction rationnelle approximant le correcteur PI
0.16

 d'ordre fractionnaire de l'équation (III.27) 

qui va être utilisée dans les simulations est donné par : 
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                                     (III.28) 

L'approximation de Pade du premier ordre de la fonction retard e
-s
 de la fonction de transfert 

G(s) du processus de l’équation (III.24) est donnée par: 















0.5s1

0.5s1
e s                                                      (III.29) 

III.4.2.1 Stabilité 

La fonction de transfert en boucle fermée du système de commande de ce deuxième exemple 

avec le correcteur PI
0.16

 d'ordre fractionnaire et avec le correcteur PI classique sont données, 

respectivement, par les expressions suivantes : 

 
  s0.1616.01.16

s0.16

F

F

BFPI e540s880s

e540s

(s)G(s)C1

(s)G(s)C
(s)G 0.16 











s
      (III.30) 

 
  s2

s

BFPI
e540s880s

e540s

C(s)G(s)1

C(s)G(s)s)
(s)G













s
                   (III.31) 

Les dénominateurs des ces deux fonctions de transfert sont donnés comme suit: 
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  s0.1616.01.16

BFPI
e540s880s(s)D 0.16

 s                  (III.32) 

  s2

BFPI e540s880s(s)D  s                            (III.33) 

L'analyse de la stabilité pour ce type de système est réalisée de la même façon que le premier 

exemple à l'aide d’une méthode dite la méthode de Mikhailov généralisée modifiée proposé dans 

[37]. 

Pour les deux systèmes de commande de cet exemple avec le correcteur PI
0.16

 d'ordre 

fractionnaire et avec le correcteur PI classique les deux fonctions 1(s) et 2(s) sont données, 

respectivement, par les expressions suivantes : 

 
16.1

s0.1616.01.16

16.1

BFPI

1
)05.0(80

e540s880s

)05.0(80

(s)D
(s)ψ

0.16











s

s

s
                           (III.34) 

 
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BFPI
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)02.0(80

e540s880s
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(s)D
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


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




s
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s
                                        (III.35) 

La figure (III.12) montre les tracés des parties imaginaires contre les parties réelles des deux 

fonctions 1(jω) et 2(jω) pour s = jω, avec - < ω < +. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure (III.12) : Tracés des fonctions 1(jω) (rouge) et 2(jω)  

 (bleu) pour - < ω < + 

0  
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A partir de la figure (III.12) on peut voir que les deux tracés n’encerclent pas l'origine du plan 

complexe. Alors, on peut dire que le système de commande de cet exemple avec les deux types 

de correcteur PI
0.16

 d'ordre fractionnaire et PI classique est stable. 

III.4.2.2 Réponses fréquentielles et temporelles 

La figure (III.13) montre les tracés de Bode des fonctions de transfert en boucle ouverte 

CF(s)G(s) et C(s)G(s) des deux systèmes de commande de cet exemple avec le correcteur PI
0.16

 

d'ordre fractionnaire de l'équation (III.27) et avec le correcteur PI classique de l'équation (III.25), 

respectivement. 

 

 
 

Figure (III.13) : Tracés de Bode des fonctions de transfert en boucle 

 ouverte CF(s)G(s) (bleu) et C(s)G(s) (rouge)  

 

De la figure (III.13) on note que les tracés de Bode des fonctions de transfert en boucle ouverte 

CF(s)G(s) et C(s)G(s) sont presque confondus autour de la fréquence au gain unité.  

La figure (III.14) montre les réponses indicielles du système de commande de cet exemple avec 

le correcteur PI
0.16

 d'ordre fractionnaire de l'équation (III.27) et avec le correcteur PI classique de 

l'équation (III.25). Puisqu’on a utilisé l’ISE, le dépassement et le temps de réponse de la réponse 

indicielle comme performances caractéristiques servant à régler la valeur de l'ordre fractionnaire 

λ du correcteur PI
λ
 d'ordre fractionnaire, le tableau (III.2) contient les valeurs de ces trois 

performances caractéristiques du système de commande avec le correcteur PI
0.16

 de l'équation 

(III.27) et avec le correcteur PI classique de l'équation (III.25) conduisant au PI
0.16

. 
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Figure (III.14) : Réponses indicielles du système de commande avec le correcteur 

   PI
0.16

 (rouge) et avec le correcteur PI classique (noir) 

 

Tableau (III.2) : Performances du système de commande avec les correcteurs PI
0.16 

et PI 

Correcteur ISE Dépassement (%) Temps de réponse (s) 

PI 1.66 7.07 10.09 

PI
0.16

 1.54 6.00 5.39 

 

Les résultats de comparaison des trois performances caractéristiques sont donnés comme suit :  

 L'ISE du système de commande avec le correcteur PI
0.16 

fractionnaire est environ 7% plus 

petit que celui avec le correcteur PI classique. 

 Le dépassement du système de commande avec le correcteur PI
0.16

 fractionnaire est 

environ 15% plus petit que celui avec le correcteur PI classique. 

 Le temps de réponse du système de commande avec le correcteur PI
0.16

 fractionnaire est 

environ 47% plus petit que celui du correcteur PI classique. 

 

 

 



Chapitre III Réglage du Correcteur PI
λ
 d'Ordre Fractionnaire pour la Commande 

d’un Processus du Premier Ordre Avec Retard  

 

 75 

III.4.2.3 Signal de commande 

Les signaux de commande du système de commande de cet exemple avec le correcteur PI
0.16

 

fractionnaire de l'équation (III.27) et avec le correcteur PI classique de l'équation (III.25) sont 

présentés dans la figure (III.15).  

 

 

Figure (III.15) : Signal de commande du système de commande avec les 

 correcteurs PI
0.16

 (rouge) et PI classique (bleu) 

   

De la figure (III.15), on peut voir que le signal de commande du système de commande avec le 

correcteur PI
0.16 

fractionnaire est presque le même que celui du système avec le correcteur PI 

classique. Alors, l’amélioration apportée dans les trois performances caractéristiques avec le 

correcteur PI
0.16 

fractionnaire n’a pas altéré le signal de commande. 

 

III.4.2.4 Perturbation 

De la même façon que pour le premier exemple, nous étudions l'effet de la perturbation sur le 

système du deuxième exemple. La figure (III.16) montre les signaux de sortie en réponse à 

l’entrée de perturbation W(s) échelon unité en utilisant le correcteur PI
0.16

 fractionnaire (III.27) 

et le correcteur PI classique (III.25). 
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Figure (III.16) : Réponse du système de commande à une perturbation échelon 

   avec les correcteurs PI
0.16

 (rouge) et PI classique (bleu) 

 

A partir de la figure (III.16) on note que le système de commande  avec le correcteur  PI
0.16

 

fractionnaire rejette complètement la perturbation exactement comme le système de commande  

avec le correcteur  PI classique. 

III.4.2.5 Sensibilité 

Par la même méthode qu'on a utilisé dans le premier exemple, nous étudions la sensibilité du 

deuxième exemple. 

La figure (III.17) montre le tracé de Bode des fonctions de sensibilité S(s) du système de 

commande de cet exemple avec le correcteur PI
0.16

 fractionnaire de l'équation (III.27) et avec le 

correcteur PI classique de l'équation (III.25). De la figure (III.17) on note que le paramètre Ms 

des deux tracés de Bode de S(s) est tel que 1.3 < Ms < 2 ; donc le système de commande de cet 

exemple a une bonne mesure de la sensibilité pour les deux correcteurs  PI
0.16

 et PI. 

D’après les résultats obtenus par la méthode de conception du correcteur PI
λ
 fractionnaire 

proposée, on remarque que malgré les améliorations réalisées pour les trois performances 

caractéristiques considérées ni le signal de commande ni le rejet de la perturbation ni la mesure 

de la sensibilité n’ont été altérés. 
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Figure (III.17) : Tracé de Bode de la sensibilité S(j) du système de commande  

 avec les correcteurs PI
0.16

 (rouge) et PI classique (bleu) 

 

III.5 Conclusion  

Dans ce chapitre, on a présenté un algorithme de conception du correcteur PI
λ
 d'ordre 

fractionnaire simple et efficace pour un système du premier ordre avec retard pour l’amélioration 

de la qualité de la commande et des performances caractéristiques d’un système de commande 

classique à retour unitaire.  
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IV.1 Introduction 

Le mouvement d’une plaque mince, rigide, suspendue par un ressort et complètement immergée 

dans un fluide Newtonien et le mouvement d’un gaz dans un fluide ont été modelés en utilisant 

le calcul fractionnaire par des équations différentielles fractionnaires, respectivement, comme 

suit [55-56] :  

)t(e)t(cy
dt

)t(yd
b

dt

)t(yd
a

2/1

2/1

2

2

                                          (IV.1) 

)t(e)t(cy
dt

)t(yd
b

dt

)t(yd
a

2/3

2/3

2

2

                                          (IV.2) 

où a, b et c sont des nombres réels constants.  

Ce type d’équation différentielle fractionnaire est dit l'équation de Bagley-Torvik [55-56]. Le 

système général de Bagley-Torvik est représenté par l'équation différentielle d'ordre fractionnaire 

suivante: 

)t(e)t(y
dt
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dt

)t(yd1
m
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m
n

2

2

2
n
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





                                    (IV.3) 

où 0 < m < 2, 1ζ0   et 0n  . Sa fonction de transfert est donnée par une fonction 

irrationnelle comme suit: 
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                                           (IV.4) 

On remarque que pour m = 1, ce système général de Bagley-Torvik est exactement le système du 

second ordre classique. Ce type de système d'ordre fractionnaire a montré des comportements 

allant de la relaxation à l'oscillation, pour différentes valeurs de l'ordre de différentiation m et du 

coefficient d’amortissement . Pour cette raison, il est intéressant de prendre ce type de système 

comme modèle de référence dans la théorie de la commande. Alors, l'objectif de ce chapitre est 

de présenter une analyse de quelques performances caractéristiques temporelle et fréquentielle 

du système général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire, en fonction des deux paramètres m et 

. Les performances caractéristiques obtenues pour le système général de Bagley-Torvik d'ordre 

fractionnaire vont être comparés avec celles du système de second ordre classique afin de trouver 

leur similitude et leur différence pour établir des limites lors de l'utilisation de ce type de système 

comme modèle de référence dans la théorie de la commande des systèmes. 
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IV.2 Solution de l'équation générale de Bagley Torvik 

La solution des équations différentielles d'ordre fractionnaire est généralement plus complexe 

que celle des équations d’ordre entier. Dans la littérature, il existe plusieurs méthodes de 

résolution des équations différentielles d'ordre fractionnaire [30], [3]. Dans ce travail on a utilisé 

la méthode de résolution des équations différentielles d'ordre fractionnaire qui se base sur la 

définition de la différentiation d’ordre fractionnaire de Grunwald–Letnikov [3].  

Soit l'équation différentielle linéaire d’ordre fractionnaire donnée par [3] : 

e(t)Db...e(t)Dbe(t)Dby(t)Da...y(t)Day(t)Da 01mm01nn β
0

β
1m

β
m

α
0

α
1n

α
n  

     (IV.5) 

où e(t) et y(t) sont, respectivement, l'entrée et la sortie du système linéaire d’ordre fractionnaire. 

Les ordres des dérivées )ni(0αi   et m)j(0βi   sont des nombres réels tels que 

01-nn α...αα  , 01-mm β...ββ   et mn βα  , et les coefficients n)...,1,0,(ia i   et 

m)...,1,0,(jbi   sont des nombres réels. Alors, la solution de cette équation différentielle 

d’ordre fractionnaire en se basant sur la définition de la différentiation d’ordre fractionnaire de 

Grunwald–Letnikov est donnée par l’expression suivante : 
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 , h est la période d’échantillonnage (le pas de calcul) 
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



h

t0  où t0 est l’horizon de calcul. Une routine sous 

MATLAB pour calculer y(t) est donnée par la fonction fode_sol, comme suit  [3] : 

function  y=fode_sol(a,na,b,nb,e,t) 

h=t(2)-t(1); D=sum(a./[h.^na]); nT=length(t); 

vec=[na nb]; W=[]; D1=b(:)./h.^nb(:); nA=length(a); 

y1=zeros(nT,1); W=ones(nT,length(vec)); 

for j=2:nT, W(j,:)=W(j-1,:).*(1-(vec+1)/(j-1)); end 

for i=2:nT, A=[y1(i-1:-1:1)]'*W(2:i,1:nA); y1(i)=(e(i)-sum(A.*a./[h.^na]))/D; end 

for i=2:nT, y(i)=(W(1:i,nA+1:end)*D1)'*[y1(i:-1:1)]; end 

où les arguments a, na, b, nb, e, et t  de cette routine sont : a = [an   an-1  . . .  a1   a0], na = [αn  αn-1  . 

. .  α1   α0], b = [bm   bm-1  . . .   b1   b0], nb = [βm   βm-1  . . .  β1   β0], e = entrée et t = temps.  
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Donc, la solution du système général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire de l’équation (IV.3) 

est obtenue en utilisant cette routine MATLAB fode_sol (), comme suit: 

y = fode_sol(a,na,b,nb,e,t)                                                  (IV.7) 

où 





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

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 1

ω
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ω

1
a

m
n

2
n

, na = [2   m   0], b = [1], nb = [0], e = entrée et t = temps.  

Comme exemple, on prend l’entrée e(t) = u(t) = l’échelon unité et n = 2 ; alors l’équation 

différentielle représentant le système général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire de 

l’équation (IV.3) est donnée par l’expression suivante : 

u(t)y(t)
dt

y(t)d
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dt

y(t)d

2

1
m

m

m2

2

2
                                       (IV.8)

 

Les réponses indicielles du système général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire de l’équation 

(IV.8) pour m = 0.87 et pour différentes valeurs du paramètre ζ sont représentées dans la figure 

(IV.1). Ces réponses indicielles pour ζ = 0.72 et pour différentes valeurs du paramètre m sont 

représentées dans la figure (IV.2). 

 

 

Figure (IV.1) :  Réponses indicielles pour m = 0.87 et ζ = 0.15 (noir),  

 ζ = 0.5 (rouge), ζ = 0.85 (bleu) 
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Figure (IV.2) :  Réponses indicielles pour ζ = 0.72 et m = 1.56 (noir), 

 m= 1.12 (rouge), m = 0.78 (bleu) 

 

 

Les figures (IV.1) et (IV.2) montrent que le comportement du système général de Bagley-Torvik 

d'ordre fractionnaire de l’équation (IV.8) va de la relaxation à l'oscillation pour différentes 

valeurs des paramètres m et ζ. Alors, il est très intéressant de le considérer comme modèle de 

référence dans la théorie de la commande. 

 

IV.3 Performances caractéristiques du système de Bagley Torvik 

Avant d'utiliser le système général de Bagley-Torvik d’ordre fractionnaire de l’équation (IV.3) 

comme modèle de référence, on doit caractériser ses performances fréquentielles et temporelles. 

Le but de cette section est de présenter les performances caractéristiques de ce type de système 

fractionnaire en fonction des deux paramètres m et ζ. Pour établir des limites lors de l'utilisation 

de ce système de commande d'ordre fractionnaire comme modèle de référence. Ses performances 

caractéristiques obtenues seront comparées à celles du système de second ordre pour trouver leur 

similitude et leurs différences. 

IV.3.1 Spécifications fréquentielles 

La fonction de transfert du système général de Bagley-Torvik fractionnaire de l'équation  (IV.3) 

est donnée par la fonction de transfert irrationnelle de l’équation (IV.4). Alors, on a : 



Chapitre IV Analyse des Performances Caractéristiques du Système Fractionnaire de 

Bagley-Torvik 

 

 56 

2

n

m

n ω

j

ω

j
2ζ1

1
)G(j








 








 


                                             (IV.9) 

où 0 < m < 2, 1ζ0   et 0n  . L'amplitude et la phase de la fonction de transfert de 

l’équation (IV.9) sont données par les expressions suivantes: 
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La figure (IV.3) montre le diagramme de Bode du système général de Bagley-Torvik pour n =1, 

m = 1.20 et pour différentes valeurs du paramètres ζ. La figure (IV.4) montre aussi son 

diagramme de Bode pour n =1, ζ = 0.17 et pour différentes valeurs du paramètres m. 

 

 

Figure (IV.3) :  Tracé de Bode pour m = 1.20 et ζ = 0.05 (noir), 

 ζ = 0.41 (rouge), ζ = 0.92 (bleu) 
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Figure (IV.4) :  Tracé de Bode pour ζ = 0.17 et m = 0.23 (noir), 

 m = 0.86 (rouge), m = 1.92 (bleu) 

 

 

Des figures (IV.3) et (IV.4), on note que pour différentes valeurs des paramètres m et ζ le 

comportement fréquentiel de l'équation générale de Bagley-Torvik de l’équation (IV.8) prend 

différentes formes. Donc, il est très intéressant d'étudier les variations des spécifications 

fréquentielles de ce type de système fractionnaire en fonction des deux paramètres m et ζ. 

IV.3.1.1 Facteur de qualité Q 

Le facteur de qualité Q est défini par l’expression suivante [57]: 
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Le facteur de qualité Q est inversement proportionnel au paramètre ζ et totalement indépendant 

du paramètre m. Sa variation par rapport au paramètre ζ est représentée sur la figure (IV.5). On 

remarque que le facteur de qualité Q du modèle général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire 

est le même que celui du système classique du second ordre (cas pour m = 1). 
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Figures (IV.5) : Tracé du facteur de qualité Q en fonction de ζ 

 

IV.3.1.2 Facteur de résonnance 

Le facteur de résonance Mr est la valeur maximale de l'amplitude de la réponse fréquentielle et 

qui est défini par l’expression suivante [57]: 

 
dBrr jGM                                                            (IV.13) 

où ωr est la fréquence de résonance, qui est obtenue tel que [57]: 
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Les tracés de la variation du facteur de résonnance Mr en fonction de m pour différentes valeurs 

du paramètre ζ sont représentés dans la figure (IV.6). La figure (IV.7) montre aussi les tracés de 

la variation du facteur de résonnance Mr en fonction de ζ pour différentes valeurs du paramètre 

m y compris le cas où m = 1. 

A partir de la figure (IV.6), on peut remarquer que pour une valeur donnée du paramètre ζ, le 

facteur de résonance correspondant Mr peut être obtenu pour deux valeurs différentes du 

paramètre m et qu’un facteur de résonance Mr, donné, peut être obtenu par différents couples de 

paramètres (ζ, m). A partir de la figure (IV.7), on peut aussi noter que pour une valeur donnée du 

paramètre m, le facteur de résonance Mr est inversement proportionnel au paramètre ζ, comme 

pour le cas classique où m =1. 

Q
 

ζ 
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Figure (IV.6) : Tracé du facteur de résonnance Mr en fonction de m  

  pour ζ = 0.1 (noir), ζ = 0.27 (rouge), ζ = 0.9 (bleu) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure (IV.7) : Tracé du facteur de résonnance Mr en fonction de ζ pour m = 0.1 

  (noir), m = 0.4 (rouge), m = 1.9 (bleu) et m = 1 (vert) 
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IV.3.2 Spécifications temporelles 

Les spécifications temporelles sont obtenues à partir de la réponse indicielle de l'équation 

différentielle générale de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire de l’équation (IV.3) en utilisant la 

fonction fode_sol () sous MATLAB donnée dans de la section IV.2. Des figures (IV.1) et (IV.2), 

on a vu que le comportement de la réponse indicielle du système général de Bagley-Torvik 

fractionnaire varie considérablement pour différentes valeurs des paramètres m et ζ. Donc, il est 

très intéressant d'étudier les variations des spécifications temporelles de ce type de système 

fractionnaire en fonction des deux paramètres m et ζ. 

IV.3.2.1 Le dépassement D(%) 

Le dépassement D(%) est donné par l’expression suivante [57]: 

100%
X

XM
(%)D P 






                                             (IV.15)

 

où Mp est la première valeur maximale et X∞ est la valeur finale de la réponse indicielle du 

système étudié. Les tracés de la variation du dépassement D(%) en fonction de m pour 

différentes valeurs du paramètre ζ sont représentés dans la figure (IV.8). La figure (IV.9) montre 

aussi les tracés de la variation du dépassement D(%) en fonction de ζ pour différentes valeurs du 

paramètre m y compris le cas pour m = 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure (IV.8) :  Tracé du dépassement D(%) en fonction de m pour 

  ζ = 0.1 (noir), ζ = 0.2 (rouge), ζ = 0.45 (bleu) 

m 

D
 %

 



Chapitre IV Analyse des Performances Caractéristiques du Système Fractionnaire de 

Bagley-Torvik 

 

 56 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure (IV.9) : Tracé du dépassement D(%) en fonction de ζ pour m = 0.3 

 (noir), m = 0.8 (rouge), m = 1.4 (bleu) et m = 1 (vert) 

 

A partir de la figure (IV.8), on remarque que pour une valeur donnée du paramètre ζ on peut 

obtenir le même dépassement D(%) pour deux différentes valeurs du paramètre m. A partir de la 

figure (IV.9), on voit que pour une valeur donnée du paramètre m le dépassement D(%) est 

inversement proportionnel au paramètre ζ, comme pour le cas classique m =1. Des deux figures, 

on note aussi qu’on peut obtenir une valeur du dépassement D(%) donnée pour différents 

couples de paramètres (ζ, m).  

IV.3.2.2 Le temps de réponse Ts 

Le temps de réponse est le temps nécessaire pour que la réponse indicielle du système atteigne et 

reste dans une plage avec un certain pourcentage (généralement 2% ou 5%) de la valeur finale de 

la réponse indicielle [57]. Dans notre cas le pourcentage de 2% est choisi pour déterminer le 

temps de réponse Ts. Les tracés de variation du temps de réponse Ts en fonction de m pour 

différentes valeurs du paramètre ζ sont représentés dans la figure (IV.10). La figure (IV.11) 

montre aussi les tracés de la variation du temps de réponse Ts en fonction de ζ pour différentes 

valeurs du paramètre m y compris le cas pour m = 1. 
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Figure (IV.10) : Tracé du temps de réponse Ts en fonction de m pour 

 ζ = 0.5 (noir), ζ = 0.7 (rouge), ζ = 0.9 (bleu) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure (IV.11) : Tracé du temps de réponse Ts en fonction de ζ pour m = 0.2 

 (noir), m = 0.4 (rouge), m = 1.4 (bleu) et m = 1 (vert) 
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De la figure (IV.10), on remarque que pour une valeur donnée du paramètre ζ on peut obtenir le 

même temps de réponse Ts pour deux différentes valeurs du paramètre m. De la figure (IV.11), 

on remarque aussi que pour une valeur donnée du paramètre m on peut obtenir le même temps de 

réponse Ts pour deux différentes valeurs du paramètre ζ. Des deux figures, On note aussi qu’on 

peut obtenir une valeur du temps de réponse Ts donnée pour différents couples de paramètres (ζ, 

m). On a également remarqué que pour les valeurs du paramètre m < 0.8, le temps de réponse Ts 

est très grand, ce qui signifie que la réponse indicielle du système général de Bagley-Torvik de 

l'équation (IV.4) est très lente. 

 

IV.4 Conclusion 

Dans ce chapitre, on a présenté une étude du comportement fréquentielle et temporelle du 

système général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire en fonction de l'ordre de différentiation 

m et du coefficient d’amortissement . Ses performances caractéristiques ont été obtenues et 

comparées à celles du système de second ordre classique afin de trouver leur similitude et leur 

différence. Comme le système classique du second ordre, ce type de système d'ordre 

fractionnaire a montré des comportements allant de la relaxation à l'oscillation pour différentes 

valeurs des paramètres m et ζ. On a constaté que dans le cas classique (m = 1) pour une valeur 

donnée d’une performance caractéristique correspond une seule valeur du paramètre ζ mais dans 

le cas du système général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire cette valeur donnée d’une 

performance caractéristique peut être obtenue par plusieurs valeurs du couple des paramètres (ζ, 

m). On conclut alors que le système général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire est un bon 

modèle de référence pour les systèmes de commande. 
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V.1 Introduction 

Dans ce chapitre, une approche de conception d’une nouvelle structure d'un correcteur d'ordre 

fractionnaire pour un système de commande, dont le processus est un modèle du premier ordre 

avec retard, est proposée. Il est établi de telle sorte que la fonction de transfert en boucle fermée 

du système de commande à retour unitaire projetée est le modèle de référence général de Bagley-

Torvik d'ordre fractionnaire. La structure du correcteur d'ordre fractionnaire ainsi obtenu a une 

fonction de transfert intéressante, qui peut être décomposée en deux fonctions en cascade; la 

première est un correcteur PI classique et la seconde est un filtre d'ordre fractionnaire (FF). Les 

paramètres de la fonction de transfert du correcteur proportionnel intégral avec le filtre d'ordre 

fractionnaire (PI-FF) conçu sont calculés analytiquement à partir des paramètres du modèle du 

premier ordre avec retard ainsi que les paramètres de la fonction de transfert du modèle général 

de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire. Des exemples illustratifs sont présentés pour montrer 

l’efficacité et l’utilité de cette approche de conception des correcteurs d'ordre fractionnaire PI-

FF. Les résultats de simulation obtenus sont également comparés à ceux obtenus en utilisant des 

correcteurs d'ordre fractionnaires PI
λ
D

μ
 et PID


 pour l'amélioration de quelques performances 

caractéristiques du système de commande. 

 

V.2 Système générale de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire 

Le système général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire est représenté par l'équation 

différentielle linéaire d'ordre fractionnaire suivante:   

e(t)y(t)
dt

y(t)d

ω

2ζ

dt

y(t)d

ω

1
m

m

m
n

2

2

2
n

                                          (V.1) 

pour 0 < m < 2, 1ζ0   et 0n  . Les réponses indicielles pour différentes valeurs des 

paramètres m et ζ du système général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire sont montrées dans 

les figures (IV.1) et (IV.2). A partir de ces deux figures, on peut facilement voir que le 

comportement de ce type de système fractionnaire va de la relaxation à l'oscillation pour 

différentes valeurs des paramètres m et ζ. On va donc présenter quelques spécifications 

temporelles et fréquentielles de ce système en fonction des deux paramètres m et ζ pour montrer 

qu'on peut l’utiliser comme modèle de référence dans la théorie de la commande.  

V.2.1 Réglage des paramètres (m, ) du système général de Bagley-Torvik fractionnaire  

Dans cette section, on va considérer le réglage des paramètres (m, ζ) du système général de 

Bagley-Torvik fractionnaire en termes des caractéristiques temporelles, telles que le dépassement 

D(%) et le temps de réponse Ts pour répondre aux performances projetées d’un système de 
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commande avec retour unitaire [58]. Figure (V.1) montre les réponses indicielles du système 

général de Bagley-torvik d'ordre fractionnaire pour différentes valeurs du couple de (m, ζ). 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure (V.1): Réponses indicielles pour  n = 1 et différents couples de paramètres (m, ζ) 

 (1, 0.452) (noir), (0.35, 0.30835) (rouge), (0.85, 0.37525) (bleu) 

 

A partir de la figure (V.1), on remarque que pour les différents couples de paramètres (m, ζ), 

toutes les réponses indicielles du système général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire ont le 

même dépassement D(%) ≈ 20%, avec différents temps de réponses. Alors, on peut, 

théoriquement, dire que pour un dépassement D(%) donné d'un système de commande avec 

retour unitaire se comportant comme le modèle général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire, il 

existe une infinité de couples (m, ζ) qui réalisent ce dépassement. 

Figure (V.2) montre aussi les réponses indicielles du système général de Bagley-torvik d'ordre 

fractionnaire pour d’autres différentes valeurs du couple de (m, ζ). 
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Figure (V.2): Réponses indicielles pour  n = 1 et différents couples de paramètres (m, ζ) 

 (0.948, 0.95) (noir), (0.925, 0.75) (rouge), (0.88345, 0.55) (bleu) 

 

 

Sur la figure (V.2), on note aussi que, pour les différents couples de paramètres (m, ζ), toutes les 

réponses indicielles du système général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire ont le même 

temps de réponse Ts ≈ 10 s avec différents dépassements D(%). Alors, on peut, théoriquement, 

dire aussi, que pour un temps de réponse donné d'un système de commande avec retour unitaire, 

se comportant comme le modèle général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire, il existe une 

infinité de couples (m, ζ) qui réalisent ce temps de réponse. 

Donc, pour régler les paramètres (m , ) du modèle général de Bagley-Torvik fractionnaire de 

telle sorte qu’un système de commande à retour unitaire projeté, avec un dépassement D(%) et 

un temps de réponse Ts souhaités se comportant comme ce modèle général de Bagley-Torvik 

fractionnaire, on procède comme suit : 

 Obtenir le dépassement D(%) souhaité pour plusieurs valeurs du couple (m , ) puis, 

choisir le meilleur couple qui garantisse le temps de réponse Ts souhaité. 

 Ou obtenir le temps de réponse Ts souhaité pour plusieurs valeurs du couple (m , ) 

puis, choisir le meilleur couple qui garantisse le dépassement D(%) souhaité. 
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V.3 Présentation de l'approche de conception du correcteur PI-FF 

V.3.1 Formulation du problème 

Figure (V.3) montre un système de commande à retour unitaire où G(s) est la fonction de 

transfert du processus et C(s) est la fonction de transfert du correcteur. 

 

 

 
 

Figure (V.3): Système de commande avec retour unitaire 

 

 

Le processus G(s) est un modèle du premier ordre avec retard dont la fonction de transfert est 

donnée comme suit: 

Ts1

Ke
)s(G

s






                                                             (V.2) 

La fonction de transfert en boucle fermée de ce système de commande est donc donnée par: 

)s(G)s(C1

)s(G)s(C

)s(R

)s(Y
)s(GCL


                                        (V.3) 

Le problème de conception de ce système de commande est de trouver le correcteur C(s) qui 

garantit que la fonction de transfert en boucle fermée GCL(s) se comporte comme le modèle de 

référence général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire avec retard dont la fonction de transfert 

est donnée par l’expression suivante [58].: 
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
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

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                                           (V.4) 

Où les paramètres m (0 < m < 2),  (0 <  <1) et ωn (ωn > 0) seront choisis de telle sorte que le 

modèle de référence désiré Gd(s) de l’équation (V.4) répond aux exigences de performance 

dynamique du système de commande projeté. Si les exigences de performance du système de 

commande projeté peuvent être exprimées en termes de fréquence de coupure c et de marge de 

phase m du système en boucle ouverte qui sont liées, respectivement, au temps de réponse Ts et 

au dépassement D(%) du système en boucle fermée; alors les trois paramètres m,  et ωn peuvent 

être réglés comme montré dans la section 2.1.  

Pour un ensemble de performances caractéristiques données du système de commande projeté, le 

réglage des paramètres m,  et ωn du modèle général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire est 

fait comme suit : 

C (s) G(s) 
+ 

- 

E(s) R(s) 

r(t) e(t) u(t) 

U(s) Y(s) 

y(t) 
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 Premièrement, on fait varier les paramètres m (0 < m < 2),  (0 <  <1) et ωn (ωn > 0) 

pour obtenir un ensemble de paramètres (m, , ωn), pour lesquels le modèle général de 

Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire répond aux performances caractéristiques du 

système de commande projeté. 

 Ensuite, on choisit un seul triplet des valeurs de l’ensemble des paramètres (m, , ωn) 

pour calculer le correcteur C(s) pour que le système de commande projeté répond aux 

performances caractéristiques exigées. 

La fonction de transfert du correcteur, ainsi obtenu 









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


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
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m
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I
p

sfsfs

s

s

K
K)s(C  , a une 

structure intéressante, qui est décomposée en deux fonctions en cascade; la première est un 

correcteur PI classique et la seconde est un filtre d'ordre fractionnaire. Les paramètres KP, KI, f1 

et f2 de C(s), sont calculés analytiquement à partir des paramètres du modèle du premier ordre 

avec retard K, T et  de l’équation (V.2) et des paramètres de la fonction de transfert du modèle 

général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire m,  et n de l’équation (V.4).  

V.3.2 Méthode de conception du correcteur 

L’objectif de conception consiste simplement à trouver la fonction de transfert du correcteur C(s) 

pour satisfaire la condition GCL(s) = Gd(s) [58]. Ainsi, à partir des équations (V.3) et (V.4), on 

aura : 
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                                    (V.5) 

Comme le processus G(s) est un modèle du premier ordre avec retard dont la fonction de 

transfert est donnée par l'équation (V.2), l’équation (V.5) deviendra donc : 
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                                    (V.6) 

En réarrangeant l'équation (V.6), on obtient:                  
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L'approximation de Taylor du premier ordre du retard temporel θse  est  θs1e θs  . En 

substituant cette approximation de retard dans l'équation (V.8), on aura: 
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Alors, le correcteur C(s) est déduit de l’équation (V.9) par l’expression suivante: 
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Ce correcteur de l’équation (V.10) est réécrit comme suit :                                       
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Ce correcteur C(s) est formé d'un correcteur PI classique Cc(s) en cascade avec un filtre d'ordre 

fractionnaire F(s). Donc, on a: 
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Où les paramètres KP et KI du correcteur PI classique et f1 et f2 du filtre d'ordre fractionnaire 

F(s), sont donnés par les expressions suivantes:     
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En substituant C(s) de l'équation (V.12) dans l'équation (V.3), on aura l’expression suivante: 
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En réarrangeant l'équation (V.15), on aura: 
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Pour éviter que la fonction de transfert en boucle fermée GCL(s) de l’équation (V.16) soit 

exactement le modèle de référence général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire, on utilise 

alors l'approximation de Pade du second ordre du retard temporel θse  donnée par 
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e au lieu de son approximation de Taylor du premier ordre.  

En substituant cette approximation du retard temporel dans le dénominateur de l'équation (V.16), 

on aura donc l'expression suivante: 
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Où les coefficients C1, C2, C3, D2, D3, D4, D5, D6, D7 et D8 sont donnés comme suit : 
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L’algorithme pour régler les quatre paramètres KP, KI, f1 et f2 du correcteur PI-FF fractionnaire 

proposé du système de commande avec retour unitaire de la figure (V.3), et dont le processus 

G(s) est un modèle du premier ordre avec retard de l’équation (V.2) de telle sorte que sa fonction 

de transfert en boucle fermée se comporte comme la fonction de transfert du modèle général de 

Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire de l'équation (V.4) et qui répond aux exigences de 

performance dynamique du système de commande projeté, l'algorithme proposé est composé par 

les étapes suivantes: 

 

Etape 1 : 

 Faire entrer les valeurs des spécifications de conception exigées du système de 

commande avec retour unitaire projeté (marge de gain, marge de phase, fréquence du 

gain unitaire, pourcentage de dépassement, temps de réponse…) 

 Faire entrer les valeurs des paramètres K, T et  du modèle du premier ordre avec retard 

Etape 2 : 

 Obtenir les paramètres m,  et n du modèle générale de Bagley-Torvik d'ordre 

fractionnaire de l'équation (V.4), qui répondent aux spécifications exigées du système 

de commande avec retour unitaire projeté. 

Etape 3 : 

 Calculer les quatre paramètres KP, KI, f1 et f2 du correcteur PI-FF fractionnaire proposé 



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K)s(C  , en fonction des paramètres K, T et  du modèle du 

premier ordre avec retard et des paramètres du modèle général de Bagley-Torvik d'ordre 

fractionnaire m,  et n obtenus dans la première étape, en utilisant les expressions 

suivantes: 
K

T
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Etape 4 : 

 Les réponses fréquentielles et temporelles du système de commande en boucle fermée 

sont calculées en utilisant la fonction GCL(s) de l’équation (V.19) :  
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V.4 Résultats de simulation  

V.4.1 Exemple 1 

La commande du niveau du liquide dans les réservoirs est un problème fondamental dans les 

processus industriels. Dans [59], le correcteur PI

D

 d'ordre fractionnaire a été utilisé, pour 

commander ce type de processus pour améliorer ses performances caractéristiques par rapport au 

correcteur PID classique. Alors, dans cet exemple, on va utiliser le correcteur PI-FF proposé 

pour la commande du niveau du liquide, pour vérifier l'efficacité et l'utilité de ce type de 

correcteur dans l'amélioration des performances caractéristique par rapport au correcteur PI

D

 

d'ordre fractionnaire.  

Le processus dynamique du niveau du liquide dans les réservoirs est représenté par un modèle  

du premier ordre avec retard comme suit [59]: 

433.33s1

3.13e

Ts1

Ke
(s)G

5ss

p








                                          (V.20) 

Les spécifications de conception exigées du système de commande à retour unitaire projeté sont 

données par: 

 Fréquence du gain unitaire:
 

s/rad01.0ωc    

 Marge de phase: o

m 50  

L’objectif de la stratégie de commande PI-FF proposée pour la commande à retour unitaire du 

niveau du liquide dans les réservoirs est de trouver le correcteur C(s) qui garantisse que sa 

fonction de transfert en boucle fermée GCL(s) est le modèle de référence général de Bagley-

Torvik d'ordre fractionnaire, dont la fonction de transfert Gd(s) est celle de l'équation (V.4).  

Dans la méthode de conception du correcteur PI-FF proposée, on doit premièrement traduire les 

spécifications de conception exigées du système de commande à retour unitaire projeté du niveau 

du liquide dans les réservoirs (fréquence du gain unitaire
 

s/rad01.0ωc  et Marge de phase 

o

m 50 ) en termes des paramètres m,  et n de la fonction de transfert du model général de 

Bagley-Torvik. Après plusieurs essais de simulation et d’analyse du modèle général de Bagley-

Torvik d'ordre fractionnaire pour satisfaire les spécifications de conception exigées du système 

de commande à retour unitaire projeté, les valeurs numériques obtenues pour les paramètres m,  

et n sont m = 0.986,  = 0.473, et n = 0.0127. Par conséquent, la fonction de transfert du 

modèle général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire Gd(s) est donnée par [58]: 
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De l’équation (V.13), la fonction de transfert du correcteur PI-FF proposé est donnée par: 
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Donc le correcteur PI-FF proposé C(s) est donné par: 
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La fonction de transfert CF(s) du correcteur PI

D

 fractionnaire obtenu dans [59], pour la 

commande du niveau du liquide dans les réservoirs, est donnée par : 

3146.0

0.7333F s4747.1
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0.0469
0469.0(s)C                                      (V.24) 

V.4.1.1 Analyse de la stabilité 

Les fonctions de transfert en boucle fermée de la commande du niveau du liquide avec le 

correcteur PI-FF proposé de l'équation (V.23) [58] et du correcteur PI

D

 fractionnaire de 

l'équation (V.24) [59] sont données, respectivement, par les expressions suivantes: 
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Les dénominateurs des ces deux fonctions de transfert sont donnés comme suit: 
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L'analyse de la stabilité pour ce type de système est réalisée en utilisant la méthode de Mikhailov 

généralisée modifiée, proposé dans [37]. Pour le système de commande de cet exemple avec le 

correcteur PI-FF proposé et le correcteur PI

D

 d'ordre fractionnaire, les deux fonctions 1(s) et 

2(s) sont données, respectivement, par les expressions suivantes : 
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Figure (V.4) montre les tracés des parties imaginaires contre les parties réelles des deux 

fonctions 1(jω) et 2(jω) pour s = jω, avec - < ω < +. De la figure (V.4), on peut voir que les 

deux tracés n’encerclent pas l'origine du plan complexe. Alors, on peut dire que le système de 

commande en boucle fermée de cet exemple est stable avec les deux types de correcteur PI-FF 

proposé et PI

D

 d'ordre fractionnaire. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Figure (V.4): Tracés des fonctions 1(jω) (rouge) et 2(jω) (bleu) 
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V.4.1.2 Réponses fréquentielles et temporelles  

Les fonctions de transfert en boucle ouverte de la commande du niveau du liquide avec le 

correcteur PI-FF proposé de l'équation (V.23) [58] et le correcteur PI

D

 fractionnaire de 

l'équation (V.24) [59] sont données, respectivement, par les expressions suivantes: 
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Figure (V.5) montre les tracés de Bode des fonctions de transfert en boucle ouverte C(s)G(s) et 

CFG(s) du système de commande de cet exemple avec le correcteur PI-FF proposé  de l'équation 

(V.23) et le correcteur PI

D

 d'ordre fractionnaire de l'équation (V.24), respectivement. De la 

figure (V.5), on note que les tracés de Bode des fonctions de transfert en boucle ouverte C(s)G(s) 

et CF(s)G(s) sont presque confondus autour de la fréquence au gain unité. 

 
Figure (V.5): Tracés de Bode des fonctions de transfert en boucle 

 ouverte C(s)G(s) (rouge) et CF(s)G(s) (bleu) 
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De la figure (V.5), les résultats des spécifications de la conception exigées de la fréquence du 

gain unitaire s/rad01.0ωc  et de la marge de phase o

m 50  du système de commande à 

retour unitaire du niveau du liquide avec les deux correcteurs sont résumés dans le tableau (V.1). 

 

Tableau (V.1): Résultats des spécifications de conception c et m 

 c (rad/s) m (deg) 

Correcteur PI-FF proposé 0.01 50.000 

Correcteur PI

D

 fractionnaire  0.01 49.994 

 

 

Figure (V.6) montre les réponses indicielles du système de commande de cet exemple avec le 

correcteur PI-FF proposé de l'équation (V.23) et le correcteur PI

D

 fractionnaire de l'équation 

(V.24). De la figure (V.6), on remarque que le dépassement D(%) et le temps de réponse Ts (2%) 

de la réponse indicielle du système de commande en boucle fermée du niveau du liquide avec le 

correcteur PI-FF proposé, sont plus petits que ceux avec le correcteur PI

D

 fractionnaire. 

 

 

 
Figure (V.6): Réponses indicielles du système de commande avec le correcteur  

 PI-FF proposé (rouge) et avec le correcteur PI

D
 (bleu) 
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On a aussi fait le calcul de l’intégrale du carré de l’erreur multiplié par le temps (Integral Time 

Square error - ITSE) de la réponse indicielle du système de commande en boucle fermée du 

niveau du liquide avec les deux correcteurs PI-FF proposé et PI

D

 fractionnaire. Il a été constaté 

que la valeur de l’ITSE avec le correcteur PI-FF est plus petite que celle de l’ITSE avec le 

correcteur PI

D

 fractionnaire. Pour voir l’amélioration des performances caractéristiques du 

système de commande en boucle fermée du niveau du liquide avec le  correcteur PI-FF proposé, 

les résultats obtenus du dépassement D(%), du temps de réponse Ts (2%) et de l’ITSE de la 

réponse indicielle du système de commande en boucle fermée avec les deux correcteurs PI-FF 

proposé et PI

D

 fractionnaire, sont résumé dans le tableau (V.2). 

 

Tableau (V.2): Caractéristiques de performance des correcteurs PI-FF et PI

D
 

 D(%) TS (2%) (s) ITSE 

Correcteur PI-FF proposé 17.588 654.100 6.4258e+5 

Correcteur PI

D

 fractionnaire 21.574 832.200 11.5620e+5 

 

Du tableau (V.2), on tire les conclusions suivantes: 

 Le dépassement D(%) du système de commande à retour unitaire avec le correcteur PI-FF 

est environ 18% plus petit que celui avec le correcteur PI

D

 fractionnaire. 

 Le temps de réponse Ts (2%) du système de commande à retour unitaire avec le correcteur 

PI-FF est environ 21% plus petit que celui avec le correcteur PI

D

 fractionnaire. 

 L'ITSE du système de commande à retour unitaire avec le correcteur PI-FF est environ 

44,42% plus petit que celui avec le correcteur PI

D

 fractionnaire. 

A partir de ces résultats de simulation, on peut conclure que le correcteur PI-FF proposé a 

considérablement améliorée les caractéristiques de performance temporelle du système de 

commande à retour unitaire par rapport au correcteur PI

D

 d'ordre fractionnaire. 

V.4.1.3 Signal de commande 

Le signal de commande u(t) de la figure (V.3) du système de commande de cet exemple avec le 

correcteur PI-FF proposé de l'équation (V.23) et avec le correcteur PI

D

 d'ordre fractionnaire de 

l'équation (V.24) sont présentés dans la figure (V.7). 
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Figure (V.7): Signal de commande du système de commande avec le correcteur  

 PI-FF proposé (rouge) et avec le correcteur PI

D

 (bleu) 

 

De la figure (V.7), on note que malgré l'amélioration des performances du système de commande 

en boucle fermée du niveau du liquide en utilisant le correcteur PI-FF proposé par rapport au 

correcteur PI

D

 l'effort initial du système de commande avec le correcteur PI-FF proposé est 

inférieur à celui avec le correcteur PI

D

. 

V.4.1.4 Perturbation 

Pour étudier l'influence d’une perturbation W(s) de cet exemple on considère le schéma de la 

figure (V.8) suivante : 

 

 

 

 

 

Figure (V.8): Système de commande avec le signal de perturbation 

 

Pour R(s) = 0 la fonction de transfert de la perturbation W(s) au signal de sortie Y(s) est 

)s(G)s(C1

)s(G

)s(W

)s(Y
)s(D


 . Figure (V.9) montre les signaux de sortie du système de 

C(s) G(s) 
+ 

- 

R(s) + 

+ 

W(s) 

Y(s) 
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commande en boucle fermée du niveau du liquide, noté perturbation. Pour l’entrée perturbation 

W(s) échelon unité avec le correcteur PI-FF proposé de l'équation (V.23) et le correcteur PI

D

  

fractionnaire de l'équation (V.24). 

 

 

Figure (V.9): Réponse du système de commande à une perturbation échelon 

avec le correcteur PI-FF proposé (rouge) et avec le correcteur 

PI

D

 (bleu). 

A partir de la figure (V.9), on peut remarquer que le système de commande avec le correcteur PI-

FF proposé rejette complètement la perturbation exactement comme le système de commande 

avec le correcteur PI

D

. 

V.4.1.5 Sensibilité 

La sensibilité S(s) décrit la fonction de transfert d’une perturbation externe N(s) à la sortie du 

système de commande, comme il est montré dans la figure (V.10) suivante: 

 

 

 

 

 

 

Figure (V.10): Système de commande avec une perturbation externe 
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Pour R(s) = 0, la fonction de transfert de la perturbation N(s) au signal de sortie Y(s) est donnée 

par l'expression suivante: 

)s(G)s(C1

1

)s(N

)s(Y
)s(S


                                               (V.33) 

Pour une bonne mesure de la sensibilité le paramètre Ms défini par l’expression suivante : 

dB
0dB0

s
)j(G)j(C1

1
max)j(SmaxM





                              (V.34) 

doit être entre 1.3 et 2 dB. Figure (V.11) montre les tracés de Bode des fonctions de sensibilité 

S(s) du système de commande en boucle fermée du niveau du liquide pour l’entrée perturbation 

externe N(s) échelon unité avec le correcteur PI-FF proposé de l'équation (V.23) et le correcteur 

PI

D

  fractionnaire de l'équation (V.24). 

De la figure (V.11), on remarque que le paramètre de sensibilité Ms des deux tracés de Bode de 

la fonction S(s) est tel que 1.3 < Ms < 2. Alors, le système de commande de cet exemple a une 

bonne mesure de la sensibilité pour les deux correcteurs PI-FF proposé et PI

D

 fractionnaire. 

D’après les résultats obtenus, pour la méthode de conception du correcteur PI-FF proposée pour 

le système de commande en boucle fermée du niveau du liquide, on note que malgré les 

améliorations réalisées pour les trois performances caractéristiques considérées, le dépassement 

D(%), le temps de réponse Ts (2%) et l’ITSE, ni le signal de commande ni le rejet de la 

perturbation ni la mesure de la sensibilité n’a été altéré. 
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Figure (V.11): Tracés de Bode de la sensibilité S(j) du système de commande avec le 

 correcteur PI-FF proposé (rouge) et le correcteur PI

D

 fractionnaire (bleu) 

 

 

 

V.4.1.6 Robustesse 

Pour tester la robustesse du système de commande à retour unitaire du processus du niveau du 

liquide avec le correcteur PI-FF proposé et le correcteur PI

D

 fractionnaire, on fait varier la 

constante du temps T et le gain K du modèle du premier ordre avec retard de l’équation (V.20) 

dans les intervalles, respectivement, [0.90 TN , 1.10 TN] et [0.90 KN , 1.10 KN] où TN = 433.33 et 

KN = 3.13 sont les valeurs nominales des paramètres T et K; puis, constater les variations du 

dépassement D(%) et du temps de réponse Ts (2%) dans ces intervalles. Figures (V.12) et (V.13) 

montrent, respectivement, les tracés des variations du dépassement D(%) et du temps de réponse 

Ts (2%) en fonction des paramètres T ( 389.997 < T < 476.663 ) et K ( 2.817 < K < 3.443 )  du 

système de commande à retour unitaire de l’exemple avec le correcteur PI-FF proposé et le 

correcteur PI

D

 fractionnaire. 
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Figure (V.12): Tracé des variations de D en fonction de T et K du système de commande  

 avec le correcteur PI-FF proposé (rouge) et le correcteur PI

D

 (bleu) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure (V.13): Tracé des variations de Ts en fonction de T et K du système de commande  

 avec le correcteur PI-FF proposé (rouge) et le correcteur PI

D

 (bleu) 

 

Des figures (V.12) et (V.13), on  remarque que les tracés des variations du dépassement D(%) et 

du temps de réponse Ts (2%) en fonction de la constante de temps T et du gain K avec le 

correcteur PI-FF proposé sont des droites horizontales et les tracés des variations du dépassement 

D(%) et du temps de réponse Ts (2%) en fonction de la constante de temps T et du gain K avec 

le correcteur PI

D

 sont toutes des droites inclinées. On a conclut alors que le système de 

commande à retour unitaire du processus du niveau du liquide avec le correcteur PI-FF proposé 

est plus robuste que celui avec le correcteur PI

D

 fractionnaire aux variations de la constante du 

temps T et le gain K du modèle du premier ordre avec retard de l’équation (V.20) de cet 

exemple. 

D
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V.4.2 Exemple 2 

Dans [60], le correcteur PID

 d'ordre fractionnaire a été utilisé pour commander ce type de 

processus pour améliorer ses performances caractéristiques par rapport au correcteur PID 

classique. Alors, dans cet exemple, on va utiliser le correcteur PI-FF proposé pour la commande 

du processus pour vérifier l'efficacité et l'utilité de ce type de correcteur dans l'amélioration des 

performances caractéristiques par rapport au correcteur PID

 d'ordre fractionnaire.  

Le processus de cet exemple est représenté par un modèle du premier ordre avec retard comme 

suit [60]: 

s8.371

3.481e

Ts1

Ke
(s)G

s4.6s

p








                                          (V.35) 

Les spécifications de conception exigées du système de commande à retour unitaire projeté sont 

données par: 

 Fréquence du gain unitaire:
 

s/rad13.0ωc    

 Marge de phase: o
m 95  

L’objectif de la stratégie de commande PI-FF proposée pour la commande à retour unitaire du 

processus présenté dans cet exemple, est de trouver le correcteur C(s) qui garantisse que sa 

fonction de transfert en boucle fermée GCL(s) est le modèle de référence général de Bagley-

Torvik d'ordre fractionnaire dont la fonction de transfert est Gd(s) de l'équation (V.4).  

Dans la méthode de conception du correcteur PI-FF proposée, on doit premièrement traduire les 

spécifications de conception exigées du système de commande à retour unitaire projeté du 

processus de cet exemple (fréquence du gain unitaire
 

s/rad13.0ωc  et Marge de phase 

o
m 95 ) en termes des paramètres m,  et n de la fonction de transfert du model général de 

Bagley-Torvik. Après plusieurs essais de simulation et d’analyse du modèle général de Bagley-

Torvik d'ordre fractionnaire pour satisfaire les spécifications de conception exigées du système 

de commande à retour unitaire projeté, les valeurs numériques obtenues pour les paramètres m,  

et n sont m = 0.76,  = 0.95, et n = 1.5. Par conséquent, la fonction de transfert du modèle 

général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire Gd(s) est donnée par [58]: 

1
1.5

s
0.95*2

1.5

s

e

1
ω

s
2

ω

s

e
(s)G

76.02

n

2

n

θs

d

s4.6
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De l’équation (V.13), la fonction de transfert du correcteur PI-FF proposé est donnée par: 

            

























m
21

2

I
p

sfsfs

s

s

K
K)s(C                                       (V.37) 

où 24.4326
K

Tω
K

2

n

P  , 0.6464
K

ω
K

2

n

I  , 4.142

1  nf et 1413.32 )2(

2  m

nf  .  

Donc le correcteur PI-FF proposé C(s) est donné par: 





















76.02 s1413.3s4.14s

s

s

6464.0
4326.24)s(C                      (V.38) 

La fonction de transfert CF(s) du correcteur PID

 fractionnaire obtenu dans [60] pour la 

commande du niveau du liquide dans les réservoirs est donnée par : 

7899.0
F s0883.1

s

0.0479
361.1(s)C                                      (V.39) 

V.4.2.1 Analyse de la stabilité 

Les fonctions de transfert en boucle fermée de la commande du processus de cet exemple avec le 

correcteur PI-FF proposé de l'équation (V.38) [58] et le correcteur PID

 fractionnaire de 

l'équation (V.39) [60] sont données, respectivement, par les expressions suivantes: 

 

  












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                 (V.40) 

 
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                              (V.41) 

Les dénominateurs des ces deux fonctions de transfert sont donnés comme suit: 

  


















6.4s

0.7676.123

FF-PI
e2.250185.0499s

s1413.3s4.147411.118s32.54537.8s
(s)D                    (V.42) 

  s4.67899.12
PIDF e1667.0s7376.4s7884.3ss8.37(s)D                              (V.43) 

L'analyse de la stabilité pour ce type de système, est réalisée en utilisant la méthode de 

Mikhailov généralisée modifiée proposé dans [37]. Pour le système de commande de cet 
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exemple avec le correcteur PI-FF proposé et le correcteur PID

 d'ordre fractionnaire, les deux 

fonctions 1(s) et 2(s) sont données, respectivement, par les expressions suivantes : 

 
3
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0.7676.123

3
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1
)3(8.37
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 
2
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1667.07376.47884.38.37

)2(8.37

(s)D
(s)











s

essss

s

s

             (V.45) 

Figure (V.14) montre les tracés des parties imaginaires contre les parties réelles des deux 

fonctions 1(jω) et 2(jω) pour s = jω, avec - < ω < +. De la figure (V.14), on peut voir que 

les deux tracés n’encerclent pas l'origine du plan complexe. Alors, on peut dire que le système de 

commande en boucle fermée de cet exemple est stable avec les deux types de correcteur PI-FF 

proposé et PID

 d'ordre fractionnaire. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure (V.14): Tracés des fonctions 1(jω) (rouge) et 2(jω) (bleu) 

 

V.4.2.2 Réponses fréquentielles et temporelles  

Les fonctions de transfert en boucle ouverte de la commande du processus de cet exemple avec 

le correcteur PI-FF proposé de l'équation (V.38) [58] et le correcteur PI

D

 fractionnaire de 

l'équation (V.39) [60] sont données, respectivement, par les expressions suivantes: 

 

 0  



Chapitre V Conception d'un Correcteur Proportionnel Intégral Avec un Filtre 

d'Ordre Fractionnaire (PI-FF) pour le Système du Premier Ordre Avec 

Retard 

 

 

 

;7 



































s8.371

3.481e

1413.34.14

6464.0
4326.24C(s)G(s)

s4.6

76.02 sss

s

s
      (V.46) 

 

























s8.371

3.481e
0883.1

s

0.0479
361.1(s)G(s)sC

s4.6
7899.0

F s                      (V.47) 

Figure (V.15) montre les tracés de Bode des fonctions de transfert en boucle ouverte C(s)G(s) et 

CFG(s) du système de commande de cet exemple avec le correcteur PF-FF proposé  de l'équation 

(V.38) et le correcteur PID

 d'ordre fractionnaire de l'équation (V.39), respectivement. De la 

figure (V.15), on note que les tracés de Bode des fonctions de transfert en boucle ouverte 

C(s)G(s) et CF(s)G(s) sont presque confondus autour de la fréquence au gain unité. 

 

Figure (V.15): Tracés de Bode des fonctions de transfert en boucle 

   ouverte C(s)G(s) (rouge) et CF(s)G(s) (bleu) 

 

De la figure (V.15), les résultats des spécifications de la conception exigées de la fréquence du 

gain unitaire srad /13.0ωc  et de la marge de phase o95m   du système de commande à 

retour unitaire du processus de cet exemple avec les deux correcteurs, sont résumés dans le 

tableau (V.3). 
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Tableau (V.3): Résultats des spécifications de conception c et m 

 c (rad/s) m (deg) 

Correcteur PI-FF proposé 0.1161 52.8301 

Correcteur PID

 fractionnaire  0.1300 47.3355 

 

Figure (V.16) montre les réponses indicielles du système de commande de cet exemple avec le 

correcteur PI-FF proposé de l'équation (V.38) et le correcteur PID

 fractionnaire de l'équation 

(V.39). De la figure (V.16), on remarque que le dépassement D(%) et le temps de réponse Ts 

(2%) de la réponse indicielle du système de commande en boucle fermée du processus de cet 

exemple avec le correcteur PI-FF proposé sont plus petits que ceux avec le correcteur PID

 

fractionnaire. 

 

 

Figure (V.16): Réponses indicielles du système de commande avec le correcteur  

  PI-FF proposé (rouge) et avec le correcteur PID
 (bleu) 

 

On a aussi fait le calcul de l’intégrale du carré de l’erreur multiplié par le temps (Integral Time 

Square error - ITSE) de la réponse indicielle du système de commande en boucle fermée du 

processus de cet exemple avec les deux correcteurs PI-FF proposé et PID

 fractionnaire. Il a été 
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constaté que la valeur de l’ITSE avec le correcteur PI-FF est plus petite que celle de l’ITSE avec 

le correcteur PID

 fractionnaire. Pour voir l’amélioration des performances caractéristiques du 

système de commande en boucle fermée du processus de cet exemple avec le  correcteur PI-FF 

proposé, les résultats obtenus du dépassement D(%), du temps de réponse Ts (2%) et de l’ITSE 

de la réponse indicielle du système de commande en boucle fermée avec les deux correcteurs PI-

FF proposé et PID

 fractionnaire sont résumé dans le tableau (V.4). 

 

Tableau (V.4): Caractéristiques de performance des correcteurs PI-FF et PID
 

 D(%) TS (2%) (s) ITSE 

Correcteur PI-FF proposé 17.4 47.63 62.9441 

Correcteur PID

 fractionnaire 26.52 55.11 103.7703 

 

Du tableau (V.4), on tire les conclusions suivantes: 

 Le dépassement D(%) du système de commande à retour unitaire avec le correcteur PI-FF 

est environ 34.39% plus petit que celui avec le correcteur PID

 fractionnaire. 

 Le temps de réponse Ts (2%) du système de commande à retour unitaire avec le correcteur 

PI-FF est environ 13.57% plus petit que celui avec le correcteur PID

 fractionnaire. 

 L'ITSE du système de commande à retour unitaire avec le correcteur PI-FF est environ 

39.34% plus petit que celui avec le correcteur PID

 fractionnaire. 

A partir de ces résultats de simulation, on peut conclure que le correcteur PI-FF proposé a 

considérablement amélioré les caractéristiques de performance temporelle du système de 

commande à retour unitaire par rapport au celles avec le correcteur PID

 d'ordre fractionnaire. 

V.4.2.3 Signal de commande 

Le signal de commande u(t) de la figure (V.3) du système de commande de cet exemple avec le 

correcteur PI-FF proposé de l'équation (V.38) et avec le correcteur PID

 d'ordre fractionnaire de 

l'équation (V.39) est présenté dans la figure (V.17). 
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Figure (V.17): Signal de commande du système de commande avec le correcteur  

  PI-FF proposé (rouge) et avec le correcteur PID

 (bleu) 

 

De la figure (V.17), on note que malgré l'amélioration des performances du système de 

commande en boucle fermée du processus de cet exemple, en utilisant le correcteur PI-FF 

proposé par rapport au correcteur PID

, l'effort initial du système de commande avec le 

correcteur PI-FF proposé est inférieur à l'effort du système de commande avec le correcteur 

PID

. 

V.4.2.4 Perturbation 

Par la même méthode que nous avons utilisé dans le premier exemple, nous étudions l'influence 

d’une perturbation W(s) de cet exemple. 

Figure (V.18) montre les signaux de sortie du système de commande en boucle fermée du 

processus de cet exemple, noté perturbation, pour l’entrée perturbation W(s) échelon unité avec 

le correcteur PI-FF proposé de l'équation (V.38) et le correcteur PID

  fractionnaire de l'équation 

(V.39). 
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Figure (V.18): Réponse du système de commande à une perturbation échelon   

avec le correcteur PI-FF proposé (rouge) et avec le correcteur 

PID

 (bleu). 

A partir de la figure (V.18), on peut remarquer que le système de commande avec le correcteur 

PI-FF proposé, rejette complètement la perturbation exactement comme le système de 

commande avec le correcteur PID

. 

V.4.2.5 Sensibilité 

Par la même méthode que nous avons utilisé dans le premier exemple, nous étudions la 

sensibilité S(s) dans cet exemple. 

Figure (V.19) montre les tracés de Bode des fonctions de sensibilité S(s) du système de 

commande en boucle fermée du processus de cet exemple pour l’entrée perturbation externe N(s) 

échelon unité avec le correcteur PI-FF proposé de l'équation (V.38) et le correcteur PID

  

fractionnaire de l'équation (V.39). 

De la figure (V.19) on note que le paramètre Ms du système de commande avec le correcteur PI-

FF proposé est mieux que le paramètre Ms du système de commande avec le correcteur PID

. 

D’après les résultats obtenus, pour la méthode de conception du correcteur PI-FF proposée pour 

le système de commande en boucle fermée du processus de cet exemple, on note que malgré les 

améliorations réalisées pour les trois performances caractéristiques considérées, le dépassement 

D(%), le temps de réponse Ts (2%) et l’ITSE, ni le signal de commande ni le rejet de la 

perturbation ni la mesure de la sensibilité n’a été altéré. 
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Figure (V.19): Tracés de Bode de la sensibilité S(j) du système de commande avec le 

 correcteur PI-FF proposé (rouge) et le correcteur PID

 fractionnaire (bleu) 

 

V.4.2.6 Robustesse 

Pour tester la robustesse du système de commande à retour unitaire du processus de cet exemple 

avec le correcteur PI-FF proposé et le correcteur PID

 fractionnaire, on fait varier la constante du 

temps T et le gain K du modèle du premier ordre avec retard de l’équation (V.35) dans les 

intervalles, respectivement, [0.90 TN , 1.10 TN] et [0.90 KN , 1.10 KN]; où TN = 37.8 et KN = 3.481 

sont les valeurs nominales des paramètres T et K puis, constater les variations du dépassement 

D(%) et du temps de réponse Ts (2%) dans ces intervalles. Figures (V.20) et (V.21) montrent, 

respectivement, les tracés des variations du dépassement D(%) et du temps de réponse Ts (2%) 

en fonction des paramètres T ( 34.02 < T < 41.58 ) et K ( 3.1329 < K < 3.8291 )  du système de 

commande à retour unitaire de l’exemple avec le correcteur PI-FF proposé et le correcteur PID

 

fractionnaire. 
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Figure (V.20): Tracé des variations de D en fonction de T et K du système de commande  

 avec le correcteur PI-FF proposé (rouge) et le correcteur PID

 (bleu) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figure (V.21): Tracé des variations de Ts en fonction de T et K du système de commande  

 avec le correcteur PI-FF proposé (rouge) et le correcteur PID

 (bleu) 

Des figures (V.20) et (V.21), on  remarque que les tracés des variations du dépassement D(%) et 

du temps de réponse Ts (2%) en fonction de la constante de temps T et du gain K avec le 

correcteur PI-FF proposé sont des droites horizontales et les tracés des variations du dépassement 

D(%) et du temps de réponse Ts (2%) en fonction de la constante de temps T et du gain K avec 

le correcteur PID

 sont toutes des droites inclinées. On a conclut alors, que le système de 

commande à retour unitaire du processus de cet exemple avec le correcteur PI-FF proposé est 

plus robuste que celui avec le correcteur PID

 fractionnaire aux variations de la constante du 

D
 %

 

D
 %

 

T K 

K=3.481 T=37.8 s 

T
s T
s 

T K 

K=3.481 T=37.8 s 



Chapitre V Conception d'un Correcteur Proportionnel Intégral Avec un Filtre 

d'Ordre Fractionnaire (PI-FF) pour le Système du Premier Ordre Avec 

Retard 

 

 

 

;9 

temps T et le gain K du modèle du premier ordre avec retard de l’équation (V.35) de cet 

exemple. 

 

V.5 Conclusion 

Dans ce chapitre on a présenté une nouvelle approche de conception d'un correcteur d’ordre 

fractionnaire pour la commande d'un model FOPTD dans le but d'améliorer les performances 

caractéristiques du système de commande en boucle fermée. Le correcteur conçu garantit que la 

fonction de transfert en boucle fermé du système de commande est le modèle de référence 

général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire. Le correcteur ainsi obtenu est un correcteur PI 

classique en cascade avec un filtre d'ordre fractionnaire (PI-FF). L'avantage principal de la 

méthode de conception proposée est que la fonction de transfert de ce correcteur PI-FF 

fractionnaire est calculée analytiquement à partir des fonctions de transfert du modèle FOPTD et 

du modèle général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire. 

Des exemples illustratifs ont été présentés pour montrer l’efficacité du correcteur d'ordre 

fractionnaire PI-FF dans l’amélioration des performances caractéristiques de la commande d’un 

processus représenté par un modèle FOPTD comparées à celles obtenues avec les correcteurs 

fractionnaires PI
λ
D

 et PID


. 
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Conclusion Générale 

Plusieurs processus industriels sont représentés par le modèle du premier ordre avec retard (First 

Order Plus Time Delay, FOPTD) qui est un modèle très connu et très utilisé dans la 

modélisation. La commande de ces processus nécessite l’utilisation des régulateurs pour 

satisfaire les performances caractéristique exigés.   

L’objectif principal de l’utilisation des différentes structures de correcteurs d’ordre fractionnaires 

est de satisfaire plus de performances caractéristiques temporelles et fréquentielles dans la 

commande des systèmes. L’apport supplémentaire dans l’utilisation de telles structures de 

correcteurs fractionnaires réside dans l’aspect fractionnaire de leurs ordres de dérivation ou 

d’intégration constituant ainsi des degrés de liberté supplémentaires qui peuvent améliorer 

considérablement la commande comparés aux correcteurs classiques. 

Dans cette thèse, nous avons abordé la tache de la conception des nouveaux correcteurs d'ordre 

fractionnaire pour les processus du premier ordre avec retard en se basent sur le modèle de 

référence de Bagley-Torvik. 

Notre première contribution a été consacrée à la conception d’un correcteur PI
λ
 fractionnaire d'un 

système de commande à retour unitaire, dont le modèle du processus est un système du premier 

ordre avec retard. La technique de conception proposée consiste à utiliser les paramètres KP et TI
 

du correcteur PI classique conçu pour ce même système de commande, puis ajuster l’ordre 

d’intégration λ du correcteur PI
λ
 fractionnaire pour améliorer l'erreur quadratique intégrale, le 

dépassement et le temps de réponse de la réponse indicielle du système de commande avec le 

correcteur PI classique. Des exemples illustratifs, pour différents types de processus, sont 

présentés pour valider l’efficacité et la flexibilité de la méthode de réglage proposée. Les 

résultats de simulation obtenus ont été très satisfaisants. La seconde contribution consistait à 

faire une analyse des performances caractéristiques temporelles et fréquentielles du système 

général de Bagley-Torvik d'ordre fractionnaire dont la fonction de transfert est donnée par 

2

n

m

n ω

s

ω

s
2ζ1

1
G(s)
























  (où 0 < m < 2, 1ζ0  et 0n  ) en fonction des valeurs de 

l'ordre de différentiation m et du coefficient d’amortissement . Les résultats des performances 

caractéristiques obtenus ont montré que le comportement de ce type de système fractionnaire va 

de la relaxation à l'oscillation pour différentes valeurs des paramètres m et ζ. Alors, on a estimé 

qu’il serait très intéressant de considérer ce système fractionnaire comme modèle de référence 

dans la théorie de la commande des systèmes. La dernière contribution porte sur la conception 

d’un nouveau correcteur fractionnaire pour un système de commande à retour unitaire dont le 
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modèle du processus est un système du premier ordre avec retard, pour l’amélioration de ses 

performances et sa robustesse. Ce nouveau correcteur fractionnaire n'est pas choisi à partir des 

correcteurs classiques ; mais est établi de manière à ce que la fonction de transfert en boucle 

fermée du système de commande projetée, soit le modèle de référence général de Bagley-Torvik 

d’ordre fractionnaire. Le correcteur d'ordre fractionnaire résultant a une fonction de transfert 

composée d’un correcteur PI classique et d’un filtre d'ordre fractionnaire en cascade. Le réglage 

des paramètres de ce nouveau correcteur se fait analytiquement, à partir des paramètres du 

modèle du premier ordre avec retard et du modèle général de Bagley-Torvik d'ordre 

fractionnaire. Des exemples de simulation sont présentés pour valider l’utilité de cette approche 

de conception des correcteurs d'ordre fractionnaire pour les systèmes de commande à retour 

unitaire dont le modèle du processus est un système du premier ordre avec retard. Les résultats 

de simulation obtenus ont été très satisfaisants du point de vue de l’efficacité et de la flexibilité 

de la méthode de conception du nouveau correcteur. Pour monter l'amélioration de performances 

caractéristiques et de la robustesse apportées par le correcteur fractionnaire proposé, les résultats 

de simulation obtenus ont été comparés à ceux obtenus en utilisant des correcteurs d'ordre 

fractionnaires PI
λ
D

μ
 et PID


 pour les mêmes systèmes de commande. 

Perspectives et suggestions:  

 Validation expérimentale de la technique de conception proposée. 

 Extension de la technique de conception proposée aux systèmes de commande à retour 

unitaire dont le modèle du processus n’est pas un système du premier ordre avec retard. 

 Développement d'autres formes de correcteurs fractionnaires encore plus efficaces pour 

la commande des systèmes. 
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Résumé 

Récemment, les opérateurs et les systèmes d’ordre fractionnaire ont investi tous les domaines de 

la commande classique par leur utilisation dans la conception de correcteurs et d’algorithmes 

pour la commande des systèmes dynamiques. Malgré l’introduction de beaucoup de correcteurs 

et d’algorithmes d’ordre fractionnaire, un travail de recherche continu et intensif pour le 

développement de nouvelles techniques de commande d’ordre fractionnaire est toujours en cours 

pour le rehaussement et l’amélioration de la qualité des performances et de la robustesse des 

systèmes de commande. Dans ce travail, des méthodes de conception de correcteurs 

fractionnaires en utilisant les opérateurs et les systèmes fractionnaires ont été développées pour 

des systèmes de commande à retour unitaire dont les processus sont représentés par un modèle 

du premier ordre avec retard afin d’améliorer la qualité de ses performances caractéristiques et sa 

robustesse. Des exemples illustratifs ont été présentés pour valider l’efficacité et la flexibilité des 

méthodes proposées dans la conception des correcteurs fractionnaires. Les résultats de 

simulation obtenus ont été comparés à ceux obtenus en utilisant des correcteurs classiques et 

d'ordre fractionnaires pour les mêmes systèmes pour montrer l'amélioration des performances 

caractéristiques et de la robustesse apportées par les correcteurs fractionnaires proposés. 

 

Mots Clés : 

Commande d'ordre fractionnaire ; Correcteur d’ordre fractionnaire ; Modèle du premier ordre 

avec retard ;  Opérateurs et systèmes d'ordre fractionnaire ; Système général de Bagley-Torvik 

d'ordre fractionnaire 

. 



Abstract 

Recently, fractional order operators and systems have invested all the classical control domains 

by using them in the design of controllers and algorithms for the control of dynamical systems. 

In spite of the introduction of a lot of fractional controllers and algorithms, an intensive and 

continuous research work for the development of new fractional control schemes is always 

underway for control systems performances and robustness improvement and enhancement. In 

this work, fractional controllers design methods using fractional operators and systems have been 

developed for unity feedback control system whose processes are represented by a first order 

plus time delay model so as to improve the quality of their performance characteristics and their 

robustness. Illustrative examples for different processes types have been presented to validate the 

fractional controllers design methods effectiveness and flexibility. The obtained simulation 

results have been very satisfactory. The obtained simulation results have also been compared to 

those obtained using classical and fractional controllers for the same control systems to show the 

performance characteristics and the robustness improvements brought by the proposed fractional 

controllers. 

 

Keywords: 

Fractional order control; Fractional order controller; Fractional order operators and systems;  

First order plus time delay model; General Bagley-Torvik fractional system. 



  ���ص

 � !ل � ن ا� �"�م ا��!� ���� �� ��ت�م إد��ل ا��ؤ�رات و ا
�ظ�� ا���ر�� �� ���� ، ا
��رة ا�و�� ��

 إد� �ل � ن ا� ر+م *' (. ا�د������� � ا
�ظ� � � � �' �"�م وا��وارز�� �ت ا�� %""�ت �%��م �� ا���دا�$�

��0� �ت ��ط و�ر وا���� ف �� ���را ا�-"� � ا�,� ل � زال � ، ا���ر�� وا��وارز���ت ا��%""�ت �ن ا�,د�د 

� %��م ط رق �طو�ر �م ، ا�,�ل ھذا ��. ا��"�م أ�ظ�� و4وة أداء �ودة ��"��ن ً����را �د�دة ��ر�� �"�م 

��دم ا��� ا���ر�� ا��%""�ت�� ةو" د�ا� , ودة ذات ا� ا��"�م أ�ظ�� �ن أ�ل ا���ر�� وا
�ظ��ا��ؤ�رات  

 ةو4 و أداء � ودة �" ��ن أ� ل � ن ھ ذاو  ا�� 9�ر � � ا� ز�ن و ذ (ا
و� ا�در�� �ن ��وذج -وا�ط�وا����'� 


�واع �و:�"�� أ��'� �0د�م �م. ا��ظ�م �<'� � � ا��0�ر" � ا�ط رق و�رو� � �,��� � �ن �'�"0ق ا
�ظ�� �ن ��

 ��0ر� � و�� ت. �'?�� � �ر: �� *'�$ � ا�" %ول � م ا�� � ا��"�� �ة �� �<= ���ت. ا���ر�� ا��%""�ت �%��م

=>����<= ًأ�:� *'�$� ا�"%ول �م ا��� ��ةا��"� ����- �� �!� ���� � %""�ت -�� ��دام *'�$ � ا�"%ول �م ا�

  .�ا��0�ر" �ا���ر� �تا��%"" �و�رھ� ا��� ا������ وا��"����ت ا����ز ا
داءAظ$�ر  ا��"�م أ�ظ����>س 


��	ت ا�ا���
	��� 

 دو ا�� 9�ر � � ا� ز�ن، ا
و� ( ا�در� � ن�  �� وذجو ا
س ا�� �ري، ا�ذا��%"C و ا
س ا���ري، ذا��"�م 

�ور��ك-ا��ؤ�رات و ا
�ظ�� ا���ر��، ا��ظ�م ا�,�م ا���ري �-�+'�  )Bagley-Torvik(  

  

  


