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Cycles limites de trois classes
d’équations différentielles ordinaires
perturbées

Résumé

Résumé : Dans cette these, on étudie les cycles limites de trois classes d’équations différentielles
ordinaires non autonomes. En utilisant un théoreme de la théorie de moyennisation du premier
ordre, on transforme I’étude des cycles limites d'un systeme différentiel ordinaire en I’étude des
zéros non dégénérés d’un systeme algébrique. La premiere classe étudiée est du troisieme ordre
et de la forme :

T4+az+eF(x,z,2,t) =0,

ou € est un parametre suffisamment petit et F' est une fonction 2r—périodique en t. En outre,
on présente une application aux oscillateurs de mémoire "memory oscillators". La deuxieme

classe étudiée est du sixiéme ordre et de la forme :
2O+ (L+p* + )i + (P + ¢ +pq)i + pqr = eF (v, &, 3, %, %, i, 1), (1)

ol p et ¢ sont des nombres rationnels différents de —1, 0, 1, et p # ¢, € est un parametre
suffisamment petit et F' est une fonction non-linéaire non autonome périodique en t. La troisieme

classe étudiée est du sixieme ordre et de la forme :
2 — N+ p)z® + A% — Bii 4 Cii 4+ St 4+ A\up’x = eF(x, &, %, %, %, 20 1), (2)

avec A=p? + 1+ My, B=p+ (n+ANp>+ X\, C=p>+ A u(1+p?), S=p*( A+ p), on Aet p
sont deux parametres réels, p est un nombre rationnel différent de —1, 0, 1, € est un parametre
suffisamment petit et F' est une fonction non-linéaire, non autonome et périodique en t. On
a distingué un cas suivant les différentes valeurs des parametres p et ¢ pour ’équation (1) et

trois cas suivant les différentes valeurs des parametres A, p et p pour I'équation (2).

Mots clés : cycle limite, méthode de moyennisation, systeme différentiel, perturbation.
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Limit cycles of three classes
of ordinary differential equations
perturbed

Abstract

Abstract : In this thesis, we study the limit cycles of three classes of non-autonomous ordinary
differential equations. Using a theorem of first order averaging theory, we transform the study
of limit cycles of a differential system to the study of non-degenerate zeros of an algebraic

system. The first class is of third-order which takes the form :
T4+ax+e Flr,z,2,t) =0,

where € is a small parameter and F' is a 2r—periodic function in the variable ¢t. Moreover we

provide an application to memory oscillators. The second class is of sixth-order of the form :
2O+ (1 +p*+ )i+ 0+ ¢+ )i+ PPt = eF(x, 5,3, %, F, 7, 1), (3)

where p and ¢ are rational numbers different from —1, 0, 1 and p # ¢, € is small and F is a
nonlinear non-autonomous periodic function,The third class is of sixth-order which takes the

form :
29 — (A4 p)z® + A% — Bi 4 Ci + S + \upx = eF(x, &, 2, %, %, 2P 1), (4)

where A =p? + 1+ A, B=pu+ (p+Np*+ X\, C =p*> + (1 +p?), S = p*(A+ ), with X and
1 are two real parameters, p is rational number different from —1, 0, 1, ¢ is sufficiently small
and F' is a nonlinear non-autonomous periodic function in the variable t. We distinguished one
cases for the various values of the parameters p and ¢ for the equation (3), and three cases for

the various values of the parameters A, ;1 and p for the equation (4).

Keywords. limit cycle, averaging method, differential system, perturbation.
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Introduction générale

Un des principaux problemes de la théorie des équations différentielles est I’étude de leurs
orbites périodiques, leur existence, leur nombre et leur stabilité. Un cycle limite d’une équation
différentielle est une orbite périodique isolée dans ’ensemble des orbites périodiques de I’équa-
tion différentielle. Les cycles limites ont été introduits pour la premiere fois par H. Poincaré en
1881 dans son "Mémoire sur les courbes définies par une équation différentielle" [19]. Poincaré
s’est intéressé a 1’étude qualitative des solutions des équations différentielles, c¢’est a dire des
points d’équilibre, des cycles limites et de leur stabilité. Ce qui permet d’avoir une idée globale
des autres orbites du systeme étudié. A la fin des années 1920, Van Der Pol, Liénard et
Andronov ont prouvé qu’une trajectoire fermée d’une oscillation arrivant dans un circuit de
tube vide était un cycle limite.

Un des théorémes les plus importants de la dynamique non linéaire est le théoreme de
Poincaré-Bendixson qui affirme que dans une région compacte et bornée du plan, une tra-
jectoire d'un systeme planaire converge vers un point d’équilibre ou un cycle limite. Le critere
de Dulac donne une méthode de non existence des solutions périodiques. La bifurcation de
Hopf est un outil important pour détecter 'existence d’une solution périodique d'un systeme
autonome qui dépend d’un parametre .

Le mathématicien David Hilbert présenta, lors du deuxiéme congrés international des ma-
thématiques ([12], 1900), 23 probléemes "dont Iavenir attend la résolution grace aux nouvelles
méthodes qui seront découvertes dans le siecle qui commence". Le probleme numéro 16 est de

savoir le nombre maximal et la position relative des cycles limites d'un systeme différentiel
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polynomial planaire de degré n. On note H,, ce nombre maximal. Dulac [7] (1923), proposa une
démonstration prouvant que H, est fini. Ces derniéres années, plusieurs d’articles ont étudié
les cycles limites des systeémes differentiels polynomiaux planaires. La raison principale de cette
étude est le seizieme probleme non résolu de Hilbert. En particulier, un grand nombre d’articles
ont étudié les cycles limites qui bifurquent des orbites périodiques d'un centre linéaire.

Le développement rapide de diverses variantes de la méthode de moyennisation a été motivé
par la recherche d’une méthode universelle qui convient a ’analyse des vibrations linéaires et non
linéaires se produisant dans de nombreuses branches de I'industrie, de génie civil, mécanique,
construction de navires et de véhicules, avions et la technologie spatiale.

La premiere démonstration de la validité asymptotique de la moyennisation dans le cas
périodique est diie a Fatou (Fatou, 1928). La démonstration basée sur le lemme de Gronwall
est diie a M. Roseau, (Roseau, 1966). Une étape importante a été franchie ensuite par Krylov
et Bogoliubov(1937)[13], qui ont traité le cas quasi-périodique. L'idée générale de la méthode

de moyennisation est d’étudier le systeme differentiel perturbé
T =cf(x,t,¢),

out € D,z eR |g] << 1et festune fonction T—périodique en ¢, en considérant le systeme

moyenné

& =ef"(z),

ou
1 /T
fo(%‘)zf/o fa,t,0)dt.

La méthode de moyennisation a été ensuite développée par Bogoliubov et Mitropolskii
(1961) [5], Verhulst [28], Sanders et Verhulst [24], Malkin (1956) [15], Roseau (1966) [23],
Llibre et Buica (2004) [4]...

La méthode de moyennisation "Averaging Method" est I'une des plus importantes méthodes
de perturbations utilisées actuellement dans I’étude des cycles limites des systémes dynamiques.

Dans ce travail, on étudie les cycles limites des systémes différentiels non autonomes. On
s’intéresse a la rechereche des solutions périodiques de trois classes d’équations différentielles

ordinaires de sixiéme et troisieme ordre en utilisant un théoreme de la méthode de moyennisa-
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tion.
La suite du travail est organisée comme suit :
Le premier chapitre présente quelques rappels et des notions préliminaires sur les systemes dif-
férentiels ordinaires dans R"™. Dans le deuxiéme chapitre, on utilise la théorie de moyennisation
du premier ordre pour étudier le nombre des orbites périodiques d’un systeme différentiel. On
utilise aussi une autre théoreme de la méthode de moyennisation du premier ordre pour étudier
les cycles limites d’un systeme différentiel.

Dans le troisieme chapitre, on s’intéresse a la recherche des cycles limites de 1’équation

différentielle ordinaire du troisieme ordre perturbée
i+a+e Fe,x,2,t) =0, (5)

oll € est un parametre suffisamment petit et ' € C? est une fonction 2m-périodique en ¢. On
donne une application aux oscillateurs de mémoire "Memory oscillators".
Dans le quatrieme chapitre, on s’intéresse a la recherche des cycles limites de la classe

suivante des équations différentielles ordinaires de sixieme ordre
(6) 2 2 2 2 . _ C e e eeee eeees
? +(1+p +¢)E+ (0" + ¢ +p)E +pgr = eF(x, 3,2, 5,7, 7, 1), (6)

ol p et q sont des nombres rationnels différents de —1, 0, 1, et p # ¢, € est un parametre
suffisamment petit et F' est une fonction non-linéaire périodique en t. De plus nous proposons
quelques applications.

Au chapitre 5, on s’intéresse a la recherche des cycles limites de la classe suivante d’équations

différentielles ordinaires de sixiéme ordre
2 — AN+ p)a® + A% — Bi + Ci + Si + \up*x = eF(t, x, 4,2, %, %, 1), (7)

avec A =p* + 1+ A, B=p+ (p+Np2+ X\, C =p*+ (1l +p?), S =p*(\+ u), on
A et u sont deux parametres réels, p est un nombre rationnel différent de 1, 0, —1, € est un
parametre suffisamment petit et F' est une fonction non-linéaire, et périodique en ¢, en utilisant
une nouvelle version de la méthode de moyennisation.

Il existe une littérature nombreux qui s’intéresse 1’étude des orbites périodiques des équa-
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tions différentielles du sixieme et troisieme ordre, voir par exemple dans [ [1], [2], [6], [8], [9], [10],
[11], [17], [8], [18], [21], [22], [26] [27] [29]]. Mais notre principal outil pour I’étude des orbites
périodiques des équations (5), (6) et (7), est totalement différent des outils des travaux men-
tionnés. Nous allons utiliser la théorie de moyennisation, plus précisément le théoreme /1.3.5.
La plupart des documents cités portant sur les orbites périodiques des équations différentielles
du sixieme ordre utilisent le théoréeme de Schauder ou de Leray-Schauder du point fixe.
Notons que le travail de cette these a fait 'objet des trois publications suivantes
1. [16] Limit cycles of the sixth-order non-autonomous differential equation.
Amar Makhlouf, Chems Eddine Berhail, "Arab Journal of Mathematical Sciences", pro-
duction and hosting by Elsevier, 3 March 2012, pp. 177-187.
2. [3] On the Limit cycles of the sixth-order non-autonomous differential equa-
tion.
Chems Eddine Berhail, Amar Makhlouf, "Journal of Advanced Research in Dynamical
and Control Systems, Vol. 5, Issue. 4, 2013, pp. 59-77. Online ISSN : 1943-023X.
3. [14] Periodic solutions of the third-order differential equation i+i+c F(x,%,2,t) =
0.
Jaume Llibre, Chems Eddine Berhail and Amar Makhlouf, submitted in the journal "
Canadian Applied Mathematics Quarterly ".



Chapitre 1

Notions préliminaires et généralités

Ce chapitre contient quelques notions générales et principales pour I’étude qualitative des
systemes dynamiques et des équations différentielles ordinaires. On commence par définir les
systemes dynamiques, on examinera les notions de : flot, point singulier, la linéarisation des
systemes différentiels non linéaires au voisinage des points d’équilibre, le portrait de phase,
orbite périodique, cycle limite, nature des points critiques. On introduira aussi un rappel sur
les théorémes fondamentaux : le théoreme d’existence et d’unicité, le lemme de Gronwall, le

théoréme de Poincaré-Bendixon avec quelques exemples.

1 Systeme dynamique, points d’équilibre

Définition 1.1. Un systéme dynamique sur R™ est une application ® : RT x R™ — R™ définie

et continue sur tout RT x R"| telle que @ (x) = ®(t,x) satisfait

(i) ®o(z) == VaoeR"
(i) @0 Py(x) = Dy y(x) Vs, t € R et x € R™

Remarque 1. Un systeme dynamique sur R"™ est linéaire si

O(t, ax + By) = ad(t,x) + SP(t,y) Va,B,t €R et z,y € R™

Exemple 1.1. L’application
P : R x R? — R?



I.1 Systéme dynamique, points d’équilibre

définie par
et 0
O(t,x) = x,
0 €2t
est un systéme dynamique dans R?, et pour zy € R? ®(t, ) est la solution du probléme a

valeur initiale

x = Ax
z(0) = xo,
ou
-1 0
A =
0 2

Définition 1.2. (Flot) : Soit le systéme non linéaire autonome

7= f(a), (L1)

avec la condition initiale 2(0) = zg, o € R" et f € C*(R"). Soit P (¢, o) la solution de (1.1)
telle que @ (0, x) = xo.

L’ensemble des applications &, : R™ — R™ défini par
(I)t(flfo) = (I)(t, iL’Q),

est appelé le flot de I’équation différentielle (1.1).

Remarque 2. Le flot est dit autonome si f ne dépend pas explicitement du temps, sinon il est

dit non autonome.

Définition 1.3. (Points d’équilibre) : On appelle point critique ou point d’équilibre du sys-
téme (1.1), tout point xg € R™ tel que

Définition 1.4. Le systeme

r=Ax, ou A= Df(x) = (gxfz (Jco)> : (I.2)
j 1< i< n




I.1 Systéme dynamique, points d’équilibre

est appelé le systeme linéarisé du systeme (1.1) en z.

Exemple 1.2. Dans le systeme (1.1) si f(x) est donnée par l'expression

2 2

fz) = :

2272

alors les points critiques de f(z) = 0 sont (1,0) et (—1,0).

Le systeme linéarisé est

2.731 —2.172
Df(z) = ,
0 2
Donc )
2 0
Df(1,0) = )
0 2
et }
-2 0
Df<_17 O) = )
0 2
Les systemes linéarisés sont :
a) Au point (1,0)
ZL;l = 21’1,
.752 = 2.T2,
b) Au point (—1,0)
'jjl = —2371,
I:Q = 23727

Remarque 3. On utilise La linéarisation pour étudier la nature des points critiques.

Définition 1.5. (Point d’équilibre hyperbolique ) : Le point critique xy est hyperbolique

si aucune des valeurs propres de la matrice jacobienne D f(x¢) n'a une partie réelle nulle.



1.2 Nature des points critiques

2 Nature des points critiques

Soit le systeme différentiel linéaire (/.2) ot A est une matrice d’ordre 2 et soient A; et Ay les
valeurs propres de cette matrice.

On distingue les différents cas selon les valeurs propres A\; et Ay de la matrice A.

(i) A1 et Ay sont réelles non nulles et de signes différents, le point critique z = xy est une

selle. 11 est toujours instable.

(77) A1 et Ay sont réelles de méme signe

— si A} < A9 <0, le point critique x = xg est un noeud stable.
—si 0 < A\; < A9, le point critique z = xy est un noeud instable.
— si Ay = Ay = A, le point critique x = xy est un noeud propre; il est stable si A < 0 et

instable si A > 0.

(73) A1 et Ay sont complexes conjuguées c’est a dire V j = 1,2, \; = a; +1if; et Im( \;) # 0,
alors le point critique * = =z est un foyer; il est stable si Re()\;) < 0 et instable si
RB()\j) > 0.

(tv) A1 et Ay sont imaginaires pures avec Im(\;) # 0 et Re(\;) =0,V j = 1,2, alors le point

critique x = x( est un centre; il est stable mais pas asymptotiquement stable.

3 Portrait de phase et cycles limites

Définition 3.1. Soit le systeme différentiel de la forme

r = P(z,y),

I.3

ou P et () sont des polynomes en x et y a ceofficients réels de degré d.

Les solutions (x(t),y(t)) du systéme (I.3) représentent dans le plan (x,y) des courbes appe-
lées orbites.

Les points critiques de ce systéme sont des solutions constantes et la figure compléte des
orbites de ce systéme ainsi que ces poinls critiques représentés dans le plan (x,y) s’appelle

portrait de phase, et le plan (z,y) est appelé plan de phase.



1.3 Portrait de phase et cycles limites

Définition 3.2. (Orbite périodique) : On appelle orbite périodique toute trajectoire ®.(z)

de (1.3) telle qu’il existe un nombre T > 0, vérifiant
O(t+T,z) = (¢, x). (L.4)

Le plus petit réel T > 0 qui vérifie (I1.4) est appelé période.

Définition 3.3. (Cycle limite) : Un cycle limite C' du systéme (1.3)est une trajectoire fermée
isolée dans 'espace de phases, c¢’est a dire qu’il existe un voisinage de C' dans lequel il n’y a pas

d’autres courbes fermées.

Théoréme 1.3.1. C étant la trajectoire d’un cycle limite, toutes les trajectoires interieures et
exterieures voisines de C' sont telle que :

soit elles s’enroulent toutes en spirales autour de C' pour t — 400 ou bien t — —o0.

1. Si toutes les trajectoirs interieures et exterieures s’enroulent autour de C, pour t — +o00

, le cycle limite est stable.

2. Si toutes les trajectoirs interieures et exterieures s’enroulent, toutes en spirale autour de

C pour t — —o0, le cycle limite est instable.

Exemple 3.1. Soit le systéme

r =azr—y—av(x® +y?),

y =z+ay—ay(@® +y?),

tel que a est un parametre.

En coordonnées polaires x = rcos() et y = rsin(f), le systeme précedent devient

r =ar(l—r?),

0 =1,

r=1 correspond a l'orbite périodique est un cycle limite stable pour o > 0, et instable pour

a < 0. Si a =0, le systeme a une infinité d’orbites périodiques et il n’y a pas de cycles limites.



1.3 Portrait de phase et cycles limites

Remarque 4. Les cycles limites apparaissent seulement dans les systémes différentiels non-

linéaires.

Définition 3.4. (L’amplitude du cycle limite) : L’ amplitude d’un cycle limite est la valeur

mazimale de la variable x du cycle limite.

Proposition 3.1. (Cycle limite hyperbolique) : Supposons que le systéme (I.3) a une

orbite périodique (x(t),y(t)) de période T. Soit l’exposant caractéristique donné par

5= / <8P aag) (2(8), y(b)) dt. (L5)

Si s > 0 (respectivement s < 0), alors l'orbite périodique (z(t), y(t)) est un cycle limite
instable (respectivement stable). L’orbite périodique (x(t), y(t)) est dite un cycle limite hyper-
bolique si s # 0.

Exemple 3.2. Soit le systeme

. — + 1_ 2 2’

y =z+y(l-z"—y°).
En coordonnées polaires, le systeme devient

r o=r(l—-r?),

h =1,

d’ou

r=0&r=0our=1,

pour r =1, on a

(1) = (cos(t), sin(t)),

10



1.4 Existence et unicité des solutions des problemes a valeurs initiales

alors

s = /027r (CZ){; + (ZC;> (cos(t),sin(t)) dt,

:A%u—3m§wy—wﬁw»+a-m%%m—ggﬁw»du
= /0%(2 — 4cos?(0) — 4sin®(0)) dt,

27
:/ _9dt — —dr < 0.
0

Donc, le systeme (1.6) a un cycle limite hyperbolique v(t) = (cos(t), sin(t)) qui est stable.

Définition 3.5. (Cas Périodique) : On considére une fonction f : R x R" — R"™, qui est

continue et T'—périodique en t. On appelle fonction moyennée de f

) = [ 7t

4 Existence et unicité des solutions des problémes a va-

leurs initiales

Soit D un ouvert de R",tg <t <ty+ T, x € D et f(t,x) € R".

Définition 4.1. On dit que [ satisfait la condition de Lipschitz par rapport a x si

(8 20) = [t z2)l| < L2y — 2ol

ol x1,T9 € D, et L est une constante.

Nous pouvons maintenant formuler un théoreme bien connu d’existence et d’unicité pour

des problemes a valeur initiale.

Théoréme 1.4.2. (existence et unicité) On considére le probléme da valeur initiale

il; = f(t,z), x(ty) = xo,

11



1.4 Existence et unicité des solutions des problemes a valeurs initiales

ou x€DCR" ty<t<ty+T. On suppose que :

a) f(t,x ) est continue par rapport a t , x sur G = [to,to+T] x D.

b)f(t,x ) satisfait la condition de Lipschitzienne en x.

Alors le probleme a valeur initiale admet une solution unique.

12



Chapitre 11

Théorie de moyennisation

La méthode de moyennisation est une des méthodes classiques qui donne des conditions
pour lesquelles les points singuliers du systéme moyenné fournissent des cycles limites pour des
systemes différentiels ayant un centre. Cette méthode consiste a donner une relation quantitative
entre les solutions d’un systeme différentiel périodique non autonome et celle de son systeme
différentiel moyenné lequel est autonome. Dans cette section, on présente une introduction a la

théorie de moyennisation du premier ordre.

1 Un théoreme de moyennisation de Fatou
On considere le probleme de Cauchy de I’équation perturbée
i(t) = eF(t, ) + 2G(t,z,¢), z(0) = 0. (IL.1)

On suppose que F(t, ) est une fonction T'—périodique en ¢. On introduit I’équation moyennée

et le probleme de Cauchy associé

y(t) = <f"(y), y(0) = =, (I1.2)

avec
T
P =7 [ Fey

Théoréeme I1.1.3. [2/] On considére les deux problemes de Cauchy (11.1) et (11.2) avec x,

Yy, xo € D un ensemble ouvert de R™, t > 0. Supposons que :

13



I1.2 Second théoréme de moyennisation du premier ordre

1. Les fonctions F, G et D, F sont continues et bornées par une constante M indépendante de

e sur un domaine [0, co[xD.
2. La fonction G est Lipschitzienne par rapport a x pour = € D.

3. La fonction F(t,x) est T -périodique en ¢t avec une moyenne f°(x), T est une constante

indépendante de €.

4. La solution y(t) ne quitte pas D pendant un temps de l'ordre de %

Alors, la différence z(t) — y(t) est de l'ordre de € pendant un temps de lordre de 1/e.

2 Second théoreme de moyennisation du premier ordre

On considere le systeme différentiel a valeur initiale suivant
i(t) = eF(t, ) + 2G(t, z,¢), 2(0) = o, (I1.3)

avec © € D C R™, D un domaine borné et t > 0. On suppose que F(t,z) et G(t,x,&) sont
T-périodiques en t.

Le systéeme moyenné associé au systeme (/7.3) est défini par

y(t) =ef°(y), y(0) = o, (I1.4)
) = ; /0 " F(s,y)ds. (I1.5)

Le théoreme suivant nous donne les conditions pour lesquelles les points singuliers du systeme

moyenné (I1.4) fournissent des solutions périodiques du systeme (11.3).

Théoréme 11.2.4. [28] Soit le systéeme (I1.3), on suppose que

1) F, G, D,F, D*F, et D,G sont des fonctions continues et bornées par une constante M

dans [0; 00[x D avec — g9 < & < g.

2) F et G sont T—périodiques en t, avec T indépendante de ¢.

14



I1.2 Second théoréme de moyennisation du premier ordre

a) Sile point p est un point singulier du systeme moyenné (11.4) tel que

det(Dy f° (p)) # 0. (IL.6)

Alors pour |e| > 0, suffisamment petit, il existe une solution T'—périodique z. (t) du
systéme (11.3) telle que
limz. (0) = p.

e—0

b) Si le point singulier y = p du systéme moyenné (17.4) est hyperbolique alors pour || >
0, suffisamment petit, 'orbite périodique correspondante z. (t), du systeme (I1.3) est

unique, hyperbolique et de méme stabilité que p.

Exemple 2.1. Soit I’équation de Van Der Pol
i‘+x—|—5<x2—1)x:().
Elle s’écrit comme systeme différentiel

T =y,

1.7
y=-z+e(l—2%y. L.7)

On veut la mettre sous la forme du systeme (/7.3).

On utilise les coordonnées polaires

T =rcosb,

y =rsind,
le systeme (/1.7) s’écrit
7 =er (1 —r?cos?f)sin? 6,
0 =—1+esinfcosf (1 —1r2cos?).
En divisant 7 par 9, on trouve

dr er (1 —r?cos?0)sin® 0
d)  —1+esinfcosf (1 —r2cos?f)’

15



I1.2 Second théoréme de moyennisation du premier ordre

1
1—2z

:1—|—x+0(a:2), |z| < 1.

On pose x =esinfcosf (1 —r?cos?6).

D’ou
d 2
d—; = —¢r (1 — 12 cos? 9) sin? @ — &2r (1 — r? cos? 9) sin® @ cosf + o (53) .
On applique la fonction moyennée

1

" or

27 —1 r2r
/ F,r)dd =— r (1 — 17 cos? 9) sin® 0do),
0 2

™ Jo

£ (r)

ce qui implique que

P r)= ;r (7“2 —4).

1
fo(r)zér(r2—4):0:> r=2,r>0.
Ona [ (r)=1(3r*—4).
Dot f¥(2) = 1 # 0, d’apres le théoreme I7.2.4, le systeme (11.7) pour |e| > 0, suffisamment

petit, admet un cycle limite qui bifurque de l'orbite périodique de rayon 2 du systéme non

perturbé (I1.7) avec € = 0. De plus, comme f* (2) =1 > 0, ce cycle limite est instable.

Exemple 2.2. Soit le systéeme de Liénard

t=y—c(mzx+..+az"), (IL8)

Y= —x.

Pour ¢ suffisamment petit et a,, # 0, ce systeme admet au plus [”T’l} cycles limites.

On utilise les coordonnées polaires

x =rcosb,
y =rsinf.
On a
rr = 2T + Yy,
O = vty

16



I1.2 Second théoréme de moyennisation du premier ordre

On trouve
7 = —er(a;cos? 0+ ..... + a,r" ' cos™ 1 0),

0 = —1+esinf(aycosd + ... + a7 ' cos™ ),
En divisant r par 9, on obtient

dr  er(aycos® 0+ ...+ a,r" ' cos" 1 0)
d) 1 —esinf(a;cosd + ...+ a,r"Lcos"f)

1
11—z

:1—|—x+0(x2), lz] <1,
on pose 1z =esinf(a;cosf + ... + a,r" ! cos™ ).
D’ou

dr
d

= er(a;cos® 0+ ... + a,r" ' cos" ™ 0)

+e%rsin 0 cos O(ajcosf + ..... + a,r" ! cos™ 0)2 +0 (53) .

On applique la fonction moyennée

1 271’ r 27'('
0 - - 2 n—1 n—+1
()= 27r/0 F(0,r)do o /o (ay cos” 0 + ... + a, """ cos" T 0)db.
On a
d
CTZ =ef° (r)
D’ou

d 6 27
d—g = % /0 (ayc08? 0 4 ... + ap_17" % cos™ 0 + ap,r™ ' cos™ ! 0)do

d?" er 27 9 9 27 4 2 27 "
— = — (al/ cos” 0df + asr / cos” 6df + ..... + Qp1T / cos" 0do
do 2T 0 0 0

27
—i—anr”_l/ cos" ! 9d9>.
0

Si n est impair
dr  er

5= o (@l s it et " ),

17



I1.2 Second théoréme de moyennisation du premier ordre

On cherche les points d’équilibre de f°(r), on a r > 0, on pose X = r?
fO(T):0:>(&1]2+a3[4X—|— ..... —|—an[n+1XnT_l):0'

Ce polynome possede au plus "%1 racines positives.

Si n est pair

d
dig = %(all2 +azr®ly + ... + anr"_2fn)d9.

On cherche les points d’équilibre de f°(r), on a r > 0, on pose X = r?

f()(T):Oé(al[Q"‘agL;X—i— ..... —}-anIanTiz):(],

n—2

5~ racines positives.

Ce polynome possede au plus

Alors le systeme (17.8) possede au plus ["T_l} cycles limites.

Exemple 2.3. Soit le systeme différentiel suivant

r=y—el@—a), (IL.9)

y=—x.
On utilise les coordonnées polaires

x =rcos(0),

y =rsin(0).
On a

T =T + Yy,

g imin
On trouve

7 = er(cos? 0 — r? cos' ),

§ = —1+ esinf(cosf — r2 cos® f).

18



I1.2 Second théoréme de moyennisation du premier ordre

En divisant 7 par 6, on obtient

dr  —er(cos®§ —r*cos’ )
d) 1 —esinf(cosd —r2cos3f)’

1
1—=z

=1+z+0(s?), || <1
On pose x = sinf(cos§ — r? cos® §), d’ont

dr
d6

= —er(cos? O — r? cos 0) — e*rsin @ cos @(cos O — r? cos® 0)2.

On applique la méthode de moyennisation

1
o7

2T _ 27
/ FO,r)do = — [ (cos?0 — 12 cos' 0)d6.
0

21 Jo

£ (r)

Ce qui implique que

O (r) = (4—37‘2), r > 0.

col =3

ffr)y=0=r=

S

fol(r):§—§r.

Pour r = %, fv (%) = —1 # 0, d’apres le théoreme [1.2.4, le systeme (I1.9) pour |g| > 0,
suffisamment petit, admet un cycle limite qui bifurque de 'orbite périodique de rayon % du
systéme non perturbé (I11.9) avec € = 0. De plus, comme f* (%) = —1 < 0, ce cycle limite est

stable.
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11.3 Troisieme théoreme de moyennisation du premier ordre

3 'Troisieme théoreme de moyennisation du premier ordre

On considere la question de la bifurcation des solutions T'—périodiques du systéme différen-
tiel
1(t) = Fy(z,t) +eFy(x,t) + 2 Fy(x,t,€), (IT.10)

de e = 0 a e # 0 suffisamment petit. Les fonctions Fy, F} : QxR — R™ et Fy : QxR x(—¢g,&0) —
R” sont des fonctions C?, T—périodiques en t et £ est un sous-ensemble ouvert de R™. Lune

des principales hypotheses est que le systeme non perturbé
z(t) = Fo(x,t), (I1.11)

admet une sous-variété de solutions périodiques de dimension k. Une réponse a cette question est
apportée par le théoreme de la moyennisation. Soit z(t, z) la solution du systéme non perturbé
(11.11) telle que x(0,2) = z. Nous écrivons le linéarisé du systéme non perturbé le long de la

solution périodique z(t, z) comme
y = D,Fo(x(t,2),t)y. (I1.12)

Notons par M,(t) la matrice fondamentale du systéme différentiel linéaire (17.12) et par ( :
R* x R** — R¥ la projection de R™ sur ses k premieres coordonnées, c.a.d ((x1, Ty, ..., T,) =
(1, Tay vy Tk

Théoréme 11.3.5. []. Soit V C R* ouvert et borné et By : V — R yne fonction de C?.
Nous supposons que

i) Z={z4 = (o, fo()), E‘_/} C Q et que pour chaque z, € Z la solution x(t, z,) de (11.11)

est T-périodique.
ii) Pour chaque z, € Z il y a une matrice fondamentale M., (t) de (11.12), telle que la matrice

M;1(0) —M_NT) a dans le coin supérieur droit une matrice k x (n — k) nulle, et dans

Za z

le coin inférieur droit, la matrice A, (n — k) x (n — k) avec det(A,) # 0.

On considere la fonction § : V — R

F(a) = g(; /0 LMY Rt 20), ). (IL.13)
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11.3 Troisieme théoreme de moyennisation du premier ordre

S’il eziste un a € V avec §(a) = 0 et det((dF/da)(a)) # 0, alors il y a une solution isolée

T-périodique p(t, ) du systéeme (I11.10) telle que p(0,e) — 2z, quand € — 0.

Remarque 5. Voir Malkin [15] et Roseau [21]. Pour une preuve courte voir aussi larticle [4].
Si kK =mn,on a le corollaire suivant

Corollaire I1.3.1. (Perturbation d’un systéme isochrone) Nous supposons qu’il existe un en-
semble ouvert et borné V avec V C D et tel que pour chaque z € 17, x(t, z,0) est T—périodique

et on consideére la fonction § : V - R
1 /T
§(0) = o [ MNP ((t20), t)dt.
0

S’il eziste un a € V avec §(a) = 0 et det((dF/da)(a)) # 0, alors il y a une solution isolée
T—périodique p(t,e) du systéme (I11.10) telle que p(0,e) — z4 quand & — 0.

Exemple 3.1. On considére I’équation suivante
i—i+i—x=c¢c (2+cost)(z® + 22%). (IT.14)

Si
y=x, z=1I.
L’équation (11.14) peut s’écrire sous la forme suivante
T =y,
Y=z (I1.15)
b=z —y+z+e (2+cost)(x?+ 2x3).

L’origine est l'unique point singulier du systéme (I1.15) lorsque € = 0. La partie linéaire du

systéeme (11.15) avec € = 0 a l'origine est

T €T
y =4l v |,
y4 z
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11.3 Troisieme théoreme de moyennisation du premier ordre

o

Les valeurs propres de la matrice sont £i et 1.

On va faire un changement de variable linéaire
(X,Y,2)" = B(z,y,2)",

telle que dans les nouvelles variables (X,Y, Z), le systéme (11.15) avec e = 0 a sa partie linéaire
égale a sa forme normale de Jordan, c.d.d (X,Y, Z)T = J(X,Y,Z)T, la forme normale réelle

de Jordan de la matrice A est

0 -1 0
J=11 0 0 [. (I1.16)
0 0 1
On a
BAB™'=J= BA—-JB =0,
d’ou
1 =10
B=10 -1 1
1 0 1

Par la transformation linéaire inversible (X,Y, Z)T = B(x,y,2)T, c.d.d

X T X &
Y |=B|y |=|Y |=B|i|
Z z Z %
on trouve .
X =x—y,
Y =9+, (11.17)
Z=i+z
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11.3 Troisieme théoreme de moyennisation du premier ordre

On a
T X
Y =B'| Y )
Z
on obtient
T X-Y+7
1
z -X+Y+Z7

On remplace (11.15) et (11.18) dans (I1.17), on trouve

X=-Y,
Y =X +eF(X,Y,Z,1), (I1.19)
Z=Z+eF (XY, Z,1),

o

F=F(X,Y,Zt) = F(z,y, 21).

Pour e =0, la solution du systéme (11.19)__, est

X (t) Xpcost — Yysint
Y () | =| Yocost+ Xpsint
Z (t) Zoet

On utilise la notation du théoréme 11.3.5. D’apreés le systéme (11.19), on a
v =(X,Y,Z), Fi (x,t) = (0,?, F) et Fy (2,t,¢) = (0,0,0).
Soit x (t; Xo, Yo, Zo,€) la solution du systéme (I11.19) telle que
x (0; Xo, Yo, Zo, €) = (Xo, Yo, Zo).

Il est clair que, le systéme non perturbé (11.19) avec € = 0 admet un centre d l'origine dans le

plan (X,Y"). Les solutions 2m-périodiques correspondantes sont z(t; Xo, Yp,0,0) = (X (t),Y(t), Z(t))
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11.3 Troisieme théoreme de moyennisation du premier ordre

telle que
X (t) Xocost — Yysint
Y(t) | =] Yocost+ Xpsint
Z (t) 0

1. Pour notre systéme, V et a du théoréme 11.3.5 sont V = {(X,Y,0), 0 < X2 +Y? < p}

pour certains p arbitraires et « = (Xo,Yy) € V.

2. La matrice fondamentale M (t) du systéme non perturbé (11.19).—¢ est

cost —sint 0

M(t) = sint cost 0

0 0 et
D’autre part, un calcul simple donne
0 0 0
M) —M1'2r)=]0 0 0 )
00 1—e?

Comme 1 —e 2™ £ 0, toutes les hypothéses du théoréme I11.3.5 sont vérifies. Par conséquent,
nous allons étudier les zéros a = (Xo, Yy) € V' des deux premiéres composantes de la fonction

§(«) donnée par

3() :g(;7T 02” MY Fy (2t 22), )dt), C(wr, 29, 23) = (21, 72),
c.a.d
F(a) = (F1(a), Fa(a)) .
Nous avons
1 fom ~
Fila) = o /0 sin(t) F((t; Xo, Yo, 0,0), £)dt, (I1.20)
B 1/2”sm<t) pEO-YH) _XOEY () XOY @)
27 Jo 2 2 2
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11.3 Troisieme théoreme de moyennisation du premier ordre

Bala) = ;ﬂ / " cos(t) F(x(t: Xo, Yo, 0,0), £)dt, (I.21)
_ 217T/02wcos(t) F<X(t);Y(t)7_X(t)—2kY(t)’—X(t);Y(t)’t)dt,

On pose §(a) = (f1(Xo, Yo), f2 (X0, Y0)) -
On intégre (11.20) et (11.21), on obtient

f1(X0,Y0) = 78 (Yo + Xo) (6X3 + Xo + 6YF — Yy),
fa (Xo,Yo) = 2(=Yo X3 + Y7Xo) — 3(—Y¢ + X3) + (Y + X3) — sYoXo.

Si f1(X5,Yy) = fo (X3, Yy) =0, on trouve

On a
3

det<8(fla f2)/a(X07 %))|(X07YO)=(XS:YO*) - 2048

£ 0.

Alors, pour e € [—¢eq, 9] avec g9 > 0 suffisamment petit, il y a une solution isolée 2m-périodique

x(t,e) de léquation différentielle (I1.14) telle que

)

o]

1
z(0,¢) == z(0,e) = 0, £(0,e) —

quand € — 0.
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11.3 Troisieme théoreme de moyennisation du premier ordre

On utilise le Maple, pour tracer les cycles limites

-\h
0.164 016
0.06 0.06
.0.041 0.04] \
.0.14 \ 0144 \
e,
024 7" 0.2 s -~
T T T P00 P y T 016
0.24 0.04 016 02 024 004 0.16 024004

X * ¥

Y

Figure II.1 — Systéme perturbé pour ¢ = 0.001 (gauche) et systéme non perturbé pour e = 0 (droite)

Si on trace les deux graphes dans un méme espace, on trouve que les deux orbites coincident.

0151 S

4 O\

0.044

0.141

e
024 004 016 04 004 0.16
x y

bl

Figure II.2 — Systeme perturbé. Systeme non perturbé
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Chapitre 111

Cycles limites pour une classe d’équations

différentielles du troisieme ordre

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons utiliser la théorie de moyennisation pour étudier les cycles

limites de I’équation différentielle du troisieme ordre de la forme suivante
T4+az+e Fr,z,2,t) =0, (T11.1)

ol € est un parameétre suffisamment petit et F' € C? est une fonction 27-périodique en t. En

outre, nous donnons une application aux oscillateurs de mémoire "memory oscillators".

2 Résultat principal

Le but ici est d’utiliser le corollaire /7.3.1 du troisieme théoréme /7.3.5 de moyennisation
du premier ordre cité dans le chapitre 2, pour étudier les cycles limites de la classe d’équations

différentielles du troisiéme ordre de la forme
T4+az+e Fr,z,2,t) =0, (111.2)

ol ¢ est un parametre suffisamment petit et F' € C? est une fonction 27-périodique en t. Notre

résultat est le suivant :
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I11.2 Résultat principal

Théoreme II1.2.6. Nous définissons

1 (w0, 20) = 2 | 7 (cost — 1) F(A(t), B(#), C(£), t)dt,
B2 (w00, 20) = 2 | T sint F(A(t), B(t), C(t), t)dt.

27
Fs (20,0, 20) = — o /0 cost F(A(1), B(t),C(t), 1)dt,

ol

A(t, zo,Y0,20) = xo+ yosint + zo(1 — cost),
B(t,z0,Y0,20) = yocost+ zsint,

C(t,xo,yo,20) = —Yyosint + zgcost.

Si pour tout (x4, 5, 25) € R® — {(x5,0,0)} solution du systéme

Sk(xmyﬂvzo) = 07 k= 17 27 3a (1113>
on a
a(%la 527 813)
det(m)|<zo’yo:zo>=<wavya,z3> 70, (I11.4)

Iéquation différentielle (111.2) admet une solution 2mw—périodique z(t, ) qui tend vers la solu-

tion 2mw-périodique xq (t) donnée par
xo(t) = xy + yg sint + z5(1 — cost),

de x +x =0, quand € — 0.

Démonstration. Siy =z, z = &, I'équation (/11.2) peut s’écrire sous la forme suivante

Y=z, (I11.5)

z=—y+e F(x,y,2,1t),
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I11.2 Résultat principal

(x,0,0), z € R sont les points singuliers du systeme (//1.5) lorsque € = 0. La partie linéaire

du systeéme (/711.5) avec € = 0 est

x 0 1 0 x
y |=[0 0 1 Y
z 0 -1 0 z

Les valeurs propres de la matrice sont +i et 0.
Soit (x(t),y(t), z(t)) la solution du systeme non perturbé (/71.5) pour € = 0, telle que (z(0),y(0), 2(0)) =

(20, Yo, 20)- Elle s’écrit

x (t) xg
y(® | =" w |
z (t) 20

donc
x(t) = xo + yosint + 2o(1 — cost),

y(t) = yo cost + zpsint, (I1L.6)
z(t) = —yosint + zg cost.

Notons que toutes ces orbites sont périodiques de période 2.

On utilise la notation du théoreme /7.3.5. D’apres le systeme (//1.5), on a

T = (9572% Z)a z = (370a3/0720)> FO (%,t) = (3/,2, —3/)7

Fy(x,t) = (0,0,—F), et Fy(x,t,e) = (0,0,0).

Comme k = n = 3, on applique le corolaire I7.3.1. La matrice fondamentale M (t) du systéme

non perturbé (I11.5).—¢ pour la solution de (/11.6) est

1 sint 1-—cost
M(t)=1 0 cost sin ¢ ;

0 —sint cost
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I11.2 Résultat principal

et

1 —sint 1—-cost

M7't)=| 0 cost —sint

0 sint cost

D’apré le corollaire 117.3.1, la fonction F(a) est donnée par

On trouve

ou

§(a)

_ ;W / M) F (2t ), £)dt.

/o%(COS’f — DF(A(t), B(t),C(t), t)dt,
/02” sint F(A(t), B(t),C(t),t)dt,

_ /027T cost F(A(t), B(t)’ C(t),t)dt,

A(t, zo,Y0,20) = xo+ yosint + zo(1 — cost),

B(t,zo,Y0,20) = Yocost+ zpsint,

C(t,xo, Yo, 20) = —Yyosint + zgcost.

On pose §(a) = (F1(xo, Yo, 20); T2 (0, Yo, 20) , &3 (Zo, Yo, 20)) , ot les fonctions §1, §2 et 3 sont

données par

B (ovt0 ) = & [ (cost = 1) F(a(t) y(0), 20), .

2m
Ba (oo 20) = 35 [ sint F(e(t).y(t),=(0), 0,

85 (0,90, 20) = —37 | cost F(x(t), y(t), 2(t), t)dt,
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II1.3 Application

ol
x(t) = 2o + yosint + zo(1 — cost),

y(t) = yo cost + zpsint,
2(t) = —ypsint + zg cost.

D’apres le corollaire 17.3.1, sil existe o = (x, 5, 25) € R® — {(4,0,0)} avec
F(a) =0+ Sl(*rgv Yo Z{)k) =52 (IS, Yo Zg) = 53 (IS, Yo, ZS) =0,

et
det((ag/aa)(a)) 7£ 0= det(a(gla 32’ 33)/8(%), Yo, ZO))|(x07y0,z0)=(x5,y6,z3) 7é 0,

alors, pour € € [—¢, g9] avec g9 > 0 suffisamment petit, 1’équation différentielle (I77.2) admet

une solution 2w-périodique x(t,e) qui tend vers la solution 27-périodique xg () donnée par
xo(t) = xy + yo sint + z5(1 — cost),

de x +x =0, quand € — 0. O

3 Application

Dans le livre [25], 'auteur étudie de systemes différentiels chaotiques dont les solutions ont
des exposants de Lyapunov positifs. En particulier, dans la page 82, il considére les familles des

systemes différentiels simples chaotiques de la forme

T4 el + 3 = by + biw + by, (I1L.7)

qu’il appelle oscillateurs mémoire "memory oscillators". Ici, on s’intéresse a I’étude des solutions

périodiques des équations (//1.7) de la forme
T4 ed 41 = ef(t)(bo + bix + box?), (I1L.8)

ou € est un parametre suffisamment petit et f(¢) est une fonction 2wr—périodique en ¢. On

appelle cette classe des équations différentielles du troisieme ordre (/77.8) les oscillateurs de
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II1.3 Application

mémoire non-autonomes "the non-autonomous memory oscillators".

Proposition 3.1. On considere les oscillateurs mémoire généralisés donnés par l’équation
différentielle suivante

i+ei+a=esint (by+ byw + byr?). (I11.9)

Si by # 0, 4+ 302 — 12bgby > 0 et —4 + b2 — 4dboby > 0, alors, pour € € [—eg, &) avec gg > 0
suffisamment petit, l’équation différentielle (I11.9) admet quatre solutions périodiques xy(t,¢€)
pour k =1, ....4, qui tendent vers les solutions 2m-périodiques xy (t) données par

—b1—24/—4+b%2—4bgbs . \/ —4+b2—4bgby
1i(t) = — 1 — 2 sint + Y——1——(1 — cost),

2bo 5

—b1+24/—44b2—4bob2 2 . v/ —4+b2—4boby
xo(t) = o5 — g, sint — Y——1——(1 — cost),

2

by 24444367 —12boby .

z3(t) = — 5 5 sin t,

2bo 3b2

2—1/443b%2—12bgby .
r4(t) = — 2 ! sint,

de © +x =0 quand € — 0.

Démonstration. On applique le théoreme 111.2.6 avec
F(x,y,2,t) = z — sint(by + by + by?).
Pour le systeme de cet exemple, les §x(zo, Yo, 20), pour k = 1,...,3 du théoreme I17.2.6 sont

S1 (0, Yo, 20) = %(2b1yo + 220 + bayo(4zo + 520)),

B2 (20,90, 20) = §(—4bo — 4yo — 4b1 (w0 + 20) — ba(4af + 3yg + 8020 + 527)),

s (20, Y0, 20) = — (2 + bayo) z0.

Si F1 (xo, Yo, 20) = T2 (%0, Yo, 20) = F3(o, Yo, 20) = 0, on trouve six valeurs (zf, y5, z5) données
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II1.3 Application

par

—b1—24/ —4+b2 4bgbo —92 v/ —4+b%—4b0b2

7b27 b2

? by )

( b1+2\/—4+b2 dboba  _o —\/—4+b2—4bob2>
b1+ —4boba b1+\/ —4bob2
2b2 ,0,0 — 0,0

by 244/443b7—12bobs 0 by —2+«/4+3b%—12b0b2 0
9 3by ) .

21)2 3ba ’

2bo?

Les valeurs 3 et 4 sont des points d’équilibre de I’équation différentielle  + x = 0. On ne les

considere pas. Le jacobien

I(F1, 32 83)

det
¢ <8(l’0,y0,20)

our ces quatre autres valeurs (x}, y:, 2%) est respectivement
02 J0s <0

(—4 + b2 — dboby),
(—4 + b2 — dbyby),

N (@o.w0,20)=(a5.23)

(4 + 307 — 120gb2) (1 + 41/4 + 362 — 12bgbs),

1
72
(4 + 363 — 12bgby) (1 + L4/4 + 367 — 12bgby).

Si by # 0, 4+ 302 — 12bpby > 0, et —4 + b? — 4byby > 0, alors, pour € € [—¢&g, o] avec g9 > 0

suffisamment petit, ’équation différentielle (/71.9) admet quatre solutions périodiques x(t, )

pour k =1, ...,4, qui tendent vers les solutions 27-périodiques xy (¢) données par

$1<t) =

—b14+2+/ —4+b%—4b0b2 2 .
xo(t) = 5 — 4, sint —

24+/4+3b2—12bgbs .
by . sin t,

z3(t) = —5 — 5

2—4/4+43b%2—12bgbs .
ry(t) = -2 — : sint,

2b2 3b2

de  +x =0 quand € — 0.

—b1—24/ —44b2—4bob2 9 . \/ —4+b3—4bobo
5 — posint + Y————(1 — cost),

\/ —4+b% —4bgbs
#(1 — COS t),
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Chapitre IV

Cycles limites pour une premiere classe

d’équations différentielles du sixieme ordre

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons utiliser la théorie de moyennisation pour étudier les cycles

limites de I’équation différentielle du sixieéme ordre de la forme suivante
2O+ (14 p* + )i + (0 + ¢° + pg)ie + pgw = eF (w, &, 2, &, F ), (IV.1)

ou p et ¢ sont des nombres rationnels différents de 1, 0, —1, et p # ¢, € est un parameétre
suffisamment petit et F' est une fonction non-linéaire non autonome périodique en t. De plus

nous proposons quelques applications.

2 Résultat principal

On considere 'équation différentielle ordinaire du sixieme ordre de la forme
2O+ 1+ + A7+ P+ P+ p* )i+ p*Pe = eF (w, @, 2,7, %, 0, t). (IV.2)

Si

34



IV.2 Résultat principal

L’équation (I/V.2) peut s’écrire sous la forme suivante

&=y,

Y=z,

T (IV.3)
U=,

U= w,

w=—p¢r — (PP + ¢ +p**)z — L+ p* + P)w + eF(2,y, 2,u,0,w,t).

L’origine est I'unique point singulier du systeme (/V.3) lorsque ¢ = 0. La partie linéaire du

systeme (IV.3) avec € = 0 & l'origine est

01 00 0 0
0 0 10 0 0
0 0 01 0 0
A=
00 00 10
0 0 00 01
_p2q2 0 _p2_q2_p2q2 0 _1_p2_q2 0

Les valeurs propres de la matrice A sont 44, £pi et +qi.

On va faire un changement de variable linéaire
(X7 K Z? U’ ‘/’ W)T = B(x’ y7 Z? u7 U’ w)T7
telle que dans les nouvelles variables (X, Y, Z, U, V, W), le systeme (IV.3) avec € = 0 a sa partie

linéaire égale & sa forme normale de Jordan c.a.d (X,Y,Z,U, V., W) = J(X,Y,Z, U, V,W)".

Si on calcule Jordan, on constate qu’il ya un cas :
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IV.2 Résultat principal

2.1 Cas 1 : petgsont des nombres rationnels différents de —1, 0, 1,
et p # q.

Dans ce cas, la forme normale réelle de Jordan de la matrice A est

0 -1 0 00 0
1 00 00 0
0 00 —p 0 0
7 p (IV.4)
0 0p 00 0
0 00 00 —gq
0 00 0gq 0
On a
BiAB'=J = B/A—JB; =0,
d’oit
—p?q? 0 —p?—¢* 0 -1 0
0 p*g? 0 pP+¢* 0 1
0 2 0 1+¢* 0 1
B, — q q
pi* 0 p(l+¢?) 0 poO
0 p 0 1+p* 01
p’¢ 0 q(1+p? 0 ¢ 0
On a ‘
X €T X T
Y y Y ¥
Z 2 A 5
:Bl = . :Bl 9
U U U U
V ) 14 )
%% w W W
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IV.2 Résultat principal

on trouve

donc

ou

X =—p¢%i+ (—p* — ) 2 — 0,
Y =p*¢*y + (p* + ¢ it + w,

Z =@+ 1+ ¢+ w,

U =pg*i +p(1+p?) &+ po,

V = p2y+ (1 +p?)i + w,

W = p2qi + q (1 + p?) 2 + qo.

x X
Y Y
e
u U
v V
w |44

alpap—a) P+ ) X +q(@—-1)(g+ 1)U +p(p—1)(1+p) W]

-+ +(@-1@+)Z-p-E+1)V
-9+ X +alp-) P+ YW —-p(g-1)(¢g+ 1)U
~p-9)(p+Y -p(¢-Dg+1)Z+F(p-1)(p+1)V
PP+ X+p(¢-) e+ D)U+F -1+ )W
-9+ Y +p¢-1) ¢+ 1) Z-¢"(p-1)(p+1)V

1)
)
(

1
S T P - )

(IV.5)

. (IV.6)
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IV.2 Résultat principal

On remplace (IV.3) et (IV.6) dans (IV.5), on trouve

X =-Y,
Y =X —eF (X,Y,Z,U,V,W,1),
Z = —pU+eF (X,Y,2,U,V,W,t),

. (IV.7)
U=pZz,
V=—qW+F(X,)Y,ZUV,Wt,
W= qV,
ou
F=F(X,Y,Z,UV,W.t) = F(z,y,z,u,v,0,1).
Pour € = 0, on trouve
X =-Y,
Y =X,
b (IV.8)
U=pZ,
= _qW7
W =qV.
La solution du systeéme (/V.8) est
X (t) Xo
a0 Y,
Z@t | it Zy
U(t) Uy |
V() Vo
W (t) Wy
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IV.2 Résultat principal

telle que
cost —sint 0 0 0 0
sint  cost 0 0 0 0
0 0 cos(™t) —sin(™t 0 0
0 0 sin(%t)  cos(™t) 0 0
0 0 0 0 cos(tt) —sin(%t)
0 0 0 0 sin(%t)  cos(%t)

avec p =m/n,q =r/s, on m, n, s, r sont des nombres entiers positifs, p # ¢, (m,n) = (r,s) =

1,don

X (t) Xocost — Yysint

Y (t) Yy cost + Xpsint

Z(t) | | Zocos(t) — Upsin(2t)
U(t) Up cos(™t) + Zosin(™t) |
V(t) Vo cos(%t) — Wysin(%t)

W (t) Wy cos(tt) + Vo sin(%t)

sauf & son origine. Par conséquent, la dimension de l’ensemble des orbites périodiques est
6 =k=6.
Pour énoncer le résultat principal de ce cas, nous avons besoin de quelques préliminaires. Nous

définissons

81 (Xo, Y, Zo, Uo, Vo, Wo) — / it Pla(t), b(t), ot), d(t), e(t), F(1), t)dt,
L / cost Fa(t),b(t), e(t), d(t), e(t), f(1), t)dt,
35 (Xo, Yo, Zo, Uo, Vo, Wo) = 51 / cos( ) F(a(t), b(1), (1), d(2), e(2), f(2). ).
F1 (Xo, Yo, Zo, Uy, Vo, Wo) = — 52 sin *t)F a(t),b(t), c(t),d(t),e(t), (1), t)dt,
cos Zt)F a(t), b(E), e(t), d(2), e(t), £(1), )dt,

82 (XOJ }/07 ZOa U07 ‘/07 WO
(IV.9)
sl
1 2T
3’5 (X()a%aZOaUO;‘/O;WO 7/
r
"S (X(b }/07 ZO; UOJ ‘/07 WO) Qﬂ-k /0 Sln(st)F(CL(t), b<t)7 C(t)v d(t>7 e(t)7 f(t)a t)dtv

avecp = m/n,q =r/s,oum,n, s, sont des nombres entiers positifs, p # ¢, (m,n) = (r,s) = 1,
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IV.2 Résultat principal

soit k est le plus petit commun multiple de n et s, et

pap—)(p+ ) X +q(@-1)(g+ 1)U +p(p-1)(A+p W

A P (<1 +17) (14 ) 0P — ) ’
bt) = P—ar+Y+(-1)@g+HZ-(p-1)(E+1)V
(=1+4p*) (=1+¢) (P> — ¢%) ’

o) = —P=d P+ X +qp-D P+ DW —plg-1(¢+ DU

(=14p%) (=1+¢) (* - ¢*) ’

at) = —P=)p+9)Y -pa-D+ ) Z+¢ -1+ DV

(=1+p*) (=1+¢) (P> — ¢*) ’

ety = P-O@TIX+p(@-Dlg+ DU+ =D+ )W

(=1+p?) (=1+¢) (p? —Q) ’

1) = P-—a)p+aY +p'a—1(@+1)Z—q'(p ~D+)V

(=1+p?) (=1+¢%) (p* - q2)

ou
X (t) = Xocost — Yysint, Y (t) =Yycost+ Xgsint,

Z(t) = Zycos(pt) — Uysin(pt), U(t) = Uy cos(pt) + Zosin(pt),
V(t) = Vycos(qt) — Wysin(qt), W(t) = Wy cos(qt) + Vo sin(qt).

Notre résultat principal de ce cas est le théoreme suivant
Théoreme IV.2.7. On suppose que p et q sont des nombres rationnels différents de 1, 0, —1,

et p # q. Si la fonction F est 2nk-périodique en t, tels que pour tout (X§, Yy, Z5, Us, Vi, W§) €
R2\{(0,0,0,0,0,0)} solution du systéme,

F1(Xo, Yo, Zo, Uy, Vo, Wo) =0, k=1,....6, (IV.10)

et
8(317 3'27 3'37 3'47 8'57 8'6)
8<XO7 Yzb Z(]7 UOa ‘/07 WO)

det(

) |(Xo,Yo,Zo,Uo,vo,Wo)z(Xg,YO*,Zg,Ug,VO*,Wg) # 0, (IV.11)

Iéquation différentielle (IV.2) admet une solution périodique x(t,e) qui tend vers la solution
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IV.2 Résultat principal

zo (t) de 2 + (14 p? + ¢*)a™ + (p* + ¢ + p*¢®)z® + p?¢®x = 0 donnée par

— AT (aUs cos(pt) + aZg sin(pt) — ¢*Ug cos(pt)
—@*Z} sin(pt) — p*q X cost + pPqYy sint + pg® X cost — pg®Yy sint (IV.12)

—pW; cos(qt) — pVy'sin(qt) + p* Wy cos(qt) + p*V sin(qt)),
quand € — 0. Notons que toutes ces orbites sont périodiques de période 27k.

Démonstration. On utilise la notation du théoreme 17.3.5, d’apres le systeme (/V.7), on a

v = (X,Y,Z,U,V,W), Fi (x,t) = (0, F ﬁ,o,ﬁ,o) ,
et Fy (z,t,e) = (0,0,0,0,0,0), 2 =TRC.

Soit x (t; X, Yo, Zo, U, Vo, Wo, €) la solution du systeme (IV.7) telle que
X (Oa X07 }/0) ZO7 U07 ‘/07 W07 6) = (X07 }/E)a ZO: U07 %7 WO)

Pour ¢ = 0, le systéeme (IV.7) a un centre linéaire a l'origine. En utilisant la notation du

corollaire /7.3.1, la solution périodique z(t, z) de ce centre avec z = (X, Yy, Zo, Uo, Vo, Wp) est

X (t) Xocost — Yysint

Y (t) Yycost + Xysint

Z(t) | | Zocos(it) — Upsin(it)

U (t) Uy cos(™t) + Zgysin(™'t) 7
V(t) Vo cos(%t) — Wysin(%t)

W (t) Wy cos(tt) + Vo sin(%t)

Cet ensemble de solutions périodiques est de dimension 6, ayant toutes une période 27k.

La matrice fondamentale le long d’une solution périodique M (t) du systeme (IV.7) avec € =0
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IV.2 Résultat principal

est

La matrice inverse de cette matrice est

cost —sint 0 0 0 0
sint  cost 0 0 0 0
0 0 cos(pt) —sin(pt) 0 0
0 0 sin(pt)  cos(pt) 0 0
0 0 0 0 cos(qt) —sin(qt)
0 0 0 0 sin(qt)  cos(qt)
cost sint 0 0 0 0
—sint cost 0 0 0 0
0 0  cos(pt) sin(pt) 0 0
0 0 —sin(pt) cos(pt) 0 0
0 0 0 0  cos(qt) sin(qt)
0 0 0 0 —sin(qt) cos(qt)

Calculons maintenant les zéros a = (X, Yy, Z5, U, Vi, W) du systeme §(a) = 0, la fonction

() est donnée par

On trouve

§1 (Xo, Yo, Zo, Uo, Vo, Wo
32 X07 }/07 ZO7 U07 %a WO

R

3

35 X07 %7 ZO) UOa %; WO
‘Sﬁ X07 }/07 ZO) U07 ‘/Oa WO

X07 }/67 ZO7 UOJ %7 WO

( )
( )

( )
§4 (Xo, Yo, Zo, Uo, Vo, Wo) =
( )

( )

3a) = 271Tk / M Fy (et 2, D)l

1

2
1
2k 0

= ke [ O Ra(e), b0) ), dle) ), £(0), ),

_1/02#“ sint F(a(t),b(t), c(t), d(t),e(t), f(t),t)dt,

27k

cost F(a(t),b(t),c(t),d(t),e(t), f(t),t)dt,

= ot [ cos( 0 Pa(t), b0),e(0), 1), e(0), £ (0) ),

sin(%t)F(a(t), b(t), c(t), d(t), e(t), (1), t)dt,
cos(gt)F(a(t), b(t), c(t), d(t), e(t), f(t), t)dt,

S

avec a(t), b(t), c(t), d(t), e(t) et f(t) sont comme dans I’énoncé du théoreme IV.2.7.

Pour ¢ € [—¢g, 0] avec g > 0 suffisamment petit, si les zéros o = (X§,Ye, Zg, Ug, Vi, W) €

RS — {(0,0,0,0,0,0)} du systéeme F(a) = 0 sont simple alors elles donnent des orbites pério-
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IV.2 Résultat principal

diques, c¢’ést a dire si

8(8’1, '3’27 3’37 '3'47 '3'57 'Sﬁ)
a(XO7 %7 ZO7 U07 ‘/07 WO

det( ))’(Xo,Yo,Zo,Uo,Vo,WO):(Xg,YO*,Zg,Ug,vo*,Wg) # 0, (IV.13)

pour chaque racine simple (X§, Yy, Z5, Ug, V', W) du systeme F(a) = 0, on obtient une solu-
tion périodique z(t,€) qui tend vers la solution zg (t) de 2 + (1 +p? + ¢*)a™ + (p* + ¢ +
p?¢®)z® + p*¢’xr = 0 donnée par

T CE =g (aUs cos(pt)) + qZg sin(pt) — ¢*Ug cos(pt)
—@3Z} sin(pt) — p2q X} cost + pPqYy sint + pg® X cost — pg®Yy sint (IV.14)

—pWg cos(qt) — pVy'sin(gt) + p* W cos(qt) + p*Vy sin(qt)),
quand € — 0. Notons que toutes ces orbites sont périodiques de période 27k. O

Exemple 2.1. On suppose que p =2, q = 3, et la fonction F dans le systéme (IV.3) est
F(z,y,z,u,v,w,t) = (z* — 1)sint ,

Pour le systeme de cet exemple, les Fx(Xo, Yo, Zo, Uy, Vo, Wp), pour k = 1,...,6, du théoreme
1V.2.7 sont

1 (Xo, Yo, Zo, Uo, Vo, Wo) = 57600W0 2 57600‘/0 15136Y2 3600U0
46108X2 3610022 11520X0W0 11520Y0V0’

F2 (Xo, Yo, Zo, Uo, Vo, Wo) = 2304X0Y0 11520YoWo 11520X0V0,

s (Xo, Yo, Zo, U, Vo, Wo) = 135500 Y0 + 1155 Vo Vo — 150 ZoWo,

F1 (Xo, Yo, Zo, Uy, Vo, Wo) = 125 UocWo — 133520 Yo + 13155 %0 Vo,

§5 (Xo, Yo, Zo, Up, Vo, Wo) = 2304X0Y0 5760Y0W0 + 3600U0Z07

s (Xo, Yo, Zo, U, Vo, Wo) = 46108Y2 + mUz - MXQ - %ZQ 5760%%
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IV.2 Résultat principal

Si §1=3F2 =733 =731=735=73T6 =0, on trouve

(16v/3,0,0,20v/3,0,0) , (—16+/3,0,0,-20v/3,0,0),,
(16v/3,0,0,-20v/3,0,0) , (~16v/3,0,0,20v/3,0,0),
(24v2,8/6,0,0,20v/6,60v2) , (—24v2,8V/6,0,0,20v6, —60v/2)
(24f ~8v/6,0,0, -20V/6,60v2) , (~24v2,~8/6,0,0, —20v/6, ~60v2)

4 2 4
0, = J_oo OJ_0> (0—?’7\/5,0,0,7()\/5,()),

(07
(0,17¢_020f 160\/_0) (o,—lfx/ﬁ,o,mﬁ,lgo\/ﬁ,o),
(
(0

16 ! ! !
0, V21,0, ~20V3, - 60\/_0) (o,—f\/ﬁ,o,—zo\/ﬁ,g()\/ﬁ,()),

1 1 1 1
0 6\/ 60\/ 3.0, 60 EEE 0) (0, —1?\/33, —?1)\/33, 0, —1610 V33, 0) ,
16 60 160 16 — 60 — 160 —
(O, ﬁ\/ 33, —ﬁ\/ 33, 0, f\/ 33, O) s <07 _ﬁ Vv 33; ﬁ 337 07 _f 337 0) :

Le déterminant (/V.13) en ces solutions prend les valeurs

143327_2220000’ 143327_2%320000’ 143327_2§20000’ 143327_2%320000’ 955511;80000’
955512;80000’ 9555128180000’ 955512;80000’ 2786911840000’ 2786911840000’
300987118720000’ 300987118720000’ 300987118720000’ 300987118720000’
1926955100800007 1926955100800007 192695510080000’ 192695510080000'

Alors, pour £ € [—gg,&0] avec g9 > 0 suffisamment petit, I’équation différentielle du sixieme
ordre (IV.2) admet dix-huit solutions périodiques z(t,e) pour k = 1, ..., 18, qui tendent vers

les solutions 27-périodiques xy, (t) données par

3 cos(2t) + 2v/3 cos(t), xo(t) = 2v/3cos(2t) — 2v/3 cost,
3 3 3
3cos(2t) + 2v/3cos(t), za(t) = —2v/3cos(2t) — 2v/3 cost,
3 3 3
) =V2cost — £/6sint + 2v/2cos(3t) + 1/6sin(3t),

) = —V2cost — £v/6sint — $v/2cos(3t) + £v/6sin(3t),
=2cost + 1v6sint + 1v/2cos(3t) — 14/6sin 3t),
3 2 6
:\/§cost+l\/_sint—l\/§cos 3t) — 1v/65sin(3t),

6
)

—-\/42sint — 42 sin(3t),
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IV.2 Résultat principal

z10(t) = 5:V42sint + 57v/42sin(3t),

z(t) = —2 3cos(2t) 2/21sint — /21sin(3t),
z12(t) = —% 3COS(2t) 2\/21sint 4+ £+/21sin(3t),
r13(t) = 2 3cos(2t) 21sint — \/_sm(3t)
z14(t) = 2v/3cos(2t) + Z/21sint + 5-v/21 sin(3t),
x15(t) = ——\/_8111(275) \/_smt + 55V/33sin(3¢),
z16(t) = £+/33sin(2t) + —\/—smt - —\/_Sln(?)t)
z17(t) = £/33sin(2t) — 2v/33sint + 551/33sin(3t),
215(t) = —&V/33sin(2t) + £/33sint — /33 sin(3¢),

de 2 4+ 142® + 4923 + 362 =0 quand € — 0.

5, ¢ =2, et la fonction F dans le systéme (IV.3) est

Exemple 2.2. On suppose que p =
F(l’, Y, z,u,v,w, t) = ($ - 1) sin(t).

Pour le systeme de cet exemple, les §x(Xo, Yo, Zo, Uo, Vo, Wo), pour k = 1,...,6 du théoréme
1V.2.7 sont

F1 (Xo, Yo, Zo, Uy, Vo, Wo) = 5 + 55Wo,

2 (Xo, Yo, Zo, Us, Vo, Wo) = —55Va,

s (Xo, Yo, Zo, Uo, Vo, Wo) = % Zo,

4 (Xo, Yo, Zo, Us, Vo, Wo) = — U,

s (Xo, Yo, Zo, Us, Vo, Wo) = 5Y5,

s (Xo, Yo, Zo, Us, Vo, Wo) = 5 Xo.
Si

Sk (Xo, Yo, Zo, Uy, Vo, Wo) =0, k=1,...,6.

On trouve

(X5, Yy, 25, Uy, V', W) = (0,0,0,0,0,—45).
Le déterminant (/V.13) en cette solution prend le valeur

8(31,32,33,34,35,36) ), e —16
a(X()a }/E)a ZO) UO> %7 WO) (XO,YO7ZO7UO7V07WO):(XO Yo, %5.Uo.Vs 7W0) 332150625 ’

det(
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IV.2 Résultat principal

Alors, pour € € [—¢g, 9| avec g9 > 0 suffisamment petit, il y a une solution périodique x(t, ¢)
de 'équation différentielle du sixieme ordre (/V.2).

Enfin, on remplace les solutions (X§, Yy, Z5, U, Vi, W) dans (IV.12), on obtient

x1(t) = —2cos(2t),

21 21
de Q:'(G) + Z‘T(4) + Zm@) +xr = 0 quand e — 0.

Remarque 6. Notons que le théoreme I1.3.5 de moyennisation ne peut pas étre appliqué auz

deux cas suivants

1. Casp=gq, etp, ¢ € Q—{1,0,—1}.

2. Casp=q=1,0up =q=0.
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Chapitre VI

Solutions périodiques pour une deuxieme classe

d’équations différentielles du sixieme ordre

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons utiliser la théorie de moyennisation pour étudier les cycles

limites de I’équation différentielle du sixieéme ordre de la forme suivante
2 — (N + p)z® + A% — Bi 4 Cii 4+ St 4+ M\upx = eF(x, &, %, %, %, 20 1),

avec A=p? + 1+, B=p+ (p+Np>+ X, C=p>+ A u(1+p?), S=p* A+ pu), ou Xet p
sont deux parametres réels, p est un nombre rationnel différent de —1, 0, 1, € est un parametre
suffisamment petit et F' est une fonction non-linéaire, non autonome et T-périodique en ¢. De
plus nous proposons quelques applications.

2 Résultat principal
On considere 1’équation différentielle ordinaire du sixieme ordre de la forme
2 — (N p)z® + A% — Bi 4 Ci 4 St 4+ \upc = eF(x, 2,2, %, %, 20 1), (VIL.1)
oM A=p*+ 1+, B=p+ (n+Np*+ A, C=p* + Au(14+p%), S =p*( A+ pu).

Si

Y=z, z2=ret u=2, v=710, w= 2.
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VI.2 Résultat principal

L’équation (V' 1.1) peut s’écrire sous la forme suivante

r =1y,

y =z,

T (V1.2)
uw=wv,

v =w,

w = —\up’xr — Sy — Cz+ Bu— Av+ A+ p)w + eF(x,y, 2, u,v, w, t).

ou

A=p"+1+ M, B=p+(u+Np*+ X C=p"+ A u(l+p%), S=p*(A+p).

L’origine est I'unique point singulier du systéme (V' 1.2) lorsque ¢ = 0. La partie linéaire du

systeme (V' 1.2) avec € = 0 a l'origine est

0 1 0 O 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
A— , (VL.3)
0 0 0 O 1 0
0 0 0 O 0 1
“up? =S —C B —A \+upu

ot A=p*+ 14+, B=p+ (u+Np* + X, C=p* + A u(1+p°), S =p* (A +p).
Les valeurs propres de la matrice A sont +i, +pi, A et p.

On va faire un changement de variable linéaire
<X7 }/7 Z? U7 ‘/; W)T - B(x7 y7 Z? u7 v? w)T7

telle que dans les nouvelles variables (X, Y, Z, U, V, W), le systeme (V' 1.2) avec € = 0 a sa partie
linéaire égale a sa forme normale de Jordan c.a.d (X, Y,Z,U,V, W)T = J(X,Y,Z,U,V,W)TL.

Si on calcule Jordan, on constate qu’il ya trois cas :
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VI.2 Résultat principal

2.1 Cas 1 : pest un nombre rationnel différent de —1, 0, 1, et \u # 0.

Dans ce cas, la forme normale réelle de Jordan de la matrice A est

d’ou

—Aup
0
0

Aup®

p*u

_pQ)\

= = aN < o

o O o o ~ O

—1

o ok o o o
e

0
0
0
0
0

o > O O o o

T O o o o o

BlABf1:J:>BlA—JBle,

i+ Ap
LA

App?
—p’— Ap®

p2

—AUp —p P+ Ap

—— A
—p’ 1 — Ap’
P2+
[+ pp?
—Ap? — A

g. < SN <

14+ pA
P*+ A
—1— A
—1 —p?
1+ p?

(VL4)

—p 0

—u—XA 1

—pu—A 1
10
uo —1
-2 1

x

Y

z

L

v

w
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VI.2 Résultat principal

on trouve
X = —Aupg?i + pg®(p + Ny — p(A\e + ¢2)2 + plp + A)i — po,
Y = Mug?y — i+ Az + (¢ + pA)i— (p+ N + o,
Z =M™y — p*(p 4+ Nz + (07 + Aw)ie — (n+ Ao + w, (Vis)
U = Mup*qi — qp* (1 + A + a(Me + p%) 2 — q(u+ A+ g,
V = up*@®s — p*q*y + n(p® + ¢%)z — (p* + ¢?)i + pi — w,
W = =\p2@%% + ¢2p*) — M@+ p2)z + (0 + Pt — Mo + .
On a
T X
Y Y
z Z
— B;l ,
U U
v Vv
w W
donc
z(t) = Au—p*)X _ A+p)Y + A+ Z
(12 +p?)(=1+p?) (P2 +A2)p (W2 4+pH)(—14+p?)(P2+22) 1 (u2+1)(=1+p?)(A2+1)
+ (Ap—1U
(2 +1)(—1+p2)(A2+1)°
y(t) = — pA+m) X _ Ap—p?)Y 4 (u—1)Z
(W24+p?) (=1+p2)(P2+22)  (p24p?)(—14+p?)(p2+A2) ' (p2+1)(=14+p?)(A2+1)
_ A+p)U
(W2 +1)(—1+p2)(A2+1)°
2(t) = — (Au—p*)pX + A+u)p’Y _ M2z
(12+p?) (=14p?)(P?+A%) * (12+p°)(—1+p?)(P*+X?) (2 +1)(=14+p?)(A2+1)
+ (Ap—1)U
(41D (=14p*) (N +1) 7 (VL6)
u(t) = PP M) X + p*Ap—p?)Y _ Op-1)2 :
(2 +p2) (—14+p2)(P?+A2) " (24P (—1+p?) (P> +A2) (241 (—1+p>)(A2+1)
- MU
(W2 +1)(—1+p2)(A2+1)°
o(t) = p*(Au—p*)X _ p*A+p)Y + M tw)Zz
(W24+p) (=1+p2) (P2 +22)p  (p2+pH)(—=1+p2)(p2+22) * (p24+1)(—=1+p?)(A2+1)
+ Ap—1)U
(2 +1)(—1+p?)(A2+1)°
w(t) = — PP (A +p) X _ prQOp—p?)Y i Au—1)Z
(W24p?) (=14+p2) (P24+22)  (2+p2)(—=14+p?)(p2+X2)  (p241)(—=1+p?)(A2+1)
AU

(WP+1)(=14p*) (A2 +1)
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VI.2 Résultat principal

On remplace (V1.2) et (V1.6) dans (V1.5), on trouve

X =-Y,
Y = X e F (()y(0), 2(0), u(t), (1), w(t). ).
7 = —pU + eF (x(t),y(t), z(t), u(t),v(t), w(t),t),

. (VLT)
U=pZ,
V= AV —eF (a(t), y(t), 2(t), u(t), v(t), w(t), 1),
W = pW +eF (x(t),y(1), 2(8), u(t), v(t), w(t), 1),
ou
F=F(X,Y,Z,UV,W.t) = F(z,y, z,u,v,w,1).
Pour € = 0, on trouve
X =-Y,
Y =X,
_ — U’
b (VL8)
U=pZ,
V=)V,
W= uW.
La solution du systeme (V1.8) est
X (1) Xo
Y (t) Yg
Z0) | _ | %
U (1) Us |
V() Vo
W (t) Wo
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VI.2 Résultat principal

telle que
cos(t) —sin(t) 0 0 0 0
sin(t)  cos(t) 0 0 0 0
et = M (1) = 0 0 cos(®t) —sin(™t) 0 0 |
0 0 sin(™t) cos(™t) 0 0
0 0 0 0 eM 0
0 0 0 0 0 e

X (t) Xocost — Yysint

Y (t) Yy cost + Xgsint

Z (t) _ Zy cos(™t) — Uy sin(™t) | (VL9)
U (t) Up cos(™t) + Zgysin(™*t)

V(t) 0

W (t) 0

sauf & son origine. Par conséquent, la dimension de l’ensemble des orbites périodiques est
4 = k = 4. Pour énoncer le résultat principal de ce cas, nous avons besoin de quelques

préliminaires. Nous définissons

31(Xo, Yo, Zo, Us) = 2;1 Ozm sint Fa(t), b(t), c(t), d(1), e(t), (1), £)dt,
F2(Xo, Yo, Zo, Up) = 271m 02”" cost F(a(t),b(t), c(t), d(t), e(t), f(1), t)dt,
(VL.10)
Bs(Xo, Yo, 20, U0) = 5 [ cos(")F(a(e) b(t) e(0), (), e(0), 7 (0), ),
B1(Xo, Yo, 0, Uo) =~ [ sin(ZH)F(al), (o), eft), d(e) (1), S (0), ),
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VI.2 Résultat principal

avec p = m/n, ou m, n sont des nombres entiers positifs, et

a(t) = Au—p*) X _ A t+m)Y + A+u)Z
(W24+p?) (=1+p2) (P2 +A%)p  (u2+p?)(=1+p?)(P?+A%)  (W2+1)(=1+p?)(A2+1)
+ (Ap—1U
(W21 (=1+p?)(A2+1)°
b(t) = — pA+m) X _ Ap—p?)Y + Q=17
(12 +p2)(—1+p2) (P2 +22)  (2+p2)(—1+p2)(P2+A2) ' (24D (—14+p2)(A2+1)
_ (A+p)U
(W2+1)(=1+p2)(A2+1)°
c(t) = — Au—p*)pX + A+u)p?Y _ A t+w)Z
(24p2) (—14+p2) (P%4+22) * (24+p?)(—14+p?)(p2+A2) (W24 (=1+p?)(A2+1)
+ (Ap—1U
W2+ (=1+p?)(A2+1)° (VL.11)
d(t) = PP\ +p)X 4 p*(Au—p*)Y _ Qu-1)2
(24p?) (=1+p2) (P%4+22) T (u24p?)(=14+p?) (2 +A2)  (W2+1)(=14+p?)(A2+1)
_ (A+p)U
(p2+1)(—1+p?)(A2+1)°
e(t) = P Au—p*)X _ p*(A+p)Y + A+ Z
(12+p?)(=1+p2) (P2 +A%)p (W2 4+p?)(=1+p?) (P2 +22) T (u24+1)(=1+p2)(A2+1)
+ (Ap—1U
(w2+1)(—1+p?)(A2+1)?
Ft) = — PP+ X _ p*Qu—p?)Y + =17
(W24p?) (=1+p2)(P24+22)  (p24p?)(=14+p?)(p2+A2) © (p2+1)(=14+p?)(A2+1)

AU
(2 +1)(—1+p?)(A2+1)°

ou

X (t) = Xpcost — Yysint, Y(t) = Yycost + Xpsint,

Z(t) = Zycos(pt) — Uysin(pt), U(t) = Uycos(pt) + Zysin(pt).

Notre résultat principal de ce cas est le théoreme suivant

Théoréme VI1.2.8. On suppose que p est un nombre rationnel différent de —1, 0, 1, et Ay # 0.
Si la fonction F est 2nn-périodique en t, tels que pour tout (X, Yy, Z5, Us) € R*—{(0,0,0,0)}

solution du systeme

Fi(Xo0, Yo, Z0, Up) =0, k=1,....4, (VL.12)
et
8(317 327 337 'S4>
det(a(Xo, Yba ZO> UO))|(XO’YO’ZO’UO):(XS’YO*7Z37U5) 7£ O, (V113)

Iéquation différentielle (VI1.1) admet une solution périodique z(t,€) qui tend vers la solution
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VI.2 Résultat principal

xo (t) de 29 — (A4 p)z® + A 2 — Ba" + Ca" + Sx' + M\up?*x = 0 donnée par

. 1
0(t) = GEm e GO s P

—pYouP A2 cost — p°Uy cos(pt) — p? Zo A3 cos(pt) — pXop sin(t)
—pYo A3 u? cost — pPUgAsin(pt) — p®Uppsin(pt) + pZop® A2 cos(pt)
—pYou? cost — pUg A2 2 cos(pt) — pZop? A% sin(pt) — p>Ug\3 sin(pt)
—p*ZoA? sin(pt) — p* Zop? sin(pt) — p*UpA? cos(pt) — p*Upp® sin(pt)

+p° Zo A cos(pt) + p° Zop cos(pt) + p* Zop® cos(pt) — pYou® cost

+p3 ZouA? cos(pt) — pUpp® N2 sin(pt) — p3Usu)? sin(pt) + pZop® A3 cos(pt)

(
+p3UuA3 cos(pt) — pUpp® X3 sin(pt) — p3Ugp® A sin(pt) + pUpu A3 cos(pt)
(

2Ugp® N2 cost + p?Y 0p N% sin t

(VL14)

+p3 ZopN3 sin(pt) — pXop? A3 sint — YouA? sin(t) — pXou® sint — p3Uyp? cos(pt)

+p3UopP A cos(pt) + p°Upp) cos(pt) + pZo X33 sin(pt) + p3 Zop3 X sin(pt)
)

(
+p3 Zop® A cos(pt) + pP ZopAsint — pYoud? cost — pXouA? sint
+XopA3 cost — YouPhsint + Xou cost + XoudA3 cost + p?YoA? sin t
+XopA3 cost + p*You? sint — p?XoA\2 cost — pYppcost — pXopsint

—pYoA3 cost — p? Xy cost + p*Yysint — pYp cost — pXoA3sint),

quand € — 0. Notons que toutes ces orbites sont périodiques de période 2mn.

Démonstration. On utilise la notation du théoreme /7.3.5. D’apres le systeme (V1.7), on a

X —y 0
Y X F
Z _myy F
T = , Fo(x,t) = " , Fi(x,t) =
U my 0
1% AV _F
W % F
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VI.2 Résultat principal

Soit x (t; Xo, Yo, Zo, Uo, €) la solution du systeme (V' 1.7) telle que
€ (0; X07 }/[-)7 ZU7 U07 %,W0,5) - (X07 }/E)a Z07 U07 ‘/07 WO)

Il est clair que, le systéme non perturbé (V' 1.7) avec € = 0 admet un centre a l'origine dans le

plan (XY, Z U). Les solutions périodiques correspondantes sont
'T(t7 X07 }/E)’ Z()7 U07 07 0) = (X<t>7 Y(t)7 Z<t)7 U(t)7 V(t)7 W(t))7

ou les fonctions (X (), Y (t), Z(t),U(t), V(t), W(t)) sont données par (V' 1.9). Notons que toutes
ces orbites sont périodiques de période 27n.

Pour notre systeme, V' et a du théoreme [17.3.5 sont

V = {(X,Y,Z,U,0,0), 0 < X?+Y?+ Z%+ U? < p} pour certains p arbitraires et a =
(Xo, Yo, Zo, Upy) € V.

La matrice fondamentale M (t) de I’équation variationnelle du systéme non perturbé (V1.7).—g

pour la solution de (V' 1.9) est

cost —sint 0 0 0 0
sint cost 0 0 0 0
0 0 cos(2t) —sin(2t 0 0
. (1) —sin(21) |
0 0 sm(%t) cos(%t) 0 0
0 0 0 0 eM 0
0 0 0 0 0 e
et
cost sint 0 0 0 0
—sint cost 0 0 0 0
0 0 cos(t) sin(2t 0 0
0 0 — sin(%t) Cos(%t) 0 0
0 0 0 0 e M 0
0 0 0 0 0 e
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VI.2 Résultat principal

D’autre part, un calcul simple donne

0000 0 0
0000 0 0
0000 0 0
MI0) — MI(2mn) = :
0000 0 0
0000 1—e 2™ 0
0000 0 1— e 2mn

on a (1 — e_z’m)‘) (1 —e=2™#) £ 0, car A\ # 0. Nous avons montré que toutes les hypothéses

du théoreme 71.3.5 sont vérifiées. D’apres le théoreme 17.3.5, la fonction F(«) est donnée par

5(a) = 271m 02”" M ) Fy (2t 2), £)dt.
On trouve
§1(Xo, Yo, Zo, Up) = 271m 02”” sint Fa(t),b(t), c(t), d(t), e(t), f(t), )dt,  (VL15)
32X, Yo, Zo, U) = 271m Om cost F(a(t),b(t), e(t), d(t), e(t), £(1), t)dt,
B30, Yo, 20, U0) = o [ cos(" ) Fla(t) (t) (0, (), e(0), 7 0), ),
(X, Yo, Zo,Uo) = =5 [ sin(H0F(a(0), (0, el0) (0, e(0). £ (1) ),

les fonctions a(t), b(t), c(t), d(t), e(t), f(t) sont données par (VI.11). D’apres le théoreme
I1.3.5, 8’ils existent a = (X3, Yy, Z5, Ug) € RN\{(0,0,0,0)} € V avec

Sk(XOJ}/OJZOa UO) - 07 k= 17 "'747

et

8(317 327 337 gﬁl)

det o
(§] (a(X(),)/Q,Z(),U())>|(X07Y07Z07U0)7(X0’Y0 Z5U) # ,

alors, I’équation différentielle (V'1.1) admet une solution périodique z(¢,¢) qui tend vers la
solution zg (¢) de (8 — (A +p)z® + A 2" — Bx" 4+ Ca" + Sa’ + A\up?z = 0 donnée par (V1.14).

Notons que toutes ces orbites sont périodiques de période 27mn. O
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VI.2 Résultat principal

Exemple 2.1. On suppose que p = %, w=2, A=4 et la fonction F dans le systéme (V1.2)est

F(fl?,g,Z,U,U,lU,t) = (1 + Slnt)(l' — 1)

Pour le systeme de cet exemple, les §i(Xo, Yo, Zo, Up), pour k = 1,...,4, du théoreme V1.2.8

sont

1 (X0, Yo, Zo, Up) = —% — 32.Y, + 28 X,

(
2 (X0, Yo. Zo, Up, ) = 25Y, + £2.X,, (VL.16)
s (Xo, Yo, Zo, Us) = 555Uo — 55520,
(

255 255
814 (X0, Yo, Zo, Un) = — 20 — 4Us.

Si §1 =32 =733 =7354=0, on trouve

(X5, Yy, Z5,U5) = (16,4,0,0) )

Le déterminant (V1.13) de cette solution prend le valeur

det(

(51,52, 83, 54) 64

8(Xo, Yo, Zo, Uo))‘(XO’Y‘“Z‘“UO):(XS Y5208 T 9535075

Alors, pour € € [—¢g, 9| avec g9 > 0 suffisamment petit, il y a une solution périodique x(t, ¢)

de 'équation différentielle du sixieme ordre (V'1.1).

Enfin, on remplace la solution (X, Yy, Z§,Uy) dans (V1.14), on obtient

x1(t) = —2cost,

de 20 —620) 4+ 37% — %x + %i + %x + 2x =0 quand € — 0.

4
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VI.2 Résultat principal

2.2 Cas 2 : p est un nombre rationnel différent de —1, 0, 1, et A =0,
p#0(oupu=0, X\#£0).

Dans ce cas, la forme normale réelle de Jordan de la matrice A est donnée par (V1.3) avec

A=0.0na By est By avec A =0,

0 pu —p pp —p 0
0 0 — 1 —p 1
0 0  —p’u P o—p 1
BQ -
0 —p°u p? - 10
pr P ptpp® —1-p* p 1
0 p? 0 1+p* 0 1

Par la transformation linéaire inversible

(X7KZ7 U"/’W)T = B(I’y727u7vﬂw)T7

c.a.d ‘
X T X T
Y y Y y
A z A 2z
= Bl = . = Bl 9
U U U U
V v 1% )
W w W w
on trouve

X = pg®uy — pg?s + puis — po,

Y = —q?uz + ¢*u — pi + 1,

7 = —pui + p*i — po + w,

. pl;‘p 2.” o (VI.17)
U= —qp*uy + qp”z — quu + qu,

V = 1 — P2y + p(p® + ¢*)x — (0 + )i + pi — w,

W = ¢@p*y+ (p* + ¢*)u + w.
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VI.2 Résultat principal

donc

T X
Y Y
z A4
=By ,
U U
v \%
w w
X Y z U 1%
z(t W2+ (=147 (1 2+p?)l(11+p?)pz + (M2+1§L(*1+p2) T @12 - e (VL18)
t) = pX + Y _ Z . uU
YO = =2 )( 1+p2)p ' (u24+p?)(—14+p2)  (W24HD)(-1+p%)  (p2+1)(-1+p?)’

+ nY - nZzZ 4 U
(W24+p?)(=1+p%)  (2+p?)(=1+p?)  (p2+D)(=1+p?) = (W2+1)(=1+p?)’

puX . p?Y + Z . nU
W2+p?)(=14p2)  (W2+p*)(=1+4p%) — (W+D(=1+p%)  (WP+1D(=1+p*)’
p3 X o p2uY + U
2+p )(=1+p?)  (p?+p?)(=1+p?) (u2+1)( 1+4p%)  (P+1D)(-1+p?)°

o X 1y 4 U
w(t) = _(u2+z]’32)lzfl+p2) + (u2+p§)(fl+p2) (@D (-1+p?) (u2+1¢(71+p2)‘

t

I~

() =
()
2(t) 5
(t)
v(t) =

On remplace (V1.2) et (V1.18) dans (V1.17), on trouve

X =-Y,

Y =X +¢eF (x(t),y(t), z(t), u(t),v(t),w(t),t),

7 = —pU + eF (x(t), y(t), 2(t), u(t), v(t), w(t), 1),
U=pZ,

Vo= eF (2(t), y(t), 2(t), u(t), v(t), w(t), 1),

W= uW + e F (e(t), y (1), 2(t), u(t), o(t), w(t), 1),

(VI.19)

F=F(X,Y,Z,UV,Wt) = F(z,y, z,u,v,0,1).
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VI.2 Résultat principal

Pour € =0, on trouve

=Y.
Y =X,
= —pU,
P (V1.20)
U=pZ,
V=0,
W == uW.
La solution du systeme (1/7.20) est
X (t) Xo
Y(t) Yo
Z (t) _ Zy
U(t) Uy |
V(t) Vo
W(t) Wo
telle que
cost —sint 0 00 O
sint  cost 0 00 O
0 0 cos(®t) —sin(™t) 0 0
0 0 sin(%t) cos(™t) 0 0
0 0 0 01 0
0 0 0 0 0 et
avec p = m/n, ou m, n, sont des nombres entiers positifs, d’ot
X (t) Xopcost — Yysint
Y (t) Yocost + Xosint
Z (t) _ Zy cos(™t) — Uy sin(™t) | (VL21)
U(t) Uy cos(™t) + Zysin("t)
V() Vo
W (t) 0
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sauf sur I'axe V' (c.a.d {(0,0,0,0,V)}) qui est remplie de points singuliers). Par conséquent,
la dimension de ’ensemble des orbites périodiques est 5 = k = 5. Pour énoncer le résultat

principal de ce cas, nous avons besoin de quelques préliminaires. Nous définissons

F1(Xo, Yo, Zo, Uo, V) = 271m Ozm sint F(a(t),b(t), c(t),d(t), e(t), f(£), )dt,  (V1.22)
82X, Yo Zo, Un, Vo) = 5 [ cost F(a(0) b(e)el0), d(0), e(t) F(0), ),

83(Xo, You Zo, U, Vo) = 5 [ cos(220) (aft), b(), e(0) (), e(0), £0) ),
B4(Xo, Yo, Zo, U, Vi) = = [ sin(Z0)P(a(t) ble) 1), dl0) ), S0, ),
5(X0. Yo, Zo, U, Vo) = 5 [ Falt),b(0),e(0) ), e(0), S 0) ),

avec p = m/n, ou m, n sont des nombres entiers positifs, et

a(t) = _(#2+P2))((*1+P2)P N (u2+p2)lg1+p2)p2 t (u2+1¢({1+p2) N (u2+1)[(]*1+p2) N %’ (V1.23)
b(t) = _(u2+p2¢({1+p2)p * (u2+p2)¥—1+p2) B (u2+1)(Z—1+p2) B (u2+1§L(U—1+p2)’
t) = i T e — @ T @
d(t) = (u2+p€¢({1+p2) N (u2+p§)2(}:1+p2) T (#2+1)(Z—1+p2) N (#2+1§L(lil+p2)’
et) = _(u2+pg;()£1+p2) N (u2+ppj)ﬁ(g/l+p2) * (u2+1§i1+p2) B (u2+1)[(]—1+p2)’
pPuX p'Y Z pU

~
~—
Il

AT T @RS W) E D)

Théoréme VI.2.9. On suppose que p est un nombre rationnel différent de —1, 0, 1, et A =0,
w# 0. Sila fonction F est 2mn-périodique en t, tels que pour tout (X§, Yy, Z5, U, Vi) € R® —
{(0,0,0,0,Vy)} solution du systéme

Sk(X07%7207U07%) — O, k — 1, ...,5,

et
8(317 327 337 347 35)
8(*)(07 Yba Z07 UO) %)

det( )N (Xo0:Yo,Z0,U0.Vo)=(X5 Y 2505 Vi) 7 0,

Iéquation différentielle (V1.1)admet une solution périodique x(t,€) qui tend vers la solution
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VI.2 Résultat principal

zo (t) de 29 — pax® + (p? +1)% — p(p? + 1) & + p?i + p*ui = 0 donnée par

puXgcost + pudXocost — puYysint (VI.24)

70(t) = FEnErE
—ppdYysint — p2Yycost + p3Yycost — 2 Xosint + p* Xy sint

— Zou*p? cos(pt) — p*u?Zy cos(pt) + p? uUy sin(pt)

+p* Uy sin(pt) + p*u3Uy cos(pt) — p? uly cos(pt) + p? 13 Zy sin(pt)
p*uZysin(pt) — Vop'p* + Vop' + Voup* — Vop® — Vo — Vop?),

quand € — 0. Notons que toutes ces orbites sont périodiques de période 2mn.

Démonstration. On utilise la notation du théoreme 77.3.5. D’apres le systeme (V1.19), on a

X —y 0

Y X F

Z _myy F
T = , Fo(z,t) = n , By (z,t) =

U m 7 0

v 0 F

W i F

Soit x (t; Xo, Yo, Zo, Uo, €) la solution du systeme (V' 1.19) telle que
x (07 XO? }/E)? ZO7 U07 %,WO,E> = (X07 }/07 ZO; U07 ‘/07 WO)

Il est clair que, le systéme non perturbé (V' 1.19) avec ¢ = 0 admet dans l'espace (X,Y, Z, U, V)

un centre a ’origine de tout plan V=constant. Les solutions périodiques correspondantes sont
l’(t; XO: YO; ZO; U07 va 0) = (X(t>a Y(t)a Z(t)u U(t)a V(t)v W(t))7

ou les fonctions (X (¢),Y(t), Z(t),U(t), V(t), W(t)) sont données par (V' 1.21). Notons que toutes
ces orbites sont périodiques de période 27n.

Pour notre systeme, V et a du théoreme 717.3.5 sont

V = {(X,Y,Z,UV,0),0 < X2+ Y%+ 7?4+ U? + V2 < p} pour certains p arbitraires et
a = (X, Yo, Zo, Ug, V) € V.
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VI.2 Résultat principal

La matrice fondamentale M () de I’équation variationnelle du systéme non perturbé (V'/.19)__,

pour la solution de (V' 1.21) est

cost —sint 0 00 0
sint cost 0 0 0 0
0 0 cos(Z¢) —sin(Z¢t) 0 O
. () —sin(2) |
0 0 sin(®¢)  cos(™t) 0 0
0 0 0 01 0
0 0 0 0 0 e
et
cost sint 0 00 0
—sint cost 0 0 0 0
0 0 cos(2¢) sin(2¢) 0 0
0 0 —sin(%t) cos(™t) 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 e M
D’autre part, un calcul simple donne
00000 0 0
00 0O00O0 0
00 0O00O0 0
MI0)— MI(2mn) = ,
00 0O00O0 0
00 0O00O0 0
00000 1—e?2mmw

on a (1 —exp(—2mnu)) # 0, car 1 # 0. Nous avons montré que toutes les hypotheéses du

théoreme I1.3.5 sont vérifiées. D’apres le théoreme 77.3.5, la fonction §(«) est donnée par

5l0) = —— [ M) Rt ), £)dt.

2mn Jo
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On trouve

B1(X0, Yo, Zo, U, Vo) = 5 [ it Pla(t) b0), ), dle), 0, £(0), ),

2mn
§2(X0, Yo, Z0, U, Vo) = 5 [ cost Fla(e),b(), elt), d(t), e(t) F(2), 1)t
8a(Xo.Yor Zo, U, Vo) = 5 [ cos(CH)P(al0) b0, c(0). (), e(0), S 1) )
54(Xo. Yo Zo,Un, Vo) = 5 — [ sin( ) Fa(t) bt), 1), d(e). (1), £), .
5(Xo. Yo Za, U Vo) = 5 [ F(alt).b(0) c(0).d(0).e(0) S 0). )t

les fonctions a(t), b(t), c(t), d(t), e(t), f(t) sont données par (V' 1.23). D’apres le théoreme
I1.3.5, s'ils existent o = (X, Yy, Z5, U, Vy) € R> —{(0,0,0,0,V;)} € V avec

Sk’(XOa}/E)aZOa UO)%) = 07 k= 17 "'757

et
8(317 %27 %37 347 35)

det
¢ (a(X07 Y07 Z07 UOa ‘/O)

)|(Xo,Yo,ZmUo,Vo):(XS7Y0*7ZE§7U5,V0*) # 0,

alors, I’équation différentielle (V' 1.1) admet une solution périodique z(t,¢) qui tend vers la
solution xg (¢) de 28 — pax® + (p? +1)% — p (p* + 1) & + p%i + p*ui = 0 donnée par (V1.24)

quand £ — 0. Notons que toutes ces orbites sont périodiques de période 27n. O

Exemple 2.2. On suppose que p =2, u =5, A\ =0, et la fonction F' dans le systéme (V1.2)
est

F(z,y,z,u,v,w,t) = (2* — 1) cost.

Pour le systéme de cet exemple, les Fr(Xo, Yo, Zo, Uy, Vo), pour k =1,....,5 du théoréme V1.2.9
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VI.2 Résultat principal

sont
31 (Xo, Yo, Zo, Uo, Vo) O e Py T oy L yzy v
1120, 50, €0, 0, Vo 242208 " 242208 O 161472 " T 3120 070 T 624 0
11 37 79 5
Xo, Y0, Z0, U, Vo) = —5+ o Zi + U2 + X3 Yy YoX
32( 0,40, 40, Y0, 0) 2 936 0+936 0 968832 0 +968832 0 + 121104 020
624V0Z° + 3120V0U°’
B (X0, Yo 2o, Un o) = — o Voo + o Vol o Xollo = o XoZo + osVoX
3 (X0, Yo, 2o, Vo, Vo) = = i5ag Yoo + 5o Vo 0+ 07144070 T 9r 44 070 T Gogp O
1 25 5
Xo, Yo, Zo, Uy, V, — YoZ, VoYo — —— YUy — ——— XU,
84( 0, £05, <0, Y0, 0) 54288 0 0+6960 040 — 54288 ovo 27144 00
1
Xy Zy— — Vo X,
271447070 2784 020
3 1 5 3
X0, Yo, Z0, U, Vo) = ———Yy2, VoYo — o2 Yol KXol
35( 0, X0, 40, Yo, 0) 6032 0 0+1392 0~ 549288 0 O+6()32 00
1
X, Z X,
T 54288 7° 0+3480V0 0

i
Fk(Xo, Yo, Z0,Up, Vo) =0, k=1,...,5.

Ce systeme §1 = F2 = F3 = 1 = F5 = 0 admet dizx solutions (X, Yy, Z5, UL, V), données par

(16\/_ 40v/3,0,0,0), (=163, -40v/3,0,0,0), (—12v/6,28V/5,6V/3,4/3, 2+/3)
(12v/6, —28V/6,6/3,4v/3, 2/3), (—12V/6,28V/6, —6/3, —4v/3, -2 /3) ,

(12v/6, —28v/6, —6v/3, —4v/3, ~ 2/3) , (126,286,653, —4/3, - 2V/3),
(—12v/6, —28V/6,6/3, —4v/3, = 2/3) . (12V/6,28V/6, —6v/3,4/3, 2V/3),
(—12v6, —28v/6, —6+/3,4v/3, 2V/3)

Le déterminant (V' 1.13) de ces solutions prend les valeurs

1 1 1 1
703572480 \/g’ 703572480 \/§7 703572480 \/6’ 703572480 \/6
1 1 1 1
703572480 \/6’ 703572480 \/6’ 703572480 \/6’ 703572480 \/6
1 1
703572480 \/6’ 703572480 \/6

Alors, pour € € [—eg,&0] avec g9 > 0 suffisamment petit, I’équation différentielle du siziéme

ordre (VI1.1) admet dix solutions périodiques xy(t,e) pour k = 1,...,10, qui tendent vers les
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VI.2 Résultat principal

solutions 2m-périodiques xy, (t) données par

21(t) = 2v/3cost, x5(t) = —3v/3cost,

z10(t) = §V/6 cost + $v/6sint + £v/3cos(2t) + £1/3sin(2t) — £/3,

de 2 —520) + 5% — 257 4 47 + 202 = 0 quand ¢ — 0.

2.3 Cas 3 : p est un nombre rationnel différent de —1, 0, 1, et A\ =

p# 0.

Dans ce cas, la forme normale réelle de Jordan de la matrice A est

(VI.25)

> = O O O O

o O o o = O

o o o o O

o o o o o
=)

o > O o o o

On a
B3AB§1:J:>B:J,A—J33:O,
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VI.2 Résultat principal

d’ott
—\?p 2\p —(A2+1)p 2\p —p 0
0 A2 -2\ 1+ )2 —2) 1
0 \%? 22X p?+ A2 —2X 1
B3 =
A2p? —2)\p? p? + N2 -2\ 1 0
—\p? + p? PP 1+pP =A== pP+1 —-A+1 1
—p*A p? “ApP =X 1+p? -1
On a .
X x X x
Y y Y y
Z 2 Z P
= B3 = ] = B3 ,
U u U U
V v 1% v
44 w 1474 w
on trouve
X = —A\2pi 4 2pAi) — p(A% + 1)2 + 2pAi — po,
Y = X% — 205 + (14 A2)i — 200 + w,
Z = N2p*i — 202Nz + (P + N2)i — 2)\0 + 1,
PSPy Al 2 (V1.26)
U= Np*r —2p*° Xy + (A2 + p?)z — 200 + 0,
V=p A+ 1)i—p2+ WP+ + A+ 1):— (0P + D+ (A + 1)i —
W = =M%+ 2y — ANp® + 1)z + (p® + )i — Mo + .
On a
x X
Y Y
Z
S =B ,
U U
v V
w |14
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donc

X 2V VA (-yu
(1) = ot ~ TR T IR T Ch AT (V127)
(t) _ 2pAX . A2 —p?)Y + \2-1)Z . INU
YW= T e — @ T () (1) ()
___ (X-pHpX 22p?Y _ 227 (32-1)U
A = —Em e T e T i T o
_ 2p3AX pPN=p)Y -1z _ 20U
ult) = P T T LA )R

(—=14+p?)(p2+22)

_ _prP-pHX 2p4NY 222 (\2-1)U
olt) = (—14p2)(P?+22)"  (—14p?) (P2 +2?)° + (—14p?)(A2+1)* + (—14+p?)(X2+1)*”
w(t) = — 2p°AX _ p4()\2—p2)Y > + ()\Q—I)Z . I\

CLp) @) T () T CE O (C?) (D)

On remplace (V1.2) et (V1.27) dans (V' 1.26), on trouve

ou

X =-Y,
Y = X +¢F (alt), b(t), (1), d(t), e(t), F2), 1),
Z = —pU +F (t,a(t),b(t), c(t),d(t), e(t), (1), 1),

. (VL.28)
U=pZ,
V= AV 4 W+ eF (alt),b(t), c(t), d(t), e(t), f(2). 1),
W = AW +eF (a(t), b(t), c(t), d(), e(t), f(2), 1),
F=F(X,Y,Z,UV,W.t) = F(z,y, z,u,v,w,1).
Pour € = 0, on trouve
v
Y =X,
o
7 (V1.29)
U=pZ,
V=AV+W,
W = AW.
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La solution du systeme (V1.29) est

X (t) Xo
Y (t) Y
Z(t) _ Zy ’
U (t) U
V(#) Vo
W (t) Wo
telle que
cost —sint 0 0 0 0
sint  cost 0 0 0 0
et — M (1) = 0 0 cos(®t) —sin(™t) 0 0 |
0 0 sin(™t) cos(™t) 0 0
0 0 0 0 M 1
0 0 0 0 0 e

X (t) Xocost — Yysint

Y (t) Yycost + Xysint

Z(t) | | Zocos(it) — Upsin(it) (V1.30)
U(t) Up cos(™t) + Zysin(™t) | '
V(t) 0

W(t) 0

sauf & son origine. Par conséquent, la dimension de l’ensemble des orbites périodiques est

4 = k = 4. Pour énoncer le résultat principal de ce cas, nous avons besoin de quelques
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préliminaires. Nous définissons

§1(X0, Yo Za,Un) = 5 [ sint Pla(t),b(e).clt), (o). ele). 0). ),

2mn
1 21n
§2(Xo, Yo, Zo, Up) = o ) cost F(a(t),b(t),c(t),d(t),e(t), f(t),t)dt,
(VL.31)
1 27n m
§a(Xo, Yo, Zo, Un) = 5— cos(—1t)F(a(t), b(t), c(t), d(t), e(t), f(t),t)dL,
mn Jo n
1 2mn . m
S4(X07YE)7ZO7UO> = _T/ Sln(it)F(a(t)vb(t)uC(t)7d(t>7e(t)7f(t)vt)dt)
mn Jo n
avec p = m/n, ou m, n sont des nombres entiers positifs, et
_ (A2—p?)X . 22Y VA (\2-1)U
) = ChmeEnds ~ TR er T Cm e T e (V1.52)
b(t) = — 2pAX _ )Y + -1z 22U
CLR @ Cl) 0 T CE O (ST 2+
c(t) = — (A2—p*)pX 22p?Y _ 227 (»-1)u
CLE R T (TR (CLp) (D (L)
d(t) = — 22X POy Bz 2w
T CH)ERA)T T (CLp) AT (1) (DT (S1p) (241
_ _PXpHX 2p*\Y 2)Z (»-1u
V) = TN T T T CIa e T Cmeey
flt) = — 2p5NX _ pr(-pHY + -1z . 22U
(—14p)(P2+A2)7  (—14p2)(P2+2%)° T (1+pH) A2+ (—14p) (A2 417

Théoréme VI.2.10. On suppose que p est un nombre rationnel différent de —1, 0, 1, et
A= u#0. Sila fonction F est 2nn-périodique en t, tels que pour tout (X, Yy, Z5, Us) € R —
{(0,0,0,0)} solution du systéme,

Sk(X()y)/O)ZCHUO) - Oa k= ]-7 "'74a

et
8(%17 ‘327 ‘337 ‘34)

det
¢ (a(X07 }/E)) ZO7 UO)

N (Xo,Yo,20,00)=(x3. g, 25.08) 7 0,

’équation différentielle (VI.1) admet une solution périodique xz(t,e) qui tend vers la solution
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zo (t) de 29 —2X20) + A% — Bi + Ci + Si 4+ A2pPx = 0, avec A = p? +1+2), B = 2\p? +2),
C =p*+ X2(1+p?), S =2p*\, donnée par

z(t) = (/\2+p2)2(/\2i1)2(_1+p2)p(—4pSZO/\3 cos(pt) + 2pY O\ cost (VI.33)
—2pZ N5 cos(pt) + 2pUgA° cost — p® ZyA? sin(pt) + pUpA* cos(pt)
—p°Ug\? cos(pt) + 2p3 ZoyA? sin(pt) + pZoA? sin(pt) — 2p® ZoA* sin(pt)
+2pUp N’ sin(pt) — pUoA® cos(pt) + 2p3UgA? cos(pt) + 2p XA sin t
+4pYoA3 cost + 2p°UgAsin(pt) + 2p XA\ sint — 2p*YpA? sin t
+2p2 X2 cost + p? XoM cost + 4pXoA3sint — p?YyA\*sint
—pZoA® sin(pt) + 4p3UpA3 sin(pt) — 2p° Zy cos(pt) + p®Uy cos(pt)
—2Xo\ cost + p?Xpcost + 2YpA\*sint — p?Yysint + XoA® cost

—XoA? cost + YoAZsint + YoAOsint + p°Zy sin(pt) — 2p3Up\* cos(pt))

quand € — 0. Notons que toutes ces orbites sont périodiques de période 2mn.

Démonstration. On utilise la notation du théoreme 77.3.5. D’apres le systeme (V1.28), on a

X Yy 0
Y X F
T = i , Fo(x,t) = WU , Fi(x,t) = r
U m 7 0
1% AV 4+ W F
W AW F

Soit x (t; Xo, Yo, Zo, Uy, €) la solution du systeme (V' 1.28) telle que
X (Oa X07 }/b) ZU7 UOa ‘/O,WO,€> = (XOa Yba ZOv U07 ‘/07 WO)

Il est clair que, le systéme non perturbé (V' 1.28) avec € = 0 admet un centre a l'origine dans le
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plan (X,Y, Z U). Les solutions périodiques correspondantes sont
x(t; Xo, Yo, Zo, Uy, 0,0) = (X (¢),Y(t), Z(t),U(t), V(t), W(t)),

ou les fonctions (X (t), Y (t), Z(t),U(t), V(t), W (t)) sont données par (V' 1.30). Notons que toutes
ces orbites sont périodiques de période 27n.

Pour notre systeme, V' et a du théoreme 77.3.5 sont

V = {(X,Y,Z,U,0,0), 0 < X*+Y?+ Z%+ U? < p} pour certains p arbitraires et a =
(Xo, Yo, Zo, Up) € V.

La matrice fondamentale M (t) de I’équation variationnelle du systéme non perturbé (V'1.28).—o

pour la solution de (V' 1.30) est

cost —sint 0 0 0 0
sint cost 0 0 0 0
0 0 cos(¢t) —sin(2t 0 0
M(t) = M,(t) = Gt) Git) ;
0 0 sin(™t) cos(™t) 0 0
0 0 0 0 eM teM
0 0 0 0 0 eM
et
cost sint 0 0 0 0
—sint cost 0 0 0 0
0 0 cos(2¢) sin(2t 0 0
Mfl (t)) — (n ) (n )
0 0 — sm(%t) COS(%t) 0 0
0 0 0 0 e M —te M
0 0 0 0 0 e~

72



VI.2 Résultat principal

D’autre part, un calcul simple donne

00 0O 0 0
00 0O 0 0
ML(0) - M_1(27m) _ 0 0 0O 0 0 7
00 0O 0 0
00 0 0 1—e 2™ 21 e 2mA
00 0O 0 1—e2mA

on a 1 —exp(—2mn)) # 0, car A # 0. Nous avons montré que toutes les hypotheses du théoreme

I1.3.5 sont vérifiées. D’apres le théoreme /17.3.5, la fonction §(a) est donnée par

5l0) = —— [ MY Py (a(t, ), £)dt.
21 Jo
On trouve
B1(Xo, Yo, 20, Uo) = 5 [ sint F(al), (o), eft), d(e) (0, £(0), ),
1

S2(X07 YE), Zo, UO) = /027m cost F(a’(t>7 b(t)v C(t)v d(t)v €(t), f(t>7 t)dt,

2mn

1 2mn m

33(X07 YO» 207 UO) = % 0 cos(gt)F(a(t), b(t)a C(t)a d(t)v €(t), f<t>7 t)dt,
B1Xo, Yoo Z0,Uo) = —5— [ sin("E0) Fa(t), b0, elt), d0), (0), £(0), ),

les fonctions a(t), b(t), c(t), d(t), e(t), f(t) sont données par (V' 1.32). D’apres le théoreme
I1.3.5, s'ils existent « = (X, Yy, 25, Ug) € R*\{(0,0,0,0)} € V avec

Sk(XOaYbaZOa UO) - 07 k= 17 "'747

et

8(‘317 ‘327 %37 34)

det I
(§] (6(X07)/07Z[),UO))|(X0,Y0,Z0,U0)7(XO,Y0 JZE,Ug) 3& ,

alors, I’équation différentielle (V'1.1) admet une solution périodique z(¢,¢) qui tend vers la
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VI.2 Résultat principal

solution g (t) de z(® — 2\x0®) 4 A% — Bi 4+ CF + Si + A?p?r = 0, avec A = p> + 1 + 2),
B = 2\p? + 2\, C = p? + \2(1 + p?), S = 2p?), donnée par (V' 1.33). Notons que toutes ces

orbites sont périodiques de période 27n. O

Exemple 2.3. On suppose que p =2, u = A =5 et la fonction F dans le systéme (V1.2) est
F(z,y,z,u,v,w,t) = (2+sint)(1 + x).

Pour le systeme de cet exemple, les §x(Xo, Yo, Zo, Up), pour k = 1,...,4, du théoréeme V' 1.2.10

sont
F1 (Xo, Yo, Zo, Up) = & + 200y, 4+ BE X,
§2 (Xo, Yo, Zo, Up, ) = Z8Y, — 280,
s (Xo, Yo, Zo, Up) = =22, — 21,
4 (Xo, Yo, Zo, Up) = ¥ 7, — BUj,.

Si §1 =32 =353=7354=0, on trouve

(XO’}/E)vZO?UO): (87 64 7Oa0)'

Le déterminant (V' 1.13) de cette solution prend le valeur

(81, 82, 83, 84,) 1024

0(Xa, Yo Zu Uy) ) KoM 2000 =C6535 255 = 39075

det(

Alors, pour € € [—¢g, gg] avec €9 > 0 suffisamment petit, il y a une solution périodique x(t, e) de
'équation différentielle du sixieme ordre (V' 1.1). Enfin, on remplace la solution (X, Yy, Zg, Ug)
dans (V' 1.33), on obtient

xq(t) = —5 sint,
de 2 —420) 4 6% — 8% + 9% + 44 + 42 = 0 quand £ — 0.

Remarque 7. 1. Dans le cas ou p est un nombre rationnel différent de 1, 0, —1, et A = p =0,
nous ne pouvons pas appliquer le théoreme I1.3.5 pour étudier les orbites périodiques.

2. Dans le cas oup =1 et X # u # 0, (respectivement p =1 et A = p # 0, respectivement
p=1etA=0,pu#0), nous ne pouvons pas appliquer le théoréme 11.3.5 pour étudier les

orbites périodiques.
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Conclusion et Perspectives

La recherche des cycles limites des équations différentielles dépendant d’un petit parametre
peut étre étudiée au moyen de la méthode de moyennisation. L’utilisation de cette méthode
nous a permis d’écrire les systemes sous la forme standard des théorémes de moyennisation.
On a étudié les cycles limites d’une classe d’équations différentielles ordinaires du troisieme et
sixieme ordre par une nouvelle version de la méthode de moyennisation.

Nous continuons a travailler sur la recherche des cycle limites des équations différentielles
ordinaires. On se propose d’étudier les cycles limites pour une classe d’équations différentielles

du sixieme ordre de la forme
2O+ 1+ + )i+ (PP + P+ pg)i + pqr + H(t) = eF(x, &, 4, %, %, i, 1), (1.34)

ou p et g sont des nombres rationnels différents de —1, 0, 1, et p # ¢, € est un parametre

suffisamment petit et F, H sont des fonctions périodiques en t. I’ est une fonction non linéaire.
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