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Résumé

Nous etudions dans cette these la propagation des singularites de la solution
du probleme de Cauchy pour certaines classes d'équations aux dérivées partielles
singuliéres a caractéristiques doubles linéaires et non linéaires dans le domaine
complexe.

On construit explicitement des solutions engendrées par des fonctions
hypergéométriques qui permettent de décrire les singularités de la solution. En
effet des résultats récents ont montré que des équations qui ne relevent pas du
champ d'application de résultats généraux possédent des solutions
hypergéomeétriques et il semblerait que c'est le seul moyen d'avoir des
informations sur les singularités de la solution vu qu'on ne dispose pas de
méthodes de désingularisation systématique permettant d'obtenir des théoréemes
généraux.

On montre que la solution est en général ramifiée autour des caractéristiques.

Mots-clés : Probleme de Cauchy, fonction hypergéométrique, prolongement
analytique, singularité, convergence, Equation aux dérivées partielles.



Abstract

We study the singularities propagation of the solution of the Cauchy problem
for certain classes of singular partial differential equations with double linear
and non-linear characteristics in the complex field.

We construct explicit solutions generated by hypergeometric functions that
describe the singularities of the solution. Indeed recent results have shown that
equations that fall outside the general scope results have hypergeometric
solutions and it seems that this is the only way to have information on the
singularities of the solution seen that there is no systematic desingularization
methods for obtaining general theorems.

It is shown that the solution is in general about characteristics branched.

Keywords : Cauchy problem, hypergeometric function, analytical extension,
singularity, convergence, partial differential equation.
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0.1 Introduction

L’objet de cette these est I’étude des singularités de la solution du probléme de Cauchy
pour des classes d’opérateurs linéaires et non linéaires a caractéristiques doubles dans le
domaine complexe.

L’étude du probléeme de Cauchy linéaire holomorphe remonte aux travaux de Jean
Leray [16] dans les années 50 et 60. En supposant que la surface S, qui porte les don-
nées, est caractéristique en certains points [12, 35]. Il a montré que la solution se ramifie
autour d’un ensemble analytique tangent a la surface initiale et peut-étre uniformisée,
sauf dans des cas exceptionnels. Il s’agit d’un cas sans analogue en théorie des équations
différentielles ordinaires.

Depuis lors, plusieurs auteurs de 1’école de Leray ( J.Vaillant,C.Wagschal, D.Schiltz,
J.C. de Paris, A.Bentrad...) et celle de 1'école japonaise (Y.Hamada ,G. Nakamura,
J.Urabe...) ont étudié le probleme de Cauchy linéaire non caractéristique a données
singuliéres. Ils ont montré que la solution est ramifiée autour des hypersurfaces caracté-
ristiques issues des données.

Les thématiques développées dans cette thése s’articulent autour de deux axes :

1) Probléeme de Cauchy linéaire non caractéristique pour une classe d’opérateurs a
coefficient singulier et a caractéristiques doubles.

2) Probléme de Cauchy d’une famille d’opérateurs non linéaires & caractéristiques
doubles.

D’une maniére générale, pour étudier les singularités [19, 23,24, 30, 31] de la solution,
on a besoin de la représentation explicite de la solution [1, 6]. Ce qui n’est pas évident car
on ne dispose pas de méthodes de désingularisation systématique permettant d’obtenir
des théoremes généraux. L’étude est trés complexe et les situations ne sont pas simples.

Pour traiter ces problémes, on développe des méthodes utilisant les fonctions hyper-
géométriques qui permettent d’écrire explicitement la solution et de décrire ses singula-

rités.



Dans cet esprit, la thése est divisée en quatre chapitres :

Le premier chapitre a pour sujet les fonctions hypergéométriques [2,3,5,17,21] de
Gauss. On rappelle quelques définitions, propriétés, etc..., sur les fonctions spéciales et
précisément les fonctions hypergéométriques qui seront utilisées dans la suite.

Le deuxiéme chapitre porte sur I’étude des singularités de la solution du probléme de

Cauchy pour une classe d’opérateurs a caractéristiques tangentes en involution :

LV =apV (t* — 4x) ' + f (t,2), p>1 (1)

avec les données de Cauchy :

ou

L = D! — D>+ CD,.

et les fonctions : vy () et vy () sont supposées analytiques et f (¢,x) vérifie certaines

conditions :

1/ f=0, (2)
2/ f(t,x) = (4a)'t™.
On montre que la solution est singuliére sur K = K; U K5, ou

K, = {(t,x)eQ/ z=0}
Ky = {(t,x)€Q) 4z —t"=0.}



Nous avons obtenu ’équation (1) par linéarisation autour de la solution particuliére

suivante :
1

U (t, ) = (£ —dx) 77

de I’équation non linéaire :

LU = aU? + f (t,2)

Pour résoudre ce probléme, on utilise la méthode développée par A. Bentrad et S.
Kichenassamy [13, 14], qui consiste a réduire I’étude de I’équation aux dérivées partielles
a celle d’'une équation différentielle hypergéométrique.

Dans le troisiéeme chapitre, nous abordons un probléme de Cauchy pour une classe

d’opérateurs a caractéristiques tangentes non involutive de la forme :
XU + 2t0,0,U + CO,U — apU(x — t*) 1 = f (t,x)

On utilise la méme méthode que le second chapitre et on montre que la solution se
ramifie autour de

K=K UK,

ou

K = {(t,x)eQ/ z—t" =0}
Ky, = {(t,x) e/ x =0}

Nous allons également étudier le probléme non homogéne dans les cas suivants :
2t F 4t?
(=) (z—1)

4 a
2/ fi t 2tfu t Cfe ¥ 2 fe t Afa = —=f = 0

1/ftt+2tftw+cf:v_ f:v =0




Dans le quatriéme chapitre, nous nous intéresserons aux solutions exactes d’une cer-

taine classe d’équations aux dérivées partielles non linéaires pour les deux probléemes :

LU = 4x0°U — 0*U +eVf (3)
LU = 0AU —20,0,U +€Vf (4)

tel que L := 8,52 + 2t0,0, + C'0,, ou on étudiera trois cas :

1°"cas : Résolution de I'équation différentielle partielle (3), en utilsant les fonctions
hypergéométriques.
2éme

cas : Nous étudions le probleéme de Cauchy associé a ’équation (3) avec des

données de Cauchy homogénes et f est sous la forme

1/ f(t,z) = 2Pt™ ou

2/ flt,x) = aPt™ (x — tQ)Tfl / p,m et T sont des constantes.
3¢mecas : On s’interesse au probléme de Cauchy associé a 1'équation (4) avec des
données de Cauhy non homogénes.

On donne, pour chaque cas, une représentation explicite de la solution.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons certaines notions fontamentales théoriques et
des relations concernant quelques fonctions spéciales [7| qui seront nécessaires pour les
prochains chapitres. Parmi ces fonctions, on en trouve un grand nombre qui sont des
solutions d’équations différentielles du second ordre.

Ces fonctions sont trés utiles, car elles apparaissent souvent, dés que ’on cherche
a résoudre des équations différentielles du second ordre dont les coefficients ne sont pas
constants.

Plus spécifiquement, nous allons rappeler quelques définitions, propriétés, nota-
tions et résultats des fonctions hypergéométriques [2, 3,5, 17,21, 29|, par I'intermédiaire

de la fonction Gamma ['[7].

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 Fonctions Hypergéométriques de Gauss
Gauss a donné le nom de série hypergéométrique, a la série :

n

1+ L2
1 T et 12

ab_alat)bO+1) 5 +i(a)n(b)n,z
— (). n!

n



que l’on note par F (a,b;c; z) (ou oFy (a,b;c; z) ) qui converge pour |z| < 1.
Le symbole (d),, est la notation de Pochhammer, ou d désigne un nombre quelconque
et n un entier positif ou nul. Il a le sens suivant :

I'(d+n)

(d), = I (d) =d(d+1)(d+2)..(d+n—-1)

et en particulier :

(d)o =1

(1), = 123.n=n!

Dans la série hypergéométrique précédente, les trois premiers éléments a,b et ¢ sont
des parameétres, et le quatriéme z est la variable, ces quatre quantités pouvant d’ailleurs
prendre des valeurs complexes; on doit seulement exclure pour c les valeurs entiéres et
négatives.

Définition 1.1

La fonction hypergéométrique de Gauss [33, 34] est définie par :

F(a,b;c;2) = sz— (1.1)

n=0 (C)" TL'
elle converge pour |z| < 1,otua,beCetcg Z™.
Ses dérivées [3] satisfont la relation :
d" b
%F(a,b;c;z)%F(aJrn,bJrn;chn;z) (1.2)



Remarque 1.1

Si a ou b est un entier négatif, la série hypergéométrique est un polynome de degré n

et n € N.
(=1 (7))
F(—n,byc;z) = Z( ) (7,)( )zz7,
=0 (€);
(=1 (1) (a); ,
F(a; —nN; G, Z) = Z( ) (7,) (a)zz7,
=0 (c);
Par exemple, on suppose que a = —2; on obtient alors la série :
(=2)b 2 (=2)(=Db(b+1) 2
F(=9 bre2) — 1 z 2
(hhga =1t PERSTIY clc+1) T
aimst
20 b(b+1
F( 27b7c,2f)—1——z+ ( + )ZQ
c c(c+1)

C’est un polynome d’ordre 2.

Les polynémes orthogonaux s’expriment tous comme des cas particuliers de 5F}
[33, 34] avec au moins un des paramétres a et b entier négatif.

-P,(x)=F (—n, n+1,1, 1%) est un polynome de Legendre.

11—
_Tn (x) =F <—7'L,TL,—, :

5 T) est un polyndéme de Chebyshev.

. 9 11—
- o () = % (—n, n+ 2a, 2 _z) est un polynome de Gegenbauer.
n!
. 1 1—
gy (x) = MF (—n, l+n+a+p,a+1, TZ> est un polynome de Ja-
n!
cobi.



Propriétés 1.1

1/- On observe que F (a, b;c; z) est symétrique par rapport aux parametres a et b :
F(a,b;c;z) = F (b,a;c; z)
2/- On considere :

F(a,b;c;z) = F (2) = ZCkzk telle que Cp =1
k=0

C E)(+ k
Le rapport d’un terme au précédent étant égal a : (I;:l = EZik)) ((k;j: 1;-

Equation différentielle de Gauss :

La fonction hypergéométrique de Gauss (1.1), est définie comme étant la solution de

léquation différentielle (appelée équation de Gauss) linéaire du second ordre suivante :

d? d
z(l—z)d—ZU;Jr[c—(a+b+1)z}d—f—abw:0, (1.3)

ou w est la fonction inconnue, z désigne la variable et a, b et ¢ sont des constantes.
Sic, a—bet c—a—>b ne sont pas entiers négatifs, la solution générale de cette équation

est :

w= AF (a,b,c;2) + Bz “F(a—c+1,b—c+1,2—¢;z). (1.4)

Les A et B désignent des constantes arbitraires.

10



Solutions au niveau des points singuliers

L’équation de Gauss (1.3) posséde comme points singuliers réguliers, les trois points :

0,1, 00.

P

On cherche a déterminer des séries vérifiant formellement cette équation [2], donc :
- Autour du point z = 0, deux solutions sont indépendantes, si ¢ n’est pas un nombre

entier :

QFl(aa b7 G Z)J
et

2R (1+a—c,1+b—c2—c2).
- Autour de z = 1, si c—a — b n’est pas un entier, on a deux solutions indépendantes :

oFi(a,b;1+a+b—c;1—2),
et

(1—2) """ F(c—a,c—bltc—a—b1-2z).
- Autour de z = 00, si a — b n’est pas un entier, on a deux solutions indépendantes :
) P

2 %P (a,1+ta—clta—bzt),
et

2B (b1 +b—cl+b—ajz ).

11



Remarques 1.2

1/ Toute équation différentielle du second ordre avec trois points singuliers réguliers
peut se ramener, grice a un changement de variable, a une équation différentielle hyper-
géométrique de Gauss.

2/ Dans le cas ot a, b ou ¢ sont des entiers, on peut réduire la fonction hypergéomé-
triqgue a une fonction transcendante plus simple.

3/ Si ¢ est égal a un entier, la solution hypergéométrique de [’équation (1.2) contient

des termes logarithmiques.

Cas particuliers des fonctions de (GGauss

Voici, quelques propriétés de fonctions qui sont des cas particuliers des séries hyper-
géométriques [33, 34].
a/ F(a,bb;z)=(1—-2)"

b/F(1,1,2;z)—M

c/ F(1,1,2;—z) log(1+z() )
1 N1 (42
d/F(@L >2—zlog<1_z>

3-
9%
1 3 arctan z
Fl=1-:—2*)=—""C"
of P 51,57 ) = 2

. 2
f/ limF (1,5, 1: E> S

1.1.2 Fonctions hypergéométriques généralisées
Les fonctions hypergéométriques généralisées sont définies de la maniére suivante :

n

pFy (a1, a2, oy ap, b by by 2) = ((C;ll;: ((Zj;:((qu)): % (1.5)

n=0

oll, on a utilisé la notation de Pochhammer

I'(a+n)
(a)n = W

12



Equations différentielles de Gauss non homogénes

On considere, dans cette partie, des équations différentielles linéaires non homogenes
[3] de la forme :
2
z(l—z)%Jr[c—(a+b+1)z]%—abyf(z) (1.6)
ou a,b et ¢ sont des constantes.
1.Si f(z) = 27!, oil o est une constante, la solution particuliére y, de cette équation
est sous la forme :

[e2

z
yp = fo(a,b;¢;2) = o

————— sk (l,ot+a,0+ b0+ 150+ ¢;2) (1.7)
o+c—1)

Sa dérivée satisfait la relation suivante :

d
d—fg(a,b;C;Z):(O'_l)fo-fl(a‘l“l,b‘kl;C‘I*l;Z)
z

2.8 f(z) =271 (1—pz)" ", ouo,pet T sont des constantes, la solution particuliére

y, de I'équation (1.6) est sous la forme

“I'(nt+1—71)p"
_ ) o _ o 1
yp = C,) (a,b;c;2) ngo =) Join (a,b;¢; 2) (1.8)

Sa dérivée satisfait la relation :

iC’(T) (a,b;¢;2) = (0—1) o

7 Co o1+ 1,0+ e+ 1;2)

+p(1—T)CI():;D(a+1,b+1;c+1;z).

Remarque 1.3
La fonction f (z) peut prendre d’autres formes en fonction de z, et pour chaque forme

cela change la solution de l’équation non homogéne 3] .

13



Voici deux transformations importantes nécessaires pour I’étude de la convergence
dans les prochains chapitres.
Transformation de Pfaff :

Voici les deux formules de la transformation de Pfaff :

F(a,bc,z) = (1—2)"F (a,c—b, c,%) (1.9)
o
(1-2)"F b, ¢, — (1.10)
= — c—a,b,c :
Z ) ) ) Z _ 1
Transformation d’Euler :
Nous utilisons (1.9) et (1.10) pour trouver la transformation d’Euler suivante :
F(a,bec,z)=(1—=2)""F(c—a,c—b,ec,z) (1.11)
1.1.3 Fonction Gamma
Définition 1.2
La fonction Gamma, notée [' (z), est définie par la formule d’Euler ci-dessous :
['(z) = / t"te7'dt pour x € C,Re(z) >0 (1.12)
0
Propriétés 1.2
1/ La fonction Gamma vérifie la relation de récurrence suivante :
Ve, Re(z) >0; ['(z+1)==zl(2) (1.13)

14



2/ La fonction Gamma est liée avec les symboles de Pochhammer comme suit :

(@) = % (1.14)
Valeurs particuliéres de [ (z)
/T(1)= [ etdt=1
2/ Pour x = n € N* on applique la formule de récurrence :

F'n) = m=—DI'n=-1)=Mn-1)(n—-2)I"(n—-2),
= m=1)(n-2)(n=3)(n—4)..3.2.1I' (1),

on obtient :

['(n)=(n—-1)L (1.15)
3/ Pour = = % :

En effectuant, dans un premier temps, le changement de variable dans la formule

d’Euler suivante : t = u?, dt = 2u.du afin d’obtenir :

['(z) = 2/ e du.
0

1
En remplagant x par 50 on obtient la valeur particuliére suivante :

2

r (1) _Jr (1.16)

4/ Formule de Stirling

La formule de Stirling particuliére a la fonction Gamma est la suivante :

['(2) ~ 2" 2¢ %V 2m. (1.17)

15



1.2 Estimations de la fonction hypergéométrique :

Dans cette partie, on donne un lemme important pour ’estimation de la fonction hy-
pergéométrique, qui nous aidera pour ’étude de la convergence des solutions construites.

Lemme 1.1 [14,13| Sia>b>¢>0,d=a+b— ¢, alors

r _
F(a,b;c;z)<<r( )(1—z)d.

Preuve.
Pour estimer la fonction hypergéométrique F', nous allons tout d’abord montrer que
a) (b
(@), (0), est croissante.

(c),, (d),,

En effet, d’apres la condition : d =a+b—c et pour n > 1:

la suite

(a+mn)(b+n) : (a+n)b+n)+ (ctn)(d+n)—(ctn)(d+n)
(c+n)(d+n) (c+n)(d+n)
_ (etn)(d+n) (atn)(bt+n)—(ctn)(d+n)
(c+mn)(d+n) (c+n)(d+n)

ab—cd+n(a+b)—nctd)

- (et n) (1)

et comme a +b=c+d , on obtient :

d’autre part, on a :
ab—cd=ab—c(a+b—c)=ab—ca—cb—c*=(c—a)(c—0D)

done :

ab—cd=(c—a)(c—>b) >0

cara>b>c¢>0.

16



Ainsi, nous obtenons :

(a+n)(b+n) (c—a)(c—0)
Ccrmdrn T lermarn ot

En utilsant, par la suite, la propriété suivante de la fonction Gamma, [7] :

nln®1
I'(z) = lim ——
n—oo (’Z)n

Nous avons :

n n

(), (d),,

r
la limite de qui tend vers T quand n — +00

Ce qui nous conduit a

Nous aboutissons finalement a :

F(a,byc;2) = z

() ' (d)x~(d),,
€ T2,
LOT@
€ Trep '
Par conséquent,
F(a,b;c2) < (Z))ll:((z; (1—2)"°
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1.3 Principe de superposition :

Nous considérons une équation différentielle linéaire sous la forme :

LU =g (1.19)

ol le second membre g est la somme de deux fonctions g1 + gs.
On peut chercher une solution particuliére S; de I’équation différentielle du second

membre ¢; :

LU:gl

puis une solution particuliére Sy de I’équation différentielle du second membre g :

LU:gQ

Alors, la somme S = 51455 de ces deux solutions particuliéres est solution particuliére

de I’équation de départ : LU = g .

Ce principe se généralise facilement au cas ol g est la somme de plus de deux fonctions.
En effet, si S(t) est la solution d’un systéme linéaire produit par différentes fonctions
du second membre g1 (t), go(t), .. .., g(t) agissants simultanément, alors celle-ci est égale
a la somme des solutions produites par chacunes des fonctions agissants séparément.

Ainsi, si S;(t) est la solution produite par la fonction g¢;(t), alors :

S () = ZS (1) (1.20)
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1.4 Surfaces caractéristiques

On note par = = (g, 71, ..., T,), un point de R"*! et

a = (ag,ai,...,a,) est un multi-indice de N"
n
] = Zai est le module de «
i=0

0
D* = Dg°.D...Dyr ou Dj = 5y, POUr 0<j<n
Lj

donc

P(z,D) =Y aq(x) D (1.21)

jal<2
désigne un opérateur différentiel linéaire d’ordre deux & coefficients holomorphes au
voisinage de ’origine 35, 12].

Définition 1.3

La partie principale de 'opérateur (1.21) est :

Py(z,D) = Y aq(x) D (1.22)

|a|=2
Exemple 1.1
La partie principale de 'opérateur :
P(xz,D) = D% + sin (z1, 9) Dg — fL'ngDQ + 21Dy + %2

est :

Py (z,D) = D? +sin (x1,23) D5 — £3D1 Dy
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Exemple 1.2

La partie principale de 'opérateur :

P (x,D)=ay(x) Dy +as (x) Dy 4+ C ()

est :

Py (z,D) = a1 (x) D1 + ay (v) Dy

€= (&, ...,&,) est un vecteur non nul appartenant a R", il définit une direction dans R".
Une direction définie par le vecteur £ € R} est appelée "caractéristique" sur le point
x € R", en respectant 'opérateur différentiel partiel P (z, D) donné par (1.21), si
Si
Py (z,&) = 0. (1.23)

ou P, (z, D) donné par (1.22) est la partie principale de P (z, D).
L’équation (1.23) est appelée " équation caractéristique " de P (z, D) .On obtient

cette équation, en remplagant les dérivées des divers ordres D = (Dy, Do, ..., D,,) par £ =

£1:€9, .., §,,), ainsi :
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Exemple 1.3

On considére dans R? 1'opérateur d’Onde suivant :
P(D)=D? - D3
L’équation caractéristique est :
§-6=0

qui est satisfaite si &, = £ &,

Les surfaces caractéristiques sont les deux droites :

Ty = T1+ ¢

Ty — —T1+ Co

Exemple 1.4

On considére dans R? I'opérateur de Chaleur :
P (D) = D? — D,

La partie principale est :

Alors I'équation caractéristique est :

=0

dongc, les surfaces caractéristiques sont les droites x; = K ( K est une constante )

21



Chapitre 2

Les singularités de la solution du
probléme de Cauchy pour une classe
d’opérateurs a caractéristiques

tangentes en involution

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude des singularités et la convergence des so-
lutions du probléme de Cauchy pour une équation aux dérivées partielles linéaires dans

C? .
Uy — a2Uy, + CU, = apU (tQ — 436)71 + f(t,x), p>1 (2.1)

avec des données de Cauchy analytiques.

U(0,z) = ug (),
U (0,2) = uy (x) .
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Ot la fonction f (t,z) est analytique dans un voisinage € de 'origine de C? , et dans

lequel les fonctions wug (), u1 () sont analytiques sur

Qn{(t,x) : t=0}.

Dans cette optique, on va s’appuyer sur les travaux d’A. Bentrad et S. Kichenassamy
[14,13], qui ont construit les solutions de ’équation suivante en utilisant les fonctions

hypergéométriques :

A
utt—AquTQ—_lLtQ:O, pour 0 <t<r<R, (2.2)

ot u=u(x,t), r € R" R est une constante positive.

La constante A est un réel inférieur ou égale a %1 (N—1)et N> 1.

Nous avons pour but de donner une représentation explicite des solutions sous la
forme d’une série de fonctions hypergéométriques et on montre que cette solution est
singuliére autour de K = K; U Kj.

On note :

K = {(t,2)eQ/ z=0},
Ky = {(t,2) €Q/ 4da—t>=0}.

L’équation (2.1) provient de la linéarisation de ’équation non linéaire suivante :
Vie — a2V + CVp = aVP + f(t,2) (2.3)

autour de la solution particuliere :

1

Vol(t,x) = (£ —dx) 77,

23



avec

1 4
a=——4C -2+ —— ).
p—1 p—1

Par la suite, nous cherchons la solution dans les cas ou f vérifie :

1/ f(t,z) = 0, ou
2/ f(t,x) = (dz)'t™.
Avant de commencer & chercher la solution de notre probléme, on doit linéariser le
probléme non linéaire (2.3) et pour cela, on cherche la solution particuliere de cette
équation.

Théoréme 2.1

L’équation non linéaire suivante :
Utt — xUm + CUx = aU? (24)

a une solution particuliére sous la forme :

1

U (t,z) = (£ —4z) 77 (2.5)
En effet, Pour montrer ce résultat, nous avons posé :
Ut,z)=V(S) /S=t"—4z (2.6)

Apreés dérivation, on trouve :

Utt - SttV' ‘I‘ StQ V”
Ue = SpV'+ S2V"
u, = SV’

24



Ensuite, on substitue les dérivées ci-dessus dans (2.4), pour obtenir 1’équation diffé-

rentielle ordinaire suivante :

ASV" + (2= 4C) V' = aV? (2.7)

L’équation différentielle ordinaire de second ordre non linéaire précédente a une solu-

tion particuliére sous la forme :

V(S) =S 7

Par conséquent, Uy = (* — 436)7ﬁ est une solution particuliére de :
DUy — 2 DUy + CD,Uy = aUf (2.8)

ou

Linéarisation de 1’équation
Dans cette partie, on s’intéresse a la linéarisation de 1’équation homogeéne (2.4) .

Pour la linéariser, nous allons présenter deux méthodes différentes. Dans la premiére,

on va utiliser la définition de la dérivée. Pour la seconde, on se sert de la formule du

Bindéme de Newton. En effet :

Soit U =Uy+¢€V, telleque 0 <e <1 (¢ — 0)
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La premiére méthode

On substitue U dans (2.4) comme suit,

02 (Uy+eV) — 20> (Ug + V) + CO, (Up + V) = a(Us+ V)P, (2.9)
OiUs — 202Uo + C0,Us + € (9] V — 202V + CO,V) = a(Us+eV),
aUl + e (0}V — 202V + CO,V) = )

OV — 202V + 00,V = (2.10)

On applique la limite quand ¢ tend vers 0 aux deux membres de (2.10) et ensuite
la définition de la Dérivation, alors I’équation non linéaire (2.4) devient linéaire sous la

forme

OV — 20’V + CO,V = apV (£* —4z) . (2.11)

La deuxiéme méthode
On applique la Formule du Binéme de Newton sur le deuxiéme membre de I’équation

(2.4) comme suit :

worery = ()t eny,
SR UORT I IEPRE =

pour arriver a ’équation suivante :

e(O}V =202V +CO,V) = a(Us+eV) —alf,

- a (p U (ev) + LD
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on divise les deux membres par ¢, pour obtenir :

1
OV — 202V + COV — ap (U v+ PPN oy 4

2
= ap(Uo)" 'V tole) / ole) = 0.

Finalement, parvient a I’équation linéaire :

OV — 20’V + CO,V = apV (£* —4z) .

2.2 Etude du probléme de Cauchy linéaire homogéne

On considére, dans un voisinage €2 de I'origine de C?, le probléme de Cauchy suivant :

LU = 82U — 202U + COU — ap (12 — 42) ' U = f(t,x) sur 2
U(0,2) = up () sur QN {t =0} (2.12)
U (0,2) = uy ()

dans lequel, ug (z) et u; (x) sont analytiques sur QN {t = 0} et f (¢, ) est analytique
sur €.

L’étude de ce probléme est équivalente a celle des deux problémes conjoints :

LU =0
U(0,2) = ug(x) (2.13)
\ Ui (0,2) = uy ()

LU = f(t,x)
U (0,2) =0 (2.14)
| Ui (0,z) =0
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2.2.1 La solution du probléme homogéne

D’aprés le principe de superposition, il suffit d’étudier les problémes de Cauchy li-

néaires ci-dessous :

LV =0
V(0,2) = ! (2.15)
\ Vi (0,2) =0
LW =0
W (0,2) =0 (2.16)
| Wi (0,7) = 2!

Dans le paragraphe suivant, on construit les deux fonctions V' et W. Solutions, res-
pectivement, des problémes (2.15) et (2.16) .

On énonce maintenant le théoréme principal de ce chapitre :

Théoréme 2.2

Le probléme de Cauchy (2.12) homogeéne a une unique solution sous la forme :

Ult,z) = Z (ale,ﬂ + blVVZ,B’> ;

1>0
ou q; et b; sont des constantes et
Vit,z) = Viglt,x) =
_ _ 1 ¢
— W@ P e =) F (ﬁ—z,cw—zﬂ,?E) . (217)

telle que [ vérifie :

1 1
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W(t,$) - I/Vl,ﬂ/(tux):
tQ

_g _g ' 3
= )7 @) (4x—t2)ﬂ tF (ﬂl—l,c+ﬂl—l+1,§;£> (2.18)

telle que 3 vérifie :
Cc 1 1
/ /
— —— =) =—-—-B.
p (ﬂ LT 4 2) 4

ou F' est la fonction hypergéométrique de Gauss.

Preuve.
2

t
On pose V (t,z) = V; (t,2) = 2'v (2) telle que z = o On a alors :
x

Ve = a7+ a2tz

Vie = 11— 12" 20+ 2" T20)) + 12! a0 + 2tz + 2t (2,)7 0,

2
Vie = a'(z)" 0" + a2tz

Donc, LV = 0 est équivalent & :

z(l—z)v"Jr(%— (C+2(1—l))z> v'+<1(0—z+1)—}lap (Z—i1>>v0 (2.19)

Afin de construire 1’équation de Gauss, il faut effectuer un autre changement de

variable :
v=(1- z)ﬂy
Alors,
Vo= (1-2y - B(1-2)"y
Vo= (=2 =281 =2y 4 B(B-1) (1-2)" 7y
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On remplace ces dérivées dans I’équation (2.19), pour obtenir :

2(1=2)"y =282 (1 -2y + B(B-1)2(1-2)""y

+(§—<c+2<1—l>>z) (1—z)ﬂy’—ﬂ<%—(C+2(1—l))z> (12"

H(C—-1+1)0=2)"y+ }lap ((1 — )Pt y> — 0. (2.20)
Si

ﬂ(Ql—ﬂ—C—%)iap.

Par conséquent, (2.20) est équivalent a 1’équation de Gauss suivante :

z(l—z)y"Jr(%—(C+2(1—l+ﬂ))2> y+UC—-I+1D)+B(B+C+1-20)y=0.
(2.21)

1
Comme 3 ¢ 7, un systeme fondamental [3] de solutions est :

1
y1F<ﬂ—l,C+ﬂ—l+1,—;z>.

2
3.
7272: .

NN V]

1 1
y2z5F<ﬂ—l+§,C+ﬂ—l+

Dongc, la solution générale de ’équation (2.21) soit :
1 1 1 3 3
y=AF 5—Z,C+5—l+1,§;z + Bz:F ﬁ—l+§,0+5—l+§,§;z . (2.22)

ou A et B sont des constantes. Pour les trouver, il suffit d’appliquer les conditions de
Cauchy. Cette solution est convergente pour |z| < 1, et divergente pour |z| > 1.
D’aprés les données de Cauchy, nous avons trouvé A =1 et B = 0.

La solution générale du probléme (2.15) est :

2

V(t,x) = Vig(t,z) = (4) P ()7 (4o — )’ F (/3 ~1L,C+B—1+1, %; i?) . (2.23)
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Pour (2.16), de maniére analogue, on obtient la solution :

' 2
mqum(@ﬂX@lH@x—#ftF<a—Lcwg?—z+Lgt%>, (2.24)

avec

o c o1\ 1
ﬂ(ﬂ—l+z—§>—13

2.2.2 Singularités de la solution

Nous avons étudié les singularités de la solution U.
L’application
£

S

transforme :

t = 0, enz=0
K, : =0 enz=00

Ky, : t?—4x=0enz=1

La solution U est composée d’une fonction hypergéométrique qui est holomorphe sur
D —(0,1,00), ot D est la sphere de Riemann.

Ainsi, I'étude des singularités de la solution se réduit a celle des propriétés bien
connues des fonctions de Gauss.

Remarques 2.1

Pour p—l=—-nouC+p—-1l+1=-n;neN ona

1 - 2\ 2\"
F (—n, C+p—-1+1; X z) = z;ai <£> avec le terme général (E) (2.25)
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La forme générale de la solution V (t,x) est :

ol

1
=—,etb=c—n—1
c=35, € c—n

son dernier terme est

C it ((ac") (42 — tQ)l7n>
Cot™ (42 — )"
tel que C), dépend des paramétres C,[ et 5.
Par conséquent, nous avons certains résultats :
Si l—n <0 (cest adire que l <n ou B <0 ), alors la solution est singuliére sur
les surfaces caractéristiques Ky : 4z — t* = 0.

Sinon, la solution V (t,x) est un polyndéme (fonction polynémiale).

Nous trouvons pour W (t, ), le dernier terme :
O 42t (43@ _ t2>l*n
n

Pour illustrer le théoréme nous donnons quelques exemples.
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Exemples
Exemple 2.1

On consideére le probléeme de Cauchy :

2V — 292V 420,V — 28 (t2 — 42) 'V = 0,
V(0,2) = 2%, (2.27)
V, (0,2) = 0.

La solution V (¢, x) est donnée par :

1 1 ¢

_ 2 2)2 S
Vit,x) = 27 (42 — ) F<_2’1’§’E>’

1 2 t
— z (4ac—t2) (xQ —tQachE) .

C’est un polyndme.
Exemple 2.2

Soit le probléeme :

2V — 202V — 20,V — 12 (t? — 42) 'V =0,
V(0,z) =z, (2.28)
V; (0,2) = 0.

Une solution de ce probléme est donnée par :

V(t,z)= 1—16361 (42 — tQ)Q :

Cette solution est singuliére seulement sur K, : x = 0.
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Exemple 2.3

Le probléme de Cauchy suivant :

O2V — 202V + 0,V + 6 (12 —4z) 'V =0,
V(0,2) =z,
V; (0,2) = 0.

a comme solution :

V(t,x) = 42* (4z — t2)71 :

qui est singuliére seulement sur Ky : 4z — t? = 0.
Exemple 2.4

On consideére le probléeme de Cauchy :

A2V — 202V — 0,V — A (12 —4x) 'V =0,
V(0,x) =z,
V; (0,2) = 0.

V (t, ) est donnée par :

1 1t
V(t,x) Eafl (42 — tQ)QF (1, 1; X E) ,

V est singuliére sur K7 : o = 0 et Ky : 40 — t* = 0.

34
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Conclusion : Voici quelques conclusions :
1)Sif—1=—n,l<net <0, la solution :

I
Vi(t,z) =4 "z" (43@ — tQ)B F (—n, C+1—mn; 2 4—) , (2.31)
x

est singuliére sur Ky : 40 — t2 = 0.

2)Sif—1=—n,l>netf >0, lasolution :

1t
Vi(t,z) =4 "z" (43@ — tQ)B F (—n, C+1—mn; 2 4—) , (2.32)
x

est un polynéme.

3)SiC+ f—1+1= —n,alors

—Cen— 1 ¢
V(t,z) =4 Pz (4o — tQ)l R (— (n+C+1),—n; 3 4—> : (2.33)

on en déduit que :

)SiC<—n—-1(CH+n+1<0)=101—(n+C+1)>0,alors V est singuliére sur
K.

ii)SiC>-n—1letl—(n+C+1)<0,donc V est singuliere sur Ks.

iii) SiC>—-n—1letl—(n+C+1)>0,donc V est un polyndome.

4) Pour [ > C, | et C paires et sous la forme :

4k + 7
l=2k+4,C=2k+2aveca =14+ 8k, =2 (ouﬂ ; ) et p=2.

la solution est un polynome.
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5) Pour [ < C, [ et C paires et sous la forme :

l=2k,C =2k+6aveca =14+ 4k et § =2k — 3

la solution est singuliére sur K.

2.2.3 La convergence de la solution

La convergence de la solution est basée sur les fonctions hypergéométriques et pour
cela, on utilise le lemme suivant :
Lemme 2.1

Si a>b>c>0,et d=a+b—c, pour |z|] <1

a U (e) T (d)
F(a,b;c; 1—z) 22 2.34
Démonstration : voir [27]
Théoréme 2.3
Les séries ZalVl et Zlel convergent pour :
>0 >0
R
i 2.35
ol < (235)
oll R est le rayon de convergence de ug et ug.
Preuve.
Nous avons la solution
. tQ B 1 tQ
= 1-— ) F — — 1, = — 2.
Vi(t,z) = (z) ( 49@) (ﬂ LC+pB—1+ ’2’49@) (2.36)
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1
m—C—§+¢Z
2

Pour g =p,=

1 1

ou A est le discriminant de (2.37) :

1\?
a-(u-c-3) -5

On pose
1
azﬁ—l,b:0+5—l+1etc:§

Nous obtenons :
1
d:a+b—c:26—2l+0+§:vA>0

A présent, nous appliquons le lemme 2.1.

En posant :
I'(e)I'(d)
M = t 2y =V A
[(a) (b et 2y =vA
On aboutit alors a :
1
M= b, 20H1\ (20 +3
4 1 vy
1
Ly {y+ 5
_ 22y71

. Telle que 3, est une racine de I’équation

F(y_2gj1>r<y+2gj3>
ol F(%)F@w2%1mwr<y+%>
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On utilise la formule de Stirling pour chaque fonction comme suit :

_ 1\
I (y) Fy—1+1)=V2r(y—1)" V2 omutl o /2y (1 — —> e ¥t
Yy
~ V2myle Y
1 1 1N _ +1/2 -
r y+§ r y—§+1 ~s /27 y—3 eV ~V2myle Y
2C—1 1
2C + 3 2C — 1 20 —1\Y""T 2 S
F(er 4+ ) F(er +1> Rz 2T (er 1 ) e v
~ V2rmyle Y
20 + 1 20+ 5 20 + 5\ T
2C+5
M y— I'y— +1)~=V2or|y— e vt
4 4 4
~ V2ryle Y
Alors,
1/2 1\’
Vor (y — 1)V Ve vil/or (y — 5) e vt1/?
M =~ 92%71 - T 90 1 B\ 2c4+5
— 4 2
(y + 2 1 1) e v T /2m (y — 4+ ) e vt

~ 2%1 pour [ assez grand ( y assez grand)

Par conséquent :

M = 2?1 il assez grand
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On aboutit donc a :

tQ Ba tQ
Vi) < 22y1|x|l<1——> (‘1__
4x 4x

_ I tQ B27\/Z
< 22l (|1 - —

B4
< oW1 |x|l ( 1— — ) sachant que 3; — 0 pour [ assez grand

Ainsi, on obtient :

lim sup [Vi|T < 4]z
l— o0

Par conséquent, V; converge pour :

- Pour g =3, :
1
m—c—§—¢z

5 c’est la deuxiéme racine de 1’équation (2.37).

51:

1 ¢
Dans ce cas, on doit d’abord utiliser la transformation d’Fuler a F (ﬂ —1,C+pB—-1+1, oL 4—>
x

pour arriver a :

1 ¢ 2\ VA 1 11 ¢
FlB— Il =)= (1= = Fll—=B+4=-1—-C—F—==—).
(ﬁ 1,C+ 8 l+,2%w> ( %> O Btz.1-C=B 2th>

- Pour [ large, [—f3; = 40 (1) et ensuite on applique le lemme ci-dessus & F (l -0+ %,l —-C—-p-

pour arriver a :

1 11 £ 2\ VA
Fli=B4-1-C—B—= -1 1- = M.
(1=p+q0-c-p-g 30 ) << (1-£)

ensuite, en procédent de la méme maniére que pour 5 = f3,, on obtient :
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|v| - 22y71 | |l 1 tQ 51 1 tQ \/Z 1 tQ *\/Z
x —_— —_— —_—
= dx dx dx ’
B Bl
— 2 g (1 - R
4z

Comme 3, — 0 pour [ large, on en déduit que :
. 1
limsup |Vj|7 < |z].
=0

Par conséquent, g a;V; converge pour
1>0

o) < &
=7

R
Et, de la méme maniére, on montre que E bW, converge pour |z| < ik
>0
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2.3 Etude du probléme de Cauchy linéaire non ho-
mogene

Nous étudions, dans cette section, notre probléme de Cauchy (2.12) non homogene

suivant :

LU = 02U — 20°U 4 COU —ap (t2 —4z) ' U = f (t, ),
U(0,2) = uq (), (2.38)
U (0,2) = uyp ().

On suppose que f (t, ) est analytique et sous la forme :

f(t,x)=2a" <%>m (2.39)

D’apreés le principe de superposition, il suffit d’étudier le probléme de Cauchy suivant :

t\"
LV =x' <§> ,
V(0,z) = 2!, (2.40)
Vi (0,z) = 0.
On énonce maintenant le théoréme principal de cette partie :
Théoréme 2.4

Le probléme (2.40) a une unique solution sous la forme :

Vi = V,+V, ou (2.41)
1
Vol(t, ) .ﬂQ—sz<ﬂ—LC+ﬂ—l+L§m> (2.42)
1
Vp(t,z) = 2t (1-2) C]S:,) (ﬂ - L,C+B—-1+1, X z) (2.43)

avec:l:TJriJrl.
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Preuve.
2

t
En posant z = P et V(t,x) = 2'G (2), alors LV = f est équivalent & :
x

o1 (z(l—z)G"+ G—(C+2(1—z>)z> a (z<c—z+1)—iap<zil>>a>

=2z’ (%) : . (2.44)

Ainsi,

z(l—z)G"Jr(%—(C+2(1—l))z> G'Jr(l(C—lJrl)—}lap (i))@ﬂ

Pour | = % + 4+ 1, nous avons :

z(l—z)G”+(%—(C+2(1—l))z>G'+(l(C—lJrl)—}lap(Zil))G.

m
— .2 (2.45)

On pose G = (1 — z)ﬂ ® pour obtenir ’équation de Gauss non homogéne suivante :

z(l—z)CID"Jr(%—(C+2(1—l+ﬂ))z> —(ll-C-1)+BB+C+1-2))

m
) ((1 - z)*ﬂ> . (2.46)
avec la condition
1 1
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La solution générale de cette équation est :

B (2) = Bg (2) + B (2). (2.48)

ot g est la solution générale de I’équation homogene, et @, est la solution particuliere.

1 1 1 33
oy (z) = DF (ﬂ—l,0+ﬂ—l+1,§;z> + Ez2 F (ﬂ—l+§,0+ﬂ—l+§,§;z>
(2.49)
ou D et F sont des constantes arbitraires.
La solution particuliére de 1’équation de Gauss non homogeéne est
- 1
®,(2) = CF)(ab;c;z) = Cf,)%ﬂ (ﬂ —1L,C+B—1+1, §;z> : (2.50)
T (n+3) 1
= ———— fogm —-1,C —l+1,=;2). 2.51
En tenant compte les conditions initiales, on prend D =1et E = 0.
Donc la solution générale de (2.40) est :
o tQ B
V(t,x) =22 (1 — 4—> (Do + D). (2.52)
x
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Chapitre 3

Les singularités de la solution du
probléme de Cauchy pour une classe
d’opérateurs a caractéristiques

tangentes non involutives

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons dans C?, le probléme de Cauchy & données analy-

tiques suivant :
LU = 92U + 2t0,0,U + CO,U — apU (x —12) " = f(t,z),  p>1 (3.1)

Ce probléme est similaire au probléme du chapitre précédent. Et pour cela, on va
passer par les mémes étapes pour linéariser et résoudre ce probléme.

L’équation homogene (3.1) a les mémes géométries que ’équation homogeéne du pro-
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bléme (2.12) du chapitre précédent :
fu— x0iu+ COpu — ap (£* — 43@)71 u=0. (3.2)

En effet les deux opérateurs ont la méme géométrie au niveau des surfaces caracté-
ristiques. La différence réside dans I’holomorphie des racines caractéristiques. Dans le
premier probléme elles sont holomorphes et dans le deuxiéme, elles ne le sont pas.

La méthode pour résoudre (3.1) est la méme que le probléme (2.12). Nous allons
étudier également la convergence et la singularité de la solution de ce probléme.

Nous allons construire les solutions de celui-ci, lesquelles sont données en terme des
équations hypergéométriques. Puis, on va montrer que ces solutions peuvent étre singu-

lieres sur les surfaces caractéristiques suivantes :

Ki = {(t,x) €/ z—t"=0}.
Ky, = {(t,x)€Q/ x=0}.

On va ainsi étudier (3.1) dans les cas suivants :

1. f(t,z) =0, (3.3)

2
2.5 f werifie s fut2futCL- [ itﬁ)ft _ (x4_t w0 (39
3.si f verifie : fy +2fi + Cfst %ft Y Af, - ﬁf — 0. (3.5)

Le but de ce chapitre est de voir que notre méthode, en utilisant les fonctions hyper-
géométriques pour résoudre les deux problémes, est la méme malgré qu’elles n’ont pas

les mémes polynoémes caractéristiques.
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3.2 Solution hypergéométrique

3.2.1 Etude du probléme linéaire homogéne

L’équation LU = 0, provient de la linéarisartion autour de la solution particuliére

suivante :

avec la condition

Théoréme 3.1

Le probléme de Cauchy :
LU = 82U + 2t80,0,U + CO,U — apU (x —2) ' =0
admet une solution unique sous la forme :

Uz, t) = Z (aVig +0Wyg),

=0

ou
C 1 ¢
Vi) = Vipla,t) = ()7 (o= 2)° F (ﬂ e —;—;—) ,
’ 4’2 x
avec
C 1 1
5(5—l+z—§>10p
g 1 1 3 ¢?
etW@w)Iﬁamﬂt@Yﬂw—ﬁVF(ﬂ—LH+g+—rﬁd,
' 4 2'2 «x
ainsi que

e c\ 1
5 (5 —1—Z+Z>Zap.

Cette solution est singuliére autour de K = K; U K.
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Preuve.
D’aprés le principe de superposition, il suffit d’étudier les problémes de Cauchy li-

néaires ci-dessous :

LV =0
V(0,7) = o (3.6)
\ Vi (0,2) =0
LW =0
W (0,2) =0 (3.7)
| Wi (0,7) = o

2
En posant z = — et V (x,t) = Vj (2,t) = 2'v (2) , alors LV = 0 est équivalent & :
x

z(l—z)v”+<%—(1—l+%>z>v’+}l<01—ap<l—iz>>v0.

Mais cette équation n’est pas Gaussienne, il faut effectuer un autre changement de
variable.

Donc, pour v = (1 — z)ﬂ y, nous obtenons 1’équation de Gauss suivante :

1 C 1
z(l—z)y"+<§—<2ﬂ—l+z+1>z)y'+Z(Cl—2ﬂ—ap)y0,

avec la condition :
c 1 1
ﬂ(ﬂ—l+z—§> = —ap.

1
Comme 3 ¢ 7, un systéme fondamental de solutions est :

C1¢
Yy = F(ﬂ_l7ﬂ+17§7 )

\ 1 C 13t
pu— _F —_ —_— — _— — — .
Ya z® (ﬂ l+2,ﬂ+4+2,2,x>
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La solution générale de I’équation de Gauss est sous la forme :
y = Ay1 + Bys.

En tenant compte des conditions de Cauchy, on prend A = 1 et B = 0, et ainsi on

obtient :

Viz,t) = Vig(w,t) = (ac)liﬂ (ac — tQ)B (Ay1 + Bys),
- o\ B C 1 tQ
= (z) B(x—t> F(ﬂ—l,ﬂ+z )

2

Pour la solution W (¢,z) du (3.7),il suffit de poser W (t,2) = ta'G (2) telle que
2

z=—,puis G = (1— z)ﬂ / y pour obtenir I’équation de Gauss suivante :
x

z(l—z)y"Jr(g— (g—lJr%JrQﬂ') z)y'—{ﬂ' (5/+%_l+%> —%l(clJrQl)}yO,

ou

e cy 1
5<5_1_Z+Z>ZW'

Alors, la solution W est :

c  13¢
4 272 x )

W(t,z)=Wg(xt)=t (ac)liﬂ/ (ac — tQ)B/ F (ﬂ’ 1L+ =4=

Pour illustrer le théoréme, on donne quelques exemples :
Exemple 3.1
On prend p =2,C = -2 et a =4,

[=0=p0=-1.

Pour obtenir



Elle est la solution de probléme du Cauchy suivant :

Vie + 2tVip — 2V, — 8(z — t2) 'V =0,
V(0,z) =1,
V; (0,2) = 0.

qui est singuliére sur Ks.

Exemple 3.2

On pose P=2,C =0¢et a=2,
l=1=p(=2.

On obtient

Vit,x) = +1t2+3 tr sin 5
x) =2+ W 7 :

Elle est la solution de ce probléme

Vg + 2tViy — 4 (z — £2) 'V = 0,
V(0,2) =z,
V; (0,2) = 0.

qui est singuliére sur K; et Ks.

Exemple 3.3
14 —8
Pour P=2,C = — = —
our ,C 3eta 3
[=3=0(=1.

On peut vérifier aisément que :

26 247
_ 42 2 9 4
V(t,x)= (z t)(x —3tx+—27t>.
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¢’est un polynome et une solution de

14 16 -

V(0,2) = a7,
V; (0,2) = 0.

Etude des singularités

Nous avons la solution V' (¢, x)

Vi) - @ - (5-154 S50,

Sachant que la fonction hypergéométrique F, dans le cas général est :
F(—n,bc;2z) = Z—z et

n 1 i n o tQ
Fla,—n;c;z) = Z%zl, telle que z = s
i=0 i

Ou le terme de degré "n” de I s’écrit sous la forme :

2\"
2" = ay, (—) N
x
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Alors voici quelques résultats :

1/ Pour: g —1= —n.

cC 1t

2
La fonction : F’ (—n, l—n+ 19 —) est un polyndéme de degré "n".
x

_ c 1t
Le dernier terme de V (t,2) = (z)' ? (z — 2)’ F (—n, l—n+ b1 —) est sous la
x
forme :
Cni2n$7n ((xn) ($ . t2>l7n> ’
Cot™ (x — 7).
Alors

i) Lorsque [ —n < 0, la solution est singuliére sur les surfaces caractéristiques K :
x—t? = 0.
ii) Sinon, la solution V' (¢, ) est un polynéme (fonction polyndmiale).

C
2/ Pour (3 + 13 et  —1 = —n, la solution générale V (t, ) est sous la forme :

N N 11 ¢ 11 ¢ t*\"
— _ F _ e e F _ .. — 1__
Vite) = o (e=t) (%’m / n 5z i

Alors V' est un polynome.

La convergence

Pour la convergence on utilise le méme lemme que le chapitre précédent.

p(s-1+5-3)=2

D’apres la condition :

4 2
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Nous avons :

£, tend vers 0
quand [ assez grand.

B, tend vers [

En effet,

I—¢+3-vVA

pr = , Onpose vy=—

c+1
4 2

- g lor - i

2
%U+WQO— 1+Uf%7>

En utilisant le développement limité au voisinage de 0 de la partie (1 — 1+ _w ) ,

L+ )
on obtient :
1 ap ap? ap+!
b = ‘l+7<1—<1+ - H“+O<————ﬁr_ ,
' 2( ) 2(1+ 7)2 8(l+ 7)2 8(l+7)2 +2
1 ap ap? ( apt ))
=~ —l+7<— + to+0(——— ),
2 n—+1
ap ap ap
= |\~ + + ot O | ——m—— — 0.
( 4(l+ 7) 16 (l+ 7)2 (8 (l+ 7)2n+1>> oo
donc
51 l—> 0

De la méme maniére, on montre que :

By — 1 pour | assez grand
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Théoréme 3.2

Les séries

convergent pour

ot R est le Rayon de Convergence.

Preuve.

Nous avons la solution :

B
Vitt,) = () (1—5) F(ﬂ—z,mg,l;ﬁ)
€T 42 x

Si 8= 3, alors : d——l+25+g——:—\/—<0

Dans ce cas, on applique la transformatlon d’Euler pour obtenir

2 2\ VA 2
et 3962 rlron 1053

On applique ensuite le lemme (2.1) précédent, pour avoir I'estimation :

11 C 1t _JA
Fll—-B+=,--8-—=,=;= M (1—
(l Btrgi5—8 4,2,96><< (1—2) "7,

telle que
()
(D)

En appliquant la formule de stirling, nous obtenons :

M:

M%—>1quandl—>oo
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D’ou 5
2|

[V (t,2)|T < M7 Jaf |1 = =

Y

par conséquent :

llimsup |V (¢, ac)|% < ||

On en conclut que les séries Z (a;V}) (ou Z (b)) converge pour |z| < R.
1>0 1>0

3.2.2 Etude du probléme linéaire non homogéne

Dans la suite, on va dresser des cas particuliers ou la fonction f (¢,2) dépend de
certaines conditions.
ler cas

Ici, on va étudier le probleme de Cauchy linéaire non homogeéne suivant :

LU = 82U + 2t0%,U + COU — ap (x —t2) ' U = f (t,z),
U(0,2) = ug (), (3.9)
U (0,2) = up (x) .

oll ug et u; sont analytiques.

Théoréme 3.3

Si f satisfait :

t
(z — %)
alors :

U=> (aVi+bWy). (3.10)
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C’est une solution de LU = f, avec

Vit z) — Vl(t,x)m(x_t2>xl(l—z)ﬂy(z),

1
f—t2>xl(1_z)ﬂF(ﬂ_l7ﬂ+%+17§7’2>7

ou

c 1
i(s+543) 160,

et W est la méme solution que le probléme (3.7).
Preuve.
D’aprés le principe de superposition, pour étudier le probléme de Cauchy linéaire

(3.9), il faut 'appréhender de la maniére suivante :

LV = f(t,x), LW =0,
V(0,7) = 2!, W (0,z) = 0,
Vi (0,2) = 0. W; (0,2) = 2.

On pose V (t,z) = (v —1?) f(t,x), alors

C—2—ap
1

v, = 0_2_ap( 2tf + (z — %) fi)
1

Ve = 0_2_ap(($—t>ftt—4tft—2f>
1

Vo = C—Q—ap(er(x_t) ).
1

Vie = 0_2_ ( (w_t>f;rt_2tf:r>

donc
 (z—t?) 2t At?
LV = CT_W){ftt+2tfxt+cfw_ (w_tQ)ft_ (x_tg)fx} + f,
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pour que LV = f (¢, z), il est nécessaire que

2t 4¢*
2t f, z - =0
ftt+ f/t+cf (x_tQ)ft (l'—tQ)f
Cette équation a une solution sous la forme :
tQ
ft,z)=2'(1-2)"0v(z) o z= —
x
telle que
C 1 1 cC 33
— (AF (B —1 —4+1,= B'PF(B—1+= — 4+
v(z) = ( (ﬂ ,ﬂ+4+,2,z>+ z B l+2,5+4+2,2,z)

avec la condition

c 1
ﬂ</3+z+§>l(/3+1)

A et B sont des constantes arbitraires.

Par conséquent, la solution générale est :

Vita) = Vite) = gy (=) el 1= 270 (),
1 o .
- g =)= (515 S g

La solution W est la méme que celle du probléme (3.5) .
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2¢éme cas
Théoréme 3.4
Si f satisfait I’équation :

ap
_ tQ

4
ftt+2tftm+cfm+¥ft+4fm_ f=0.

alors,

1 1 C )
Vi(z) = 5% (1-2)y(z)= 5% (1-2)F (/3— LB+t 1,5,,2) ,

C’est une solution de LV = f, ou

C 3 1
ﬂ(ﬂ—l+z—§>1ap.

Preuve

1
On pose V (t,z) = §t2f(t,ac), alors

%%@ﬁ+tm
Vie£ = %(t ftt+4tft+2f>a
1

donc
2

t 4
LV =5 {ftt F2fi b Cfe b5 fi b 4fe = xipﬂf} +f,

LV = f(t,x) est équivalent & :

£’ 4 p
ng{m+%MAC%+;ﬁ+My— tﬁ}+ff (3.11)
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Pour trouver V, il suffit de résoudre I’équation :

ap
T — t2

4
ftt+2tftx+cfx+¥ft+4fx— f=0.

Ce type d’équation a été étudié dans la section précédente, donc la solution générale

est :

Viz)==t2'(1—-2)y(2) = =% ' (1 - 2)° F (/3— z,/3+%+ 1;2) .
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Application

On consideére le probléeme de Cauchy suivant :

20 84 _ -
= v 2ty - 2oy - S ) V= (e Fa) (12T
V(0,x) = z,

V; (0,z) = 0.

La solution V' (t,z) :

NI

1 5 89 5 1 7 -
Vita) = St(1-2) F<§,ﬁ,§,z>—th(l—z)g(l—z)
-6

1
— _tQ 1 — 11
S (=)

est la solution de (3.12).

En effet
. 1, s
SiVite) = gta(l-2)T,
_ 6 6
alors V;, = xt(l—z)T16+ﬁt3(1_z)1—f 1’
30 _ 12 x 17\ t4 o,
— 1 — 11 42 1 — ! _ _ 11
Vo = a(l=2)7 gt (1-2) (112 >x( AT
—6 6 =6 _ 6 x 17
Vie — t(1—z)lf—ﬁm(1—z)l6 e
_ 3 B
v, — -t2(1—z)1—f—ﬁt2z(1—z)n !

99



LV

On les remplace dans le probléme :

—6 30 —6_ —6
-ttt (F) oo teara - o -
12 —6_ 12 x 17 —6_ 10 -6
—ﬁth(l—z)l_f -t (1 2) T Q—ﬁt2(1—z)lf+
60 —6_ 42
Jrﬁth(l—z)llG 1—ﬁ(x—t2) 1t2x(1—z)116,
- 30 (1217 ,2 12, »
— (=T |1+ 21— 1- 9 — 222 (1 —
x(l—2) [ +11z( z) +< e )z (1—2)"+2¢z T (1—2)
12x 17 4 5, 10 60 42 »
1 Tl 6 B Py
s Ima) s a2 =g (l=2) o
e 12 L [12x 11\ 60, »
— a(1l—T 1= 2212 = 1- 21—
x(l—2) [ Hz( 2) ( 5 )z( z) +112z( z) "+
12 12x17 , .,
- 1 — 1 —
W[ 12 132 12
— s (l-T |1- 20— il P -2
x(l—2) _ Hz( z) +<112>z( z) Jrnz],
W[ 12 (12, 12
— s (l-T |1- 20— 22— -2
x(l—2) _ Hz( z) +<11>z( z) Jrnz},
R IR
=z 2 _ TRt
— a(1—2)T = f(t,7)

Pour obtenir :

Donc V est la solution de :
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3eme cas
Dans cette partie, on va voir un cas général, pour trouver la solution, dans lequel nous
allons utiliser directement la méthode de Frobénius-Fuchs, afin de trouver la solution car

nous ne pouvons pas trouver les parameétres a, b et ¢ aisément.
2

En effet, en posant z = % et V (t,x) = xf(t,x), alors LV = f est équivalent & :
LV = afy +2tf; + 2twfo +cf + cxfy —ap (v — t2)71 zf = f.
Pour que V' soit une solution du probléeme de Cauchy LV = f, il suffit que ’on ait :
Tfy + 20 o+ cxfo +2Ufi +of —ap(l—2) " af — f =0.

Nous cherchons a présent la solution f (¢,2) de 'équation ci-dessus.

On pose :
tQ
tx) = zlv(2). ou z— —.
’ T
Alors,
fi = 2z,
fie = 220 4zt
fo = aztto— ozt
fact _ 2_tlxlflvl _ %xlflvl _ %leflvu.
x x x

Nous arrivons a 1’équation :

., 1 C , 1 ap B
z(1—=2)v +<2 <4 l>z>v+4<0l+0 1 1_Z>U0.

On effectue un autre changement de variable, en posant v (z) = (1 — 2)° y.

Nous obtenons ’équation de Gauss suivante :
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z(l—z)y’”r(%— (%—l+2ﬂ> z>y'—</3 (%—z+/3—1> —}L(cz+c—1)>yo.
(3.14)

avec la condition :

C 3 1
ﬂ(ﬂ—l+z—§>1ap.

Et pour trouver sa solution, on utilise la méthode de Frobénius-Fuchs [25].

D’apres le théoreme de Fuchs, il existe au moins une solution sous la forme

y(z) = 2> a.2",

n>0

_ E anszrO'.

Ou o est un nombre réel ou complexe choisi de sorte que ag # 0.

Par conséquent,

y(z) = Y (nto)a""

n>0

2y (2) = Z (n+ o) a,z""°,

n>0

y'(z) = Z (n+o)(n+o—1)a,z"" 2,
n>0

() = Y (nto)(nto—1)a2""""
n>0

2y (2) = Z (n+o)(n+o—1)a,z"".
n>0
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On substitue les dérivées précédentes dans I’équation ci-dessus, pour obtenir I’équation

suivante :

Z (nt+o)nto—1)a,z""" 1~ Z (n+o)(n+o—1)a,z"""+
n>0 n>0

JV%Z (n+0)az"" " — AZ (n+ o) a,z""7 — Bzanz’”" =0,

n>0 n>0 n>0

ou

C
A = — 142
7125,

B - (5(%—1+/3—1>—}1(0z+0—1)>.

Nous simplifions cette équation, pour obtenir :

o(oc—1)agz" '+ Z (n+to)(nto—1)a,z""" 1 — Z (n+o)(n+to—1)a,z"""+

n>1 n>0

1 o—1 1 n+o—1 n-+o n+o
+§Jaoz + 5; (n+o)ayz — AZ:O (n+0)a,z"" — B;anz = 0.

Ce systéme équivaut a :

1 - m-ro n—r+—o
a(a—1+§> az” 'Y (m A o) (m+ o+ 1) an2" =Y (mto)(m+o—1)a,2"7+

m>0 m>0

1
F5 D0 M 14 0) a1z = AN (4 0) a2 = BY a7 0.

m>0 m>0 m>0

i)

O'(O'—%) aoz"fl+Z[(m+0)(m+a+1)am+1—(m+0)(m+a—1)an+

m>0

1
5 (Mt 14 0) s — A(m+ 0) ay — Bay, | 2" = 0.
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En confrontant les coefficients de 2", nous avons ce systéme :

U(U—%)@ozo,

(m+o)(m+o+1)an+3(m+14+0)an=m+o)(m+o—1)a,
+A(m+ o) ay, + Bap,.

On suppose que ag = 1. Alors, on a :

1 1
—_ = f— 0 _— f— 0 = —,
o (a 2) o ouo =gy
D’autre part,

((m+0)(m+0—1)+A(m+0)+B)a
((m+0)(m+a+1)+%(m+1+0)> ms

41 = m > 0

Donc la solution de I’équation de Gauss, en appliquant la méthode de Frobénius,

s’écrit sous la forme :

y(2) = z"Zanz”.

n>0
On en conclut que :

Si o = 0, on obtient la solution :

1 (2) = Zamzm ol ag =1,

m>0

(m(m—1)+ Am + B) .
(mm+1D+im+1) "’
(mm—1)+ (£ =1+28)(m+p8)—1(Cl+C—1))

_ . >0
(m+1) (m+ 1) ¢ "

telle que Gma1 =

1
Si o= 3 et m > 0, on obtient la solution :
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Yo (2) = z%Zamzm,

m>0

ot ap, _ Amr)(m=3)+A(mig)+B)
" (nt Dt smed) "
((m+3)(m—g+F-1+28)+ (B(§—1+8-1)—1(Cl+C 1))

- (m+ 1) (m+2) im

Des lors, les deux solutions précédentes existent et sont linéairement indépendantes.

La solution est sous la forme :

y(2) = A (2) + Agy (2) .-

Et la solution générale du probléme LV = f est :

V(t,2) = 2" (1= 2)" (Augr (2) + Aoys (2)).
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Chapitre 4

Solutions exactes d’une certaine
classe d’équations aux dérivées

partielles non linéaires

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on cherche les solutions exactes d’une certaine classe d’équations

aux dérivées partielles non linéaires et non homogenes sous la forme :
LU = Uy + 2tUsy + CU, = g (t,2,U,, U, UL, UL, f) . (4.1)

Plus précisément, nous allons d’abord chercher la solution dans le cas général sans

conditions de Cauchy de I’équation aux dérivées partielles suivante :

Uy + 2tUs, + CU, +42U2 — U} = €V f.
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Puis, lors du second cas, nous étudierons le probléme de Cauchy qui est muni de
I’équation ci-dessus et avec des données de Cauchy nulles.
Par la suite, on considére le probléme de Cauchy suivant avec des conditions de Cauchy

analytiques non nulles :

Utt + 2tUtac + CUx — QtUtUw — UtQ == GUf (t, J)) y
U (0,z) =0, (4.2)
Ut (0,$) == Uo.

Tel que f (¢, x) soit sous la forme xPt™ (x — tQ)Tf1 ou ¢, p et T sont des constantes et
m € N.

Nous allons construire la solution générale, pour chacun de ces problémes, en utilisant
les séries hypergéométriques. On explique comment résoudre un probléme de Cauchy en
exploitant sa solution par des fonctions hypergéométriques [3].

Notre objectif, dans chaque cas, est de donner une représentation explicite des solu-
tions sous la forme d’une série de fonctions hypergéométriques.

Avant de développer la théorie, on commence par quelques exemples illustratifs :

Exemple 4.1

On considére dans C?, I’équation différentielle partielle non linéaire et non homogéne
suivante :

Uy + 2tUp, + 4U, + 42U? — Ul = wt*eV.

Une solution exacte de cette équation est donnée par :
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Exemple 4.2

On considére dans C? le probléme de Cauchy :

Utt + 2tUt;r - 2U;r + 4$U3 - UtQ - f(t,ac)eU
U(0,2) =0
Ut (0, JJ) =0

Une solution de ce probléme est donnée par :

Ult,r) = —ln(é <§>2+1>1n3—1n<<§>2+3> si f(t,x) = —4z7" (z — %)

U(t,z) = —In (2 (g) + 1) si f(t,x) = -4z~ (z — ¢*)

4.2 Solution de I’équation non homogéne

4.2.1 Position du probléme

Dans ce paragraphe, on déduit les solutions de 1’équation différentielle partielle non

linéaire et non homogeéne suivante :

LU = Uy + 2tUp + CU, + 42U — Ul = eV f (4.3)

Telle que C' soit une constante.
ft,x) = 2Pt™ (ac — th)Tfl / p,m, p et T sont des constantes. (4.4)

Pour la suite, on prend p = 1.
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Théoréme 4.1

Si f vérifie (4.4), alors l’équation (4.3) admet une solution sous la forme :

U(t,z) = —1In (‘Tlxlv (g)) ,

m
cwecl:?erJrT.

- Pour m=1:

C 1 1 1 C 13

P C 1
+ 3F2(1,—p,z—p,l—p+1,l—p+§;z>-

-Pour 7 # 1 :

Vo= AF(—Z,——Z;

C 1 1 1 C 13
= AF(—Z,Z—Z,§,Z>+BZ F<—l+§,z—l+§,§,z>
I'(n+1-7) C 1
T (1 _ 7_) TL' f%+1+n <_l7 Z la 57 Z)
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Preuve.
—1 £’
En posant U (t,x) = —1In (—le (z)) ou z = —, alors :
x

4
2t V!
U = -2
t T VJ
2V 42V 42V
Un = 2~ v "oy
zV vV 2V
A
Uac - - 5 1,0
achacQV
AV 20 V' 2t V7
Utac -

2V EV O EZv

On applique L a U, pour obtenir ’équation hypergéométrique non homogéne suivante :

2(1=2) V" + (%— <1+%—2l> z) V- (lQ—%>Vx1lf . (4.5)

Sa solution générale [3]| s’écrit sous la forme :

V:Vh*FVp.

Cette solution se compose d'une solution homogene V), et d’une solution particuliere V,.

4.2.2 Construction des fonctions V}, et V),

On commence d’abord par construire V},, la solution de I’équation de Gauss homogéne

suivante :

z(l—z)V”Jr(%—<1+%—2l>z>V’—(lQ—%>V0. (4.6)

Ce type d’équation a été étudiée dans la sous-section précédente.
Donc d’apres la théorie des fonctions hypergéométriques [2, 3] :
1
Comme 5 ¢ 7, un systéme fondamental de solutions de I’équation homogene ci-dessus

s’écrit :
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1 e 13
— _F —_— — — _'
va (2) ’ ( 2’ 1 979’

Par conséquent, la solution homogeéne V}, est sous la forme

1 1 C 13
— = Bz2F |-+ - — -1+ ==
4 ’2’Z>+ e ( 97 +2’2’Z>’
ou A et B sont des constantes arbitraires

Passons maintenant a la solution particuliere V), de I’équation hypergéométrique non
homogeéne.

Si 7 = 1, ’équation hypergéométrique non homogene (4.5) est équivalente a

4

z(l—z)V"Jr(%— (1+%—2z> z) V- (zQ Cl)v

s A
oﬁl:%ﬂaﬂ.

D’apres [3], nous avons donc la solution particuliére suivante

m C m 1
‘/p - fm+1<—2—p 74_5_]?_1757 )7
z3H1 C m m 3
- F: 17_7__ ,—+2,—+—,Z .
Frare oy g )
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Si 7 # 1, 'équation hypergéométrique (4.3) analogue a :

. " 1_ g_ I 2_@ _ 1-1
z(lz)V+<2 1+4 202V l 4V—xf,

oul = 5 +p+ 7 et p,m et 7 sont des constantes, donc la solution particuliére est :

- C 1
N )
S AT\ Ty TP T Ty TPy

Par conséquent, la solution générale de (4.3) sera :

(3 (5()5(2)
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4.3 Probléme de Cauchy avec des données de Cauchy
homogeénes

On considére, dans un voisinage €2 de l'origine de C?, le probléme de Cauchy non

linéaire, avec des données de Cauchy homogeénes, suivant :

LU = Uy + 2tUy, + CU, + 42U?2 — U? = e*f (t, 1), (t,x) € Q
U (0,2) =0, (4.7)
Ut (0, JJ) = 0.

1

Ou C est une constante réelle et f est sous la forme —4zt™ (x — t2)

Théoréme 4.2 : le probléeme (4.7) admet une solution sous la forme

Ulte) = —In((1-2""y(2)
o (500 (550439)))

telle que y = yn + vy, soit la solution de l’équation hypergéométrique non homogene

suante :

z(l—z)y"Jr(%— <3+%+2ﬂ> z) y —(B+1) (ﬂJrlJr%)y—%lx(l—z)ﬂlf.
(4.8)
O
SSiT=1, et pouri——— 1

2
La solution particuliére de l’équation (4.8) est :

- C 1
yp:Ci%ﬂll <ﬂ+17ﬂ+z+1;§7z> :
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m
—SiT#l,etpouri:—E—T.

La solution particuliére est :

;B C 1
Yp = Ci%ﬂﬂl) <5+ 1,68+ 1 + 1,§;Z> .

Preuve.
£ t* £

En posant z = — et U (t,2) = —In ((1 — —) 1% (—)), alors LU = e"f ce qui est
x

x x
équivalent & :

zﬂ—zﬂ”+<%—(3+%>%¥”—(iigé;2>v—&xﬂ—@lf

B

Puis, on pose V (2) = (1 — 2)” y (z), pour trouver ’équation de Gauss suivante :

z(l—z)ﬂﬂy'ur(%— (3+%+26> z) (1—2)Py—

- [(§+%> = <ﬂ<ﬂ+2+%> +%+1> z] (1_,2)513/_}19@(1_,2)1]«»*.

C’est une équation hypergéométrique non homogene, ou [ vérifie la condition :

(B+1) (ﬁ+%+%>o.

Par conséquent :

5 =—-1 ou

cC 1

Si = —1, on obtient I’équation suivante :
1 C 1
2(1—2)y" + (5 — <1+Z> z) y = —Zacf.
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1
Sifp=-— (% + 5), on obtient :

ol

z(l—z)y"Jr(%— (2—%) z)y'—%(%—%)y—}lx(l—z)% I

Dans le cas général, on obtient ’équation hypergéométrique non homogéne suivante :

z(l—z)y"Jr(%— (3+%+2ﬂ> z)y'—(ﬂJrl) (ﬂ+1+%>y—ix(l—z)ﬂlf.

Sa solution est sous la forme :

Y= Ynt Yp,
telle que y, soit la solution de I’équation de Gauss homogene :

c 1 s 3 C 33
= AF LA+ —+1,z; Bz:F B IR R
Yn <ﬂ+ Bt ,2,z>+ 22 <ﬂ+2,ﬂ+4+2,2,z>,

ou A et B sont des constantes arbitraires.

La solution particuliere y, de I’équation hypergéométrique non homogeéne est :

1

T—5— C 1 . ; T—
Yp = C’i%ill) (ﬂ + 1,6+ 21 +1, §,z> si f=—4z't" (ac — tQ)

\m .
ol — = —1 —T.
2

Ainsi, la solution générale de (4.7) est sous la forme :

Uta) == ((1= 2" (1))

En tenant compte des conditions de Cauchy, on prend A = 1 et B = 0, et ainsi on

obtient la solution générale du probléeme (4.7) :
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2-C 2—C 11 2—C 11
U(t,x)—ln((l—z) i (F (T,§,§;z>+yp<T,§,§;z>>>.

4.3.1 Application numérique

Dans cette section, on va chercher la solution générale dans le cas ou C' = —2, en
utilisant le logiciel Maple.

On pose, dans la suite, o = % + 1.

Si C' = —2, la solution de (4.7) est sous la forme :
U(t,z) = —In(1-2)V(2),
2 (%)0 +20? -0
—
" o(20—1) ’

i (2)

t<2 (%)UJrQUQ —a>.

et Up(t,z) =

telle que V soit la solution de I’équation hypergéométrique non homogéne suivante :

2(1—2) V" + (% — gz> V' — %V = —%lac (1—2)"f. (4.9)
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Si f=—4x o 14272 (x — t?), la solution générale de 1’équation de Gauss précédente

est :

11 ¢2 11 ¢
V = Vi+V,=(F(1,= = — JN I P I
nt Ve ( (’2’2’x>+f< 2792 ac))
B 1 Al
 1l—z 20(20-1)(1-2)
2:° +920% — & t?
= /| z=—.
o(20—1)(1—-2) x

Et d’apres les conditions de Cauchy on a, Vo > 1 :

U(0,z) = —ln(%)—ln(l)o,
U (0,2) = 0.

Remarque 4.1

Si m < 0, U; n’est pas définie, on applique alors la limite pour trouver la condition

de Cauchy (voir [25]) :

lim U, (0,z) = 0.

T—00

Voici I'exemple (4.2), en utilisant le logiciel Maple :
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Exemple : On pose : C=-2.

h : la solution hypergéométrique complete y.
yp=h2 : la solution particuliére.

Yh=h3 : la solution homogeéne.

u : la solution générale de probléme.

> sigma:=2;
s:=2

> hl:=(z"sigma)/(sigma*(sigma-(1/2)))*(hypergeom(
[1,sigma+l,sigmat+(1/72)],[sigma+l,sigma+(1/2)],(2) ));

hl:= % 22 hypergeom ([1], ], 2)

> h2:=simplify(hl);
2
z

3(1+2)

> h3:=simplify(hypergeom( [1,1/2],[1/2],(2) ));

h3:=- L
-1+
> h:=(h2)+(h3);
_ 22 i 1
© 3(l+z) -l+z
> simplify(h);
) 22+3
3(-1+2)

> (z*(1-2)*diFFdiTF(h,2),2))+(((1/2)-(5/2)*2)*(diff(h,2)))-
((172)*h);

2 2 47 222 2 0
z(1-2)¢ - + 5 - 5 3
¢ 3(1*2) 3(1+2)° 3(1+2°® (1+2)°
+§1-§z29- 2z, _ ¢t b1 55+ z 41
§2 25§ 3014 301497 (1+27% 6(1+2 2(1+2)
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> simplify((z*(1-2)*di FFdiFF(h,z),2))+(((1/2)-
(56/2)*z)*(diff(h,z)))-((1/2)*h));

z

> uz=-In((1-2)*(simplify(h)));

ng_a-na2+$9
e 3(-1+2) ¢

\%

simplify(u);

In@3) - In(z 2 + 3)

> L:=subs(z=(t"2)/x,u);

—
I
1
>

DO OO OO OO B
1

SR A R N RN A R

\%

simplify(L);

2 t4 24
ul =) - Ing LT SX
¢ X

€ [
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> LUz=utt+2*t* (utx)-2* (ux)+4*x*((ux)"2)-((ut)™2);

& 2 (14 +3x2)0 &
282_ - 33X)% x 58
2 4 X - i
LU = 12t + 4817 x . € i} + e i}
t4‘|‘3X2 (t4+3X2)2 t4+3X2 4 2,2

> simplify(LU);

12 (x+t9)t?

x (t4+3x?

> simplify(exp(u));

22+3

> fe':=simplify(exp(u))*(-4)*(x*(-sigma-1))*(t"(2*sigma-2))*(x-
t™"2);

12 (x+ t9) 12

x(t*+3x%)

80



Exemples d’application

Voici quelques exemples qui illustrent la remarque (4.1) .

Exemple 4.3

On consideére le probléeme de Cauchy suivant :

Uy + 2tUsy — 2U, + 42U2 — U — —4 (z —t2) ' ev, (t,z) € Q

U(0,z) =0,
}:E%Ut (t,x) = 0.

Une solution de ce probléme est donnée par :

telle que les solutions de la fonction hypergéométrique soient définies par :

1
Vi, = T étant la solution homogene,
-z

1
et 'V, = 7z (ln ( il ﬁ)) (1 —2)"" la solution particuliére.

NE

Par conséquent,

VVthVpﬁ(ln(ijé))(l—z)lJrliz.
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Exemple 4.4

Pour le probléme de Cauchy suivant :

Uy + 2tUyy — 2U, + 42U2 — UE — =4tz (x — £2) ' e, (t,z) € Q
g%U (0,2) =0,

g%Ut (t,z) = 0.

La solution est donnée par :

ou

zIn(1—+/2)—zIn(1++/2) = 2In(1 —2)/z+ /2
et VEil-2) ’
L ot v, - (zQ (3(ln(1—\/5)z%— In(1+v%) 6111(;— z))) (3-3) "
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Exemple 4.5

On considére dans C? le probléme de Cauchy suivant :

—4

Utt + 2tUtw — 2Ux + 4$U§ — UtQ == —Bu, (t,f) e
x

g%U (t,xz) =0,

g%Ut (t,xz) = 0.

La solution est donnée par :

t? [t? 2\ [t t?
2t%In (1— —) —2¢21n <1+ —) —2In (1——) —x — A —x
T T T T T

t2
—X
xT

Ul(t,z) = —1In

ou

B  2zIn(1—y/z)=2zIn(1 ++/2)—2In(1 —2) /2 — /2
1 . _ o, In(1++2)—In(1—-+/2) In(l-2) o
P R (R RE B i TR Y

Voici I'exemple 4.3, ci-dessus résolu avec Maple :
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Exemple 4.3 : On pose : C=-2.

w : la solution hypergéométrique complete y.
k : la solution homogeéne.

u : la solution générale de probléme.

> sigma:=1;

> tau:=-1;
t=-1

> (F(sigmatn)):=(z*(sigma+n))/((sigma+n)*((sigma+n)-
(1/72)))*(hypergeom(

[1,(sigma+n)+1, (sigma+tn)+(1/2)],[(sigmatn)+1,(sigma+n)+(1/2)], (2)
));

f1+n) =2 &1 hypergeom([1], [1. 2)

(1+n)g l+n9
€2 ¢

> simplify(f(sigma+n));

22(l+ n)

“Trm(@+2n)(1+2)

> h:=((((GAMMA(n+1-tau))*(simplify(f(sigma+n))))/((GAMMA(1-
tau))*((N)1))));

ZG(2+n)z(l+n)
T @ @2 (lrn!

> K:=simplify(hypergeom( [1,1/2],[1/2],(2)) ):
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> Pz=sum(h,n=0..infinity)+K;

B 144/20
z In¢ *
o g1z
' 1+z 1+z
> wi=simplify(P);
2 0
«/?In(;-1+'\/;f+1
. g 1+4/z2
w =
-1+2

> simplify((z*(1-2)*di FFdiFF(K,2),2))+(((1/2)-
(5/2)*2)*(diff(K,z2)))-((1/2)*K));
0

> simplify((z*(1-2)*di FFdiFF(W,2),2))+(((1/2)-
(6/72)*z2)*(diff(w,z)))-((1/2)*W));

1

(L +2) (1+47)°

> ug:=-In((1-2)*w);

[y
[(e]

i

=3

|
MD«OOIO OO 8
[
(RN
+
N
LSS T B E R B B e

> u:s=simplify(subs(z=(t"2)/x,ug));
&

()
Il O

1+

Q -l el e O
+
=

I
5
-

c
1
1
>
DO OO OO
>
DO OO OO a8
1

—
N

IR
+

x|
[SYR R RN
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Conclusions
I) Pour ¢ > 0,7 < 0, nous avons les résultats suivants :

i)Si o> 1,7 <0, alors
g%U (t,x) = 0,
g%Ut (t,x) = 0.

ii)Si o =1,7=—1,ona

U(0,z) = 0,

gnéUt(t,x) = 0.

IT) Si ¢ < 0,7 > 0, on n’a pas de solution car la solution particuliére n’est pas définie,
(voir les exemples ci-dessus).

On aboutit aux méme conclusion pour ¢ < 0,7 < 0.
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4.4 Probléme de Cauchy avec des conditions de Cau-
chy non homogénes

On considére, dans un voisinage €, de I'origine de R?(ou C?) le probléme de Cauchy

suivant :

Utt + 2tUt;r + CU;r — QtUth — UtQ = Guf,
U (0,2) = 0. (4.11)
Ut (0, JJ) == Uo.

tel que Uy soit une fonction analytique et

Q= {(t,x) e C* |t| < r, |z <,

x—t2‘<r}.

Nous allons étudier deux cas de f :

a) f vérifie ’équation suivante :

tfu + 26 fir + 4+ C)tf, +4f, = 0. (4.12)

b) f est un polyndme sous la forme f = xPt™.

Théoréme 4.3

Soit z = ;, alors le probléeme de Cauchy (4.11) admet une unique solution U telle
que :

- Si f vérifie Uéquation tfy + 2t2 fin + (4 4+ O)tf, + 4f; = 0, alors :

U = —In(l—u) =—In (1—Z(alw+blm)> ou
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- Si f(t,x) =aPt™, oup € Rym € N, alors :

U=—In (1—W(t,x)—zalvl )7

>0

ol
cC 13
Vitz)=V(tz)=tddF |-, — 4 =:=
(Jx) l(;x) X ( 74+2727’Z>7
aPtEm C m+2 m+3 m+4
t W (t = o1, —p, —
et Wit,z) (m+1)(m+2)“<’ L R R z)
Preuve
On pose :
u=1—-¢e"Y — U=-In(l—-u)

On remplace U dans le probléme (4.11) pour obtenir le probléme de Cauchy linéaire

non homogene suivant :

Uy + 2tug, + Cu, = f,
u(0,2) =0,
u (0,2) = up (x) .

L’étude de ce probléme est équivalente & 1’étude des deux problémes :

Uy + 2tug, + Cu, = 0, uy + 2tug, + Cu, = f,
u(0,2) =0, et § u(0,z) =0,
ug (0,2) = uo (v) . u (0,2) = 0.
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D’apreés le principe de superposition, pour étudier les problémes ci-dessus, il faut les

appréhender de la maniére suivante :

LV =V + 2tV,, + CV, =0, LW = Wy + 2tWy, + CW,, = f,
(1){ V(0,2)=0, (2) ¢ W(0,2) -0,
Vi (0,2) = 2. W; (0,z) = 0.

4.4.1 Solution du probléme homogéne :

tQ
En posant z = — et V (2) = taly () alors LV = 0 est équivalent & :
x

3 c 3 I Cl
z(l—z)y”+<§—<Z+§—l>z>y'+<§+j>y0.

3
Comme 3 ¢ Z un systéme fondamental de solutions est :

cC 13
yl(Z)F<_laz+§7§7Z>a

1 1C 1
yQ(Z)—Z F<—l—§,z,§,z>

Donc la solution générale de I’équation de Gauss homogene est :

cC 13 1 1 C 1

y(z) = A F (—l, 7 + X 5,,2) + Bz 2 F (—l 5 5,,2) pour |z| <1

telle que A; et B; soient des constantes arbitraires, et d’apres les conditions de Cauchy,
nous trouvons A; =l et By = 0.

Par conséquent :
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4.4.2 Solution du probléme non homogéne :

1°Cas : Si f vérifie ’équation suivante :
tfo + 26" fro + (A + C)tfy +4fr = 0.

1
On pose W (z) = §t2 f, On substitue W dans le probléme (2) pour trouver :

%tQ ftt+2tftx+(4+c)fx+%1ft +f=1r

Par conséquent, LW = f, si et seulement si

4
fu +2tfip +(44+C) fo + ;ft =0,

Cette équation est de type Fuchs [13,25]. Ses coefficients sont analytiques et le co-
efficient de f; est positifs, alors d’aprés le théoréme de Baouendi-Goulaonic [9], cette

équation admet une unique solution analytique sous la forme :

Fita) = ot = ad'r (<05 41 5iz)).

Ainsi la solution générale est :

Wiz) =W (2) = %t%l (AF (—l, % +1; g; z))
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2°m¢ Cas : Si f est analytique sous la forme f(t,z) = xPt™.

On considere la solution formelle W (¢, z) = Y w; (z) ¥/, par conséquent :
Jjz0

Wy = Z(jJrl)ijtj;

j=0

Wy = > G+ +2)wjt,

>0

W = ij;-tjfl et 2tW,, = Zij;-tj,

Jz1 J=1

CwW, = ZCw; (z) 1.

>0

Par conséquent, LW = f implique :

2wy + Cwly+ Y[+ 1)+ 2wjee + (2 + C)w)] 7 = aP™.

j=>1
En comparant les coefficients t/ des premier et deuxiéme membres de cette équation,
on obtient les résultats suivants :
1/ Pour j =0,m+1,w; =0.

2/ Pour j = m, on a :
xp
m+1)(m+2)

3/ Pour j >m+1,ona:

2O
GG

On conclut que la solution est :

aPm? ( _ plet2m+4) pp—1(ct+2m+4)(c+2m+8) , )
(mt4)(m+3)°  (mt3)(mtd)(md5)(mt6) '
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D’aprés la définition générale de I’équation de Gauss, on peut constater que :

c+2m+4 —1)(c+2m +4)(c+2m+8) , n
(-2 ), P ) R S

m+4) (m+3) " (m+3)(m+4)(m+t5)(m+6) =

2 3 4
3F2<1 C m+2 m+ m+'>’

7_paz+ 2 3 2 ) 2 3 2
ou
ao—l,
c  m-+t
- Sy 1
R (e T [
N m+3 m+ 4 '
\

Laquelle converge pour |z| < 1.

Par conséquent, on en déduit que

Wt ,z) =

aPrm . C m+2 m+3 mtd
)3 D .

(m+ 1) (m+2 Thy Ty iy T

4.4.3 La convergence
Nous estimons d’abord V, en utilisant le lemme (2.1).

Théoréme 4.4

La série E a;V; converge pour
120

o— | <R

ou R est le rayon de convergence.
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Preuve.

Nous avons la solution :

Ult,z) = ZalVl + Zlel telle que

>0 1>0
C 1 3
_ o 1 . L L3,
Vit,z) = Vl(t,x)tacF< l,4+2,2,z>,
1 C 5
Wi(t,z) = I/Vl(t’ac)zﬁthlAF <_Z’Z+1;§;Z>

On commence par V (z).
On applique tout d’abord la transformation d’Euler & la fonction hypergéométrique

F (—l, % + %; g; z), nous obtenons :

c 13 . 3 C 3
N ~. . _ _ 1 F Z 1= ==
F( l74+2727z> (1 Z) l+27 47272:

Puis, on applique une autre transformation, celle de Pfaff, pour arriver a :

3 C 3 3 3C+23 =z
= L. — (1= 2 F et L. )
F<l+ 1 4,2,z> ( z) <l+2, 1 ’2’,2—1)

Alors

e - 3C+23 =z
(1) (e 2 2. .
Vi) =tal (=2 50— e (100 S22

D’autre part, il est évident que :

3 2 3 3 2 3
F<l+—C+ 3z ><F<l+_’|0|+ 3.z )

27 4 "2 41 2" 4 2.1

Ensuite, d’aprés le lemme (2.1), on a :
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2" 4 22—

3 C| +2
QB e
F<l+§|C|+2'§' : ><< 2 1 (1— : ) .
1 e
2

o)

( 3) <|C|+2 ’
4= || ——

ou Cl:

2 4
On montre facilement, en utilisant la formule de Stirling que C) est borné quand

[ tres large.

D’ou

RN i
Vit,z) < Cuta (1—2)" 17 (1 = z)flfg (1 -~z ) ,

donc

lim sup |V|% <z —¢*|.
l—00 150

Par conséquent, la série E a;V, converge pour
1>0

‘x—tQ‘ < R.

On trouvera le méme résultat pour W (z).

94



4.5 Bibliographie

[1] S. Anco and S. Liu, Fzact solutions of semilinear radial wave equation in n di-
mensions, J. Math. Anal. Appl. 297 (1) (2004) 317-342.

[2] P. Appell, J. Kampé De Fériet, Fonctions Hypergéométriques et Hypersphériques,
Paris (1926).

[3] A. W. Babister, Transcendental Functions Satisfying Nonhomogeneous Linear Dif-
ferential Equations. Collier-Macmillan, Ltd., London, (1967).

[4] J. Barros-Neto and F. Cardoso. Bessel integrals and fundamental solutions for a
generalized Tricomi operator. J Funct. Anal. 183 (2001), 472-497.

[5] J. Barros-Neto and F. Cardoso. Hypergeometric functions and the Tricomi opera-
tor. Adv. Differential Equations 10 (2005), 445-461.

[6] R. Beals, Y. Kannai, Ezact solutions and branching of singularities for some hy-
perbolic equations in two variables, J. Differentiel Equations 246 (2009), no. 9, 3448-3470.

[7] R. Beals, R. Wong, Special Functions, A Graduate Text, Cambridge University
Press, Cambridge, (2010).

[8] A. Bentrad, Ezact solutions for a different version of the nonhomogeneous E.D.P.equation,
Complex variables and Elliptic Equations, Vol.51, No. 3, (March 2006), 243-253.

[9]A. Bentrad, On the solutions of the Cauchy problem for a class of partial differential
equations with double characteristic at a point, J. Differential Equations 250 (2011), no.
9, 3652-3667.

[10] A. Bentrad, Représentation hypergéométrique de la solution pour une classe d’opé-
rateurs d’ordre deuz, Publ. Math. Dbrecen 48(1996) 1-11.

[11] A. Bentrad. Singularities of solution to some second-order partial differential
equations, Appl. Anal. 83 (12) (2004) 1265-1278.

[12] A. Bentrad, Theése de doctorat, Université Pierre et Marie Curie, Paris 6 (1982).

[13] A. Bentrad and S. Kichenassamy, A linear Fuchsian agation with variable indices,

J. Differential Equations 190 (1) (2003) 64-80.

95



[14] A. Bentrad and S. Kichenassamy. Hypergeometrique functions and singular solu-
tions of wave equations with Lorentz-invariant potential, Comm. In Contemporary Math.
Vol.11, No.3 (2009) 447-458.

[15] S. Delache and J. Leray. Calcul de la solution élémentaire de 'opérateur d’Euler-
Poisson- Darbouz et de 'opérateur de Tricomi-Clairaut, hyperbolique d’ordre 2. Bull. Soc.
Math. France 99 (1971), 313-336.

[16] J. B. Diaz and A. Weinstein. On the fundamental solutions of a singular Beltrami
operator. In : Studies in Mathematics and Mechanics presented to Richard von Mises,
Academic Press, New York, (1954), 97-102.

[17] J. Dutka, The Earl y History of the Hypergeometric Function, Arch. Hist. Exact
Sci. 31 (1984), no. 1, 15-34.

[18] C.O.M. El-hafedh, M. V. Ould Moustapha, Probléemes de Cauchy avec des condi-
tions modifiées pour les équations d’Euler-Poisson-Darbouz, C. R. Math. Acad. Sci. Paris
349 (2011), 23-24, 1219-1224.

[19] S. Fujiié, Singular Cauchy problems of higher order with characteristic initial
surface, J. Math. Kyoto Univ. 33 (1993), no. 1-27.

[20] L. Garding, T. Kotake, J. Leray, Uniformisation et développement asymptotique
de la solution du probléme de Cauchy linéaire a données holomorphes, Bull. Soc. Math.
France 92 (1964) 263-361.

[21] I. M. Gelfand and G.E. Shilov. Generalized Functions, Vol. 1 : Properties and
Operation,Academic Press, New York,(1964).

[22] R. P. Gilbert, On the analytic properties of solutions for a generalized, axially
symmetric Schrédinger equation, J. Differential Equations 3, (1967), 59-77.

[23] Y. Hamada. The singularities of the solutions of the Cauchy problem, Publ. RIMS,
Kyoto Univ. , Vol. 5(1969), 21-40.

[24] Y. Hamada, G. Nakamura, On the singularities of the solution of the Cauchy
problem for the operator with non uniform multiple characteristic, Ann. Scoula Norm.

Sup. Pisa Cl. Sci., 4 (1977), 725-755.

96



[25] M. Mohamed Amine Kerker, Thése de doctorat sur le probléme de Cauchy sin-
gulier, Université de Reims Champagne Ardennes, (2013).

[26] H. Liu, The Cauchy problem for an axially symetric equation and the Schwarz
potential conjecture for the torus, J.Math.Anal. Appl, 250 (2000), 387-405.

[27] S. Ponnusamy and M. Vuorinen ; Asymptotic expansions and inequalities for hy-

pergeometric functions ; Mathematika, 44 (1997), pp. 278-301.

[28] I.J. RAMOS, Linearization techniques for singular initial-value problems of ordi-
nary differential equations, Applied mathematics and computation, (2005), vol. 161, no2,
pp- 525-542, Elsevier, New York.

[29] L.J. Salter, Generalized Hepergeometric Functions. Combridge :Combridge Uni-
versity Press ( 1966).

[30] T. Watanabe et J. Urabe, A singular Cauchy problem for the Euler-Poisson-
Darbouz equation, J. Math. Pures Appl. (9) 93 (2010), no. 3, 223-239.

[31] A. Weinstein. The singular solutions and the Cauchy problem for generalized
Tricomi equations. Comm. Pur Appl. Math. 7 (1954), 105-116.

[32] A. Weinstein, On a class of partial differential equations of even order, Ann. Mat.
Pura Appl. 39 (1955) 245-254.

[33] http ://en.wikipedia.org/wiki/Hypergeometric_function.

[34] Wolfram, functions.wolfram.com.

[35] E.C. Zachmanoglou and Dale W. Thoe. Introduction to Partial Differential Equa-

tions with Applications. Dover Publications, Inc., New York (1986).

97



Article publié

98



Electronic Journal of Differential Equations, Vol. 2016 (2016), No. 165, pp. 1-7.
ISSN: 1072-6691. URL: http://ejde.math.txstate.edu or http://ejde.math.unt.edu

SINGULARITIES OF SOLUTIONS TO PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS IN A COMPLEX DOMAIN

NAOUEL BENTIBA

ABSTRACT. We give an explicit representation of the solution of the following
singular Cauchy problem with analytic data,
Utt — TUzz + Cug — B(t2 - 4x)71u =0.

We also study the singularities of this solution.

Theorem|[section] [theorem|Lemma [theorem|Remark [theorem|Example

1. INTRODUCTION

In this article, we study the singularities of the solution to the following Cauchy
problem with analytic data in the complex domain

LU = 0?U — x0°U 4+ CO,U — B(t* — 42)~'U =0,
U(0,z) = Ugx), (1.1)
Ut(O,JT) = Ul(ﬂf),

where C' and B are real numbers. The variables ¢, z and the unknown U are complex
numbers. Our aim is to give an explicit representation of the solution in terms of
Gauss hypergeometric functions and study its singularities.

Equation arises naturally by linearizing the nonlinear partial differential
equation with double characteristics in involution

XU — x02U + CO,U = aU?,

around its self-similar solution U = (#? — 43:)17%11, where a is real number, p > 1 and
B = ap.

In the complex domain, the study of the singularities of the solutions of the
nonlinear Cauchy problem is very complicated. Especially if the roots of the char-
acteristic polynomial are double and not holomorphic at the origin (as is in our
case). Indeed the technical difficulties are such that even in the linear case there
are no methods for obtaining general theorems.

However in the case of second order equations, many authors showed that the
solutions of certain evolution or degenerate linear equations can be expressed in
terms of hypergeometric functions. Since these hypergeometric functions have in-
trinsic singularities, they permit the analysis of the structure of the solutions and
therefore to describe their singularities; see [2], B, [, Bl [7].
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We will show that the solution, depending on various parameters, might have
singularities on the characteristic surfaces:

Ki:x=0, Koy:dx—1*>=0. (1.2)

Before developing the theory and to get some insight to the problem, we present
four concrete examples.

Example 1. In C? consider the Cauchy problem
02U — 202U +20,U — 28(t* — 4z)'U = 0,

U(0,2) = z*,
Ut(O,x):O
The solution is
Ut —14 t2)2(x? — 2 i
(t,2) = Zlde —t7)°(a” — 7z + ).

We observe that U is polynomial.
Example 2. The Cauchy problem
02U — 202U — 20,U — 12(t* — 42)"'U = 0,
U(0,z) ==z,
U:(0,2) =0,
has solution .
Ult,z) = 1—6$*1(4x — )2,
Thus it is singular only on K7 : x = 0.
Example 3. In C? consider the Cauchy problem
OfU — 202U + 0,U + 6(t* — 4z)~'U =0,
U0,z) ==z,
U:(0,2) = 0.
Its solution is
Ul(t,z) = 4a* (4o — %) 1,
Thus, U(t, ) is singular only on Ko : 4z — 2 = 0.
Example 4. Consider the Cauchy problem
02U — 202U — 0,U — 4(t? — 4x)"'U = 0,
U0,z) ==z,
U(0,2) = 0.

Its solution is

Ult,z) = i[t (4x — t2) arcsin( )+ (4z — %)].

t
2\/x

Thus, U(t, ) is singular both on K7 : 2 = 0 and on K : 42 — t*> = 0.
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2. STATEMENT OF THE PROBLEM

In a neighborhood € of the origin of C?, we consider the Cauchy problem with
analytic data:

LU = 0}U — 202U + CO,U — B(t* — 42)"'U =0,
U(0,2) = ug(x), (2.1)
Ut(O,x) = ul(m),

where
oo o0
ug(z) = Zalml, up(z) = Z byt
=0 =0

are analytic and C, B are real numbers.

Our purpose is to construct an exact solution in terms of hypergeometric func-
tions and to show that the solution might have singularities on the characteristic
surfaces . We denote

Qr = {(t,z) € C*: |t| < R, |z| < R},
Ky ={(t,x) € Qr:x =0},
Ko = {(t,x) € Qg : 4z — t* = 0}.
Using these notation, we have the following theorems.

Theorem 1. The Cauchy problem (2.1 has a unique solution of the form :

U(t, .Z‘) = Z(CL[W”Q + lel,ﬁ’)v

1>0
with
V(t,x) =V p(t,z)
2 2.2
= (@) Pz~ APF(B-LC+B—1+1,57), 22
x
where B satisfies
1 1
BRlL-B—-C— 5) = ZB’
W (t,2) = Wi (t,z) =
(2) ’ 2 2.3
@ - 2 er (Lo g - b )
x
where
BEI-F-C+iy=1p
27 47

and F denotes the Gauss hypergeometric function. This solution might have singu-
larities on K = K1 U K.

2.1. Construction of the solutions. According to the principle of superposition,
it is sufficient to study the following two Cauchy problems:
LV =0,
V(0,2) =4, (2.4)
Vi(0,z) =0,
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and
LW =0,
W(0,z) =0, (2.5)
Wi (0,z) = 2.

First we solve (2.4). Setting the Characteristics equations x = ¢, and 4z — t* =
&y Let V(t,z) = Vi(t,z) = € v(2) with z = 1 — 45721. Substituting & v(z) for V ,
LV = 0 becomes

1
LV = SV 426 V2V = 22607V L2V
B
+ 27V - DETV + CET Y — 2 V) + =€V =0
2
Simplifying this equation and replacing % by ﬁ, we have

2(1— 20" + (1

3 (C+2(1—-1))z)v

1 1 (2.6)
The substitution v = (1 — 2)?y leads to
_ 2 1 _ _ /
z(1—2)y" + (2 (C+2(1-1+ 5))z)y @7

+(U(C—=1+1)+BB+C+1-20))y=0.
Therefore ([2.7)) is equivalent to a Gauss differential equation with parameters

(ﬂ—l,()+/3—l+1,%),
if and only if

5@—5—0—3:%3 (2.8)

According to hypergeometric equation theory, we have: A first solution of Gauss
equation for |z|] < 1 is
y1(z) = F(a,b;¢; 2) = F(B—Z,C'—F,B—l—l—l;%;z).
A second solution is
ya(2) = ,zl/QF(awaL 1,b—c+1;2— c;z)
=2"2F(B—1+ %,C+B—l+ ggz)

A complete solution of the Gauss equation is

1
y:DF(ﬁ—l,C’+B—l+l,§;z)

(2.9)
1
+Ez1/2F(ﬁ—l+§,C+B—l+

3
7572)7

N W

with z = %, for |z| < 1, where D and E are constants.
It follows that V = x!(1 — 2)Py is a solution of LV = 0. Taking into account the
Cauchy data
V(0,z) =2', V;(0,2) =0.
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we have to choose D = 1 and E = 0. Hence V (¢, z) reduces to

2.3 1 ¢
l )
V(t,z) =Vi(t,z) =" (1 - @) F(B-1,C+B—-1+1, 3 @)' (2.10)
In a similar way, we solve the second Cauchy problem (2.4)) by setting
t2 B’
! )
W(t,x) =tx (1 — @) y;
we obtain
W(t7 LL') =W g (t7 .T:)
’ ’ ’ 3 t2 (211)
=t (e — ) F(F 1O+ 5 14 15 ),
T
where ' and [ satisfy
1 B

6’(5+2Z—C—6’):Z.

Remark 1. When 8 -1l = —-nor C+ 3 —-1+4+1= —n, n € N, the solution V of
©4) is

n 2
Vitw) = (@)@ e - ) (S ad 1)),
=0

| ; o= ();

its last term is
Cnt2n(4$ _ 152)l—n7
where ¢,, depends on parameters C,[ and 5.

Therefore, we have some results for V.

(1) When [ —n > 0, the solution V(¢,z) is a polynomial.
(2) When [ —n < 0, the solution is singular on the surface K : 4z — t* = 0.
(3) When C 4 8 —1+ 1= —n, we have the following results:

(i) For C < —n — 1, the solution is singular on the surface Kj.

(ii) For C > —n—1 and [ — (C' +n + 1) < 0, the solution is singular on

the surface Ks.
(iii) For C > —n — 1 and [ — (C' + n + 1) > 0, the solution is polynomial.

2.2. Singularities. In this section, we study the singularities of the solution. The
mapping
2

z = @,

transforms
t =0, into 2 =0,
Ky :t> —42 =0, into z = 1,
Ki:2x =0, into z = o0.

By construction, the solution U is composed of a hypergeometric function which
is holomorphic on D — (0,1, 00), where D is the Riemann sphere. So, the study
of the singularities of the solution is reduced to those corresponding well known
properties of Gauss functions. It follows that U is ramified around K; U K.
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2.3. Convergence of the solution. The study of the convergence of this solution
is reduced to estimate the Gauss functions. For this, we apply the following result.
Lemma 2. Ifa>b>c¢>0andd=a+b—c, then for |z| <1,
['(e)I'(d)

F(a,b;c;2) < (1 —z)*dw.

(2.12)

For the proof of this lemma, see [0].

Theorem 3. The series Y ;sqa Vi and >~ o > bW, converge for |z| < £, where
R is the radius of convergence of ug and uq.

Proof. We have
2

! g 1
V(t.2) =Vilt.2) = (2)/ (1= ) FB=LC+B =1+ 155 ).
Let LA
20-C -3z —VA
/8:/81: 22
be one of the roots of the equation (2.8), where
1,2
A=(21-C-=)"-B 2.1
2-C-3) (2.13)

Putting : a:B—Lb:C—l—ﬂ—l+17andc:%,wehave

d:a+b—c:2ﬁ—2z+c+%:—\/ﬁ<o.
In this case, we recall the Euler transformation
F(a,8;7;2) = (1= 2)"*°F(y —a,y = 67 2).
Applying this transformation to F(3 —1,C + 8 — 1+ 1; 1; £ ), we obtain

12
F(B—1 C+ﬁ—l+1-1-ﬁ)

’ 27 4
_ 2\ VA 1 11 ¢

For [ large, I — 8 =1+ o(1), and so by applying Lemmato F(l -8+ %,l -C -

2
B—%;l t—) we have

5;4w
1 11 ¢ 2 _VA
F(l— - 1l-C—-—-=;=;— 1-— M
( 6+2’ b 2’2’4:c)<<( 4z> ’
Whereyzgand
I(3)T'(2y)

M =

D(y — 2G)0(y + 252)
Stirling’s formula gives

V2r(y)r e vV 2m(y)ve
(\/zw(y)y‘(wﬁ)e‘y) (v 27r(y)y+(2%+1)6‘-“)
then M ~ 221 Therefore,

M ~ 2%t

)

2 t2 t2
V()| <22 Vel — =1 — — VA1 — —|VA
X X i



EJDE-2016/165 SINGULARITIES OF SOLUTIONS 7

t2
<ot - Sy
T

As 8, — 0 for [ large, we deduce that

lim sup|V|"/* < 4]|.
l—o00

It follows that >~ a;V; converges for

o] < &
T
In the similar way, we show that _ bW, converges for
1
< -R.
2] < 4
This completes the proof. O
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