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Résumeé

Dans cette thése, on commence tout d’abord par donner des conditions nécessaires

et suffisantes pour que la suite {Q, },>0 donnée par

Qn(x) + rnQn—l(x) = Bn(J;) + San_1<l’), n > 0.

soit 2-orthogonale dés que la suite { B, },,>0 est aussi 2-orthogonale. Nous fournissons
également une relation entre les coefficients des relations de récurrence correspondantes.
Par la suite, notre travail a été consacré a 1’étude d’une approche simple

pour construire récursivement les coefficients de connexion entre deux suites de

polynémes { P, }n>0 et {Qn}n>o0 telles que

P, (z) = Qu(z) + 1,Qp-1(z), n>0.

ce qui nous a donné une relation entre les coefficients des relations de récurrence
correspondantes. Un cas particulier a été développés, plus précisément, le cas
d’une suite de polynoémes orthogonaux classiques discrets.

Enfin, nous terminons notre travail par la caractérisation de quatres suites
dérivées obtenues par I’approche symbolique de la décomposition quadratique
des suites d’Appell. De plus, nous prouvons que les deux suites polynomiales
normalisés associées a une telle décomposition quadratique sont également des

suites d’Appell.

1l



Mots clés: Polynémes Orthogonaux, Polyndémes 2—Orthogonaux, Transformation
de Darboux, Equations différentielles, Polynémes Orthogonaux classiques discrets,

Suites d’Appell, Décomposition quadratiques, Opérateur de descente.
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Abstract

In this thesis, we begin by making explicit some necessary and sufficient

conditions for the sequence {Q,}, -, given by

Qni1(x) + rn1Qn1(z) = Bpy1(x) + Spp1Bpi(z), n >0,

to be 2-orthogonal when the sequence {B,}, -, is 2-orthogonal.
We also give a relation between the coefficients of the corresponding recurrence
relations.

The second theme, we present a simple approach in order to build up recursively
the connection coefficients between a sequence of polynomials {Q”}nZO and an

orthogonal polynomials sequence {Pn}nzo such that

Py(z) = Qn(z) + 1Qn-1(x), n >0,

this yield a relation between the coefficients of the corresponding recurrence
relations. Moreover some special cases are developed. More specifically, assuming

that {P,},~, is a discrete classical orthogonal polynomials sequence.

Finally, we conclude our work by characterizing the four derived sequences obtained
by the symbolic approach to the quadratic decomposition of Appll sequences.

Moreover, we prove that the two monic polynomial sequences associated to such



quadratic decomposition are also Appell sequences.
Key Words: Orthogonal polynomials, 2—Orthogonal polynomials, Darboux
transformations, differential equations, discrete classical orthogonaux polynomials,

Appell sequences, Quadratic decomposition, Lowering operator.
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CHAPITRE

Introduction

La notion d’orthogonalité est trés prisée en analyse numérique, en physique mathématique,
en interpolation, pour 'approximation, et encore dans I’étude des approximantes de Padé
scalaires, vectoriels et matriciels et surtout au cours de la résolution d’équations aux dérivées
partielles (Laplace, Schrodinger) par la méthode de séparation des variables. Ce sont
également des outils importants pour résoudre les systémes dynamiques de Toda-Langmuir
et les systemes de Kac-van Moerbeke et les équations de Korteweg-deVries associés. Les
polynomes orthogonaux formels sont également utilisés pour prouver et justifier des algorithmes
d’algebre linéaire, tels que la méthode du gradient conjugué, les algorithmes de Lanczos ou
GMRES, etc.

La notion de systéme orthogonal de fonctions est apparue suite a 1’étude de certains
problémes d’analyse fonctionnelle (équations intégrales, séries de Fourier, probléme de Sturm-
Liouville et, plus généralement, problémes aux limites dans les équations aux dérivées partielles).
Ces derniers nous aménent a considérer des espaces hermitiens constitués de fonctions et a
déterminer les valeurs propres et les fonctions propres de certains endomorphismes de ces
espaces. Dans le cas d’un opérateur hermitien, les sous-espaces propres sont orthogonaux
deux a deux. Le probléme essentiel consiste alors a chercher des bases hilbertiennes constituées
de fonctions propres.

Ces nombreux domaines d’application des systémes de polynoémes orthogonaux fjouissent
d’un intérét particulier. Pour la résolution de certains problémes de la mécanique céleste,

Adrien-Marie Legendre (1752 -1833), a utilisé certains outils de ces systémes, tel que les



fonctions de Legendre, Gauss a transformé son systéme non linéaire en un systéme linéaire
en utilisant la méthode de quadrature de Gauss. Tchebychev (1821-1894) ainsi que Hermite
(1822 - 1901) ont utilisés des polynémes qui portent leurs noms pour la construction des
polynomes d’interpolation d’une fonction connue discrétement. Les polyndémes orthogonaux
ont été aussi utilisés par Hermite et Padé dans l'approximation des fonctions réelles ou
complexes ou des séries formelles. Certains problémes de moments ont étés résolus par
Stieljes et Hausdorff. Les problémes de la physique théorique ont étés modélisés par des
équations différentielles ordinaires ou aux dérivées partielles, dont les solutions sont des
polynoémes orthogonaux.

La notion de l'orthogonalité usuelle a subi beaucoup de généralisations. Ca a commencé
par la notion des 1/p (p > 1) orthogonalité (A. Boukhemis 1988 [I1]), puis la d-orthogonalité
(P. Maroni 1989 [19]), vient ensuite notamment la biorthogonalité (Brezinski) et enfin
I'orthogonalité multiple (Aptekarev, Van Assche...).

Toutes ces notions ont été introduites afin d’améliorer les méthodes de ’approximation
qu’elles soient fonctionnelles ou au sens des Hermite-Padé généralisée, d’augmenter ’ordre
des équations differentielles ayant pour solution ces polynoémes et par suite rendre plus
compréhensibles les phénomeénes modélisés par ces équations. Vient en suite la notion de
décomposition des polyndomes orthogonaux introduite aussi par Maroni |20} 25], ainsi que la
transformée de Darboux des polynémes orthogonaux.

Notre thése se décompose en cing chapitres. Dans le premier, on commence par détailler
notre travail par une introduction. Dans le deuxiéme chapitre nous commengons par nous
outiller en établissant les définitions et notations dont nous aurons besoin par la suite. Cette
partie présente ’aspect théorique nécessaire a la compréhension de la thése.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude du probléme inverse et des suites de polynomes
2-orthogonaux. L’objet du chapitre 4 est de mettre en évidence une relation de type 2—2 pour
les polynémes 2—orthogonaux tout en insistant sur les conditions nécessaires et suffisantes
d’orthogonalité . Cette thése sera cloturé par une application du cas classique discret de la

relation de type 1—2 tout en donnant la caractérisation de I'orthogonalité qui sera consolider




par quelques cas particuliers.

Pour terminer nous donnons des perspectives comme prolongement de ce travail.




CHAPITRE

Préliminaires

Nous introduisons dans ce qui suit les notations et définitions de base dont nous aurons

besoin tout au cours de notre périple.

2.1 Définitions et Notations

Désignons par P, l'espace des polyndémes & une variable réelle a coefficients complexes
de degré inférieur ou égal a n, n > 0, et par P :ngOPn I’espace vectoriel des fonctions
polyndémiales d’une variable réelle et & valeurs dans C.

Notons par P’ le dual algébrique de I'espace P, i.e. 'espace des formes linéaires u : P — C
et par ( , ) le crochet de dualité entre P et P’, qui désigne I’action de u € P’ sur un élément

p € P (ou l'image de p par u) et par (u), := (u,2"), n > 0, le moment d’ordre n de u.

2.1.1 Opérations élémentaires sur P’

Notons par d., ¢ € C, la masse de Dirac au point ¢ définie par (d.,p) :=p(c), p € P.

Par transposition, transformons quelques opérations élémentaires de P dans P’. Pour tout
u,v € P', p,q € P et pour tous nombres complexes a,b, ¢ avec a # 0, on a [22].

- La multiplication a gauche d’une forme u par un polyndéme ¢, notée qu est définie
par

(qu,p) = (u, qp) .

4



2.1. Définitions et Notations

- La multiplication a droite d’une forme u par un polynéme ¢, notée ug € P est

(uq) = <u zq (z) —yq (y)> ‘

r—Y

définie par

- La multiplication de deux formes u et v, notée uv est définie par

(uv, p) := (u,vp) .

- La division d’une forme u par un polynéme de degré un (z — ¢), notée (x —¢) " u
est définie par

(@ =) up (2)) = (u, 0ep ()

avec 'opérateur 6. est defini par

() — P2 =)

St x #c

- La dérivée d’une forme u, notée Du est définie par

<Duap> = = <U,p,> :

- La dilatée d’une forme u, notée h,u € P’ est définie par

{hau, p (2)) := (u, hap (2))




2.1. Définitions et Notations

ou h, est 'homothétie définie par h.p (x) = p(az), p € P.

- La translatée d’une forme u, notée m,u € P’ est définie par

<Tbu>p (aj» = <u> T—pP (23)> )

ol T_p est la translation définie par 7_pp (x) =p(x +0b), p € P.

2.1.2 Suite duale

Soit { P}, une suite de polynémes normalisés i.e. P, (z) = 2" + ..., n >0, (SPN).

Définition 1 [I9] A Toute SPN {P,},-,, on peut lui associer d’une maniére unique une

suite {un},~o dans P’ dite suite duale, vérifiant
<un7Pm (l’)> :(Sn,m> n,m Z Oa

0t Oy, désigne le symbole de Kronecker.
La suite {uy,},- est libre, unique et constitue donc une base universelle de P’.

Lemme 1 [79] Soit uw € P’ et p > 1 un entier. Pour que u vérifie

(u, By (z)) # 0,
(u, By (x)) =0, n=p,

il faut et il suffit qu’il existe A, € C, 0 <v <p—1, A\y_1 # 0 tels que

p—1
U= g AUy,
v=0

Définition 2 [75] Soit u une forme linéaire, s’il existe une suite de nombres complexes

{tn},so telle que




2.2. Propriétés générales des polynomes orthogonaux

= (u,z™) = u ("), n >0,

alors u est dite fonctionnelle moment et {1, }, -, ses moments.

2.1.3 Suite d’Appell

Définition 3 Une application linéaire M de P dans lui méme est dite opérateur de descente
si M(1) =0 et deg(M(a™)) =n—1,n>1.

1
Définition 4 Une suite d’Appell est une SPN {P,},-, telle que Py[Ll](x) = P ., (x),

n >0, [8 13, 26].

Définition 5 Une SPN {Pn}nzo est appelée suite de M — Appell par rapport a un opérateur
de descente M si P,(x) = pH (x; M) pour tous entier n > 0, [9, [10)].

Définition 6 L est un opérateur défini sur P dans lui méme

On définit 'L : P’ — P’ la transposée de L par

('"L(w), f)=(u, L(f)), wueP, feP, (2.1)

2.2 Propriétés générales des polynémes orthogonaux

Définition 7 [13] Soit u une forme linéaire et une suite { P, }, 5, de polynomes vérifiant les

conditions sutvantes:

deg(Pn) =n, n > 07
(u, Py (z) Py, (2)) = knbnm, kn#0, n,m>0

est dite SPO relativement & u.

En outre, une forme linéaire u est dite réguliere si l'on peut lui associer une suite de

7



2.2. Propriétés générales des polynomes orthogonaux

polynomes {P,}, -, vérifiant les conditions ci-dessus.

Lemme 2 [I3] Soit u une forme linéaire et {{i,},~, ses moments. u est réquliére ou bien

quasi-définie si et seulement si les déterminants de Hankel H,,, n > 0 définis par

Mo M1 0 n
H, = det 'u_l /%2 o Mn_ﬂ , n>0,
| Mn  HUpt1 Hon ]

sont tous mon nuls.
En plus, u est définie positive si et seulement si H, > 0, pour tout n > 0.

Aussi, toute forme définie positive est réguliére.

2.2.1 Formule de récurrence

Proposition 1 [13] Une suite { P}, est une SPON par rapport a u s’il existe deur suites
de nombres complexes {Bn},~q €t {yn},>, avec v, # 0, n > 1, vérifiant la récurrence d’ordre

2 suivante:
Pn+1<x):(x_ﬁn)Pn(x)_lynPn—l<x)a n >0,

Pi(x)=0, F(x)=

(2.3)

2.2.2 Suites symétriques

Définition 8 [13/ Une forme linéaire u est dite symétrique si et seulement si tous ses
moments d’ordre impair sont nuls.
Une SPON {P,},, est dite symétrique si elle vérifie la relation P, (—x) = (=1)" P, (v),

n > 0.




2.3. Polynomes orthogonaux classiques discrets

Lemme 3 [13] Soit {P,}, -, une SPON par rapport a u, alors les énoncés suivants sont
équivalents

i) u est symétrique.

ii) P, (—z) = (-1)"P,(z), n>0.

iii) Py (x) = 2P, () — Y Ppo1 (), n>1, (ie. B, =0, n>0).

2.3 Polynémes orthogonaux classiques discrets

Les suites de polyndmes orthogonaux classiques notamment les suites de polynémes orthogonaux
classiques discrets sont les suites les plus connues et les plus utilisées dans beaucoup de
domaines, & savoir Charlier, Meixner, Krawtchouk et Hahn. Ce dernier a caractérisé les

suites classiques de la maniére suivante:

Définition 9 (Critére de Hahn) [26]/ Une suite {P,.}, -, de polynomes orthogonauz est

dite classique si sa suite de dérivées {Qn},~, est aussi orthogonale.

Les quatres familles de polyndmes orthogonaux normalisés discrets Charlier C’,(za), Meixner
M | Krawtchouk K7 (.;; N) et Hahn i P (.; N) ont les représentations hypergéométriques

suivantes|16]

" -n, —x 1
MR @) = 0, () eR a-t ) s el

p—1 v I
K,Sp)(x;]\/) = Lzﬂ = |,pe€l0,1], NeZ", n<N
(N —n)! _N p
—N 1 -n a+pB+n+1 —x
Wiz N) = CNtatl), F. g 1], a>-1, > —1.

(@+B8+n+1), " *\ _y a+1




2.3. Polynomes orthogonaux classiques discrets

ou , [y est une série hypergéométrique définie par

r ay, agz, ..., Qp L, .:i<a1)k (ag)k ...(ap)k, Z_
U\ by b o b, £ (br), (ba)y - (by),, !
avec le symbole de Pochhammer (a), défini par
1, ifn=0,
(@), = (2.4)

ala+1)(a+2)...(a+n—-1), ifn>1.

Et leurs relations de récurrence peuvent s’écrire comme suit [16]

Ci\(2) = (x—n—a)CL(x) —an O\ (),  n>0 (2.5)

avec les conditions initiales C\(z) = 1, C'(z) = 0 et a > 0.

—1
MO () = (5= PEOEDEY fro oy - POFVZ DR o S (2
n+1 1 . ,U (1 _ /,6)2 n—1

avec les conditions initiales Mé”’“) (x) =1, MEVI’”) (x)=0etv >0, pe]0,1].

KD (2;N) = (¢ —n(l—p) —p(N —n)) KP (z; N) (2.7)

—np(1—p)(N —=n+1) KX\ (z:N), n>0

avec les conditions initiales K" (z: N) =1, K®(z; N)=0et p€]0,1[, n < N, N € Z*.

(@ B), B _(a+1)N(Oz—|—ﬂ)+n(2N—&+ﬁ)(a+ﬁ+2N) (0 B)/ .
N n- Dt Bematn) B inat BN tntl)
(a+B+2n—1)(a+pB+2n)(@+B+2n+1) o

avec les conditions initiales héa’ Mw Ny =1, K'Y & (x;N)=0et a>—1, 5> —1.

10



2.4. L’orthogonalité de dimension d

2.4 L’orthogonalité de dimension d

Cette notion de d—orthogonalité pour les polynoémes, définie et étudiée dans différents
contextes, apparait comme un cas particulier de la notion générale de biorthogonalité. Une
caractéristique remarquable des polynomes d—orthogonaux est qu’ils satisfont une relation de

récurrence standard d’ordre d+ 1, c’est-a-dire une relation entre d+ 2 polyndémes consécutifs.

Définition 10 [19] Une suite {P,.}, -, est dite orthogonale de dimension d par rapport a

U = (ug,u1, ..., uq_1)" si elle vérifie les conditions suivantes:

(Ug, 2™ Pp(x)) =0, n>md+ o+ 1,

(2.9)
(U, ¥ Prngya(T)) # 0,

pour chaque 0 < a < d—1etm > 0.

Remarque 1 1) D’aprés la définition précédente {P,}, -, est une suite libre et on peut
toujours la normaliser. Elle est alors unique.
2) La forme U est dite de dimension d si U € (P')".

3) Lorsque d = 1, on retrouve bien la notion d’orthogonalité habituelle.

Définition 11 On dit que la forme U de dimension d est réguliére s’il existe une suite

{Pn}nzo vérifiant (2.9).

2.4.1 Reécurrence d’ordre d + 1

Théoréme 1 [19,[31)] Soit {P,}n>0 (SPN), alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i) {P.}n>0 vérifie une récurrence d’ordre d+1 (d > 1)

d—1
Prian1(z) = (v — Bpya) Prya(r) — Z'ygn_-i-ld_—kkpm+d—l—k(x)a m >0 (2.10)
k=0

11



2.4. L’orthogonalité de dimension d

ol

PO(:E) = ]-a
Pi(z) = -5,
m—2
Pn(m) = (l’ - ﬁnfl) Pn71<:[;) - ’VZ:%:ﬁpmfok(x)a 2 S n S d7 d 2 2

e
Il

0

avec les conditions de régularité v, ., # 0, m > 0.

ii) {P.}n>0 est orthogonale de dimension d par rapport & U = (ug, uq, ..., ug—1)".

iii) Pour chaque (n,a),n >0,0 < a < d—1, il existe d polynomes A* (n,a), 0 < k <d—1,
tels que

d-1
undm:Zuk (Ak(n,a)), n>0 0<a<d-1
k=0

et vérifiant

deg ¥ (n,a)=n, 0<a<d-—1,d>2,
deg A¥ (n,a) < n, 0<k<a-1,0<a<d-1,

degAf (n,a)<n—-1, a+1<k<d-1,0<a<d-2.

2.4.2 Suites de polyndémes d-symétriques d—orthogonaux

Définition 12 [Tj|] Une suite {P,},>0 est dite d—symétrique lorsqu’elle vérifie

P, (&x) =&, P, (x), n>0, k=12, ..d

o & =exp (3F), k=1,d, &4 =1

Lorsque d = 1, §&; = —1, on a le cas symétrique P, (—z) = (—=1)" P, (z).
Théoréme 2 [T]] Soit {P,},>0 une suite de polynoémes d-orthogonaux normalisés, alors les

assertions suivantes sont équivalentes

i) {P.}n>0 est d—symétrique.

12



2.4. L’orthogonalité de dimension d

ii) {P,}n>0 satisfait la relation de récurrence d’ordre d + 1

Pn—&-d-i-l(x) = IPn-i-d(x) - 6n+1pn(x)v (5n+1 7é 0) , >0, (2 11)
P,(z)=2", 0<n<d

2.4.3 L’orthogonalité de dimension 2

Définition 13 [19] Une suite { P, }, -, normalisée est dite 2-orthogonale par rapport a U =

(ug,u1)t si elle vérifie les conditions suivantes:

(ug, 2™ Py(z)) =0, n>2m+1, m2>0,
(ug, 2™ Pom(x)) #0, m >0

(uy, ™ Py(x)) =0, n>2m+2  m>0,
(uy, ™ Popy1(x)) #0, m > 0.
Théoréme 3 Une suite { P, }, 5, 2-orthogonale normalisés par rapport a U = (ug, u,)" vérifie

une récurrence d’ordre 3 suivante:

Pn-‘rS(x) - (l‘ - Bn-‘r?)Pn-l-? - '7n+2Pn+1('r) - 5n+1Pn(x>7 n Z 07

(2.12)
Fy(z) =1, Pi(z) =2 = fo, Pa(z) = (- B)Pi(z) —mn,

avec Op1 # 0, n >0 (conditions de régularité).

Théoréme 4 [T]] Soit { P, },>0 une suite de polynomes 2-orthogonaux normalisés, alors les
assertions suivantes sont équivalentes
i) {P.}n>0 est 2—symétrique.

i) {P,}n>0 satisfait la relation de récurrence d’ordre 3

Pois(z) = 2Pyia(x) — dpi1 Po(T), n >0,
Py(z) =1, P(z) =z, Py(z) = 2*

avec 0py1 # 0, n >0 (conditions de régularité).
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2.5. Relations de type fini entre deux suites de polynomes

2.5 Relations de type fini entre deux suites de polynémes

Définition 14 [2§] La suite {P,},>0 est dite compatible avec ¢ si ¢F, # 0, n > 0, avec ¢

un polynome de degré t.

Remarque 2 Toute suite de polynomes orthogonauz (respectivement 2—orthogonauz) est

compatible avec n’tmporte quel polynéme normalisé.

Définition 15 [2§] Soient { P, },>0 et {Qn}n>0 deux suites normalisées et soit ¢ un polynome

normalisé de degré t. S’il existe un entier p > 0 tel que

S Pu(@) = S ApQu(x), n>p,
k=n—p (2.13)

dg=p: Agg—p #0,
on dit que les suites { P, },>0 et {@n}n>0 vérifient une relation de type fini par rapport a

¢. En plus, si A, ,,—p # 0, n > p, la relation (2.13) est dite relation de type fini stricte.

Théoréme 5 [28] Soient { P, }n>0 et {Qn}n>0 deus suites normalisées dont {un }n>0, {Un fn>0
sont respectivement les suites duales associées, et soit ¢ un polynéme normalisé de degré t.

Pour toute suite { P, } >0 compatible avec un polyndme normalisé ¢, les propriétés suivantes
sont équivalentes:

i) 1l existe un entier positive p > 0 tel que

n+t

() Qn(x) = > MpbPe(x), n>p,

k=n—p

dg>p: Agg—p 7 0.

i1) Il existe un entier positive p > 0 et une application de N dans N : m > h,, satisfait

max (0,m —t) < h, <m+p, m>0,

Img 2 0 : b, = mo + p,

14



2.5. Relations de type fini entre deux suites de polynomes

tels que

hm
qbum = Z ak,mXV (l’) ) m Z t7

k=m—t
an,,.m 70, m>0.
Remarque 3 Lorsque la relation de type fini entre { P, }n>o et {Qn}n>o est stricte, alors on
a

hypp=m-+p, m>0.

En outre, les relations entre les formes linéaires réquliéres ont été établies par P. Maroni

lorsque les deux suites { P, }n>0 et {Qn}n>0 sont 2—orthogonales.

Proposition 2 [28] Soient {P,},>0 et {Qn}n>0 deuxr SPN 2-orthogonales par rapport
U = (ug,uy)" (resp V. = (vo,v1)"). Soit ¢ un polynome normalisé avec ¢ = t, alors les

assertions suivantes sont équivalentes

1. 1l existe un entier p > 0 tel que

n+t

(ZS(‘I) Qn ([L’) = Z )‘n,kPk (l’) , N Z D,
v=n—p (214)

dg>p: Agq—p 7 0.

2. Il existe une matrice polynomiale My

AO BO
My = (2.15)
Al B1
telle que
oU = M,yV. (2.16)

Notons que les polynomes Ay, By ne sont pas identiquement nuls simultanément.

3. 1l existe un polynéme normalisé 5 de degré t, et une matrice polynomiale ]Tjo, tels que

oV = MyU.
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2.5. Relations de type fini entre deux suites de polynomes

4. 1l eziste un entier p > 0 et un polynoéme normalisé 5 de degré t, tels que

16



CHAPITRE

Probleme inverse et

suites de polynémes

2-orthogonaux

Dans ce qui suit, on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une suite {Q,},,~,
soit 2-orthogonale dés qu'une suite {P,}, -, est 2-orthogonale. Cela nous donne des relations

entre les coefficients de récurrence correspondantes.

Soient {P,},~, une suite 2—orthogonale satisfait la relation (2.12)) et {Q,},~, une suite de

polydmes définie par la relation suivante:

Qni1(2) = Pos1 () + rpg1 Poca(2), 020 (3.1)
avec les conditions initiales Py(z) = Qo(x) =1 et P_y(z) = Q_1(z) =0

ou 7, est une suite de nombres complexes telle que r, # 0, n > 1.

3.1 Conditions nécessaires et suffisantes d’orthogonalité

En premier lieu, nous explicitons les conditions nécessaires et suffisantes pour que la suite

{Qn},50 soit 2-orthogonale dés que la suite {F,}, -, est 2-orthogonale.
Proposition 3 Soit {Qn},5, une (SPN) définie par (3.1) alors {Qn},, est 2-orthogonales

17



3.1. Conditions nécessaires et suffisantes d’orthogonalité

st et seulement si

But1 = Tnt1 — Tnsa + Brst, n >0, (3.2)
Yn+1 = Ynt1 + Tnt1 (@z - 5n+1> , n=0, (3.3)
Ont1 = Ontt + Tnt2Vnst — Pns1Vnsz, 1 >0, (3.4)
Ousz _ dun n>0 (3.5)

— Y

7
T'n43 Tn+1
avec des CI By = Py — 71.

Preuve 1 Multiplions les deux membres dans (3.1)) par z, et appliquons (2.12)) pour x P, 1 (x)

, P, (z), et encore appliquons (3.1)) . On obtient

Qi1 () = Qnia () + (Bns1 + g1 — Tnt2) Pot1 () + (Vg1 + "ot Fn) Pu(2)
+ (671 + Tn+17n) Pn—1<x) + Tn+15n—1pn—2(x)a n Z 2.

D’apres (3.1)), on a

TQni1 () = Qni2 () + (Bnt1 + Tng1 — Tnga) Qi (T)
+ (’}/n-‘rl + Tn-i-lﬁn — I'n+1 (5n+1 + Tn+1 — Tn+2)) Qn (l’)
+ (0 4 Tnt1Yn — Tn (Yot1 + Tnt1Bn — Tnt1 (Bot1 + Tnr — Tnt2))) @n—1 ()

+ [Tn+15n—1 - (5n + Tnt1VYn — Tn (%+1 + i1 By — T (5n+1 + rpr1 — T‘n+2))) Tn—l] P (33)

= Qut2 (2) + Brur1Qui1 () + F1Q () + 6,Qur (), n > 1.
Par identification des coefficients on obtient le résultat.
Remarque 4 La condition de régularité On #0,Vn > 2, découle de (3.5)).

La 2-orthogonalité de la suite {Q,},~, peut étre caractérisée de deux facons avec les

parametres 7,41, Onits Ynils On €6 i, Bntts Yne1, On respectivement. En effet, on aura les

deux expressions suivantes.

18



3.1. Conditions nécessaires et suffisantes d’orthogonalité

corollaire 1 La suite {Q,},~, est 2-orthogonale si et seulement si

= (B2 ) G )~ 1) =00 20, 30
et

But1 = Tns1 — Tnta + Bat1, n >0,

Fnt1 = Ynt1 + Tnt1 (@z - 5n+1> , nz=0,

Ont1 = Oni1 + Tni2Vns1 — Tns1Vnsz, 1> 0.

Preuve 2 Si nous remplagons (3.2)) dans (3.3)), alors on a

’S/n—s—l = Tn+1 + Tn+1 (671 - Bn—l—l)

= Yot1 + Tnt1 (Bn — Tna1 + g2 — Bug1), n >0,

ou encore,

Yrt1 = Yn+1 + Tnt1 (Tn+2 - 5n+1) — Tnt1 (Tn-i-l - ﬁn) , n=>0.
En suite remplagons la derniére expression dans (3.4)) , ou

5n—|—1 = On+1 + 'n+2Yn+1 — rn-‘rl;yn-‘r% n Z 0.

On obtient

Ont1 = Ont1 + Tnt2Vnt1 — Tt (Yna2 + Tnt2 (Tns — Bns2) — ot (T2 — Bag1)), n >0,

et ceci est équivalent a dire que, pour chaque n > 0

5n+1 = Op+t1 T Tn2Vn+l — Tnt1Vn+2 — Tnt1Tnt2 (Tn+3 - 5n+2> + Tn1Tn+2 (Tn+2 - 5n+1) .

D’apres (3.5))

< T'n42
571-{-1 = 5717 n 2 1
Tn

19



3.1. Conditions nécessaires et suffisantes d’orthogonalité

et par conséquent, pour tout n > 1

T'n+2
T'n

571 - 5n+1 + Tn+2VYn+1 — Tn+1Vn+2 — Tn+1Tn+2 (rn+3 - Bn—&—Z) + T'n+1"n+2 (rn+2 - Bn—&—l) )

Si lon divise les deur membres par 1,4 97n11, 0N aura

On 0.
+1 n Yn+2 Yn+1
- - - — |+ (Basa = Bas1) — (Tnya —Tng) =0, n > 1.
Tn+2Tn+1 T'nTn41 T'n+2 Tn+1

Dans une démarche similaire nous pouvons mettre I’expression suivante:

corollaire 2 La suite {Qn}nzo est 2-orthogonale si et seulement si

Sn 5n ~n ~n o )
2 - e - (7 2 ik +1) + <Bn+1 - ﬁn) - (rn-i-l - Tn) = 07 n 2 17 (37)
T'n4+3"n+2 T'n4+2"n+1 T'n+2 T'n+1

et
ﬂnJrl = ﬁn+1 + Tni2 — Tnit, n > 07
Y+l = '?n—l-l — Tn+1 (671 - Bn-‘rl) ’ n 2 07
5n+1 = Sn+1 — I'n4+2Yn+1 + 7’nJrl':)//n+2> n 2 07

avec B

52 5 ~2 Nl P

— - = (l—l +<Bo—ﬁ1> =0,
372 o1 () ]

ou

Nous montrons aussi que la 2-orthogonalité de la suite {Q,, }n>0 peut étre caractérisé du

fait qu’ils existent deux constantes y, z dépendants seulement des premiers paramétres de

la récurrence de {P,},>0 et {Qn}n>0 respectivement.
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3.1. Conditions nécessaires et suffisantes d’orthogonalité
. , 01 V2 52 T2 o5
corollaire 3 Soient y=— — =+ s —r3 et z=—— — —+ 31 —ry. Alors
rir2 T2 rsra T2
0
nt2 _ Jns +Bats —Tna =y, n=>0, (3-8)
T'n+3"n+2 T'n+3
et ~
0 ~ -
ntd I rwe =2, 1> 0. (3.9)
T'n4+4Tn+3 T'n+3

Preuve 3 D’aprés le Corollaire 1, faisant la somme pour tout n, on obtient

n
5k+1 Ok VE+2 Vi+1
Z { - - - + (Bes2 = Brr1) = (rhss — Teg2) | =0,
oy LTh+2Tkt1 ThTE1 Tk+2  Th41
Ont1 01 Tn+2 V2
(o - ) - (22 20 ) 4 (= ) — = ra)| =
T'n4+2Tn+1 2T T'n4+2 )
4 +2 Tn+3 01 V2
= — = 4 Bty —Tppu=————+ Lo —r3=y, n>0,
Tn+3"n+2  Tn+3 Ty T
et ~ ~
Ont3 T3 | 92 Yo oo
- — = +Bpio—Tpio=———+01—r1=2, n>0.
T'n4+4Tn+3 T'n+3 r3ro &)

Remarque 5 Notons que les deux expressions (3.6) et (3.7) sont obtenues de la méme
proposition; la premiere est donnée en fonction des coefficients de récurrence de la suite

{P, }n>0, tandis que la seconde est donnée en fonctions de coefficients de récurrence de la

suite {Qn fn>o0-
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CHAPITRE

Relation de type 2 — 2

et les polynbmes

2—orthogonaux

Dans ce chapitre, on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une suite {Q, },,+,
soit 2-orthogonale dés qu'une suite {B,}, -, est 2-orthogonale. Ce qui nous donne des

relations de récurrence entre les coefficients de récurrence.

Soient {B,},~, une suite 2—orthogonale satisfaisant la relation (2.12)) et {Q,},-, une suite

de polyomes définie par la relation suivante:
Qn(x) + 1,Qn-1(x) = By(z) + $,Bp_1(x), n>0 (4.1)

avec les conditions initiales By(x) = Qo(z) = 1 et B_1(x) = Q_1(x) =0

ou r, et s, sont deux suites de nombres complexes telles que r,, # 0, s, # 0, n > 1.
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4.1. Conditions nécessaires et suffisantes d’orthogonalité

4.1 Conditions nécessaires et suffisantes d’orthogonalité

D’abord, nous énongons des CNS pour que la suite {Qn}nzo soit, 2-orthogonale dés que la

suite { B, },,5( est 2-orthogonale.

Proposition 4 Soient {B,},, une 2 — SPON satisfaisant ([2.12)) et {Qn},, une suite de
polynomes donnée par le relation de structure (4.1) . Alors {Qn}nzo est une 2— SPON si et

seulement si les conditions suivantes sont vérifices.

( ~
6n:Bn+Sn_sn+l+rn+l_rn’ nZO,

,S/" = Tn — S”(ﬁ” - Bn—l +S5p — Sn-i-l) + Tn(@n - Bn—l + 1y — 'rn+1), n > 1,
O = On + Su41V — TuTns1 = Sn [Yn+1 = Snt1(Bnt1 — Bn + Snt1 — Snt2)] (4.2)
+rn(5/n+1 — Tntl (Bn+1 - Bn + 1 — Tn+2), n > 1,

5nrn+2 _ 6n3n+2 n Z 1.

)

\ Tn Sn

Preuve 4 Soit

Qni2(r) = Bnyo(x) 4+ sny2Bpi1(v) — mmi0Qnir ()

= [(& = Bus+1)Bui1 (%) = Va1 Bu(@) — 65 Bn-1(x)] + snt2Bps1(2) — rasoQnia ()

= :EBn-i—l(x) - Bn—&-an—i-l(x) - /Yn—&-an(x) - 5an—1(m) + 3n+2Bn+1(fL‘) - Tn+2Qn+1 (ZE)

= 1Bp11(2) = (Bug1 — Sn42) Brg1(2) — Y1 Bu(@) — 0, Br—1(2) — rnp2Qnii ()
o
TBni1(7) = 2Qns1(7) — $pp12Bn(2) + rp12Qp ()

et
T Bni1(2) = Buia(z) + Bpi1 Boy1 (%) + Ynt1 Bu(z) + 6, Bn1(2),
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4.1. Conditions nécessaires et suffisantes d’orthogonalité

par conséquent,

@Qn+2(z) = 2Qni1(x) = Sp12Bp(2) + rn12@n(2) — (Bot1 — Snt2) Braa(x)

~ V41 Bn(7) = 00 Bn1(2) — Tni2@nia (2)

= (@ = rp42)Qni1(2) + r18Qn(@) = Sn11[Brai (%) + BuBn(2) + Yo Bn-1(2)
F0n-1Bn-2(@)] = (Bns1 = sn12) Bur1(2) = W1 Bu(z) — 0nBp-1(2)

= (z = rp42)@Qnt1(2) + ra12Qn(@) = (Bat1 — Snt2 + Snt1) Brya (@)
—(Sn+18n + Y1) Bu() = (Sn417n + 60) Bpo1(2) — Sp410n-1Bp-a()

= (T = Tnt2)Qnt1(2) + 1p12Qn ()
—(Bnt1 = Snt2 + Sns1 {Qnr1(2) = S Ba(@) + 100401CQn () }
— (801180 + Ynt1) Bu(@) = (0417 + 0n) Buo1(2) = Snt10n-1Bn—2(2)

= (@ = (Bus1 = Snr2 + Snr1Tns2 = Tni1)) @ni1 (%) + ras {2 Qn () — Qnia(2)}
—(Bnt1 = Snt2 + Sn11) 1 @n (@) = (Yns1 = Sn1 (Bt — B — Sna2 + Spt1)) Bu()

_(Sn—ﬁ—l’yn + 5n)Bn—1(x) - Sn-l—l(sn—an—Q(:L‘)y

POSOns

ﬁn—i-l = 571—&—1 + Sp+1 — Sn42 + T'n+2 — Tn+1,
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4.1. Conditions nécessaires et suffisantes d’orthogonalité

on obtient

Qi = (T = Bur1)@Qnir +rpi((z = B2)Qn(7) — Quia(2))
~7n 1 (Bt = B = Pugz + Tni1)Qu(@)
—(Yn41 = Sns1(Bns1 = B = Snvz + Sn)) {Qn(2) — $2Bp—1(2) + roQn-1(x)}
— (8419 + 0n) Bn1(2) — $n410n—1Bn—2()
= (2= Bur1)@ni1 + i1 ((z = B2)Qn(7) — Qnia ()
{1 = $nt1(Bust = B = Snta + Snt1) + Tnst (Bugt = B — Fuga + 7011) }Qu()
—Tn(Ynt1 = Snt1(Bnt1 — Bn — Snt2 + Spt1))@n-1(2)
—{0n + Snt17n = S (Va1 = Snt1(Bnt1 — Br — Sn2 + Sns1)) } Bno1 (@)
—5ps160 1By ().

POSONS

Ant1 = Ynt1 — Snt1(Bnt1 — Bn — Snt2 + Snt1) + Tn+1(5n+1 — Bn — Tpg2 + Tot1)

on obtient

Qniz = (T = Bur1)@ni1 — Fnt1Qn(@) + Taia (& = ) Qu (@) — Quir (2))
~n(Fnt1 = Post (Bast = B — Poyz + i) Qna (2)
—(0n + Sn+17n = Sn(Ynt1 = Snt1(Bnt1 — Bn — Snt2 + Sn1)))
(Qn-1(2) = $n-1Bn—2(x) + 171-1Qn—2(2)) — Sp+10n-1Bn—2(7)
= (2= Fur1)@ur1 = Fnr1Qn(®) + a1 (2 = B)Qu(®) = FaQn1(2) = Quaa ()
(0 + Sn+17n = Sn(Vat1 = Snt1(Bnt1 — Bn — Sny2 + Snt1))
+7n (1 = Pnst (Bust = B — Tny2 + Tor1)) = Tns1Fn) @na
Tnt1(0n + Sn41%n = Sn(Ynt1 = Sns1(Bns1 — Bn — Sns2 + Sn41))) @n2()

_[Sn+15n—1 - Sn—l((sn + Sn+1Yn — Sn(’)/n—l—l - Sn-l—l(ﬁn-i—l - ﬁn — Sn+2 + Sn-i—l)))]Bn—Q(x)'
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4.1. Conditions nécessaires et suffisantes d’orthogonalité

Posons

571 - 6n+3n+1’yn_3n (771—&-1 —Sn+1 (ﬁn—i—l _ﬂn_8n+2+3n+1))+7ﬂn (ﬁn—i—l —Tn+1 (Bn-‘rl _Bn_rn+2+rn+l))_rn+l’7n

et

Ap = 571 + Sn+1Vn — Sn(’-}/n-l—l - Sn—i—l(ﬁn—i—l - 571 — Sp+2 + Sn—i—l))a
Qn+2(37) = (x—BnJrl)QnH—%HQn(f)_SnQn—1—(Tn—lan—rnﬂgn—ﬂQn—Q(w)—(Sn+15n—1—8n—1an)Bn—2($)-
Le résultat suivant est une conséquence du proposition précédente.

corollaire 4 La suite {Q,},~ est 2- orthogonale si et seulement si

511 5n71 Tn+1 Tn
B - =5 ) Bt = 0a) = (Snv2 = Sni) =0, 4.3
SnSn+1 SnSn—1 (Sn—l-l Sn) + (6 +1 6 ) (S +9 S +1) ( )

et

anﬂn—i_sn_sn—&—l—i_rn-i-l_rn; nZO,
;?n ="n — Sn(ﬁn - Bn—l + Sn — Sn—‘rl) + Tn(/én - Bn—l + T'n — rn—l—l)a n Z 17

Sn = 5n + Sn+1Vn — :}/nrn+1 — Sn [’Yn+1 — Sp+1 (ﬁnJrl - 571 + Sp+1 — 5n+2)]

"‘Tn(ﬁ/n-‘rl - Tn—‘,—l(Bn-}-l - Bn —+ Tn+1 — Tn+2)7 n 2 ]_7

\

Preuve 5 D’apres

ApSp—1 = Sn+15n717 n > 27

et

Ap = 5n + Sn+1Yn — 8n(’7n+1 - Sn+1<5n+l - 571 — Sp+2 + 5n+1))-

par conséquent

Sn—l(én + Sn+1Yn — Sn(7n+1 — Sp+1 (Bn-l—l - Bn — Sp+2 + Sn-i—l))) == 3n+15n—1

26



4.1. Conditions nécessaires et suffisantes d’orthogonalité

St l'on divise les deuxr membres par s,S,_15,+1, on obtient

On Tn Tntl _ On—1
+— = _Bn+1_5n_5n+2_3n+1_ .
SnSn+1 Sn Sn+1 SnSn—1

5n Yn+1 o 571—1 Tn
- + Bni1 — Spy2 = - —
SnSn+1 Sn+1 SnSn—1 Sn

+ Bn — Sp—1 = C.
De méme maniére, on a le résultat suivant.

corollaire 5 La suite {Qn},>, est 2- orthogonale si et seulement si

gn Snfl ;yn+1 ;yn o o
_ _ s — ) = (Faas — Tran) = 0, 4.4
PaTnil  TnPnol (TnJrl rn> st = Bn) = (P = Tot) (4.4)

et

571 :Bn+3n_3n+l+rn+1 — Tn, n > 07
Tn = ;?n - Sn(ﬁn - ﬁnfl + Sn — 5n+1> + Tn(Bn - anl + Tn — rn+1)7 n Z 17
571 - Sn + Sn+1Yn — inrn—&—l - Sn(/yn—&—l - Sn—i—l(ﬁn—l—l - Bn + Sn+1 — Sn+2)

+7an(’7n+1 - Tn—&—l(gn—l—l - Bn + Tn+1 — Tn+2)> n Z 1.

; ; S I -} _ S I - SN T
corollaire 6 Soient a = e T ot by — 83, b= 2+ By — 1. Alors

5n+1 i Yn+2

+ Pny2 — Snpz=a, n=>1
Sn4+1Sn+2 Sn4-2

et

611 ~n P
1 —7+2+5n+2—7"n+3:b> n>1

T'n+1Tn+2 Tn+2
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4.1. Conditions nécessaires et suffisantes d’orthogonalité

Preuve 6 D’aprés le Corollaire ], faisant la somme pour tout n, on obtient

Z { Ok — Ok-1 — (%Jrl - %) — (Bt = Br) — (Skp2 — 3k+1)1 =0,

o LSKSE+1  SkSk-1 Sk+1 Sk

[ On 01 (’YnJrl _ ﬁ) — (Bns1 — P2) — (Spt2 — 52)} =0,

SnSn+1 5251 Sn41 52
On Tn+1 . 01 V2 .
- = Bnt1 = Spr2=——— — —[Pa—s3=a.
SnSn+1 Sn+1 5152 S2

28



CHAPITRE

Application du cas

classique discret de la

relation de type 1-2

Dans ce chapitre, on présente une approche simple pour construire récursivement les coefficients
de connexion entre une SP {Q.},, et une SPO {F,}, ., Cela nous donne une relation
entre les coefficients de récurrence correspondantes. En plus quelques cas particuliers sont

développés. Plus précisément, en supposant que {P,}, -, est une SPO classiques discrets.

Soient { P, },,~, une SPON satisfaisant la relation (2.3 et {Qy},,-, une suite de polynomes

définie par la relation suivante:
Po(7) = Qn(2) + 13Qn-a(z), n >0 (5.1)

avec les conditions initiales Py(z) = Qo(x) =1 et P_y(z) = Q_1(z) =0

ol r, est une suite de nombres complexes telle que ro =0 et r, # 0, n > 1.
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5.1. Caractérisation de l'orthogonalité

5.1 Caractérisation de 'orthogonalité

La proposition suivante nous donne les conditions nécessaires et suffisantes pour I’orthogonalité

de la suite {Qn},,5¢-

Proposition 5 Soit {P,},-, une SPON satisfaisant (2.3)) , et soit {Qn},~, une suite de
polynoémes donnée par le relation structurelle (5.1]). Alors, {Qn}nzo est une SPON si et

seulement si les conditions suivantes sont vérifiées

(i)t = Bua + ==, n 22, ouu:_@0+%_
" 1

(i) An = Y+ 70(Bo — Bt — T + 1) #0, 0> 1.

Preuve 7 Soit

Qn(z) = P,(z) + Zan,iPn_i(x), n >0, (5.2)

i1
ol Q= (—1)Zjl;[0rn_j, 1<i<n,n>1.

Multiplions les deux membres par x et appliquons (2.3|) pour xP,(x), on obtient

xQn(x) = Pn+1($) + (ﬁn + CYn,l) Pn(aj) + (’Yn + Oén,lﬁnfl + an,Z) Pn,1($)

+Z [n i 1Yn—it1 + QniBn—i + 1] Po—i().
i=2

Par conséquent,
2Qu (%) = Pos1(2) + BuPa() + FuPaci (2) + > GniPi(2) (5.3)
i=2
ol

En P= ﬂn + Qn 1 (54)

Tn © = Un + O‘n,lﬂn—l + (8 77%)
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5.1. Caractérisation de l'orthogonalité

et

Qi "= Qi 1Vn—it1 + Qnifni + Qpit1, 2 <0 <navee appyr = 0. (5.5)

En remplacant (5.1) par (5.3)), on obtient

2Qu(®) = Quar@) + (Bt run1) Qul@) + (Fa + 708 ) Qut () + @2+ amr) Quala)

n

[y

+ (Qnig1 + TneiOni) Qn_i—1(x).

i

I
N

Done, {Qn},5, est orthogonale si et seulement si

an,Z + 7ﬁnfl;\y/n = 07 n > 17 (57)
Qnit1 + Th—iQn; =0,  2<i < n. (5.8)

D’apres (5.7)) et (5.8) , on trouve

. i—1
Oy = (—1) ﬁnjl;[lrn,j, 2<i<n (5.9)

et utilisons (5.5)) et , on obtient

an3 + an,?iﬁan + An1Yn—1 = —Tn—17n-

Remplagons (5.5)) dans (5.9)) et d’aprés (5.2), pour 2 <i<n, ona

. i—1

i+1 ~
ni+1 + Oén,iﬁnfi + Opi—1TVn—i+1 = <_1) In - 171n7j = ——Qyp 4,
]:
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5.1. Caractérisation de l'orthogonalité

divisons cette derniére expression par r,, on obtient

Pooi = B+ 2= Z T g <i<p,

Tn—it1 T'n

utilisons (5.4) , pour 2 <1<mn, on a

Paci — B+ 2T g By 22 (5.10)
Tn—it1 Tn

Tenons en compte (5.10]), remplagons i par n et n — 1 respectivement, on obtient

—50'|*ﬂ=7“1—51+E
A )

pour ry est fixé, on en déduit ro,

par recurrence, on a

Tn—2 — ﬁn—2 + Tn-t =Tp—1— 511—1 + fﬁ7 n > 2.

n—1 Tn
Ceci qui implique
Tn-1— Bn-1+ Tn p, mn=>2 (5.11)
T
ot p=—po+ n
1

D’autre part, d’apres (5.4) et (5.6), on obtient
?n :’Yn—{'rn (671 _577,—1 _Tn+rn—l)7 n Z 1, (512)
divisons les deux membres de l’expression ci-dessus par r,, on a

%:h+ﬁn_ﬁn—l_rn+rn—la 7?/21,

Tn T'n
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5.1. Caractérisation de l'orthogonalité

er d’apres (5.11)), on obtient

ﬁ:ﬂ-’-/@n_rn:’yn"rl?ég
Tn T'n+1

Ceci qui complet la preuve.

Soit {t,},>, une suite de nombres complexes, telle que

ti1=1etr, =
tn+1

Alors, la relation (5.11)) devient

b tn
_l_ﬁn—1+_+17nzua 7?,22,
2 12
par conséquent,
b1 — ﬁnfltn + ’Ynthrl = ,Utna n>2. (513>

Le résultat suivant donne la solution de I’équation différentielle linéaire ci-dessus.

Proposition 6 Soit

Yontitony2 = Ronpa(p), n >0,
Yontont1 = San(p), n 21,
alors
Ryny1(p) = (1t + Ban) Yan S2a(tt) = Yono1 Rea-r(p), 21,
Ri(p) = p+ 5o
et

Son(t) = (1t + Bon—1) Van—1Ron—1(1) — Vam—9S2n—2(1),  n>2,
Sp =1, So(p) = (p+ 1)y "Ra(p) — 1.
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5.1. Caractérisation de l'orthogonalité

Preuve 8 D’aprés la relation (5.13), on a

’yntn—i—l - (M + /Bn—l)tn - tn—la n 2 2

pour n = 1, on obtient

Yita = p+ Bo = Ri(p)

ou ty =0 et Ry est un polynéme impair de degré 1.

D’autre part, pour n =2, on a

Yoty = (u+ Bi)ts — t1 = (4 B1)yy 'Rap) — 1 = Sa(p)

avec Sy est un polynome pair de degré 2.

De plus, pour n = 3, on trouve

Yats = (p+ Bo)ts — ta = (4 Ba)7y ' Sa(p) — 1 ' Rup) = Rs(p)

avec R3 est un polynéme impair de degré 3.

Et pour n = 4, on obtient

Yats = (pu+ Bs)ts — ts = (4 Bs)vs ' Rs(p) — 75 ' Sa(p) = Sa(p)

avec Sy est un polyndéme pair de degré 4.

Par recurrence,

Ropy1(p) = (p+ Bon) ’YQ_nlS?n(:u) - '72_n1—1R2n—1<:u)a n =1,

Son() = (1 + Ban-1) Van—1Ron-1(1) — Yon—9S2n—2(p),  n>2

avec les conditions initiales Ry(1) = pu+ Bo, So(p) =1, Sa(p) = (u+ 1) vy "Ry(p) — 1.

Le résultat suivant est une conséquence du résultat précédent.
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5.2.  Cas particuliers

Lemme 4 Soit

n R n—

Ton = e 2 1(M>7 n > 17
Yon—1 Szn(u)
Von+1 S2n(M)

Yon Ronta (N) ’

Ton+1

avec |t = —fy + n dépend de la condition initiale 1.
T1

Dans le résultat suivant, supposons que la suite de polynémes {Qn}nzo est une SPON,
ie.

Qn+1(17) = (17 - gn) Qn(x) - %nQn—l(I)a n Z 0 (514)

avec les conditions initiales Qo(x) =1, Q_1(x) = 0 et la condition ¥, # 0, n > 1.

Lemme 5 Soient {P.},- et {Qn},>o deur SPONs données par (5.1) , alors

ﬁnzﬁn_rn—i_TnJrla nZO,

;?n :/Vn‘i‘rn(ﬁn_ﬁn—l _Tn+rn—1)7 n 2> 17 (515)
~ Tn
Tn =

Tn+1, n Z 1.
T'n+1

5.2 Cas particuliers

Considérons les trois cas particuliers suivants:
{Pn},>o est un polynéme classique discret

Supposons que (.1]) vérifice avec { P, }, 5, est une suite classique discréte de Hahn et

1

Qn:n+1

APnJrl, n 2 0.
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5.2.  Cas particuliers

La relation de connexion entre les coefficients de récurrence est donnée par:

571 - 571—1— 1 ) > O, 5.16
! n+1 " ( )

~ n > 1] (51 )

= — n . A7

{Pn},50 est symétrique

Supposons que {PF,},-, est une suite de polynémes orthogonaux symétriques. D’apres la

Proposition 6 et le lemme 3, on a

Ront1(1) = 193, San(1t) = Yoy Rona (i), > 1,
Ri(p) = p

Son() = 1Yon—1Ron—1 (1) = YVan—2Sm-a(p), 1 >2,
So=1,  Sy(p) = py ' Rap) — 1.

De plus, d’apres le Lemme 5, on obtient

Bn =Tn+1 — Tn, n 2 0;
Yo = Yo + rn(rn_l — rn), n>1, (5.18)

rn;?nfl = Tn—-1"n, n > 2.

Ce qui nous donne,

h+rn:ﬂ+r1, n>2, etﬂ—l-ﬁ%(), (5.19)
Tn 1 T
par récurrence,
’yn+1+7ﬂn:ﬂ> 71217
T'n+1 (8]
D’autre part,
> Bi=rni1, n>0. (5.20)
i=0
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0.2.

Cas particuliers

Dans ce cas, on a deux sous cas particuliers.
(1) Si Bn = fB,n 20,
d’apres la relation (5.20f) , on obtient

rn:ng, n > 1.

Et la relation (5.19)) devient

%:~1+(1_n)§27 nZl, et;\yzlzf)/l_/g2

avec v, #£ 2.

Dans ce cas, les coefficients de récurrence de la suite {P,},~, sont donnés par

’Yn—i—l
n—+1

:ryl_n/527 71217

(ii) Si B =1+4n, n >0,
de méme maniére, d’aprés la relation ([5.20]) , on obtient

n(l+n)
Tn = 5
Et la relation (5.19) devient
n _E_M_Fl n>1 et~ =~ —1

avec 7y # 1.

Dans ce cas, les coefficients de récurrence de la suite {P,}, -, sont donnés par

Tnt :ﬂ_—n(l—kn)’ n > 1.

(n+1)(n+2) 2 4
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0.2.

Cas particuliers

{Tn}nzl est constante

Considérons r, =r,n > 1, our € R\ {0}.

D’aprés le Lemme 5 on obtient

(

Enzﬁm 7121, BOZﬁO"i_T’
7}771 = Tn +T(ﬁn - ﬁn—l)v n Z 27
Nn=mn+rBr—pLo—r)

;\Y/n:fyn—i-h nZ 1.

\

D’aprés (5.21)) , on en deduit

Yot1 = N +7(Bn— 1), n>2,

Yo = m+r(Bi—Po—r).

Dans ce cas, on a deux sous cas particuliers.
(1) Considérons 3, = 5, n >0, v, =7, n > 1.

D’aprés (5.21]), on obtient

Enzﬂa nZL B/O:ﬁ—'_T?
77“1:’7_7027

T =7, n=1,

par conséquent, r = 0

et dans ce cas, P, = @,, n>0.

(i) Si Bp=B,n>1,et fo# B =7 n>1.
D’apres , on obtient

§n267 nzla 50:60+T7
Fi= 47— o= 7).

Tn="7, n=l

(5.21)
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5.3. Exemples

dour=p-— 7
dans ce cas {Qn}, o €t {Pn},>, ont les mémes relations de récurrences avec les conditions

initiales Q1 (z) = Pi(x) — r et Qa(x) = Po(x) — r(x — By — 7).

5.3 Exemples

Dans cette section, nous illustrons quelques exemples de polynoémes orthogonaux classiques

discrets ..

SPON de Charlier

D’apres (5.15)) et ([2.5]) , les coefficients de récurrence de {@,},~, sont obtenus comme suit

I

ﬂn = Tn+1_rn+n+a7 n >

—_

n

0
Y = na—(En_l—n—a> <§k_k5_a>a n =1

k=

o

L’expression explicite de cette famille de polynomes est donnée par [33]

(a)
ACn+1(IL’) _ 07(;1) (ZL’), n>0
n+1
ACY), (z)
si Qn(z) = nn——:l’ n > 0, alors
Gn = C

Ainsi, il n’existe pas de nombres complexes r,, tels que la relation ([5.1)) soit satisfaite.
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5.3. Exemples

SPON de Meixner

D’apres ([5.15]) et(2.6]) , les coefficients de recurrence de {Q,},~, sont obtenus comme suit

gn - Tn+1_rn+n+(n+y)M7 TLZO,
I —p
n—1
- nn+v—1 ~ n+(n+v ~ kE+(k+v
5% = ( 2)u__(ﬁn_l_ ( ”{>§:(6k_ ( )u>’ n> 1.
(1—p) lL—p prd 1—p

Les polyndmes de Meixner satisfont la relation suivante [33]:

AM ()
n+1

= MW (), n>0

n

AMYE (2)

, n >0, alors

soit Qn(z) =

n+1
Qn = M¥TL,
Dans le cas discret, on a
~ n
Tn = n——l—l%ﬂ’ n>1
et comme
~ n
T = n=>1

n (et D+ o)
ntl  (1-p)
n(n+v)p
(1—p)*

par conséquent, il existe une suite {r,}, -, telle que la relation (5.1)) soit satisfaite.
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5.3. Exemples

SPON de Krawtchouk

d’apres (5.15]) et (2.7)), les coefficients de recurrence de {Q,},~, sont obtenus comme suit

671:Tn—i-l_rn—i_n(l_p)_'—p(N_n): n207

Yo = np(l—p)(N —n+1) n>1,

n

— But = (1 =p) +p(NV = )| D | B = k(1 = p) = p(N = k)|

I
—

£
I

Et les polynomes de Krawtchouk satisfont la relation suivante [33]:

AR N g N 1), n>0
n+1

_ AR (a5 N)

si on prend @, (x) ,n >0, alors

n—+1
Qn=EKP(;N-1)
et comme
~ n
Tn = s n =1
= gl D= p)(N —n)

= np(l=p)(N —n)

donc, il existe une suite {r,},-, telle que la décomposition (5.1 soit satisfaite.
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SPON de Hahn

D’apres (5.15)) et (2.8)), les coefficients de récurrences de {Q,},~, sont donnés par

B o—r _T+(a+1)N(Oz—|—ﬁ)+n(2N—a+/B)(a+/@—l—2N)
no Al A(a+B+2n) (a+B+2n+2) ’

n >0

Y

5 = n(N—n—-1)(a+B+n)(a+n)(B+n)(a+f+N+n+1)
! (a+B8+2n—1)(a++2n)(a+8+2n+1)
—{5 _(a+1)N(a+ﬂ)+n(2N—a+6)(a+ﬁ+2N)]
et A(a+B+2n) (a+B+2n+2)
> (@+1)N@+B8) +k@N—a+p8)(a+pB+2N)
% {B’“_ A(a+ B+ 2k) (a+ B+ 2k +2) } nzl

k=0

Les polyndémes de Hahn vérifient la relation suivante [33]:

(e, B) (..
M = pletL A (1 N — 1), n >0,
n

B AR B)(a:; N)

si on prend Q,(r) = .n >0, alors Q,, = A>T 5“)(.; N —1),

n+1
et comme
~ n
Yo F n+1’7n+1
o on (m+)(N—n-2)(a+B+n+1)(a+n+1)(B+n+1)(a+B+N-+n+2)
n+ 1 (a+B+2n+1)(a+B+2n+2)°(a+B+2n+3)

_ n(WN-n-2(@+f+nth(@tn+t)(B+nt+l)(@+B+N+n+2)

(a+B+2n+1)(a+B+2n+2)° (a+F+2n+3) -

Ainsi, il n’existe pas de nombres complexes 7, tels que la relation ({5.1]) soit satisfaite.
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CHAPITRE

Approche symbolique

de la décomposition

quadratique des suites

d’'Appell

Dans ce chapitre, nous caractérisons les quatres suites dérivées obtenues par ’approche
symbolique de la décomposition quadratique des suites d’Appell. De plus, nous prouvons
que les deux suites polynomiales normalisés associées & une telle décomposition quadratique

sont également des suites d’Appell.

6.1 Approche symbolique des suites d’Appell

Soit {P,}, 5, une SPN, il est toujours possible de lui associer deux SPN {Q.},>, et
{Rn},>0, et deux suites {S,}, 5o et {Ty},, telles que

Pon(7) = Qu(2* +a) + 25,1 (2* + a) (6.1)

Poni1(z) = T(2? + a) + 2R, (2° + a) (6.2)

ou deg S, < n, deg T,, < n, pour tout n > 0, et S_;(x) = 0 [13], 20].
Par conséquent, une SPN {P,},, est symétrique, i.e. P,(—x) = (—=1)"P,(z), pour chaque
n > 0, si et seulement si S, (z) = T,,(x) = 0, pour tout n > 0, |20, 25].
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6.1. Approche symbolique des suites d’ Appell

Théoréme 6 Soit {Pn}nzo une suite de polynomes d’Appell satisfaisant (6.1) et (6.2) , alors
les suites {Qn >0 {Bnfps0, 150 tnz0 € {Tn}ns sont données par

%) = Gy B nzo 63)
R@) = G 31(?1 5 (i), n>0,
Sn(r) = (2n + 3§(n +2) (L1Sn). n 20,
T(@) = (2n + 3§(n +1) (LaTnia). n=0,
ou l'opérateur L, avec o =1 ou o« = —1 défini par

L,=2L+aD

avec L = D(x — a)D.

Preuve 9 En différant , on a
Py (2) = 20nQuly (2 + @) + S,a(2 + @) +22°5) (2% + a),
puis on remplace n par n + 1, on obtient
2(n + 1) P (z) = 22(n + 1)QW(2® + a) + S,(2® + a) + 2225, (4 + a),
d’apres , on trouve

2(n+1) [Tn(2? + a) + 2Ry 1 (2% + a)] = 22(n+ 1)QH (2% + a) + Su(2° + a) + 2228, (22 + a),
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6.1. Approche symbolique des suites d’ Appell

cect implique le systéme suivant:

2(n + DT, (2 + a) = S, (2% + a) + 2225, (z* + a)
R, 1(z*+a) = i (22 + a)

en plus, remplacons x* + a par x, nous donne

2(n+ DT, (z) = Sp(z) +2(x — a)S,,(z), n>0, (6.4)

R_1(z) = QWM(x), n > 0. (6.5)

De méme maniere, en différant 7 on trouve
(2n+1) P2[711] (z) = 22T, (2® + a) + Ru(z® + a) + anQRLl]_l(xQ +a),
d’apres la relation (6.1), on a
(2n+1) [Qn(z® + a) + £S,-1 (2 + a)] = 22T, (2% + a) + Rn(2? + a) + 2na? R (22 + a),

ce qui conduit au systeme suivant:

(2n + 1) Qu(2® + a) = Ru(2® + a) + 2n2? R (2% + a),
(2n + 1) Sp_1 (2% + a) = 2T, (2 + a),

on change x* 4+ a par x dans le systeme ci-dessus, on obtient

(2n + 1) Qu(z) = Ru(z) + 2n(z — a)RY (), n >0, (6.6)
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6.1. Approche symbolique des suites d’ Appell

apres de remplacer n par n + 1 dans , on a
(20 +3) Qi1 (2) = Roya(2) +2(n + 1) (z — a) R (),  n>0,
de plus, par différentiabilité, on obtient
1 / / !

(2n+3) (0 + 1)QU () = Ria () +2 (@ = )Ry (0))

et d’apres la relation (6.5), on a
, /

(20 +38) (n+ 1) Ro(2) =2 (2 — @) Ry (0)) + Ripa(). (6.8

Utilisons la relation (6.5)), alors la relation devient

2n+1)Qu(z) = QU(z)+2n(zx —a)RL (2)

Q;z (%) ’
— —n:— —+ 2(z — a)R,(z)
= Gl o) (@)

n+1 n+1

_ @Hmw+%x_@<@aaw>

12

= (2n+1) (n+1)Qu(z) = Q41 (2) +2(z — @)@, 4 ()

d’ot

! ’

2n+1)(n+ 1)Q,(z) = (2(m - a)QnH(x)) — Qi (). (6.9)
On peut reécrire les relations et , comme suit

2D(x — a)D + D] Ry, 41(x),

(2n+3)(n+1)

1
)
; 2D(x — a)D — D) Qus (1),

2n+1)(n+1)
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6.1. Approche symbolique des suites d’ Appell

D’autre part, remplacons n par n+ 1 dans , on trouve
(2n +3) S, (z) = 2T, ., (x), (6.10)

et remplacons [’expression ci-dessus dans (6.4]) , on obtient

! /

(20 43) (04 DTofe) = Toa(@) +20 — a) (o (0))

/ /

= L) +2 | (0= T (@) - Tralo)

/

= 2(( - a)Tp@) — To(@).

Par conséquent,

Tn(x) =

2n+3)(n+1) 2D(x — a)D — D] T, 11 (x).

Remplagons n par n+ 1 dans la relation (6.4) et le substituons dans (6.10)) , on obtient

(2n+3) S,(z) = 2T, ()
1 ,

= (S0 + 20— 08, (0))
1 , ,

T (2n+3)(n+2) {(2(:15 - G)Snﬂ(i”))/ T S"“(x)} '

D’ou
Sn(z) =

(2n+3) (n+2) 2D(x —a)D + D] Spya ().

Proposition 7 Soit {P,},., une suite de polynomes d’Appell satisfait (6.1)) et (6.2). Si
{Pn}pso est symétrique ou il existe un entier p > 0 telle que Sp(w) # 0 (respectivement,

T,(z) #0), alors

Sp(z) = 0, 0<n<p-1, p=>1, (6.11)




6.1. Approche symbolique des suites d’ Appell

Sy in(2) = (” +£ 1 @;%spé“n(x), n>0, (6.12)
Tpin(x) = <” ZP) %Tpﬁ(@, n >0, (6.13)

ou S, et T, sont deuz polynémes normalisés tels que deg S,(x) = n et deg T, (z) = n, pour

tout n >0, (a), est donné par (2.4).

Preuve 10 Tout d’abord, si {P,},. est une suite symétrique alors

Maintenant, si {P,}, ., n'est pas une suite symétrique, alors

il existe un plus petit entier p > 0 tel que

Sp(z) # 0
et
Sp(x) = 0, 0<n<p-—1, p>1.

En plus, d’aprés , on a

T, (z) = constant, 0<n <p.
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6.1. Approche symbolique des suites d’ Appell

D’autre part, en utilisant (6.4]) , on obtient

T.(z) = 0, 0<n<p-1,
et

20+ 1T, = Sp(x) +2(x — a)Sp(x),

cect conduit a

Sp(x) = constant = S, # 0,

avec

Sy = (p+1)T,.

Tenons en compte (6.4)) et , on a

deg(Sn4p) = 1, n 20

deg(Th4p) = n, n>0.
Par conséquent, il existe deuz suites non nulles {&, }n>o0 €t {vn}n>o telles que

Sn-l—p(m) = gnSn(x)7 n > O,

Thip(x) = v, (2), n >0,

ot gn et Tn sont deuzx polyndmes normalisés de degrés n, n > 0, avec § = T, et vy =
2(p+ 1)T,.
Les deur suites {€n ), €t {Vn},5o sont définies d’apres les relation (6.4)), (6.7) , comme suit

n+1+p\(+3)
=
n @),
_ n+tg
n = n+p+1&, n>0




6.1. Approche symbolique des suites d’ Appell

Maintenant, étant donné une SPN {P,},.,, construisons la suite {PT[LI](.;M)}HZO qui
définie par

P (zs M) = Xo(MPaya)(x),  n>0, (6.14)

ol xn € C — {0}, n > 0, est choisi pour rendre P"(.; M) normalisé.

Ainsi, nous avons

1
(n+1)2(n+1) +

PV(x; L) = (LaPoit)(@),  n>0. (6.15)

avec a # —2(n+ 1), n > 0.
Par conséquent, les relations (6.14)) et (6.15)) deviennent

Qu(z) = Q(w; L), n >0,
R.(z) = RW(z;Ly), n > 0.

D’aprés la déﬁnition le théoréme |§| nous permet de conclure que {Qn}nio est L_1 — Appell
et {R,}n=0 est Ly — Appell.

De plus, d’aprés les relations (6.11]) et (6.12)), (6.13) données par la proposition m, on peut

dire que les suites {gn}nZO et {fn}nZO sont également L; et L_y — Appell, respectivement.
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6.2 Les suites L, — Appell

Soit {P,}n>0 une SPN et {u,},>o sa suite duale, soit {ug](La)}nZO la suite duale de
{PI( La)}nzo -

D’apres la relation (2.1), la transposée *L,, définie par

<tLau,p> = <u7 Lap> = <u7 (2L + OzD)p)
= ((2'’L —aD)u,p), peP,

alors

"Ly =2'L —aD.

Et comme *D = —D cela conduit & ‘L = L.
Ainsi, L, := L_you L, est défini sur P et P.

Maintenant, il est facile de montrer que

La(pg) = p(Laq) + q(Lap) +47p' p, qEP, (6.16)
Lo(pu) = u(Lap) + p(Lou) + dxp'u’, pEP,UEP. (6.17)

Lemme 6 La suite {ug](La)}nZO satisfait
L_o(u(Ly) = (n+1)[2(n+ 1) + a] upi1, n > 0. (6.18)
Preuve 11 D’apres (2.2), on a

<u[n1](La), PE](JU; La)> = Opm n, m >0,

(u (L), La(Pu1)) = (n+1)2(n+1)+a]dpm 1, m >0,

(L_o(u(La), Pri1) = (n+1)[2(n+ 1)+ a]dnm n, m > 0. (6.19)
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En particulier,
<L—Ot(u7['3}(La))a Lam+1> = O, m>n -+ ]_, n >0

Cela implique [20, [36]

n+1
L—a(ug](‘[]a)) = Z:unak U, n Z 0
k=0

avec iy = <L_a(uw(La)), Pk> ,0<k<n+1.
Par conséquent, d’apres (6.18), on obtient (6.19)).

Proposition 8 Soit {P,},>0 est une SPN.

{P.}n>0 est une suite L, —Appell si et seulement si sa suite duale {uy}n>0 satisfait

1
R S— ) > 0. 6.20
u nlon (1 + %)n a(uo) n ( )

Preuve 12 Tout d’abord, montrons la condition nécessaire,

d’apres (6.18), la suite {u, }n>o satisfait

L o(uy)=(n+1)2(n+1)+ a)] uns1, n > 0. (6.21)
Pourn =20, on a
1
= ——L_,up.
Uy 9 +a aUp

Par récurrence, on obtient (6.20)).
Passons maintenant a la condition suffisante,

d’apres (6.20)), nous avons (6.21)) est satisfaite.
En comparant (6.21)) avec (6.18)), on obtient

L_o(ul(L,)) = L_quy, n > 0.
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L’opérateur L, satisfait Lo,(P) =P et L_, est sur P.
Alors
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CHAPITRE

Conclusion et

Perspectives

Cette these s’inscrit dans le domaine des polynémes orthogonaux.
En effet, notre objectif est centré sur la présentation d’une approche simple afin de construire
récursivement les coefficients de connexion entre une suite de polynomes {@,, },>0 et une suite

de polyndmes orthogonaux {P,},>o liées par la relation

Py(x) = Qu(r) + 1,Qpn-1(x), n>0.

Ceci nous a donné la relation entre les paramétres de la suite de récurrence correspondante.

Afin de consolider ce travail, certains cas particuliers ont été développés.

Par la suite, nous avons caractérisé les quatre suites dérivées obtenues par I’approche symbolique
de la décomposition quadratique des suites d’Appell, comme nous avons aussi prouvé que les
deux suites polynomiales normalisés associées a une telle décomposition quadratiques sont

également des suites d’Appell.

En perspective, on envisage de généraliser ce travail a I'ordre d.
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