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Résumé

En utilisant la méthode de la décomposition (Fibering method)(F.M), on
montre 'existence de solutions non-triviales de deux équations de type ellip-
tique avec condition aux limites de type Dirichlet, gouverné par chacune par
le p(z) et ¢(x) Laplacien.

D’autre part, une généralisation des identités de type-Pohozeav et Pucci-Serrin
a été utilisée pour obtenir des résultats de non-existence au sens classique (i.e
(u,v) € [C%(2) N CL(2)]? pour le probléme de Dirichlet relatif & 'opérateur
(p(x),q(x)) — Laplacien .

Mots clés : Methode de la décomposition ; Théoréme de Non-existence; p(z) —
Laplacien; Identité de type PohoZeav généralisée ; Identité de Pucci-Serrin.



Abstract

In view of the fibering method, we prove the existence of nontrivial solutions.
Generalization of the well-known Pohozaev and Pucci-Serrin idendities and
some nonexistence results for Dirichlet problem involving the (p(x),q(x)) —
Laplacian system are obtained.

Keywords : Fibering method ; p(x) — Laplacian; Generalized PohoZeav identity ;

nonexistence theorem ; Pucci Serrin identity.
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Notations

Q) : ouvert de R”
0N : la frontiére de 2
divu : divergence de u
mes(€2) : mesure de Lebesgue de ()

ou Ou ‘ ou

— (== = t — orad
Ve =5 90y ’axn)a gra ;
Cp(Q) ={u € CY(Q) : u, 0—51, ce ’8_::71 sont bornés sur Q}

Co(Q) = {ue C(Q), sup Ju(z) = uly)] < oo} avec 0 <a < 1.
zyee | —yl*
P(Q) ={p:Q— [1,+00]; mesurable}.

0 2o OU
Apayu =D o—[|Vul 72— ]
i=1 !

X Hlel n
D= G e e 1ol = Z_;O‘
C5° () : Pespace des fonctions indéfiniment dérivables & support compact sur
Q.
LE(Q) = {p e L(Q),p = 1}
LP@)(Q) : Espace de Lebesgue généralisé.
WP (Q) : espace de Sobolev généralisé.
X* : espace dual de X.
u, — u convergence forte de w, vers u.
u, — u convergence faible de w,, vers u.
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Introduction générale

Cette thése a pour objectif d’étudier 'existence et la non existence de solu-
tions d’'une classe de systéme d’équations aux dérivées partielles non-linéaires
gouvernées par 'opérateur (p(x),q(x)) — Laplacien du type :

—Dp@yu = c(x)ulu|*Ho|P*! dans Q
—Ay@yv = c(z)vv[PHul*Tt dans Q (1)

u=v=>0 sur 012,

ou 2 est un ouvert borné non vide de RV et a, 3 sont des nombres réels positifs
p,q : Q — [1,+00) sont deux fonctions mesurables et ¢(z) est une fonction
qui change de signe.

L’opérateur p(x)-Laplacien intervient dans de nombreux domaines en sciences
expérimentales : la rhéologie, I’écoulement de fluides dans les milieux poreux,
le traitement d’image et 1’élasticité non linéaire.

Dans la littérature, on trouve de nombreuses études, nous citons : Le travail
d’Orlicz (1931)[34], ou il présente le probléme suivant :

Etant données deux suites {p,} et {z,,} de nombres réels tels que :

P
E T, converge.
n>0
Quelles sont alors les conditions nécessaires et suffisantes sur la série {y,}
pour que la série E TpYpn converge?

n>0
La réponse est donnée par l'inégalité de Holder sur I'espace [P». 11 suffit de
constater que la série Z(Ayn)p% converge pour tout A > 0 et p/, = Dn T
Pn —

n>0
Un peu plus tard, Orlicz généralise 'inégalité de Holder dans 1'espace de Le-

besgue en dimension un, ce qui lui permet d’introduire les espaces d’Orlicz
LM(Q) définis par :

M) ={f:Q— R,/QM(Z’,)\f(:L’))dZU < 400},

3



Introduction générale

ot A > 0 est un paramétre positif, Q est un domaine de RY avec mes(Q) > 0
et M : Q xR — R une fonction mesurable positive satisfaisant :

(i) Pour presque partout tout = € Q, M(x,.) : R — R™ est une fonction
s.c.l, convexe et paire.

(ii) llgr(l)M(x,u) = M(z,0) =0.

Comme fonction répondant aux conditions (i) et (ii) nous donnons 'exemple
suivant :

Soit p : © — R une fonction finie presque partout sur Q et M (x,u) = |u|P™, et
de ce fait, I'espace d’Orlicz LM (Q) se réduit a 'espace de Lebesgue LP(®)(Q).
Nakano|33], durant les années 1950-1951, développa la théorie des espaces
modulaires généralisant ainsi les espaces d’Orlicz en donnant comme exemple,
I’espace de Lebesgue a exposant variable LP(®).

Le manque d’application de cette nouvelle théorie n’a pas beaucoup motivé
les chercheurs a poursuivre dans cette direction.

Les années 70 et 80 ont vu de nouveau les espaces LP(®) repris par ’école po-
lonaise(H. Hudzick|23] et J. Museielak)[32], une version plus explicite des
espace L) a été donnée.

La période de 60-80 et 80-90, a vu 'école russe s’intéresser aux espaces LP(®)
en dimension un indépendamment de 1’école polonaise avec respectivement
(Tsenov (1961)[48], I. Sharapudinov (1978)[46] et V. V. Zhikov (1987)[53].
Ce n’est qu’en 1991, qu’O. Kovacik et J. Rakosnik [28] ont donné les pro-
priétés de base des espaces de Lebesgue et de Sobolev dans R".

Motivation : Beaucoup de résultats sur les espaces de Sobolev et de Lebesgue
ne sont pas généralisables au cas d’exposant variable notamment les résultats
de compacité, de continuité et d’homogénéité ;

La modélisation mathématique de nombreux phénoménes, en particulier phy-
sique, fait intervenir les caractéristiques des matériaux qui ne sont pas homo-
génes.

K. R. Rajagopal et M. Ruzi¢ka [41] ont modélisé I'interaction entre les
champs électromagnétiques et les fluides soumis & des déplacements. Ces phé-
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Introduction générale

nomeénes sont modélisés par le systéme d’équations suivantes :

(3
OF =0curl =0
i:naxi
Qv _ 3 a—S(x E,E(v))+ [VvJv+ V7 = g(z,E)
8t i:nal'i ) ) _g )
3
Z (91) _ 0
— ox;

ot E est le champs électromagnétique. v :  C R® — R? est la vitesse du

champs.

[Vv] est la partie symétrique du gradie%t, S est le tenseur défini sur R? x R3 x
D—

R? par S(z,E,z) =v(E)(1+ ||z||) 2 =2+ terme ayant méme croissance et

7 la pression.

Avec p = p(||E]]). Comme E dépend de la position spatiale (z1,z9,x3), alors

il en résulte que p dépend également de x i.e p = p(x).

Un autre exemple sur les fluides éléctrorhéologiques est donné par K. R.

Rajagopal et M. Ruzicka
—diwv|(1+e(w) 2 Je(u)|+Vr=f

div(u) = 0,

ot u: 2 C R® — R3 est la vitesse du champs électromagnétique et 7 la pres-
sion.

1. Traitement d’image ;

La régularisation d’images (reconstitution d’images), de maillage ou plus gé-
néralement de données discrétes, par des méthodes variationnelles, a été ap-
pliquée avec succés pour résoudre différents problémes intervenant dans les
domaines tels que la vision par ordinateur, I'informatique graphique ou en-
core 'analyse de données.

L’objectif principal de la régularisation (reconstitution) est de fournir une
approximation des données réelles a partir des données observées qui ont
subi un certains nombres de dégradations provenant de ’environnement ou
des méthodes d’acquisition (bruit, quantification, discrétisation....), plus gé-
néralement, la régularisation intervient pour fournir une solution & des pro-
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Introduction générale

blémes inverse ou mal posés | Bakushinsky et Goncharsky|(1994) (mal-
conditionnée)[Tikhonov et Arsenin, 1977

L’image observée fo : Q — RN, (qui est une version dégradée) est alors mo-
délisée par la somme de I'image recherchée f : Q — RY, convoluée par un
opérateur K et d’une image résiduelle r : Q — RV :

fo=K(f)+r.

L’image f est constituée en minimisant une fonctionnelle de la forme :

E(f7 fO; )‘) = Eregu(f) + AEappro:L"(f? fO)

ol Fyeq, est un terme de régularisation ou énergie interne mesurant la p-
régularité de f sur le domaine €2 de I'image.

Eopprox €st un terme d’approximation, ou énergie externe.

A > 0 est le paramétre de fidélité, appelé multiplicateur de Lagrange, controle
la quantité d’approximation mesurée.

La minimisation de I’énergie F revient alors a trouver la fonction f, suffi-
samment réguliére sur €2, tout en étant suffisamment proche de la fonction
observée fj .

Soit une famille de modéles variationnels basés sur la p-forme de Dirichlet :

. . 1 A )
(min E(f, fo. A p) = f:gg%]v/ﬂg | V7 de+SIf = follzae)-

On se borne au modéle proposé par Blomgren, Chan, Mulet, Wong, 2000

min/ | Vf PV d,
Q

ou
limp(s) =2, lim p(s)=1

s—0 s§—r+400
La fonction p est monotone, décroissante et Q C R? est le domaine de
I'image.
2) Loi de Darcy en milieu poreux. Le phénoméne de filtration d'un gaz
de pression m = p?"®) dans un milieu poreux non-homogéne de densité p, 8
est une fonction donnée décrivant les caractéristiques du milieu est modélisé

grace a la loi de Darcy par ’équation :

—div(K (v, 7)7" V1) = h(z,7),

K(z,7) est une matrice diagonale, p(x) = ﬁ et h la hauteur de barrage

poreux étudiée en fonction de la position horizontale x. Une étude de ce modéle
a été faite en particulier par [Antontsev et Shmarev, 2005|[5] et récemment
par [Kandilakis et Sidiropoulos 2011][26].
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Chapitre I. Notions - Préliminaires - Notations.

Dans tout ce qui suit Q désigne un ouvert non vide de R™  p: Q — [1, +00]
une fonction mesurable et bornée.
On désigne par p~ et p™ respectivement ’essentiel inf (igf p(z)) et Pessentiel

sup (sup p(x)) de la fonction p. On suppose p~ < pt < 4o0.
Q

On introduit aussi 'espace :
LE(Q) ={pe L™(Q),p” 21}

Définition I.1. (voir [19, 28]) Soit u: Q — R une fonction mesurable. On
définit le module de u par la quantité :

oot (1) = / ()P

Propriétés
1. Etant données u et v deux fonctions mesurables de 2 dans R.
Va,b/a+b=1

Pp(y(au +bv) < appy(u) + bpy()(v)

2. pp(,)(u) =0 u=0

3. pp(y (1) = pp(y (1)
4. L’application A — p,)(Au) est convexe, continue et paire. De plus, elle
est strictement croissante sur [0, +00.

Définition 1.2. (voir [19, 28])Soit p une fonction mesurable de [1,+o0[ dans
R% . On définit et on note LP@)(Q) espace de Lebesgue d’exposant variable p :
LP(I)(Q) = {u: Q — R, mesurable; py)(u) <400}

On définit sur LP™)(Q) la norme dite norme de Luzembourg par :

p(z)
|ull, = inf {A >0 pp) = / dz < 1}.
Q

(LPOI.]|,) est un espace de Banach séparable.

u(z)
A

Si p~ > 1, LPO(Q) est uniformément convexe donc réflexif.
Les deux résultats suivants montrent la relation existant entre la norme de
Luxembourg et le module p,().

Proposition I.1. (voir [19, 28, 45]) Soit p € LY ().

8



(i) Siue LPY(Q), alors Hu||Lp() Q = a<= P(g) =1

(ii) [lullroo) <1(=1,>1) & py) <1(=1,>1)

(ii) Si HUHLP()(Q) > 1 alors ||UHLP<> < P() = Hu”i:(»)(Q)
(iiii) Si |[ull ooy <1 alors ||U||Lp<> @ < o) < MUl q)-

Proposition L2. (voir [19, 28, /5]) Soit p € L2(Q), (u,) C LPO(Q) et
u € LPO(Q).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Em |u — unHLP(-)(Q) =0

(it) lim ppy(u—u,) =0

n—-+o0o

Remarque I.1. Soit p € LY (), (u,) C LPO(Q) et u € LPO(R). S hrf |u—

Un ||y = 0 alors il eviste une sous suite (u,;) C (un) et une fonction
g € LPY(Q) telles que :

(i) Un, — u p.p.dans €2

(i) |un,;| < g(x) p.p dans Q.

Donnons a présent I’analogue du théoréme d’interpolation dans les espaces
LP(I)(Q)_

Théoréme L.1. (voir [28, 45]) Soient p,q,r € L2(Q), u € LPO(Q) et v €
L1I(Q) tels que,

+ = p.p dans ),
r(z

alors
1 1

+ 1wl 2o oy V]| Lac
iy gy el

[wvll pro ) <

Remarque 1.2. Soient p € LT(Q) et p’ : Q — [1,+00] le conjugué de p c’est
a dire la fonction telle que :

p(v)

o) =1 sip(z) > 1

p'(x) =
00 sip(r) =1



Chapitre I. Notions - Préliminaires - Notations.

Pour tout u € LPO(Q) et v € LP)(Q), il eviste une constante C, telle
que;

/ﬂ fuvldz < Cylull oy 1ol ooy

Pour les résultats d’injections nous renvoyons le lecteur & Kovddéik et Rdkosnik[28]
et Fan et Zhao[19].

Proposition I1.3. Soient 0 un ouvert borné de R™ et p,q € LL(2).
Si p(z) < q(x) p.p dans §, alors

LCI(-)<Q) N LP(-)(Q)

(i.e LIO(Q) s’injecte contintiment dans LPY)(Q))

[.1 Espace de Sobolev généralisé (Espace de So-
bolev 4 exposant variable)

Définition 1.3. Pour tout p € LT(Q) et m € N*, on définit lespace de
Sobolev généralisé (o0 encore espace de Sobolev d’exposant variable) par :

Wmrl(Q) = {ue LPO(Q) : D*u € LPY(Q) pour tous |a| < m},
que [’on munit de la norme :

ullmpr@ = D 1D/l

la|<m

L’espace W™P()(Q) muni de la norme [|ul|,,,() est un espace de Banach
séparable et réflexif pour p~ > 1.
Maintenant, nous donnons un résultat d’injection entre les espaces de Sobolev.

Proposition I.4. Soit Q C RY un ouvert borné, m € N* et p,q € L().
Sip(x) < q(x) p.p dans Q, alors

Wmat(Q) — Wmrh(Q)
est continue.

Définition 1.4. (voir[19, 18]) On dit que p : A C RY — R est Log-Hélder
continue s’il existe une constante C > 0 telle que pour tout x,y € A et

lz—y|< 5

2, 0na:

Ip(z) = p(y)| < ¢ (L1.1)

~ —Injz —y|

10



I.2. Principe variationnel d’Ekeland

Théoréme 1.2. (voir[19, 18]) Soit O C RN un ouvert & frontiére Lipschit-
zienne et p € LL(12).
Si p est Log-Hélder continue dans Q alors C=(Q)) est dense dans W™PL)(Q).

la continuité de I'injection de I'espace W™40)(Q) dans LP*()(Q) a été ob-
tenu par Edmunds et Rakosnik [15], ou

np(x)

p— sip(x) <n

o0 si p(x) > n.

Théoréme 1.3. Soit Q@ C RN un ouvert borné i frontiére Lipschilzienne et

p € C(Q) avec p~ > 1 Alors linjection
Wm,p(-)(Q) N LQ(')(Q)

est continue pour toute fonction q € C(2) vérifiant 1 < q(x) < p*(x), Vo € Q.

I.2 Principe variationnel d’Ekeland

Définition 1.5. Soit (X,d) un espace métrique. Une fonction f définie de X
dans R U {+oo} est dite semi continue inférieurement si

Ve >0, In >0, Vo€ B(xo,n); f(xg) —e < f(x).

Proposition I.5. Une fonction f: X — RU {400} est semi continue infé-
rieurement en xg st est seulement si

f(x0) < lim inf f(z)

T—TQ

Théoréme 1.4. (voir [16] ) Soient (X,d) un espace métrique complet, f :
X — RU{+oc} une fonction semi continue inférieurement et bornée infé-
rieurement. Soit € > 0 et * € X tel que;

€

£(2) < inf () + 5,

alors VA >0, dx, € X tel que
o f(zx) < f(2)

o d(z), ) <A\

11



Chapitre I. Notions - Préliminaires - Notations.

o Pour tout x € X avec x # T, f(x)) < f(x)+ ;d(x, T))

Théoréme 1.5. Soit X un espace de Banach, ¢ : X — R U {400} une
fonction semi continue inférieurement et bornée inférieurement. On suppose
de plus que ¢ est Gdteaux différentielle en tout point u € X, alors

Ve >0, du. € X tel queuegigl(fgpqLe,

et
[ Do(ud)| <e.

1.3 Suite de Palais -Smale

Définition 1.6. Soit X un espace de Banach, ¢ : X — RU {+o0} C* fonc-
tionnelle et (u,) C X telle que;

o(uy,) est bornée dans R

et
¢ (up) = 0 dans X'quand r — 400

alors (uy,) est dite suite de Palais -Smale.

Nous décrivons maintenant les travaux présentés dans cette thése :
Chapitre 2 : Lorsque €2 est étoilé et en utilisant une identité de type-Pohozaev
généralisée que sous des hypothéses appropriées sur les puissances «, 3, p et ¢
que toute solution au sens classique du systéme (1) est nécessairement nulle.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre nous montrons I'existence de solution non-

triviale du systéme (1) en utilisant la technique de la décomposition (F.M)
introduite par PohoZaev.

12
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Chapitre II. Résultat de non-existence

I1I.1 Introduction

En 1965, Pohozaev [36] établit une importante identité portant essentiellement
sur la résolution de ’équation :

(IL1.1)

—Au = Af(u) dans
u=20 sur 052

ol Q représente un domaine borné de RV | assez régulier de frontiere 0 € C1.
1l établit pour f(u) € CO¥(0 < a < 1) telle que

| f(u) |[< A+ Blu|™,

ot A et B sont des constantes arbitraires positives, que le probléme (I1.1.1) admet,
2N _
si0<m+1< N9 une fonction propre u* € C?(Q) N C°(2) correspondant &

une valeur A € R donnée.
Si u* € W22(2) N C%Q) est une solution positive du probléme (II.1.1) alors, on a
I'identité appelée Identité de PohozZaev.

N-2 u 1 .2
N/Q)\[ i u* f(u _/0 f(s)ds]d:c——Q/aQ|Vu |“(z.v)do

uf / f(s ds} >0, Q étoilé u* > 0etf(u™) > 0 alors

u* ne peut étre que la solution triviale.

N —
De plus, si )\[

Ces identités ont permis d’aborder I’étude de l'existence et de la non-existence de
solutions non-triviales pour des problémes quasilinéaires.

Une extension de ces résultats a été obtenue par Pucci-Serrin [40] qui ont généra-
lisé I'identité de type Pohozaev pour une équation de type Euler-Lagrange :

div[Fyr(z,u, Vu)] = Fyr(z,u, Vu), x€Q

ou
oF OF oF oF

F' s Uy = \G 7z a5 v azr) uwk = 5 %
pk(x up) (6]71 ap2 8])5) k Ouk

En particulier, pour

8uk
F(z,u, Vu) Z! = (Ju*™) = (Jul)
5,j=1
o +2
n>2 s> n
n—2

est une condition de non-existence pour le systéme gradient ou potentiel associé.
Theélin et Vélin [47] ont étudié le probléme :

14



I1.2. Identité de type-PohoZaev et résultat de non-existence pour
le systéme (p(x),q(x))-Laplacien :

—Apu = ulu|* o[+ dans O
—Agv = v[v]fHu/*t! dans © (I1.1.2)

u=v=>0 sur o).

Ils ont établi lorsque le domaine est étoilé et moyennant l’identité de Pohozaev
généralisée de Pucci Serrin que lorsque;

N —p N —q

1 1 >1 I1.1.3
DT+ B+ ) = 1, (IL13)

I’absence de solution non triviale classique.

et lorsque;
N-—p N —gq a+l p+1

a+1 +(B+1 <1 et + — #1, .14
(a+1) Np (B+1) Na . (I1.1.4)

le probleme admet des solution non triviale dans Wol’p(x)(Q) X WOLQ(JC)(Q) N L>®(Q).

Dinca et Isaia [13] ont étendu ces résultats de non-existence pour un probléme
de Dirichlet avec p(z)-Laplacien :

—Ap@u = f(u) dans Q

(I1.1.5)
u=0 sur 052,
ot Q C RY est un ouvert borné de classe C*.
pEC’}B(Q)ﬁC(Q),p__m1np()>1 Ay u—za )288%]68‘516

p(z)-Laplacien et f : R — R est une fonction contmue Ils ont établi une identité
de type Pohozaev qui a permet d’obtenir un résultat de non-existence de la solution
classique et faible.

I1.2 Identité de type-PohozZaev et résultat de
non-existence pour le systéme (p(x),q(x))-
Laplacien :

On considére le systéme elliptique avec conditions homogeénes de Dirichlet
—Apyu = c(z)ulu[*"Ho|#T dans Q
—Ayyv = c(x)|ul*olv]?~! dans Q (I1.2.1)
u=v=20 sur 052,

15



Chapitre II. Résultat de non-existence

ou

Q) C RY est un ensemble ouvert de frontiére réguliére.
D, q, sont deux fonctions mesurables de Q dans [1, +o0|
¢ change de signe

NG, _,0u
Apayu = Z@xi (|vu|p(m) 28_3:,) :

i=1

On a le résultat suivant;

Proposition I1.1. Soit Q un ouvert borné de RN de frontiére de classe C*.
On suppose que

e p,q:Q— R de classe CL(Q) N C(Q), p_,q_ > 1,

e c(.)eCE(Q\C), mes(C)=0

[

(x,Ve(z)) <0 pour tout x dans Q. (IT1.2.2)

alors, pour toute solution classique (u,v) € (C?(2) N C’l(Q))2 du systéme
(II.2.1), Uidentité suivante est vérifiée :

a+1 1 —p(z) B+1 1 —q(z)
N Joa p(x) N Joq ql2)

a+1 N —p(z) )
= — ) |Vl de
v L ()

b+1 N —q(x)
TN ( a(@)

VP (z, v)do + IVo|"®) (z, v)do

- ag) |Vo|?® da

a+1 (x,Vp)

(In |VuP® — 1)|VuP®dz

N Q pz(ﬂﬁ)
B+1 [ (z,Vq)

In |Vo|?® — 1)|Vo|?® dy
v [ St n v - vl

+/ {(Oé + 1)&1 + (ﬁ + 1)@2 — N}C(x)‘u’aJrl‘v’ﬁJrldx _ /(x, VC)’U‘Q+1‘U"B+1dx,
@ Q

Pour tout ay,as € R.

On établit la proposition (II.1) a 'aide d’une identité de type Pohozev et
généralisée par Pucci et Serrin (voir [40]). Pour cela, on s’inspire des résultats
obtenus par [40].

Proposition I1.2. Soit Q un ouvert borné de RN de frontiére de classe C'.
On suppose que ;

16



I1.2. Identité de type-PohoZaev et résultat de non-existence pour
le systéme (p(x),q(x))-Laplacien :

op,q Q — R de classe C5(Q)N C(Q), p_,q_ > 1.
c(.) € CL(Q\C), C C Q mes(C) =0.

Alors pour chaque solution classique (u,v) € (C’Z(Q) N Cl(ﬁ))2 du probleme
(1) Uidentité suivante est satisfaite ;

o
al’i

atl p(@) | f+1 q(x atl ,8+1>_
m(p()\vw + EE L0l — (ol

ou

ou
(o + 1)< B I +a1u>|Vu|p(””) 23%’

ov ov
_ i q(z)—2 77
(5+1) (% Ox; " aw) Vo axz’]

—(a+1) [N_—W) - al] [Vl + (84 1) {N_—qm - ag} T

p(x) q(x)
+<$;Vp> (In [Vulr@ — 1)| V@ + %W (In [Vo]1®) — 1)|Vy|e@
(z) 7*(z)
+{(a+1ay + (B + 1)ay — N} c(x)|u|* | — (z, Ve |u|*FL o] P+,

(I1.2.3)
pour tout ay et as € R.

La preuve de la proposition (I1.2) peut-étre établie par un calcul direct.

Démonstration. de la proposition (II.1).

Tout au long de la prewve x = (x;)i=1.. N,y = (Yi)i=1.. N désignent deux
vecteurs de RY, et on note par x;y; le produit scalaire des vecteurs x et y ot
la notation ¥ sur les indices i et j omise sauf ambiguité.

Soit (u,v) € (C*(Q) N C”(Q))2 une solution classique du probleme (1).

Selon la proposition (11.2), (u,v) satisfait identité (11.2.3). L’intégration par

17



Chapitre II. Résultat de non-existence

parties sur ) nous donne

1 1
/ {Iz (a + |vu|p(m) + 6 + |vv|q(z) N C(I)|u|a+1|v‘ﬂ+l)
o0

p(z) q(z)
ou ou
—_ L p(z)—2
(a+1) <:c]a ] + a1u> |Vul o

—(B8+1 mﬁ+a2v VUQ(”’C)_QaU v;do
(B+ 1| =

Oz, ox;
= (a+ 1)/Q (N;<—§>(x> — a1> |Vl da
+(B8+ 1)/9 (N(J_(—:Cq)(f”) — aQ) Vol ®dz

1
[ A
Q

1
(@) (2, V) (In|Vo[?®) — 1)|VU|‘7(Z)} Ao

+/Q {<0‘ +1Dai + (B+ 1)ag — N}C($)|U|a+1lv|5+ldx

Q

(I1.2.4)
Dans (11.2.4), v désigne la normale extérieure sur la frontiére 092. Ainsi, pour
tout x sur la frontiére 02 on a :

g;i = (Vuv)y, Yi=1,--- N, x € 09,
On peut écrire alors;
du Ou o) ou o)
xjﬁ_arjf)xi‘vulp() vi = x; [(Vur)yj axi|Vu|7"( )2y,
Ju Ou
— p(z)—2
o, &Ci\Vu\ (x.v)

= |Vul/(z.v) on 9.
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I1.2. Identité de type-PohoZaev et résultat de non-existence pour
le systéme (p(x),q(x))-Laplacien :

En utilisant Uidentité (11.2.4) et sachant que u|ag = 0, on établit ainsi l'iden-
tité annoncée a la proposition (I11.1).

Remarque I1.1. Avant de montrer la proposition (I1.2), notons que l’en-
semble de fonctions satisfaisant 'hypothése (11.2.2), est non-vide.

En effet; soit ©q € 0Q tel que dist(0,0Q) = dist(0,x9). On pose Ry =
dist(0,00).

Evidemment la boule B(0, Ry) est contenu dans .

On définit et on pose )1 comme suit

R
m:{xew;osnxusg}.

On définit la fonction ¢ comme suit

o) = —elel* & xe 0
eIl s 2 eQ\ Q.

¢ change de signe dans S et on a pour tout x € Q, (x,Ve(zr)) < 0. De plus,
ce L>(Q).

Théoréme I1.1. Soit Q C RN, un ouvert borné de frontiére 02 de classe C*.
On suppose que :

Q est un domaine borné de classe C et étoilé par rapport a l'origine.

e p,q et c, sont comme dans la proposition (II.2).
o (£.Vp) >0,(x-Vq) >0,(x,Vc(z)) <0 pour tout = dans
- N —pt N —qt
1 1 > 1. 11.2.5
ot ) ) 1.2:5)

Alors le systeme (I1.2.1) n’admet pas de solutions classiques non triviales
(u,v) € (C2(Q) N CI(Q))2 telle que :

\Vu(x)| > e?@ et |Vo(z)] > 1@ pp e Q, (I1.2.6)

/ () |u|* v dz > 0.
Q

Démonstration. Suppose qu’il existe une solution classique non-triviale (u,v) €
C*(Q)NCYHQ) du probleme (1).

Par conséquent (u,v) vérifié les conditions de la proposition (I11.1).
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Chapitre II. Résultat de non-existence

Puisque Q C RY est strictement étoilé par rapport & origine on a z.v > 0
sur 0S) ainsi

1 1 1 1
_ot —— |VulP® <z, v > do—ﬁ + —|Vu|"®) < 2,0 >do < 0
N Joqa p(z) N Joq q(x)
1 -1 1 -1
Rt )

plx)  plx) " q(x) q(z)
D’autre part, choisissons a; € R et as € R tels que :

ax az
N N
et utilisons les relations (I11.2.5), (11.2.6), on obtient :

(a+1)—=+(B+1) 1

a+1 1 —p(x) B+1 1 —q(z)

VP (z, v)do +

(Vo) (2, v)do

N Joq p(7) N Joo qlz)
a4+l N —p(z) (@ g+1 N —q(z) oz
= [ e v T [ (R ) e

+/ {(a + 1Day + (6+ 1)ag — N}c(:p)|u|a+1|v|ﬁ+1dx — /(x, Vc)|u|°‘+1|v|ﬁ+1dx
Q Q

N—p+/ N —q¢*
VulP@dz + (8 + 1 / Vo |1@®)dg
Nt Q! \ ( ) Q| \

> (a+1) Nt

- a P() g — 42 a(@)

(o + 1)N /Q |Vu|"""'de — (8 + 1)N /Q |Vol|?® dx

+/ {(a + Day + (6 + 1)ay — N}c(x)|u|a+1\vlﬁ+ldx — /(x, Vc)|u\“+1|v|5+1dx
Q Q

N —p* N—q* ax a2 atly,,|5+1
T (D~ (a+ D5~ (B DFE ] [ ol ol

> {(a—l—l)

N —p* N —q* N
2{(a+1) Nt +(B+1) Na+ -1 /Qc(;c)w | da

- / (2, Vo) |u] o] da.
Q

Maintenant, on fait U’hypothése que (u,v) est une solution du probléme. On

note alors que | c(x)|u|*™|v|*dr = / |VulP@dz = / |Vo|?®dz > 0. De
0 Q 0
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I1.2. Identité de type-PohoZaev et résultat de non-existence pour
le systéme (p(x),q(x))-Laplacien :

ce fait, en combinant cette remarque avec l’hypothése (I1.2.2) dans la derniére
inégalité, nous aboutissons a une contradiction, puisque le membre de gauche
est négatif tandis que celui de droite demeure positif. La preuve est compléte.
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II1.1. Intoduction

I11.1 Intoduction

Dans ce chapitre, afin d’établir des résultats d’existence pour le systéme (1), on
utilise la fibering méthode (F.M) ou encore la méthode de la décomposition ou de
sélection, introduite par S. I. PohoZaev|38].

Soient X, Y deux espaces de Banach et A un opérateur de X dans Y, en général
non-linéaire.
Considérons 1’équation

A(u) = h. (IIL.1.1)

Dans le cas ot 'opérateur A est monotone, semi continu et coercif, plusieurs mé-
thodes ont été envisagées et développées pour des problémes Physique-Mathématiques
de type (111.1.1) Browder[7], Minty|[31], Lions|29].

Si A est localement non-inversible, la méthode de Lyapunov-Schmidt basée sur
la représentation de la solution u = u; + us o1 uy appartient & un sous espace de X
de dimension finie et uz dans son complémentaire permet de résoudre (I11.1.1).
Pour ce qui est des problémes non-coercifs, la méthode de Montain Pass obtenue
par Ambrosetti et Rabionowitz (1973)[3]| permet de traiter de tels problémes.
la méthode de la décomposition permet de trouver de solutions aux problémes non-
coercif et en 'absence de la continuité de 'opérateur A.

III1.1.1 Description de la méthode (F.M)

On se donne
e X un espace de Banach muni de sa norme Ny,
e J: X — R une fonctionnelle de classe C! sur (X \ {0}).
e J:Rx X — R deéfinie par J(t,v) = J(tv).
e I un ouvert non vide de Ret Sx = {v € X : Nx(v) = 1} la sphére d’unité
dans X muni a la norme Nx.
Nous donnons maintenant, un résultat d’existence formulé dans le théoréme suivant :

Théoréme IIL.1. Soit (X, Nx) un espace de Banach.
Si (t,z) € I x X est un point critique sous contrainte de J alors; u=tz, t # 0, est
un point critique de la fonctionnelle J i.e J'(u) = 0.

Démonstration. Si (t,z2) est un point critique sous contrainte, alors il existe un
réel X un multiplicateur de Lagrange tel que :

0J(t,z) \ONx(t,2)

0z 0z

(111.1.2)

et
i St ey | (IT1.1.3)
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Chapitre III. Résultat d’existence

Par conséquent, on a pour z € S

dJ(t, 2) ONx
( 5 ) xex = M3 o V) xe x (IIL.1.4)
ONx(t,2)
{ > 7Z>X*,X £ 0. (IT1.1.5)
Or -
0J(t,z) 0J(tz) 0Otz  0J(tz)
% = ou N o t TV (II1.1.6)
Ainsi, B 3
0J(t, z) 0J(tz) 0J(t, z)
(Toe Hhex U e x =y
8J t,z) ‘
En utilisant Uéquation (II1.1.3); on obtient < >X* = 0. En combinant

alors avec (I11.1.4), on conclut que A = 0. De ce fazt lequatwn (111.1.2) implique
0J(t, z)

= 0. On impose maintenant t # 0, ainsi de la relation (I11.1.6), on déduit

D0(t2)
ou

Donnons & présent une autre application de la méthode (F.M) :

que =0 et ce qui donne J'(tz) = 0.

Soit H : Rx X — R une fonction de décomposition (Fibering-Function), vérifiant la
contrainte H(t,z) = k # 0 : k est appelée constante de contrainte de décomposition
(Fibering-Constraint)

On a le théoréme suivant qui caractérise la fonction H :

Théoréme II1.2. On suppose que :

(H.(t,2),2 —tHy(t,2) #0 (IIL.1.7)

>X*,X

Si (t,z) € I x X est un point critique de J sous la contrainte H(t,z) =k #0.
Alors, u = tz, est un point critique de J (avect #0)

ITI.2 Résultat d’existence via la méthode (F.M)

Tout le long de cette section, € désigne un ouvert borné, régulier de RV et
Xo(x) = Wol’p(x)(Q) X Wol’q(x)(Q) I'espace produit des espaces de Sobolev généra-

lises Wol’p(x)(Q) et Wol’Q(x)(Q) munis de la norme de Luxembourg ||ul| Wi (o) et

o]l respectivement.

1, Q(I)(Q)
On note par :

el ey = el 200
et

0110 = o1l 00

Avant de commencer, faisons la remarque suivante :
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II1.2. Résultat d’existence via la méthode (F.M)

N — N —
Remarque III.1. Sous l'hypothése (o + 1) 7 {) +(B+1) N il < 1, on peut
b q

prouver que /c(a:)]u\aﬂlv\ﬁﬂdaf a un sens. La fonction c est bornée dans , il
Q

suffit alors de montrer que ]u\‘”l]v\ﬁ“ appartient o L1(€2).

En effet puisque a—: B—: , il existe alors un couple (p,q) tel que
p
1. N
- N p
111.2.1
RS = ( )
et N
o q-
111.2.2
¢ <d< oy ( )
1 1
g ol BEl_
p q
Np~ N Nq~ N
Pour tout x € Q, on a P p(@) et a a(z) De ce fait

< < .
N-—p~ ~ N-p(z) N—-qg ~ N-—q)

N - N—q
et de Uhypothése (a + 1) N 2_9 +(B+1) I E] < 1, les relations (111.2.1) et
p q
(111.2.2) deviennent, pour tout x € ) :

pm<p<
et No(a)
_ A q\xr
<qg< /.
N —q(z)
La continuité des injections Wol’p(x)(Q) — LP(Q) et W&’Q(I)(Q) < LY(Q) et lutili-
sation de l'inégalité de Holder permettent d’obtenir l’estimation suivante :

+1 +1
' / (@) * o | < llell oo @ lull 3hia 101 fhgy < Cstlully Sy lolTr,

Ce qui permet d’oblenir le résultat souhailé.

I11.2.1 Notations et hypothéses

Notations

Pour (z,w) € Xo(z), on pose :

/]Vzp B(w)—/ ’Vw\q(x)dx et C(Z,w)—/c(x)z\a+1]w|6“dx,
{ Q

ainsi pour tout (z,w) € Xo(:z),/ c(z)|2|* T |w|Ptda est bien défini.

Q

a+l B4+1 a4l B+1

Onpose st = ——+——, 7 = — +—.
p q p q
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On définit sur Xo(x), la fonctionnelle J par :
b b
p(x) q(z)

Grace a la remarque (IT1.1), la fonctionnelle .J est bien définie.

I, v) = (oé+1)/Q ]Vu\p(x)das—i—(ﬁ—l—l)/ﬂ V1@ dg — C(u, v). (T1.2.3)

Hypothéses

On fait les hypotheses suivantes :

1<y™. (111.2.4)
(p,q) € (P(Q) NC(%))? vérifiant (I.1.1). (IT1.2.5)

et
1<p <pt < +oo, 1<q <q" < +oo. (I11.2.6)

111.2.2 Définition de la solution faible

Commencons par définir la notion de solution faible du systéme (1)

Définition III.1. On dit que (u,v) € Xo(x) est une solution faible de (1) si
les identités :

/ IVu|P D2 VuVe do = / c(x)ulu|* oy ¢ da
Q Q

/ V0|1 2TV ¢ do = / c(x)ul*Tolv]P " do
Q 0
sont vérifiées pour tout (¢, 1) € Xo(z).
I11.2.3 Meéthode de la décomposition pour un systéme

quasi-linéaire

La méthode de la décomposition appliquée a notre probléme (1) consiste
a exprimer (u,v) € Xo(z) sous la forme

U=rz, U= pw

ot les fonctions z € Wy ™™\ {0}, w € Wy ™™\ {0} et r, p sont des nombres
réels non nuls.
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II1.2. Résultat d’existence via la méthode (F.M)

Remarque II1.2. Dans [6], la méthode (F.M) a été utilisée pour obtenir
Pezistence de solutions multiples pour un systéme analogue @ (1), lorsque les
exposants p(x) et q(x) sont constants.

Les paramétres r et p dépendent de z et de w, vérifiant r? = p? pour (z,w)
tels que A(z) = A(z,w) =1 et B(w) = B(z,w) =1

Cette démarche est utilisée ici avec u = rz et v = pw o r = t'/7" et p =
et >0 et p dépendent de z et de w, alors t dépend de z et de w. De ce
fait, on définit par t(z,w), ce paramétre associé a4 z et w.

Les résultats ci-dessous donnent lexistence ainsi que des propriétés de t(z,w).

I11.2.4 Existence du paramétre de la décomposition #(z, w)
Existence et propriétés

Supposons que (u,v) est un point critique de la fonctionnelle J, alors
oJ oJ
%(U; v) = %(%
Selon la remarque (II1.2), le paramétre de la décomposition associé a (z,w)
est tel que;

v) = 0.

dJ

dt
Plus précisément, t(z,w) est défini dans la proposition suivante :

(#0721 w) =0, (ITL.2.7)

Proposition II1.1. (Ezistence et localisation) Soit (z,w) un point fixé dans
Xo(x) tel que C(z,w) > 0.
1. Ezxistence
Si (111.2.4) est vérifiée, alors il existe t(z,w) € R dépendant de (z,w)

tel que :

a+1/ p(@) B+1 a(z)

t(z,w) »* |Vz|P@de + /t z,w) o |[Vw|@ dy
p+7+9()|\ q+7+9()"
=1(z, w)7+C(z, w). (II1.2.8)
2. Localisation :
Soit
_ T
Qe e

Si Q(z,w) > 1 (respectivement Q(z,w) < 1) alors t(z,w) > 1 (respecti-
vement t(z,w) <1 ).
De plus, on a les estimations suivantes
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(a) Si0<t(z,w)<1:

Qz,w)0" "V < (2, w) < Q(z,w)/"" (I11.2.9)
(b) Sil<t(zw):

Qlz,w)'"" < t(z,w) < Q(z,w)/" V. (I11.2.10)

Démonstration. 1. Existence de t(z,w) :
Grace a la définition de J (voir I11.2.3), la résolution de (I11.2.7) équi-
vaut a résoudre ’équation :

a—+1

f+1
gt

p(x) a(@)
/tpp+ V2P @ dz 4 /tqf1+ IVw|"@de =77 C(z,w).
Q Q

Pour ce faire, considérons la fonction f définie sur [0, +00] par :

flt) = ;‘j;j /Qt’lf?|vz|p<x>dx + fﬁ;i /thq(i)|Vw|q(x)dx
— 7 C(z,w).

Pour 0 <t < 1, il s’ensuit que

tQ(z,w) — 7" NC (2, w) < f(t). (II1.2.11)
Maintenant, pour 1 <t, on peut écrire;

F) <tQ(z,w) — " Oz, w). (111.2.12)
Par conséquent, d’une part on a;

lim f(t) > 0
d’autre part, )
A T = oo

Le théoréme des valeurs intermédiaires implique qu’il existe t(z,w) € R*
dépendant de z, w tel que f(t(z,w)) = 0, et par suite t(z,w) satisfait
(I11.2.8).

2. Localisation de t(z,w) :
Il y a deux cas 4 envisager, selon que Q(z,w) <1 o Q(z,w) > 1.
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II1.2. Résultat d’existence via la méthode (F.M)

(a) Supposons que Q(z,w) < 1, il s’ensuit que 0 < t(z,w) < 1.
En effet, supposons le contraire i.e 1 < t(z,w) alors en vertu de
(IT1.2.12), on obtient t(z,w) < Q(z,w) c’est & dire Q(z,w) > 1 ce
qui contredit Uhypothése Q(z,w) < 1.
(b) Maintenant, si Q(z,w) > 1 et de (II1.2.11) on obtient t(z,w) > 1.
De (1I1.2.8) et Uhypothese (II1.2.4), la localisation du paramétre de la décom-

position est une déduction de ce qui précéde.

Lemme II1.1. Si (111.2.4) est satisfaite et t(z,w) défini comme dans (I11.2.8),
alors Uapplication de (z,w) — t(z,w) est de classe C' de Xo(x) \ {(0,0)}
dans R.

Démonstration. Dans l'ouvert Xo(x)\{(0,0)} x (]0, 1{U]1, +00[), définissons
la fonctionnelle n comme suit :

a—+1
oyt

p( z) o+ 7_
/ Gl |V z[P® dx+ / . |Vw|!®dz—C(z,w).

n(z,w,t) = s

0
Alors n(z,w, t(z,w)) =0 et a—z(z,w,t(z,w)) < 0. Le théoréme de la fonction

implicite appliqué o n permet d’affirmer que Uapplication (z,w) — t(z,w)
est de classe C' dans Xo(x) \ {(0,0)}.

Maintenant, définissons une nouvelle fonctionnelle 7 comme suit :

a+1 p(@) B+1 ax)
J Z,w) = / t Z, W T |Vz P(w)dm_‘_/ ¢ Z,w ot | Vw q(:p)dm

—t(z,w)7+0(z,w).
(I11.2.13)
111.2.5 Existence du point critique conditionnel

Nous commencons par donner quelques lemmes.

Lemme III.2. Soit (29, wy) € Xo(x) \ {(0,0)} tel que C(zo,wq) # 0.
Alors, il existe Zy € Wol’p(x)(Q) \ {0} satisfaisant C(Zy,wq) > 0.

Démonstration. Soit (2o, wo) € Xo(x) \ {(0,0)} tel que C(zy,wp) # 0.
Pour cela, considérons les cas sutvants :
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o C(z9,wp) > 0.
Alors il suffit de prendre Zy = zy.

e (C(2p,wp) < 0.
Dans ce contexte, on note que,

/ e ()] 20] o [P dz < / e ()] 2] ||+
Q Q

Supposons que cy(x) > 0, c_(x) > 0 et posons :

Zn = 2o X{c>0} — %0 X{CSO}
ol € est choisi tel que

1/a+1
| vl o
0<é< {c>0)

/ e (@)]z0]*Hwn " 41
{e<0}

La quantité / c(x)| Zo|* Hwo|P T dr > 0. La preuve du lemme est ter-
Q
minée.

Définissons maintenant ’ensemble :

E = {(z,w) € Xo(z); /Q|Vz|p(m)dx =1, /Q|Vw|q(m)da: = 1} . (II1.2.14)
E n’est pas vide (voir |28, 19]).
Par suite, on a le lemme suivant.
Lemme II1.3. L’ensemble :
{(z,w) € E; C(z,w) >0}
n’est pas vide.

Démonstration. Soit (2, wy) € Xo(x) \ {(0,0)} tel que C(zp,wo) # 0. En
vertu du lemme (111.2), il existe (Z,wq) € Xo(x)\{(0,0)} tel que C(Z,wq) >
0.

Si (Z,wg) € E alors lassertion du lemme est vérifiée. Sinon, (Z,wy) n’est
pas dans E.

Soit & présent / IVZPde > 1 et / [Vwo|™™ dx < 1. Le théoreme de
0 0

valeurs intermédiaires appliqué aux fonctions

t—1 —/ VtZ[P dz, s / |V swo| "™ dx — 1,
0 0
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met en évidence, un couple (t,,s,) € (]0,1[x]1,+o0[)? tel que;

/ IVt,ZP de =1 = / |V sqwo| ™™ da.
Q Q

De plus, comme C(Z,wy) > 0, alors C(t,2, s;wy) > 0.
Les autres situations se traitent de la méme maniére. Ce qui acheve la preuve.

Proposition IIL.2. J étant la fonctionn elle définie par (II1.2.13) et pour
(z,w) € E, sous les hypothéses (II1.2.4) et (II1.2.6) on a les estimations
sugvantes :

fy+ ( ) 7_ —1
-1 < J(z,w) < —, st t>1,
Clzw)th=t Oz, )" (P 45)
+_1 -
7 < T(nw) < v _1, si 0<t<l.

C(z, w)min<#’#) - Czw)r

Démonstration. Les estimations (111.2.9) et (111.2.10) impliquent la majo-
ration et la minoration de la fonctionnelle J(z,w).
En effet :

1. Sit(z,w) > 1, en vertu de (II1.2.13) et (111.2.8), il découle que

1 1 p(x)
J(z,2w)= (a+1 /(———)tz,w v |V 2|P@) dg
(2, w) ( ) o \p(z)  ptyt (z,w) »* |Vz|
1 1 q(z)
+(B+1 /(———)tz,w o |Vw|?® de:
( )Q q(x) qty* ( )7 |
fy—&- 1/ (@)
> a+1 Vz P\ dx
[( )p+7+ Q| |

,y+ — 1/ (z) :| min(%,%)
+(B+1 Vw|™dz| t(z,w proa
( )q+7+ Q\ | (2, w)

ot 1 / f+1 min(( 5 47
VzP@dz + / Vw q(x)da:} T —1)Q(z,w e iaTat )
o 1w 21 [ el 6t - Do w)
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32

La fonctionnelle J(z,w) est alors bornée comme suit :

J(z,w) <t(z,w) {apt L

< {a—i:l

2. Sit(z,w) < 1.
D’une part, on a

J(z,w) >t(z,w) [apt L

[

D’autre part,

J(z,w) = (a—l—l)/ﬂ(p

IN

+(

< [<a+1>(i_—

p

+(B+1)

oo (-

/Q|VZ|P<I dx+—/ IVwl } — t(z,w)" C(z,w)

/\Vz[p dx—i——/\v x)dx} Q(z,w)/ 1
0

— [a+1/\Vz|p da:+ /\V x)dx}.

pyt

/ |V 2[P®) dz
Q

’p

a+1
N L?W* / NE

i )

ﬁ+1

+ﬁ/|vﬂ)|q dx] —t(z,w)" Oz, w)

/\V x)d:c} Q(z,w) /1

x)dx] .

p(z)
t(z, w)pp+ |V 2[P@) dz

1 1 a(x)
+(B+1 /(———)tz,w o |Vw|"® dx
G0 [ (o — s ) o) ¥ 19w

=)
pryT Q

|V 2|P) da

e
p+17+) /Q

( 1 1
qg gyt

1 / min(i,i)
Vw q(x)dw} t(z,w Pt
W+) 9w 1z, 0

V2P da:

)/,Vw‘qmdm} Q(z’w)mm(va).
Q
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En prenant (z,w) € E, Q(z,w) se réduit & Q(z,w) =

1
Clow) Ce qui achéve

la démonstration de la proposition.

Considérons a présent le probléme d’optimisation suivant :

nf 1
1mn .
{(z,w)€E; ¢(z,w)>0} C(Z, w)

(I11.2.15)

La borne inférieure est atteinte dans FE.
Pour ce faire, on a besoin du lemme suivant.

Lemme II1.4. Sous Uhypothése (I11.2.5), le probleme d’optimisation (111.2.15)
admet au mois une solution.

Démonstration. La résolution de (111.2.15) équivaut a celle du probléeme de
mazimisation

sup {/ c(x) |z PHw|Pde; (z,w) € B, C(z,w) > 0}. (111.2.16)
Q
Posons
M = Sup{/ c(x)|z|* T wP P da; (z,w) € B, C(z,w) > O}.
Q

Tout d’abord, notons qu’en vertu de la remarque (II1.1) que M est fini.
En effet, de la fin de la remarque (II1.1) et lutilisation de [28] ou bien [19],
on obtient

V(z,w) € E, 0<C(z,w) < |cl|oK,

les constantes ||c||« et K sont indépendantes de z et w.
On s’inspire de l'idée de [6] et on montre qu’il existe (zpr, wpr) € E tel que :

C(z,w) < Clzy,wy) Y(z,w) € E.

Soit (zn, w,) une suite mazimisante de (I111.2.16) (i.e (z,, wy,) tel que A(z,) =
1, B(w,) =1 et C(zy,w,) = M >0). Il est est clair que (z,,w,,) est bornée
dans Xo(z). Il s’ensuit que z, — Z faiblement dans Wol'p(x)(Q) et grace a la
compacité de linjection de Wol'p(x)(Q) dans LP(Q), on a z, — Z fortement
dans LP(2).

De méme, w,, — W faiblement dans W&'Q($)(Q) et w, — W fortement dans
Li(Q).

En utilisant le théoréme de Lebesgue sur la convergence dominée, on obtient :

C(zn, wn) = C(z,@) p.p.
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Comme, z — [ |Vz[PWdzx est semi-module dans le sens de la définition

(2.1.1) dans [12], lgzn appliquant le théoreme (2.2.8) de [12], on obtient que la
fonction o(-) est faiblement semi-continue inférieurement.

Les convergences faibles de z, — z dans Wol’p(x)(Q) et de w, — w dans
Wol’Q(x)(Q) impliquent que

/ Vz[P@dz < liminf/ V2, |P@dx = 1
Q nJa

/ IV |"™® dg < lim inf/ IV, |9 dx = 1.
0 nJa

Supposons par 'absurde que / IVz[P@dr < 1 et / |V@|"®dz < 1, alors
Q Q

1Z [l p@y <1 et [[@]lg@) < 1.
Désignons par

@ = |[Zll1p@) = IVZ] Lo et b= (0]l g@) = VOl o

Les propriétés de la fonction o impliquent que

(e ()£
() - I+
()2

1 1 1 1
C (—zn, gwn) tend vers C' (—z, Ew) lorsque n — +o0.
a

p(z)

de =1

et
q(z)

dz = 1.

1l est clair que :

D’autre part

a

On constate alors que :

o(fete) () () e ()7 )

Puisque a < 1, b < 1, on obtient

C (12, 1117) > M.
a b

D’ot la contradiction.
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Par conséquent, de la proposition (I11.2) et du lemme (I11.4), on déduit
que

inf J(z,w)

{(z,w)€E; C(z,w)>0}

existe
Dans la section suivante, on montre que la borne inférieure est atteinte en E.

111.2.6 Solution du probléme de minimisation

Le probléme consiste a chercher (z,w) € E satisfaisant
inf J(z,w) : A(z) =1, B(w) = 1. (I11.2.17)
Pour ce faire, on a besoin de quelques outils et quelques lemmes.

Lemme IIL.5. Soit E un ensemble défini comme dans (I11.2.14). Supposons
que les fonctions p et q satisfont Uhypothese (111.2.5). Alors, pour tout (z,w) €
Xo(x), il existe §(z) > 0 et O(w) > 0 tel que

(577 0a)

Démonstration. gt :! Pour chaque z fixé dans Wo ( )\ {0}, on définit
sur 0,400l la fonction f par

1 p(x)
f(z,6) = / (S) |V 2[P@dz — 1.
Q

Pour chaque 6 > 1, on a

< )p+/|Vz|px)dx—1<f(z 5) ( ) /yvz|p dr — 1.

Le cas de 6 < 1 donne :

() /|Vz\1’ Vdr — 1< f(2,68) < () /yvzyp P

Des inégalités précédentes, il résulte que :
o f(2,0) tend vers —1 lorsque § — +o0,
o f(z,0) tend vers +oo lorsque 6 — 0.
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Le théoréeme des wvaleurs intermédiaires permet d’affirmer qu’il existe 6, €

10, +o00] tel que :
1
|V2[P@dz = 1.
o &8

Et qu’il existe 0, > 0 tel que :

1
Q Vw

Ceci acheéve la preuve.

Lemme II1.6. Les applications z — 0(z) et w —— O(w) définies dans le
lemme précédent sont de classe C de U, 5, dans IR et de V4, dans IR.

Démonstration. Un calcul simple montre que

of 1 1

“J - - p(z)
Substituons 6 par d,, on obtient :
of P~
'%(27(;2) > 5—z > 0.

Le théoréeme des fonctions implicites implique [existence d’un voisinage de

(2,0,) € U, 5. CU et une fonction de classe C* z — §(2) de U, 5. dans R
tel que :
of
5, %(27 52) ' ¢
(2)- ¢ = —or (I11.2.18)

%(2752)

Cette formule reste encore vraie pour z € Wol’p(m)(Q), on a : (II1.2.18) s’écrit
encore :

1
/Qp(x) @ |V2[P® =2V . Vda

0'(2) - ¢ = ——— i (I11.2.19)
- (z)
5 /Qp(:c)(sg(x) |V 2[P@) dz
De la méme facon, on obtient :
1
/ q(z) e |Vw|"® 2w - Vipda
0 (w) - = === 7 b (T11.2.20)

1
- . a(z) g
gw/gq(x) e |Vw| T
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Remarque I11.3. Introduisons la fonctionnelle J définit dans Wol’p(m) ><W01’q(x) X
R — IR par : _
J(z,w, t) = I/ 2 ¢V ). (II1.2.21)

Pour (z,w) € Xo(z) \ {(0,0)} et t(z,w) défini dans (111.2.8), on a;

J(z,w,t(z,w)) = J(z,w). (II1.2.22)

Lemme II1.7. Soit (z,,w,) € E une suite minimisante de (111.2.17), alors
la suite (un,v,) définie par :

U, = (2, wn)l/p+zn et v, = t(zy, wn)l/q+wn
est une suite de Palais-Smale pour la fonctionnelle J, i.e

J(tn,v,) < m, (I11.2.23a)

I (un,vn) — 0, au sens de la norme ||| x; ). (I11.2.23b)

Démonstration. Soit les applications :

T Wol’p(m)(ﬂ) 0} — RxE,
z — (m(z),m(2)) = (5(7;)’%)

et
o W)\ {0} — RxE,

w o —r (ri(w), 2 (w)) = (Q(W)’%) |

ol

E, = {z € Wg"(Q); A(z) =1}

et
B, = {w e Wy"(Q); B(w)=1}.

Désignons par T, E lespace langent o E. Il est connu que T, ,\E =
T.E,xT,E,. De plus, pour tout (2,w) € Xo(x), et pour tout (¢, V) € T, ., E,
on a

T (z,w)(®, V) = g—g(z,w,t(z, w))(P) + g—j}(z,w,t(z, w)) (D).

Soit (zn, w,) € E une suite minimisante. Si (¢,¢) € Xo(z), alors; (7h(2,) -

¢, Té(wn) . 2ﬂ) € T(zn,wn)E-
Posons By, = (zy, Wy, t(2n, wy)), on obtient
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0J 0J

L. o (un, va)(9) = ?{(Bn)(@(zn) 9),
03 03 ,

2. %(umvn)(@ = %(BnMTQ(wn) w); )

8. (o 00) (55 (2) 6, 75(00) ) = D (B) (7 20) - 0) (B (75
).

Par conséquent, pour tout (¢,v) € Xo(x), on a
0J 0J

I (tn, vn)(0,9) = (um vn)(9) + %(um o) (¥)

qui s’écrit

I (U vn) (0, 90) = T (20, W) (Th(20) - @, Ty (W) - ).
Le principe variationnel d’Fkeland nous permet de conclure que,

1
[T (z0y wn) (M (20) - &, Ty (wn) - ) < —[[(Ty(2) &, To(wn) ¥) [0y V(@ 9) € Xo(2)-
O encore
1
[ (s 0n) - (@, 90)] < |l (ma(20) - & Ta(wn) - ¥) xo(a)s V(9 9) € Xo(2)-

Et par suite

1
3 (s 00) - @0 < = (Th(z0) * Bl iy + 1720000) )y ) - (112:24)

En posant 6,, = d(zn). Alors, de la définition de my, on obtient :
Zn / p(z) p(I)|VZn|p “*Vaz, - Vodz
Q

1 €T
gn/ﬂp(x)W|Vzn|p( Jdx

M) 6 = £

Qui implique que

1 o
[l Ienllote /W)gp—lvzn!p” 2Vz, - Vodz
[73(zn) - Ol pay < Sl’p(z) + 19 P

" = p

gn/ﬂ >5p<x V2|

p(x)—2 .

- |V, P@
/Q p(“;)sz(@ Ve PO
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Appliquons successivement Uinégalité de Hélder sur LP@ [27, 28, 19], on
trouve

J - B
Q 5}7 ()2 5n 5n 6£(x) ! LP(pI()mll(Q) 571
S
On
(IT1.2.252)
/Qp( )52 V2, [P@dx > p~ /Q(S”("” V2, [P da > p. (I11.2.25b)

Des remarques précédentes, on déduit la nouvelle estimation :

, [¢ll1p62
[|75(20) - ¢||1,p( = <1+ P~ ) 5111

Les résultats sur les espaces LP™ (Q) et WIP)(Q) (voir [19]), Uidentité

V2, |[P®)
/ —| ~z | der =1
Q &

et [hypothese / V2, |P@dx = 1, donnent
Q

2nll1.p@) = 0n =

Par suite :

+
7z - 0l < ( ) 16ll1mce

’E|’U

De méme
, q*
|75 (wn) - wHLq(x) < (1 + q_) 19 1l1,q(2)

Et en vertu de (II1.2.24), on conclut que

l_lff 17 (s vn) [ x;

Ce qui termine la démonstration du lemme.
Lemme II1.8. Supposons que (II1.2.4) est vérifie. Soit (z,,w,) une suite mi-

nimisante de J dans E. La suite (un, vy) = (t(2n, )P 2n, t(20, )Y wy,)
est bornée dans Xo(x).
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Démonstration. Puisque u, = t(zn, wp)?" 2, vy = t(2, wn) Y w,, Par la
caractérisation de Uéquation (I11.2.8), Il s’ensuit que

/ V[P + / V0,4 da — 2 / (@) ol = 0. (IT1.2.26)
Q Q Q

D’autre part, comme (z,,w,) est une suite minimisante de la fonctionnelle
J(z,w), on a,

mé(oﬁ—l)/L 1

o p(7) q(z)

La combinaison de (1I1.2.26) et (111.2.27) nous donne :

m < / (OH— L 1) \Vun]p(m)dx—l—/ (E — 1) V0, |9 dz+C (u,, v,) < m+l.
o\ p(z) o\ q(z) n

1
|V'Un|q(x)dx—0(un,vn) < m+-—.
n

(IT1.2.27)

IVt P (341 /
Q

Mais comme,

/|Vun\p(””)dx—/ !an|q(w)dx—/c(x)|un|a+1|vn|6+1dx,
Q Q Q

on aura,

1 1 1
m < / ar |V, [P@) dx +/ (BL - 1) |V, |"®@dr < m + —.
o p() o\ ¢x n

Un calcul simple donne

En argumentant de la méme facon, on a,

m+1
-1

/ |V, 1@ dz <
Q

Ce qui montre que (un,v,) est bornée dans Xo(x).

Lemme II1.9. Sous l'hypothése (I11.2.5), le probleme (II1.2.17) posséde au
mois une solution.

Démonstration. La preuve du lemme se divise en trois étapes.
e FEtape 1 : Convergence faible de (u,,v,)
Soit (zn,w,) € E une suite mazimisante. D’apres le lemme (II1.7),
lim J(up,v,) = m, HEIEMI|J’(un,vn)||X5(x) = 0 et que (up,vy,) est

n—-4o00
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bornée dans Xo(x).
FEztrayant, si nécessaire, une sous suite notée encore (uy,vy,), alors il
existe un couple (u*,v*) € Xo(z) tels que

up — u* dans WP (),

v, — v* dans WS’Q(@(Q).

e FKtape 2 : La convergence forte
Dans cette étape, on va montrer la convergence forte de u,, dans Wol’p(x)(Q)
et de v, dans W()I’Q(x)(Q) Pour ce faire, on établit que w,, et v, sont des
sous suites de Cauchy .
Pour tous m, [ € IN

[J/(uma Um) - J/(ula 'Ul)} (um — Uy, O)
= (a+1) /(\Vum|p(x)_2Vum — |V [P@ 2V w) (Vi — w)da
Q

— (a+1) / (@) [[0m] P | — Jr] T | ] (i — wi) .
Q
Apres avoir fait un réarrangement approprié, on obtient

/(]Vum|p(x)2Vum — |V [P@ 2V ) (Vi — u)da
Q

1

- / c(x) Uvm|f8+1]um|“_lum — |Ul]6+1|ul]a_lul} (U — wy)d.
Q
On veut monter que,

/ C([L’) [|Um|(ﬁ+1|um|a_1um_|Ul|(ﬁ+1|ul|a_1ul} (um_ul)d‘r - Ov m,l — +00.
Q

(I11.2.28)
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42

A cet effet, en vertu de (II1.2.28) et la remarques (II1.1), on a

[ )l o = bl =
Q

< / c(x)|vm|5+1]um\o‘|um — w|dx + / c(x)|vl|5+1]ul|°‘|um — wy|dx
Q Q
< ||CH<>oH%||5+1 | ) lum — wll Loy
B+1 o .
+ llelloollvell o lull 7o oy lltim — wll o)

< Cllum — il Lo

(I11.2.29)

Comme Uinjection Wy '™ (Q) — L¥@(Q) (resp W™ (Q) — LY@(Q))
Np(z) Nq(z) :

avec 6(x) < ———— (resp. y(x) < ————) est compacte (voir [19

(@) < iy (e 7)< 2 o) (voir [19]

).

En choisissant vy(x) = p, il s’ensuit que u, converge fortement vers u*
dans LP(2). Méme chose pour v,

Par conséquent (u,,v,) est une suite de Cauchy dans LP(Q2) x L1(Q), et
(I111.2.29) est vérifiée.

En outre, selon [27], il existe Cy,Cy, Cs3,Cy tel que

.

si 1 <p(x) <2,
OlHU’m - ul”ip(zy
C2HUm U H2po 1/p1, 17
(F(Vupm)—F(Vuw), upy—u) >
si p(x) > 2,
CSHUm ul‘lpx)v
L C’4||um ul| 1171p2x)7
(IH 2. 30)
avee F(§) = |67 ¢ V¢ € RN, poy = inf p(x), pry = sup p(x) j =
Ty x€8);

1,2, Q) ={ze€Q; 1<plx)<2}etQ ={xecQ plx)>2}. En
vertu de (111.2.23b), (IH.Q.QS) et (I11.2.30), On conclut que u,, converge
fortement vers ux dans WO P et par le méme argument, on a la conver-
gence forte de v, vers v* dans Wy ().

e Etape 3 : (u*,v*) est solution de (1)



II1.2. Résultat d’existence via la méthode (F.M)

Via la méthode de la décomposition, on va montrer que u* = Tz et
v* = pw, ou Z et w sont respectivement les limites faibles de z, et de
Wy,

On a t, = t(z,,w,). Posons r, = t}/p+ et p, = tﬁ/q+.

Les estimations (111.2.9) et (111.2.10) montrent que la suite t,, est bornée
dans IR, on peut extraire une suite notée encore t, converge vers t i.e

t= lim t,.
n—-+00

Par suite r, — Y7 et p, — Y7 quant n tend vers +occ.
Posons T = /7" et p= it

1 1
On peut écrire —u, — —u* = — [(T — rp) u* + 7 (u, — u*)] qui montre
que Tn T T
U, u*
— - — — 0, lorsque n tend vers + oo.
n " lp()

Up, o
Autrement dit, puisque — = z,, on déduit que z, converge fortement
Tn

Uu xX — x
vers — dans Wol’p( )(Q) D’autre part z, converge vers z dans Wol’p( )(Q),
T
On déduit que

z =

= S

De la semi continuité inférieurement de la norme on a :

||u*||17p(m) < limninf ||un||1,p(x) < lim sup ||un||17p(x).
n

s’écrivant aussi :

||5||17p(x)f < limninf Tnl|2n] < limsup ||un||1,p(x).
n

Comme ||zull1p@) = 1 €t [[unll1p@) < llun — v ll1pe) + [0 ]1p@),
On obtient 'estimation suivante :

1Zlhpe ™ < 7 < [Z][1p)T

C’est a dire apres avoir divisé par 7> 0, on obtient ||Z||1pw) = 1. De
la méme maniere, on obtient ||W||1 4. = 1. On conclut ainsi que (Z,w)
est solution du probleme conditionnel (111.2.17). Comme ||Z||1p@) =
|0]1,4) = 1, en utilisant [19], on déduit la seconde partie du théoreme
(II1.3). La preuve est terminée.

43



Chapitre III. Résultat d’existence

I11.2.7 Existence du point critique global

Donnons a présent le résultat d’existence.

Théoréme II1.3. Soit Q un ouvert borné de RN avec une frontiere 0Q de
classe C1. Soient p,q : @ — IR% deuz fonctions de classe CK(Q2) N C(Q);
p_,q_ > 1. On suppose que

—p- N—q
1 1 1 111.2.31
(a+1) Np- +(B+1) N < ( )
“ +1 B+1
(6%
o + p —1>0. (111.2.32)

Alors le systeme (1) admet une solution non triviale (u*,v*) € WyP™(Q) x
W' (Q). De plus, on a les estimations :

+ +
H’U*Hﬁo,p(x) = HU*H?,q(w)

/ c(x)|u*|* ot [P de > 0.
Q

Avant d’entamer la démonstration du théoréme, donnons une remarque :

Remarque II1.4. 1. Sous U’hypothese (II1.2.536), on a

a+1 +1
- +6 -

—1>0. (I11.2.33)
p q

2. Quant p(x) et q(x) sont constants, alors (II1.2.36) et (I11.2.33) sont
réduites a la condition bien connue :

a—+1 +1
—i—ﬁ .
p q

Démonstration. Du théoreme (I11.3)

Les lemmes précédents affirment que (Z,w) est une solution du probléme de
minimisation de la fonctionnelle .

De la caractérisation du multiplicateur d’Euler-Lagrange, on déduit ’existence
d’un couple (my,msy) € IR? tel que,

V(h, k’) € Xo(flf),

1<

VI(zZ,w)- (h k) =mVAZ,w) - (h, k) + mVB(z,w) - (h, k). (I11.2.34)
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II1.2. Résultat d’existence via la méthode (F.M)

Dans (II1.2.34), posons h = z, k = w, on obtient
J'(z,w)(z,w) = 0. (I11.2.35)

La combinaison de (II1.2.34) et (II1.2.85) donne,

{ my AY - (2, @) + meBY - (2, )

0
mA® - (2,0) + meB® - (z,w) = 0.

ici AV, B (resp. AR et B(z)) sont les premieres dérivées par rapport @ z
(resp. w).
Notons

det >p q A(Z)B(w)=p q >0.
A® . (z,w) B®.(z,w)

1l s’ensuit que
Par conséquent,
ou encore
J'(7z, pw) = 0.

On conclut que (u*,v*) = (7z, pw) est un point critique de J.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése, on a présenté un résultat de non existence et d’existence
de la solution pour un systéme elliptique gouverné par 'opérateur p(z), ¢(z)—

Laplacien.
Le résultats de non existence a été établie sous la condition :
N —p* N —q*
1 1 > 1

et le résultat d’existence quant a lui est obtenu lorsque :

N —p~ N —q~
1 1 < 1.
(ot D)= = B+ D)=
“t +1 B+1
8]
w_+q+—1>0 (I11.2.36)

En perspective ; la méthode de sous et sur solution est proposée pour résoudre
ce systéme.

46



Bibliographie

[1]

2]
3]

[4]

[5]

(6]

7]
8]
19]

[10]

E. ACERBI AND G. MINGIONE. Regularity results for stationary elec-

trheological fluids. Archive for rational mechanic and analysis, 3 :213~
959, 2002.

K. AprioucH AND A. EL HAMIDI. The nehari manifold for systems of
nonlinear elliptic equations. Nonlinear Analysis, 6 :2149-2167, 2006.

A. AMBROSETTI. R. H. RABINOWITZ. Dual variationnel methods in

critical point theory and applications. J. Functional. Anal, 14 :349-381,
1973.

L. ANTONIO-RIBEIRO DE SANTANA, Y. BOZHKOV AND W. CASTRO

FERREIRO JR. Species survival versus eigeinvalues. Abstract and Applied
Analysis, 2 :115-135, 2004.

S. N. ANTONTSEV AN S. I. SHMAREV. A model porous medium equa-
tion with variable exponent of nonlinearity : existence, uniqueness and

localization properties of solutions. Nolinear Analysis : theory, Methods
and Applications, 60(3) :515-554, 2005.

Y. BozHKOV, E. MITIDIERI. Existence of multiple solutions for quasi-
linear systems via fibering method. J. Differential Equations, 190 :239—
267, 2003.

F. E. BROWDER. Non linear elliptic boundary value problems. Bull.
Amer. Math. Soc, 69 :862-864, 1963.

K. BROWN AND T-F. Wu. A fibering map approach to a semilinear
elliptic boundary value problem. E.J.D.E, 69 :1-9, 2007.

J. CHABROWSKI AND Y. FU. existence of solutions for p(z)- laplacian

problem on a bounded domain. Journal of Mathematical Analysis and
applications, 306(2) :604-618, 2005.

Y. CHEN, S. LEVINE, AND M. RAO. Variable exponent, linear growth
functionals in image restoration. STAM Journal on Applied Mathematics,

66(4) :1383-1406, 2006.

47



Bibliographie

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]
[16]
[17]
18]
[19]

[20]

[21]

[22]
23]

[24]
[25]

26]

48

L. DIENING. Theorical and numerical results for eletrorheological fluids.
PND. Thesis, university of Frieburg, 2000.

L. DIENING, P. HARJULEHTO, P. HASTO AND M. RUZICKA. Lebesgue
and Sobolev spaces with variable exponents. Lecture Notes in Mathema-
tics, Springer-Verlag, 2011.

G. DINCA. F. IsAIA. Generalized pohozeav and pucci-serrin identities
and non-existence results for p(x)-laplacian type equations. Rendiconti
del circolo matimatico di palermo, 59 :1-46, 2010.

P. DRABECK AND S.I. POHOZAEV. Positive solutions for the p-
laplacian : application of the fibering method. Proceedings of the Royal
Society of Edinburgh, 127(A) :703-726, 1997.

D. EDMINDS AND J. RAKOSNIK. Sobolev embedding with variable ex-
ponent. Studia mathematical, 143(3) :267-293, 2000.

I. EKELAND. On the variational principle. J. Math. Anal. Appl, 47 :323—
353, 1974.

X.L. FAN, J. SHEN AND D. ZHA. Sobolev Embedding theorems for
spaces WHP@) (Q). J.math. Anal. Appl, 262 :749-760, 2001.

X. L. FAN, S. Y. WANG AND D. ZHAO. Density of C*(Q2) in W!»(®)
with discontinous exponent p(x). Math. Nachr, 279(1-3) :142-149, 2006.
X.L. FAN AND D. ZHAO. On the spaces LP@(Q) and W@ (Q).
J.Math.Anal.Appl, 263 :424-446, 2001.

X. FAN. Solutions for p(x)-laplacian dirichlet problems with singular
coefficients. Mathematical Analysis and applications, 312(1) :464-477,
2005.

M. GALEWSKI. New variation method for p(z)-Laplacian equation. New
variation method, T2(1) :53-65, 2005.

T. C. HALSEY. Electro-rheological fluids. Science, 258 :761-766, 1992.

H. Hubpzik. On generalized orlicz-sobolev space. Funct. Approximatio
Comment. Math, 4 :37-51, 1976.

H. Hupzik. A generalization of sobolev spaces.i. Funct. Approximatio
Comment. Math, 2 :67-73, 1976.

Y.S. IL’YASOV. The pokhozhaev identity and the fibering method. Diff.
Fquations, 38(10) :1453-1459, 2002.

D.A. KANDILAKIS AND M. MAGIROPOULOS. Existence results for

a p-Laplacian problem with competing nonlinear boundary conditions.
E.J.D.E, 95 :1-6, 2011.



Bibliographie

[27]

28]

[29]

[30]

[31]
[32]
33]
[34]
[35]
[36]

[37]

38)
30)
40}
j41)

42]

Yun-Ho Kim, L. WANG AND C. ZHANG. Global bifurcation
for a class of degenerate elliptic equations with variable exponents.
J.Math.Anal. Appl, 371 :624-637, 2010.

O. KOVACIK AND J. RAKOSNIK. On the spaces LP(®)(Q) and W@ (Q).
Czechoslovak Math. Journal, 41(4) :592-618, 1991.

J. LERAY ET J. L. LIONS. Quelques résultats de Visk sur les problémes
non linéairs par les méthodes de Minty-Browder . Bulletin de la S. M. F,
93 :97-107, 1965.

M. MINAILESCU AND V. RODULESCU. A mulplicity result for nonli-
near degenerate problem arising in the theory of electrorheological fluids.
Procedings of the royal society of london A, 426 :2625-2641, 2006.

G.J. MINTY. Monotone (non linear) operators in hilbert space. Duk
math. J, 29 :341-346, 1962.

J. MUSIELAK. Orlicz Spaces and Modular Spaces. Lecture Notes in
Mathematics 1034. Springer-Verlag, 1983.

H. NAKANO. Modulared Semi-Ordered Linear Space. Maruzen co. Ltd,
1951.

W. ORrLICZ. Uber konjugierte exponentenfolgen. Studia Math, 3 :200—
211, 1931.

S. I. POHOZAEV. On a constructive method in the calculus of variations.
Dokl. Akad. NaukSSSR. in Russian, 1988.

S.I.POHOZEAV. Eigenfunctions of the equation —Au+Af(u) = 0. Soviet
Math. Dokl, 6 :1408-1411, 1965.

S.I. POHOZEAV. Nonlinear variationnal problems Via the Fibering Me-
thod. Steklov mathematical Institute, Russian academy of sciences, Gub-
kina str.8, 1991.

S. 1. PoHOZAEV. On approch to nonlinear equation.
Dokl. Akad. Nauk.SSSR, 247 :1327-1331, 1979.

S. I. POHOZAEV. On the global fibrering method in variational problems.
Proceedings of the Steklov Institute of Mathematics, 219 :281-328, 1997.

P. Pucct, J. SERRIN. A general variationnal identity. Indiana Univ.
Math., 35(3) :681-703, 1986.

K. R. RAJOGOPAL, M. RUZICKA . On the modeling of eletrorheological
material. Mech research Comm, 23 :401-407, 1996.

M. RUZICKA. Eletrorheological Fluids, Modeling and mathematical
theory, volume 1748. Lecture Notes in Mathemathematics, Springer,
2000.

49



Bibliographie

43]
j44]
j45]
J46]

47]

48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

50

A. SALVATORE. Some multiplicity results for a superlinear elliptic pro-
blem in RY. Topological Methods in Nonlinear Analysis, 21 :29-39, 2003.

A. SALVATORE. Multiple solutions for elliptic systems with nonlinearities
of arbitrary growth. J.Diff. Eq, 244 :2529-2544, 2008.

S. SAMKO. Convolution type operators in LP®) (RN). Integral transform.
Spec. Funct, 7 :123-144, 1998.

I. I. SHARAPUDINOV . On the topology of the espace LPM)([0,1]). Math.
Notes, 26 :796-806, 1979.

F. DE THELIN AND J.VELIN. Existence and nonexistence of nontrivial

solutions for quasilinear elliptic systems. Rev. Mat. Univ. Complutence
Madrid, 6 :153—-154, 1993.

[. V. TsEnOv. Generalisation of the problem of best approximation of
a function in the espace L® . Uch. Zap. Dagestan Gos. Univ, T :25-37,
1961.

J. VELIN. On an existence result for a class of (p,q)-gradient elliptic
systems via a fibering method . Nonlinear Analysis T.M.A, 75 :6009—
6033, 2012.

J. VELIN. Multiple solutions for a class of (p, ¢)-gradient elliptic systems
via a fibering method. To appear in Proceeding A of The Royal Society
of Edinburgh.

T-F. Wu. Multiple positive solutions of a nonlinear boundary value
problem involving a sign-changing weight. Nonlinear Analysis : T.M.A,
74(12) :4223-4233, 2011.

G. YANG AND M. WANG. Existence of multiple positive solutions for a p-
laplacian system with sign-changing weight. Computer and Mathematics
with applications, 55(4) :636-653, 2008.

V. V. ZHIKOV. Averaging of functionals of calculus of variations and elas-
ticity theory. Izvestiya Akademii Nauk SSSR.Seriya Mathematicheskaya,
Russian, 50(4) :675-710, 1986.



